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1 Esercizi di Riepilogo: Controllo Numerico

Esercizio 1 Dato il sequente schema di controllo numerico:

d(k)

u(k) G@) ZoH P(s) y(®

[N

Tr

dove P(s) =1/(s+ 1), si determini un controllore G(z) tale che si abbia:

(i) errore nullo a regime permanente per un disturbo d(k) costante;
(ii) errore nullo a regime permanente per un ingresso u(k) = sin(4k);
(iii) risposta piatta nel pin breve tempo possibile.

Esercizio 2 Dato il sequente sistema:

dr/dt = Az + Bu,z € R®,u € R
y=Cz,yeR

dove:

(i) Trovare la discretizzazione del sistema (1) con passo di campionamento T' > 0;

(ii) Trovare la funzione di trasferimento associata al sistema di cui al punto i);



(iii) Trovare l'espressione di un controllore digitale G(z) tale che si abbia:
(iii,1) errore nullo a regime permanente per ingresso a rampa;
(iii,2) uscita nulla a regime permanente per ingresso u(k) = (4 cos 3k — sin 3k)d_1 (k);
(iii,3) risposta piatta nel pit breve tempo possibile.

Esercizio 3 Si consideri il processo P(s) = 32—1—4' Si determini uno schema di controllo digitale con

G(z) di dimensione uno tale che il sistema a ciclo chiuso abbia due poli reali coincidenti.

Esercizio 4 Si consideri il sequente sistema:
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z
2z+1

u—> ZOH%R(s)stIZ% c 3 k@)=

T=0.5s

dove ZoH ¢ un organo di tenuta di ordine 0, C' ¢ un campionatore con passo di campionamento
T = 0.5s, e le grandezze y1 ey sono misurabili. Si progetti un controllore digitale tale che:

(i) il processo sia asintoticamente stabile;
(ii) si abbia risposta piatta nel pit breve tempo possibile.
Esercizio 5 Dato il sequente schema di controllo numerico:

d(k)

u(k) G@) ZoH P(s) y(®

[N

Tr

dove P(s) =1/(s+ 1), si determini un controllore G(z) tale che si abbia:

(i) errore nullo a regime permanente per un disturbo d(k) costante;
(ii) Errore nullo a regime permanente per un ingresso u(k) = 4 — sin(4k) + 3 cos(4k);
(iii) risposta piatta nel piu breve tempo possibile.

Esercizio 6 Dato il sequente processo digitale:

d(K)
«)
TS50 Zo || Pe)=1/s- D 1VEL V05—
TT=lsec

dove le grandezze v e y sono misurabili, si determini uno schema di controllo digitale che soddisfi le
seguenti specifiche:

(i) errore nullo a regime permanente per un disturbo d(k) costante;

(i) risposta piatta nel piu breve tempo possibile.



(iii) asintotica stabilita del processo conpensato.

Esercizio 7 Dato il sequente processo digitale:

dk)

u(k)
—>

ZoH > 1/(s-b) > . 1/(z—0.2)m>)
1 ‘
b/(z-0.5+b)

Si determinino i valori del parametro b ed un controllore digitale di dimensione minima G(z) tale
che si abbia:

(i) errore nullo a regime permanente per un disturbo d(k) costante;
(i) tutti gli autovalori del processo compensato coincidenti in 0.5.
Esercizio 8 Dato il sequente schema di controllo numerico:
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dove P(s) =1/(s +2), si determini un controllore G(z) tale che si abbia:

(i) errore nullo a regime permanente per un disturbo d(k) costante;
(ii) errore nullo a regime permanente per un ingresso u(k) = 2 — 3sin(2k);

(iii) risposta piatta nel pin breve tempo possibile.



Svolgimento Esercizio 1 - Calcoliamo innanzitutto la funzione P(z) come segue.

P(s) _ 1 :%_i_

s s(s+1)

—1
s+1

£ (2, = - o
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_ P(s) _ z —z
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dove o = 1 —e~ T, La specifica i) nota come astatismo rispetto a disturbi constanti, richiede un polo
in z = 1 a monte del disturbo d(k), mentre la specifica ii) richiede che |W(e/*)| = |[W(e77*)| = 0.
Pertanto, essendo

NP(Z)NG(Z)
W) = NG + B (D5
- 23
_ Np(2)
P(z) = Dp(2)’
si ottiene: 1
G(z) =

(z—1)(22 — (2cos4)z + 1)R(z)’

dove R(z) sara scelto opportunamente per soddisfare la specifica iii).
Per verificare la specifica iii) possiamo scegliere:

R(z) = (az®> + bz +c)(z — e T).
Calcolando
Np(2) (az? +bz+c)(z—e 1) a

PO = Dre) " G- D@ —Reostz+ Dz —c T

ed imponendo Nz (z) + Dp(z) = 23, si ottiene:

a=(142cosd)/a,
b=—(142cosd)/«,
c=1/a.

Svolgimento Esercizio 2 - Per risolvere il punto i) si osservi che A = SAS~! dove

(11 o o IR I
s=loa] o= lo A sefo

da cui ricordando A4(T) = A7 = SeATS~1, di ottiene:

1 eT-1
Ad:|:0 eiT :|
Infine
T T
_ A(t-T) g gy — Ly, | T
B /0 Bdt—/o {O}dt_{o],
Ca=C=[1 0].



Per risolvere il punto ii) ricordiamo

P(z) = Cy(zI — Ag)"'By =

:(z—l)(i—e—T)[l 0] ZioeiT ezT11H€]

T

(-1
Si osservi che ¢’¢ la cancellazione di una dinamica non raggiungibile e non osservabile che comunque
¢ asintoticamente stabile.
Per risolvere il punto iii,1) il controllore G(z) deve avere un polo in z = 1, mentre per risolvere anche
il punto iii,2) deve essere:

(22 —2cos3z+ 1)

G(z) = po— R(2).
Infine per risolvere la specifica iii,3) si puo scegliere:
az+b
R(z) = 5¥———
(2) 224cz+d
da cui imponendo Dr(z) + Np(z2) = z* dove:
Np(2)
F() = G2)P() = 5E
si ottiene: s
4 = 3T (1—cos3)
1
b= T (cos3—1)
c= 144cos3
2(1+cos 3)
_ 1
d= 1—cos3"

Infine il controllore che risolve il punto iii) & dato da:

3 1
(22 —2cos3z+ 1) <2(1_Cos3)z + cos3—1>

G(Z) - 144 3 1
(Z - 1) (22 + 2(1+ccc())ss3)z + 170053)

Svolgimento Esercizio 3 - Calcoliamo innanzitutto la funzione P;(z) come segue.

Pi(s) _ 1 _ —1/2 1/2
1s  os(s—2) T s + 5—2

S

z(c—l (P)

Pl(Z) =“

z—e’

L (ﬂl) L:m = (—1/2+1/2¢%) 6_4(k/2)

> _ —1/2z + 1/2z
- z—1 z—e

t=k/2

dove @ = 1/2(e — 1). L’interconnessione dei processi Pj(z) e Py(z) causa una cancellazione di una
dinamica instabile z = e che pertanto non verifica la condizione ). Per questa ragione conviene fare
un primo feedback su P;(z) che ¢ lecito visto che y; & misurabile. Dunque si ottiene:

kP (2) ak
W = = .
&) =)~ 2= ctak




Inoltre conviene scegliere k in modo da avere z — e + ak = z — 1, cioé

kiefli e—1
a 1/2(e—1)

=2

)

in modo che possiamo ottenere un controllore per avere risposta piatta in tempo minimo. Il processo

ottenuto € ( 1( )
z—e e—1)(z—e
W =
ol P 3 Yy

da cui scegliendo un controllore
b(2z+1)

¢ =",

si ottiene:
Np(z) + Dp(z) = (z = 1)(z 4+ a) + ble = 1)(z —¢)
=224 (a—1+ble—1)z+ (—a—e(e—1)b) = 2?
da cui infine a =e/(e — 1), b= —1/(e — 1)2.
Svolgimento Esercizio 4 - L’espressione della P(z) & della forma:

a(T)z+ B(T)
(z — e 2T)(z — 2T’

P(z) =

per qualche coefficiente «(T) e B(T). Sia

_(z—e)a
G(z) = ENFET
ed imponiamo Ng(z) + Dr(z) = 22 con
~a(T)az+ B(T)a
S P
da cui
—b—e*T +a(T)a=0
B(T)a + be*T = 0.
ed infine:
e b s 2T
“= T8+ Tae?T’” "B+ ae2T

Svolgimento Esercizio 5 - Calcoliamo innanzitutto la funzione P(z) come segue.

Pl) 1 _ 1 + —1
s s(s+1) T s s+1

£ (28 = 1= s

S

_ P(s) oz —z
z <£ 1 (T> t:k:T) B

p(z)zlfﬂﬂl: o

z—e~ T z—e~ T

dove a = 1 —e~ T, La specifica i) nota come astatismo rispetto a disturbi constanti, richiede un polo
in z =1 a monte del disturbo d(k), mentre la specifica ii) richiede che |W(e*)| = |W(e™)| =0



essendo gia presente un polo nell’origine che ponga a zero 'uscita relativa all'ingresso u(k) = 4.
Pertanto, essendo

B Np(2)Na(z)
W) = N Na ) + Dr(2)Daa)’
o= 3
P(z) = gig’
si ottiene: 1

(z—=1)(22 — (2cos4)z+ 1)

dove R(z) sara scelto opportunamente per soddisfare la specifica iii).
Per verificare la specifica iii) possiamo scegliere:

R(2) = (a2’ + bz +c)(z — e T).

Calcolando
F(z) = Np(z) _ (az® +bz+c)(z—e 1) !
Dr(z) (2—1)(22 - (2cosd)z+1)z—e T’

ed imponendo Nz (z) + Dp(z) = 23, si ottiene:

a=(14+2cosd)/a,
b=—(142cosd)/a,
c=1/a.

Svolgimento Esercizio 6 - Calcoliamo innanzitutto la funzione P(z) come segue.

Pu
e R

s s(s—1) — s

_ =z z
t:k;) - z—1 + z—e’

Si noti che ¢’¢ cancellazione di una dinamica instabile z = e, dunque affinche sia verificata la specifica
iii) bisogna fare un primo feedback da v(k) a u(k), con guadagno k sul ramo diretto, in modo tale
che:

kle—1)+z—e=2z-1,

da cui k = 1. Si noti che in questo modo la specifica 1) ¢ gia verificata essendo presente un polo in
z = 1 davanti al disturbo.
Per quanto riguarda la specifica ii) si consideri il processo completo:

(e—1)(z—¢€)

P =
&)= D —0s5)
Si scelga un controllore:
a(z —0.5
Glz) = (z +b )



Calcolando la funzione di trasferimento F'(z) sul ramo diretto:

_ Np(z)  ale—=1)(z—e) ale—1)z—e(e—1)a

"~ Drp(z2)  (2—1)(z—0.5) 2+0b-1)z-b "~

F(z)

ed imponendo Ng(z) + Dp(z) = 22, si ottiene:

b—1+ale—1)=0
{ —eale—1)—b=0

Da cui si ottiene infine:

Svolgimento Esercizio 7 - La traformata Zeta del processo P;(s) =1/(s —b) &

-1 1
b (z—etT)’
Calcoliamo la funzione di transerimento ingresso—uscita:

e —1 1
b (z—etT)(z—-02)

Pl(Z) =

P(z) =

Si osservi che la dinamica del processo b/(z — 0.5 4+ b) & non raggiungibile e pertanto per verificare
la specifica ii) deve essere necessariamente b = 0. Si osservi che per b = 0 'uscita del processo
b/(z—0.5+0) ¢ identicamente nulla. D’altro canto la dinamica interna del processo ha un autovalore
in 0.5 che verifica direttamente la specifica ii). Inoltre per b = 0 si ottiene che

T

P& = o0

ed dunque P(z) ha direttamente un polo in z = 1 e pertanto la specifica i) & verificata. Per
sintetizzare un controllore G(z) che assegni gli autovalori (raggiungibili e osservabili) in 0.5 si scelga:

alz—0.2
G(z) = (zfﬁ)
La funzione di traferimento a ciclo aperto ottenuta é:
Np(z oT
F() = 50 = GOPE) = =5
da cui, imponendo Np(z) + Dr(z2) = (2 — 0.5)?, si ottiene:
{ al —B3=1/4
B—1=-1

da cui si ottiene o = 1/4T e 8 = 0.

Svolgimento Esercizio 8 - Calcoliamo innanzitutto la funzione P(z) come segue.

P(s) _ 1 1/2 4 -1/2
s s(s+2) T s s+2
—1 [ P(s _ _ —2kT
c (Jl ) = (1/2=1/2e7T) 5y (kT)

z (E_l (ﬂsﬁ) ‘t:kT) =125 - 1/2=r

P(Z) = 1/2 - 12/322’—7271“) = Z,(ioizT



dove a = 1/2(1—e~2T). La specifica i) nota come astatismo rispetto a disturbi constanti, richiede un
polo in z = 1 a monte del disturbo d(k), mentre la specifica ii) richiede che |W (e72)| = |W (e792)| =0
essendo gia presente un polo nell’origine che ponga a zero l'uscita relativa all’ingresso u(k) =
Pertanto, essendo

Np(z)Ng(z)
W(z) Np(z)Ne(z) + Dp(2)Da(z)’
G(z) = gzgi§7
P(z) = gig’
si ottiene: 1
G(z) = R(2),

(z—=1)(22 — (2c0s2)z+ 1)

dove R(z) sara scelto opportunamente per soddisfare la specifica iii).
Per verificare la specifica iii) possiamo scegliere:

R(z) = (az® + bz +¢)(z — e 2T).

Calcolando
2) (az? +bz+c)(z — e 2T) a

_ Nr(
Fz) = Dp(z) (2—1)(22 —(2cos2)z+1) z —e 2T’

3

ed imponendo Ng(z) + Dp(z) , si ottiene:

a=1/a(l+2cos2)
b=1/a(—2cos2—-1),
c=1/a.



