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CAPITOLO I 

FONDAMENTI. 

1.1 • Generai ità. 

Si considerino le equazioni: 

x(t) = f(t, x(tli u(t)) 
( 1.1) 

y(t) = T)~t, x(t), u(t)) 

in cui t ER, x(t) E X, u EU e y(t) EY. Come è noto, le funzioni f ed 7) , 

insie111e allo spazio di stato X, individuano una rappresentazione regola
re o differenziale di un sistema S. 

Un primo problema che ci si può porre nell'analisi di tali rappre
sentazioni, una volta sla~~!it_a_l'~,,?j,§~.Ji9... e l')!_nici.tj, ci.~J.le --~glug;ioni 
della (1.1), è quello di calcolare, in corrispondenzaadun dato stato ini
ziale x( t 0 ) e. ad un dato ingr~.§§..Q,~u.,J,' evoluz~o_ng_ __ \i~U~ .. -stat(). __ x( t) e 
quindi dell'uscitq y(t) pe:r t ~ t 0 •\ 

In molti problemi applicativi-, tuttavia, ha interesse non tanto la 
conoscenza della soluzione analitica o numerica ai tale problema, quan
to la possibilità di i:;Jgbllirn ... deLLe_ PJ,2.~.Ù,~."~.~IJ.OJtt9~<±tJ;i;.e dell'evoluzio
ne dello stato e dell'uscita. Dal punto df vista matematico un problema 
di tale tipo può essere inquadrato nell'ambito della .teoria qualitativa 

d_~\ir::.J~Ji:U-.El:~~?~:i:~LUeJeP,1'içili (.iniziata da i;_oj~c~!:.~ att~;i'ftr~o):;····;·];-;;· 
si propone di stabilire ~~t,g __ çl..§Jl' insieme delltL soluziopi di una e-
quazione differenziale senzq_effe.tlum:.D§:il calcolo esatto~9_gpprgssim at_o. 

Uno dei problerni'ciirnaggior rilievo nell'analisi di una rappre.: 
sentazione regolare (c-orne pure nella teoria _qualitativa delle equazioni 
differenziali) è quello relativo allo studio di R!9J?,,tifill.uf.LLL,rq,IJ..CJ.Ltt,Jl~/J e 
del comportamentQg_§i_c;_toUco dell~ __ f'i_QJuzioni. Tale problema, esamina
to sòt·t;cii~-;·;;T-;·è;·;t'ti·;-";;~-;,tit~isc~ l'oggetto della ~q_,_cj__eJia_sJ..gJJ.~: 
lità. 
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2 Generalità 1.1 

Prima di presentar e la trattazione formale conviene chiarire in
tuitivamente il ccJ.I).Cetto di stabilità. 

In termini:mòlto generali, lo studio della stabilità di un sis.tema 
consiste nella vafotazione ~qualitativa~ di alcuni .aspetti del suo com-
portamento in pre~enza di ~tUi[.cgJ§gJ~ agenti~~~·citesso. . 

Per esaminare alcune formulazioni matematiche dei problemi di 
analisi della stabiÙtà, sia -~=cp(t, t 0 , x 0 , u) la ~.::,~~~"i.9.P..§ .. della {1.1) 
corrispondente ad uno stato iniziale -~-~JJ.L=.' ... Jl:.Q fissato e ad una asse
gnata funzione d 1 ingresso u. 

Ci si può allora porre il problema di esEim in are come varia la so
luzione della ( 1.1) rispetto a quella conside:rata al variare dello stQto 
iniziale entro un prefissato intor~o cCell~ stato Xo. In particolare, se' 
x0 + !::. x0 è un punt.o dello spa;?.io dì stato ~prossimo~ ad x0 , ci si può 
chiedere se la soluzione ad esso corrispondente cp(t, t 0 , x 0 + !::. x 0 , u) si 
mantiene o meno« prossima~ a cp(t, t 0 , x 0 , u), per t 2: t 0 , e sotto quali 
condizioni cp'(t, t 0 , x 0 + 6, x 0 , u) tende a coincidere, per t .... ro, é:on cp (t, 
t 0 , x 0 , u). In altri termini tale problema consiste nell 1esaminare, fissato· 

1
1 
fngresso, l '!~.,~~-~!.?. .. 9LY.~(.P~MN,Cg.9_,SS~~~!!,Q :u1,I() stato. inizi1a.~e. Si supponga ora fissato .lo s toto l111z10Ìe x 0 e che all ingresso 

u(t) sia sovrapposta, per t E{t 0 ,t 1), una grandezza disturbante &(t), fun
zione incognita appartenente ad una classe di funzioni assegnata: 

{ 

u(~) + &u (t) 

il(D = . 
u(t) 

Ci si può allora chiedere se la soluzione cp(t, to, Xo, u) si mantie-
. ne o meno €-p~ossima $ alla soluzione cp(t, t 0 , x 0 , u) per t ~ t 0 e sotto 

quali condizioni esse tendono a coincidere per t--:xi, al vari.are di &u(·)· 
entro la classe prefissata. In altri termini ci si può chiedere quale sia 
l'effetto di una perturbç;izione __ o (t) agente sull'ingresso,. 

~I-. ,~ • • ... ~ • ·.,q·••~,;)J:.:.:;i!.'i'.:~;. ... h~•,:.;,tl>o.'Cl\<i"ffitf"··>' ... u ·-•···· " . 
· · . E chiaro· è'f1e;· se si fa rTferiÌnento a tempi' successivi a t 1, l'ef-
fetto della perturbazione 8)t). agente sull'ingresso si può studiare e
quivalentemente esaminando l'effetto di perturbazioni sullo stato inizia
le, considerando come stato iniziale lo s.tato all'istante t 1 , x(t 1)= qJ (t 1 , 

t 0 , x 0 ,~ [tp,t
1

) ), in cui cessa la perturbazi.one ~ull' ingresso.' ~·rcblemi a
naloghi s1 possono porre anche nel caso mcm la perturbazione ou (t) 
sull'ingresso si manifesta in tutti: gli istanti successivi a t 0 , ossia nel· 
caso di pert1:Jbg3j.pn) pe~s!st:nJL sull'ingresso (in tal caso non ci si 
può ricoi~7furre -però ~Ifo-'stu.ciio d-ell' effetto di perturbazioni sullo stato 
iniziale). 

Appare allora naturale chiamare stabile un sistema la cui evo· 
luzione è poco sensibile a perturbazioni sullo stato iniziale- o sull 1in
gresso, ossia in cui piccole perturbazioni danno .luogo a piccole varia-
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zioni nella sua evoluzione. Viceversa un sistema si dirà ~!&_ se, 
per effetto di una piccola perturbazione, la sua evoluzionè· si allontana 
dalla situazione dinamica co;rispondente all.' assenza della perturbazio-
ne. 

Il corpo della teoria della stabilità è costituito essenzialmente 
di: 

a) definizioni; per sviluppare in modo rigoroso lcl teoria oèd)rre definire 
in modo preciso cosa significa stabilità, instabilità, e disÙnguere diver-

. si tipf di stabilità. Ci saranno diversi tipi di stabilità perché ci potran
no essere diversi modi di reagire aLle perturbazioni e ci potranno essere 
e.sigenze pii'.1 o meno forti da soddisfare. 

{/ b) condizioni ì dopo le definizioni, è necessario stabilire quali condi-

~
' . zioni debbano essere so_ddisfotte in una rappres.entazione e nei suoi pa· 

rame tri affìnché s.i abbi a un tipo o l'altro di stabilità. Queste prendono 
appunto il nome di condizioni di stabilità. · 

e) criteri; dopo aver stabilito le condizioni di stabilità è importante po
ter verificare se tali èondizioni sono soddisfatte o ineno, senza calcola-
re esplicitamente le uscite. I procedimenti che consentono di effettuare 
questa veriffr.a prendono il nome di criteri di stabilità. 

Il contributo fondamentale nella teoria moderna della stabilità è 
dovuto al matematico russo Lyapunov ii quale, nel 189'.2, scrisseunace
lebre memoria sulla stabilit~;;;;\7'imento, che è rf~ta il punto di 
partenza della teoria della stabilità. La teoria di Lyapunov si è dirne~ 
strato la più efficace per lo studio della stabìlità nei problemi applica
tivi, in particolare in quellì ingegneristici. Questa teoria è stata nisco
perta ~dagli ingegneri negli anni '50 e da allora via via. trasferita sul 
piano applicativo; oggi è pratic_ci.m-;;·~te l'unica teoria che p.ermette di af
frontare i problemi di stabilità su una base matematica seria, non solo 
nei casi lineari, ma anche in quelli non lineari. 

1.2 •Situazioni dinamiche di interesse. 

In tutfo la trattazione seguente si assumerà che il sistema S al
lo studio sia descritto mediante una rappresentazione ingresso-stato-u
scita: 

(2.1') 

(2.1 11
) 

x(t}::: cp (t, t
0

, x
0

, u) 

y(t) = 7)(t, x(t), u(t)) 

Le situazioni dinamiche di maggiore interesse nella teoria della 
stabilità sono le se.guenti: 



4 Situazioni dinamiche di interesse 1.2 

Traiettoria: è l'insieme così definito: 

(2.2) % = {x E X: x = cp(t, ta, x 0 , u)} . 

Essa è l'insi~me di tutti i valori ~ssunti dallo stato nell'evolu
zione a partire da·;µn particolare stato iniziale ed in corrispo~~enza .a.cl 
un particolare ingresso; essa dipende ovviamente anche dall istante i
niziale. La traiettoda è un luogo di punti nello spazio di statoi nel ca
so bidimensionale'· (n = 2) 

1 
ad es., la traiettoria può essere rappr.esenta

ta come una curva nel piano cartesiano (x 1 , x 2) (vedi fig · 2.1) • 
Come già osservato, ciascuna 

trai:ettoria è legata al parti'colare sta· 
to iniziale ed al particolare ingresso 
che caratterizzano l'evoluzione dello 
stato. 

1-0 Moto .(o movimento) è l'insieme co

l.i• U sì definito: 

(2,3) ~ ={(t,x(t))E TxX:teT(t 0), 

x(t) = cp (t, t 0 , x0 , u)} 

Essa è l'insieme delle coppie 
di valori (t, x), nelle quali x è il 

xo 

valore assunto all 1istcinte t dallo sta- Fig.Z.1 

X1 

tonell'evoluzione a partire da un 
particolare stato iniziale ed in corrispondenza ad un particolare ingres· 
so, La differenza sostanziale rispetto alla traiettoria risiede nel fatto 
che questa volta si considera, accanto allo stato, anche l~ istante di 
tempo in cui il valore dello stato viene assunto. Il moto e un l~ogo 
di punti nell'insieme T X X; nel caso. bidirnensio~ale,' ad es;., puo es· 
sere rappresentato come una curva nello spazio cartesiano (t, x 1 , x 2) 

(vedi fig. 2.2). 

X1 

xo 

. Fig. 2.2 
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E' chiaro che la proiezione del moto sul piano (x 1 , x 2 ) rèstitui-
sce la traiettDria. . 

La distinzione tra traiettoria e moto è fondamentale e se ne ve
dranno presto le applicazioni. Nel primo caso interessa soltanto cono· 
scere il luogo dei punti dello spazio di stato percorso dal sistema nella 
sua evoluzione; nel secondo caso interessa· anche sapere in quale istan
te ciaséun punto dello spazio di stato viene raggiunto. · 

D Moto periodico un moto si dice periodico se esiste un valore T per cui 
si abbia: 

(2.4) cp(t + n T, t 0 , xa, u) = cp(t, t 0 , x 0 , u) 

per~ey_q_~ per ogni l~~--~ta). Il più piccolo T per cuila (2.4) 
è soddisfatta si chiama periodo del moto. Ovviamente la traiettoria cor
rispondente ad un moto p;rtc;:~· 
dico è chiusa, in .quanto lo 
stato riassume le sfesse po- x2 

sizioni periodicamente. Le 
. traiettorie chiuse hanno spes
~:;;--r;f;'""""n~ m;"~"6o n ve nz io na le 

molto diffuso in certi capitoli 
de Ila teoria de 11 a stabilità:.~ 
clo limite. Nel caso bidimen· 
'S'iOnaTeu~ ciclo limite può 
assumere la configurazione 
indicata in fig. 2.3. Fig.2.3 

" Stato di equilibrio : uno stato x si dice di equilibrio se, nell'evolu-
~ '"······~·-cr···-·,, --~~"' zio11.s?JJJ?..,17.xQ:~.ox~n.t~ .. RoJ..l.i;iJ,n~.d.,çi.tqJ,.~ .. ~.tgto.1.JP.§tOi? el sistema si manhe-

"·fi'e'."~ost.anternente pari ad x • In termini formali, urièi"sfàfo di equÙibrio 
è qualsiasi elemento x èif'x che soddisfa la condizione: e . . 

. ·' . ,,\ ;:._ ... ~~ 

(2.5) l xe = cp(t, ta, xe, 6) , ! . .. 
l..--·~"""'"""'"·•·••"~········""·' ............... :. 

per· ogni t E: T (tal· Gli stati di equilibrio sono dunque le soluzioni della 
- . -~~--·-·-;···~·- ~-. -.. , .. -·.,, -....... 

(2.5). . 
Con·riferimento alle definizioni date in precedenza, si può dire 

che gli stati· di equilibrio sono tJ_aJ~Jt2.rl~ .. s!;sW.~I).5'JJ (costituitè da un solo 
elemento di X) corrispondenti a~_in.gr.e;;si .nulli su T (tal~ Ovvero-, in al
tri termini, gli stati di equilibrio sono le traiettorie·coriispondenti a mo
ti periodici degeneri (moti periodici di periodo nullo). 

·La definizione q~l-p~es-~t-;:;t~-fa-ì:Tierlméiifo. al caso di ingresso 
nullo (evoluzione libera). Non vi è tuttavia alcuna dìfficol tà a conside

. r-are una deHnizione che faccia riferimento a un ingresso costante su 
T(ta); in tal caso la (2.5) va sostituita dalla: 



6 Situazioni dinamiche di interesse 1.2, 

(2.6) 

.avendo indicato .con u il valore costante delt1 ingresso. 
E' chiaro:,~Hora che gli stati di equilibrio dipendono dal ·partico

lare valore dellq:costante iì; non si perde di generalità, tuttavia, a stu
diare il caso deÙnit; dalla (2.5) in quanto si può .sempre pensare il va
lore di u che figura nella (2. 6) come parametro del sistema. 

t3 • Definizioni cli stabilità. 

Si daranno ora le principali definizioni di stabiUtà secondo Lya
punov. In tutta la trattazione seguente, salvo esplicito avviso, ·si indi
cherà con x(t) il valore assunto dalla funzione .cp(t, t 0 , x. 0 , O) e cioè 
il valore assunto dallo stato in evoluzione libera all' istante t, a par
tire da uno ~tata .iniziale x0 .= x( t 0). Si assumerà inoltre che lo spazio 
di stato X sia uno spazio vettoriale normato. 

- ~-::.:;.ç::;__..""?-

Stabilità di ùno stato .di equilibrio: uno stato di equilibrio xe si dic~ 
stabile se: 

(3.1) Vs 3 8(s, t 0 ) : 

l!x(t 0)- xe Il< 8(s, t 0 ) => IJ x{t) - xe Il< s V t E T (t 0 ) 

cioè se comunque si fìssi un s >O esiste un 8, che potrà dipendere da 
s e dall'istante iniziale .t0 , tale. che, se x(t 0 )- xe è in norma minore 
di 8 allora· x(t)-xe è in norma minore di s, per ogni t L t 0 • 

Una esemplificazione grafica di questa defini:d.one è data in fi
gura 3.1 con riferimento' al caso bidimensionale. Sia xe uno stato di e
quilibrio; esso è stabile se, scelto un intorno del punto xe di raggio s 
piccolo. a piacere (fig:3.l-a), è possibil~ trovare un intorno di raggio o 
- che dipenderà dal valo.re s prescelto e ·dall1 istante iniziale t 0 - (fi
gura 3.1.-b), tale che, se x(t 0 ) è interno al cerchio di raggio 8 (figura 
3.1-c) allora la traiettoria in evoluzione libera avente origine da x(t 0 ) 

si mantiene interna al cerchio di raggio s (fig. 3.1-d). 
In altre· parole, fissato un intorno di xe p·iccolo quanto si vo

glia, ·l'evoluzione libera dello stato si mantiene confinata a tale intorno. 
purché il valore dello stato iniziale x(t 0 ) non si disco'sti troppo dal. va-
lore di equilibrio xe. . 

Nello studio della stabilità di uno stato di equilibrio è abituale 

dare alla quantìtà ;.~~pJ:,~.'i'! il nome di,_ge!'.t..l!!:ba_?:!.~_f!_}_If..~?:.ia.)~fi!..,e, i~ con
seguenza, alla evoltfz1one dello stato çp(t, t 0 , x(t 0), O) il nome d1,evo-
-~~-~~-::..~_:_(li~era) perturbata. · -' ~· 

Definizioni di stabilità 

o 

a) b) 

o o 

cl d) 

Fig. 3.1 

· Si ,sottolinea il fatto che nell:a definizion'e presentata sopra non 
v ien:_r~.~~-~~!5-~?,,.::.h..~.)'. e:".?l~z.~.<:>.n.e R ertu,r bqt a ... r.i tomi .UE;Ge;>Eçu;:iam en t;~~i 

. p:afit() d.i e.quili[?rfo: quello che si richiede è solo upa limitatezza loç;gle 
,.r.elL'...!z:i~9,EP5?,,..g.~LR~.ll!:?.~~.L$.WlJ.kLi&\· . ~--"·-~·-·-··'·•· · ... 

/ 

. Si o~servi che,' in ~enerale,,J...2.!Em~!J .. Sl,~Ast,~, tq,_,~.;i_iç]:ié_si conside
rano s1stem1.non stqz~onan, Vi sono casi in cui ·~11-&n 'dipenci.e'cia t' e 
Quando .cJò ~vviene sì dice che la ::'.,~:1!?.~l_i_tà di xe fa uniforme rispettoo al 
t.€'.l'll:.12.?· E evidente che nei sistemi' stazionàri la sfQì)rrrea-e's'~mp~e~--;;~i-
forme. · · 

S'.abilità asintotica di uno stato di equilibrio: uno stato di equilibrio xe 
s1 dice stabile asintoticamente se es.so è _stabile e se, i.noltre: 

(3.2) 380 (ta): llx(t 0)-xel/< òa(t 0)~lim llx(t)-x ll=o 
. . t•OO ~ 

7 
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In altri termini 1 uno stato di equilibrio xe è stabile asintotica
mente se è stabile (nel senso della definizione precedente) e se, inol
tre1 quando la ~e]:turbazione iniziale è limitata (da un numero 8a che può 
dipendere anche da t 0) l 1evoluzione perturbata converge, per t .... oo, allo 
stato xe ste~so. Da un punto di vista fisico si può dire che, .in questo 
caso, perturbazioni limitate non solo danno effetti limitati, ma assicura
no che l'evoluzione converga.asintoticamente al punto di equilibrio. 

E' imp.ortante notare che, in generale, la proprietà· indicata con , 
la (3.2) è indipendente.da quella indicata con la (3.1). Può cioè aversi 
convergenza ad x dell1 evoluzione perturbata anche se x non è sta-e .. e 
bile (basti ri_flettere al fatto che la stabilità di xe impone una condi· 
ziorie su x(t) per ogni valore di t rqentre la (3.2) impone una condl:
zione su x(t) solo per valori di t molto elevati). Per sottolineare que- · 
sto fatto si usa parlare di quasi-stabilità asin.tot.i.çq __ nel caso in-cui lo 
stato xe _soddisfi alla soi';"''~?~~t~I9.;iL;J:~:j,):<sulla base di questa ter
minologia si può allora dire che uno stato di equilibrio è ,stabile asinto7. 
ticamente se è simultaneamente stabile e quasi-stabile asintoticamente. 

Anche nel caso .di stabflità asintotìca è possibile analizzare la 
dipendenza da t 0 ed introdurre concetti di ...un.i.fo.r:.rnLtà. Per illustrare 
questo punto. si osservi che 11esistenza del limite indicato nella (3.2) 
implica éd è impfic:ata dql fatto Che, fissato COmUnque .un valore !I> o I 
esista in corrispondenza un i stante di tempo t tale che risulti 11 x( t) -
-xe 11< 1) per ogni t > t

0
• Il valore ta dipend~ da 17 (come previsto 

dalla definizione di limite) ma può dipendere anche.dal11fstcirite iniziale 
J.-0.•· Sulla base di queste considerazioni si può allora concludere che la 
dipendenza da t 0 della proprietà in esame si. manif.esta si.a nel fatto che 
9l.P-~-d~_È.9_ !p __ 1 1 qJT]pi~:zza dell'intorno cui deve appartenere la perturba
zione iniziale (il valore 8

0
) sia nel fatto che dipende da t 0 la rapidi

tà di convergenza a O di ! Jx(t) - xe J 1 (quest 1ultima può essere. misurata 
dall'ampiezza dell'intervallo di tempo che intercorre tra t 0 e t

0 
e cioè 

dalla differenza ta ~ t 0 ). Se entrumbi 8
0 

e {t
0 

- t 0 ) non dipendono da 
t 0 , si usa parlare di quasi-stabilità. asintotica, __ uniforme. 

Combinando il concetto ora introdotto èon q.u .. eùo di stabilità uni
forme1 si dice che \lno stato di equilibrio xe è stabile asintoticamen'te 
uniformemente se es so è stabile uniforme men te e quasi· stabile asintoti~ 
e amen te uniformemente. 

Stabilità asintotica globale : uno stato di equilibrio si dice stabile a· 
sintoticamente globalmente se esso è stabÙe e se, inoltre: 

(3.3) ~~)EX lim lix(t)-x ll=o 
t -ro e 

In altri termini, uno stato di equilibrio xe è stabile asintotica
mente globalmente se è stabile e se l 1ev oluz.ìone perturbata converge 
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asintoticamente allo stato x · 1 h · 1 

iniziale. E' chiaro che la defi':riz~~~ee dci setasb1~ll't~ntit~ del~a perturbazione 
' 1 i a asintotica glcib 1 . , pone una condizione molto , , f . , . a e im-

dalla stabilità asintotica; i~·l~e:::~lept~ re~trittiva, .d.i, quella imposta 
ca .... la .. sec;pnda (stabilità local ") .. ,_.,.. . . .P,~1ma (stabihta g~obale) im.I?Ji-
stab"l't' , ; . : .. . .. .. e , .. ma D()n viceversa. Nel caso in ,..ui 1 

1 l a e asrntotica ma non lob 1 · -- ... - e · ~ a 
zio ài _stato delle regioni tali ~he,as:1 l:i :t~~~oi:~zii~~;vièdua~ee;~llo, spa-

:~ 'has~i:~r~~:~~~g;nz~ ver.so _i1 punto di _equilibrio, mentre se ~ees~:~:: 
chi - :111 regioni prendono il nome di regioni di stabilità e 

, _a:amente, ve ne e una per ogni punto di equil'b~-fr-·rc-.. -·--··::--~ ' 
b1hta asintotica globale la regione di stabTt' 1 no. e caso di sta
zio. 1 i a comprende tu-tto lo spa-

Stabilità esponenziaf'e: uno stato di equilibrio x . . . 
sponenzialmente se esiste un valore À> O t 1 eh si dice stabile e

a e c e: 
(3.4) V 8

1 
3 ~(8) : Jr\ .. _, fVor-1 ~ ( C, i:0 ) 

JJx(to) - x., Il< Ò(8) => iJx(t) - x /) < e e-À(t-tol 
e 

VtET(t 0 ), 

In altri termini uno stato di equilibrio si d. , . 

:e 1 ~~~tia:;1°~~z~~;~ :\';turbata eh~ ha origi~~e :;~1~ 1i~t:r:~o~:n~~~:~:~~ 
ti ·che l'ev 1 . ' a una funzione esponenziale decrescente. ·si no-

d 
o. uzione perturbata tende asintoticamente ad x , 

etto che vi tenda secondo una 1 . . d. . e' ma non e 
de saç;__ondo una leg h , ~gge. i tipo esponenziale: essa vi ten-

. · · · · ge e _e e « magg10rata l da nn 1 d' , 
~,l_e. · · · · · · "'·a egge i tipo esponen-

nen . P~ò essere i,nter~ssante mostrare il fotto che la stabilità es o
......... ZJQ.fo,,e ariche aszntotzca "n;forme A · t ·~-~--------··-..... P .. -, · · .... · · ·'-' + - • ques o sco o ' · ·· ........ 
l osservare che, se vale 1 (3' 4)· · 1· . P. si rncominci con 

a . ' va e a maggior ragione la: 

V 8 1 3 ò(e): 

Il x ( ta ) - xe 11 < ò( 8) ::} I J ( ) 11 xt--xe <e ,VtET(t
0

) 

(in quanto e·-À(t-to) è sempre infe , d 1) 
de con la (3 1) d . lt . r,10re a . Questa relazione coinci-

. e ' mo re1 in essa il valore 8 non d, d d · 
può allora concludere che er x . , ....... , ', i,~en,_e __ a to i si 

sid~i poi nuovamente la (f.4) e ~i ~~:r~~:~:~: ~dtab:lita i:_nl1~:.::ie;Si, con
to 8· · ll . \ a un va ore prefissa-. , grazie a . a convergenza a zero di e-1\.(t-to) . , 

, s1 puo dedurre che: 

l!x(to)-xJ)< ò(e).~ lim /i'x(t)-x JJ=o 
t-+oo e 

(3.5) 

e- cioè che x ' 
e e q_1:1_qsJ~sta~i~e asintoticamente. Per quanto riguarda il 

A,RUBERTI •A.ISIDORI: Teoria della Stabilità 
2 
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1.3 

. ) ' . d'ato dedurre grazie ancoraalla (3.4), 
limite che figura nel.la (3.5 e 1~1rne 1 Il (t)- !'\<TJ per ogni t mag-

-----··--1 h f1'ssato ço·rounque T) > 0, risulta X Xe ce, ~- 1 . 
t t~) .~:~~~-~~~~ valor; _ta dato dalla f~lrrnu a. e 

I t - t + - ln (3.6) L. ____ P a - o t.. TJ 

Di conseguenia la differenza la•& lo non dip.ende da tach:, 
quasi--stabilità asintotica di xe è anche ~,!?JJE.~· il 
prova di quanto asserito. 

pertanto, la 
completa la 

Stabilità dj un moto: un.moto: 

(3.7) IJJl::: {(t, x(t)) ET x X: t ET (toÌ. x(t) == cp(t, ta, xo, u)} 

si dice stabile se: 

(3.8) 
V ~ > O , 3 8 (E, t0 ) : 

'I; 
;:} \\'cp(t, t

0
, x, u) - cp(t, t 0 , x 0 ,u) 11 < 8 , 

'")'"'rn 
.1)-J<,tn\1a}La d~firìizione è sostanzìal· 

mente simile a quella data 
J ,1.·r; per gli stati di equilibrio; lo 
,,,....... aspetto essenziale che oc-
ud1 'ì corre tener presente è il se-

quente: un moto è stabile se, 
per piccole perturbazioni ~e~
lo stato iniziale, ad ogni I

stante t successivo all1 istan
te t 11evoluzione perturba
ta sia mant:iene vicina alla 
evoluzionè non perturbata. 

. ... Questo non significa 
••u. __ i:~ ... 

·che, se la traiettoria asso-
ciata al moto oriqinario cp(t, 
t. x u) e quella associata 0 1 0 1 . 

r:Il moto perturbalo cp.(t, t 0 , x, 
1J) sono vicine, il moto sia_ 

xo 

X 

o 

FiCJ. 3.2 

Xl 

necessmiamente stabile: in- . , . - a ercorse con legge 

\~ htti le due traiettorie potrebbero essere v1c1~e m p t m(t t x u) 
~ 1 d' Ad un dato istante t la distanza ra -r , o, o• 

tempora e iversa. . ( f f' 3 2) 
e cp(t, ta, x, u) potrebbe essere superiore ad E c r, tg. . .. 

1.4 Alcune proprietà delle rappr.esentazioni lineari 11 

1.4 • Alcune propri~tà delle roppruenta:z:ion.i lineari. 

Si dedurranno ora alcune interessanti proprietà delle rappresen
tazioni lineari. 

\\ 

Proposizione 4. 1'.. In una rappresentazione lineare l'i!l§..l~!iUi.~9lL~t;_gti 
Qi.....equililnfo·,è un sottospazio dello spazio di stato. In particolare, I'oti

. rrine dello-;;azio di~tato è-s~o'~t;;'f~"Jf'~~;ilibrìo. . ,-...,~-
r.. .... I""" . 

Provo. Se x ed ·x sono due stati di equilibrio della rappresenta• 
e 1 - e~ 

zione in questione, si ha, per definizione: 

xe2 = cp(t, to, xe2' O) 

da cui, per la .!,bE..€~IJ!:i_dJ.t~-~='. ... :_~.~ . ..:~?2} iispetto ad .!• si deduce che: 

c 1 x +c 2 x =cp(t,t 0 ,c1 x +c
2

x ,O) 
ei e2 · e1 e2 

Vt E T(t0 ) 

essendo c 1 E C e c 2 E C:. Ne consegue che lo stato e 1 x + c 2 x 
. e1 e2 

è uno stato di equilibrio, il che prova l'asserto. 

Proposizione 4.2. In una rappresentazione lineare, se esiste più di uno 
stato di equilibrio, la sm]?ilità di uno gualsiasi di essiimplicaed è im~ 
plicata da quella di un. qu~i's-Ìo~i'-~ù~~·: -- · · · · ·· ·· · · · · . 
Prova. E' sufficiente provare che la stabilità di un quqlsiasi stato x . . e 
implica. ed è implicata da quella dell 1 origine O dello spazio di stato. 
A tal fine, s-i ricordi che, se xe è uno.stato df equilibrìo stabile, co-
munque si scelga E, esiste D (E, t 0 ) tale che: .. ' 

Il secondo membro di questa proposizione, tenendo presente il 
fatto che: 

xe = cp(t, t 0 , xe, O) 

e la linearità di cp(t, t 0 , x, O) rispetto ad x può· essere rescritto co
me: 

Posto. allora: 

si può scrivere che: 
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~(r; .. {.;- (< 

V E> o Jlz 0 Jl<s:::. Jjcp(t,t 0,z0·,o)Jl<s, 

VtE T(t 0) 

' ,I 

Ques t' ultima proposizione .esprime appunto la J~tabilità dell 'ori-_ 
..fl.i-~ dello ?pazio di stato della rappresentazione in q~estione,'il che 
·prova la pri'ma parte déll' enunciato. La seconda parte può essere facil
mente provata ripercorrendo la·stessa dimostrazione in senso inverso. 

Proposizione 4.3. In una rappresentazione liriearè uno stato iJ:i eq!;!ilibri.o 
è stabile se e- solo Se esiste una coppia di' numeri positivi E e O per i 

·~~·,.,.,..,,,,~ .. , .. ,..,_.-....... 
quali si abbia: 

(4.1) ìf t E T ( t 0 ) 

Commento. Si noti che questa condizione è più debole della (3.1) in quan
to fa riferimento ad una sola coppia di valori s, o. 

~:,'!;'~~ ..... 

Si noti inoltre che nella(4. l), grazie al risultato precedente, si 
fa r,,i.ferimento all 1.origine · r:J dello spazio di stato anziché al particol-are 

... ...,_,..,......,.,.~-~---=.-,,.-... ,,., ..... ~ ... ,......,.,. ........ ,~~ ....... "' . 
stato di equilibrio xe. 

Prova. Risulta evidente che, se la (3.1) è soddisfatta (per xe=OL vale 
anche la ( 4.1). Per provare il viceversa, si moltiplichino per un numero 
a> O entrambi i termini a primo e secondo membro della (4.1); ne risul
terà, ove si.tenga presente la linearità di cp(t, t 0 , x, O) rispetto ad x,la 
proposizione: 

JJax 0 JJ<a8~ IJcp(t,t 0 ,ax 0 ,0)Jl<ci.e 

Essendo a arbitrario, è lecito considerare la quantità as come 
una quantità arbitraria positiva. Posto allora: 

as = E s o (s) = aS = E-=-
E 

aXo = Zo 

la proposizione precedente assicura che, comunque si scelga E.> O, esi 
ste o (s) tale che: 

JJz 0 JJ< S(s) ~ 1Jcp(t,t 0 ,z 0 ,0) J]<e ìftET(t 0 ) 

e cioè la (3.1) particolarizzata al cas·o in esame. 

Proposizione 4.4. ·In una rappresentazione lineare: 

- si può avere stabilità asintotiJ:;a soJ.Q_per.)o stato di equilibrio xe.:::~~
e solo quando quest'ultimo è l'~~l9~t~.-~.i_.,:'.S,~_~l~_b_ric;i del J';ì.i.S.t~ma; 
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·- la stgJiUità_ asintotit;:a l~cC!lo dello stato xe = O implica la sua stabili-
tà asintotica globale. · 

. . - . '···-~ .. ..,,......,.u,,. 

Provo. Per quanto riguardai! primo punto, va osservato che, se vi sono 
più stati di equilibrio .(un sottospazio lineare, per quanto mostrato in pre-

stati di equilibrio. Di conseguenza, c~r::i.1:!~.<lu_e_,,_,P.~è_'.._:::_ol(l __ S.ic·:1,_ ~-a.• _____ C:~J:::;tf. ~ 
cedenza), uno qualsiasi di essi 1 xe è punt9 ___ di àcc;:i.!!1ul<:_i~i3..!l§..Jdi altri f 
s~IJl.J?..teJC! .P.().ssibilità di sc_egliere x 0 _co~nc;idern.te .con yn ·.!lltJ.i:LStgJQ_qd 
equi~_i]:)!_i_~ ,xe i= x~.)' Per èìefinizione di punto di equìlibrio risulta allora 
X (t) = xe ~rocr.l'iì t?. to e quindi ~i_ può _g.'{,§E.~. COQY..~L9-~.!!~a verso 
xe. Da ciò. si deducB che la quasi-stabilità asintoticp si può avere solo 
quando lo stato di eq'uilibrio è un ~~,'g.~E.!:.2.: Nel caso di rappresenta
zi.oni lineari questo avviene solo quand'ot'Oflgine dello spazio di stato 
è l'unico punto di equilibrio del sistema . 

. La dimostrazione che la stabllità asintotica locale implica quel
la globale può essere effettuata con gli stessi argomenti utilizzati nella 
prova precedente. 

Proposizione 4.5. In una rappresentazione lineare l'origine dello spazio 
di stato è stabile esponei1zialmente se e solo se è stabile asintoticamen-

~~---~·~----~·---. -···-·-·-- .. . . . . 
te. !.'.;./ '(,">"!-· f'~~~un r:.,_ •. ~,· t t~ :;::=-~"' t,·~·'··f~. lf(.,...,. .• .._..~.t: . .._ f, 

Provo. La necessità della condizione è già stata mostrata in generale 
nello studio della relazione tra· le due proprietà di stabilità menzionate. 

Per quanto riguard·a la sufficienza, si tenga innanzitutto presen
te che, per definizione, uno stato di equìlibrio stabile asintoticamente u
niformemente è stabile uniformemente e quasi-stabile asintoticamente u
niformemente. La prima di queste proprietà, nel cas.o di rappresentazioni 
lineari e con riferimento all' origi,1e dello spazio di stato, si traduce nel~ 
la condizione (cfr, Proposizione 4.3) che esi~tano due numeri positivi E 
e 8 (di cui S non dipendente da t 0 ) per cui valga la: 

(4.2) 

La seconda di queste proprietà si traduce n.ella condizione che esista un 
numero positivo 8

0 
(non dipendente da t 0 ) e, in .corrispondenza ad ogni 

numero posit~vo TJ, un valore t (dipendente da TJ ma non da t 0 ) per cui 
valga la: 

(4.3) llxo \\ < oa ·* Il cp(t, to I Xo I O) Il< 7J ìf t .2: t +t(TJ). 

Introducendo ora l'ipotesi che la rappresentazione sia lineare, è 
utile notare che daHe (4.2) e (4.3) (cfr. prova della Proposizione 4. 3), 
scelto comunque u·n numero positivo a, discendono le implicazioni: 

(4.2') 
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(4.3') Vt~t 0 +t(7)). 

Partendo.çlqlle (4.2'), (4.3) e (4.3') si dedurrà ora che, se ]]x 0 ]1 
è limitato opportuùàmente, è possibile dare per ]jçplt, t 0 , x 0 , Dli] una li
mitazione del tipo indicato in fig. 4.1. 

11 qì (t,to,xo,o)J,l . 

s 
a 

F'ig. 4.1 

to to+T to + 1.T to + 3T 

Se infatti si assume llx 0 ll< oa e si sceglie nella (4.3) ·r;= 6
0
/2, ri· 

sulta(l): 

o 
(4.4) . jlçp(t, t 0 , x 0 , O) Il< 

a 
per t ~ t 0 + t 

2 

D'altiu parte, scelto a= l/ 2 nella (4.3') si ha: 

(4.5) per t 2:. t 0 + t 

Grazie alla (4.4), si può ass·umere che la condizione a sinistra è veri
ficata rrll' istante t 0 + T; duriq11e si può dedurre {sostituendo t 0 + T al 
posto di t 0 nella (4.Sì) 

8 
Il cp(t, t 0 , x 0 , J) Il< 

a 
per t~t 0 +2t 4 

Allo stesso modo si proced2 per tutti gli intervalli successivi. 
Per qurmto riquarda l'intervallo [t0 , t 0 + TJ, la limitazione in· 

dicata: 

per t ~ t 0 

PUÒ ~SS~e Ottenuta dalla (4,2') Scegliendo Q.= Oa/e I purché SÌQ I lx Q l'I < 
<.òaèS/E, 

(1) - Si tenga presente che la scelta di 'T) influisce sul valore di t . 
------·-·---.-~ .. ,~-

1.4 Alcune proptietà delle ra.ppresentazioni lineari 

__ Se allora 11x 0 11 è inferiore al più piccolo de.i due numeri 8 a e 
8 a o/E I vale la limitazione indicata in fig. 4.1. Tale limitazione può es
sere a sua volta maggiorata con la funzione: 

- ~2 
(t-to-Tl 

ò e t 
a 

come è facile verificare osservando che tale funzione assume, negli i
stanti t 0 +t, t 0 + 2t, ... , i valori Sa, Òa/2, 

Si conclude allora che, posto: 

8=mtn0 o 8/8} a' a 
e:= ò eln 2 

a T 

si ha: 

(4.6) 1Jx(t
0
lll< ò ::? llx(tl]I< E: e·À.(t-tol 

la quale, nei casi di rappresentazioni lineari, garantisce la stabilità e
sponenziale dell'origine dello spazio di stato(ll. <J 

Prima di concludere· questo paragrafo, si ritiene utile far .notare 
che, sia nel caso in cui vi sia un solo stato di equilibrio (l'origine O, 
che può essere stabile, stabile asintoticamente oppure Jnstabile)'.òdìe 
vi siano infi~iti ~térÙ- di ~qÙilibrio (uri sottospazio di X, i' cui elementi 
possono e;~e~e ~-tutti stabili o tutti instabili) è lecito attribuire le pro-

P rie t~, 9i!~tà ~~IG'-~~\?.P..ri~.~11i9.~J.9i~ .... iill'.iiché.crLs.i,~àg~?. .~i~i?.~)~-~9.:~i::-· 
librio. Non v1 eTnfatti possibilità di confusione tra le diverse sìtuazio
nf'i;:)-·~~anto il sussistere o meno di una o l'altra delle proprietà di sta
bilità è indipendente dallo stato di equilibrio considerato. Si potrà allo
ra parlare di sta.hihlQ., __ .§JghiJit~.g.§intqljça, ins.tabilità di una rapprese.oc. 
tazione lineare. 

• "i.~ .• -•·""•-------··-·· 

1.5 ·Condizioni di stabilità per rappresentazioni lir1eari a di· 
mensi·one finita. 

In questo paragrafo si considererà il caso di rappresentazioni li· 
nèari a dimensione finita e si dedurranno le condizioni che devono es
sere soddisfatte affinché s ussistqno 11 una o 11 altra delle .diverse pro
prietà di stabilità illustrate nel paragrafo I.2. L'evòluzione libera del-

(l) - Il passaggio da:lla (4.6). alla (3.4) è identico a quello che consente di passare 
dalla (4.1) al+a (3.1). 
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lo stato a partire da uno stato iniziale x 0 si esprime, come è r1oto, nel· 
la forma: 

(5.1) 

nella quale <Il ( ·, .'') è una matrice n X n di funzioni definite su (T X T)ll'. 

e' quindi possibile, anzi opportuno, enunciare le co.ndiz.ioni di stabilH\Ì 
sotto forma di propiie.tà della matrice .. cii tran~}.zi()ne dello ~tato. 

Teorema 5. 1. L'origine dello spazio di stato, in una rappresentazione li
neare a dimensione finita, è stabile~~~~ ·esiste una costante k, 
eventualmente dipendente da t 0 , tale che si abbia: 

(5.2) 

Prova. Per provare che tale condizio~e è sufficient.e, si osservi che, se 
vale la (5.2), per ogni evoluzione libera si pu:'ì scrivere: 

da cui, fissato e> o, se si sceglie 8= e/k(t 0), si ha: 

e cioè la (4.1). 
Per provare ln necessità della (5.2) si mostrerà che, se la condi· 

zione non è soddisfatta, allora si ha instabilità .. A tale scopo, occorre 
tradurre in termini formali sia il fatto che la (5.2) non sia soddisfotta,sia 
il concetto di instabilità. Per quanto riguarda il primo punto, sì osserv.f 
che negare la .(5. 2) equivale ad asserire che in. corrispondenza ad ogni 
cos!9nte k >O (comllnr~11e :_!evata} è possibile trovare un 1.stante di tem
po t E T (to) tale che 11 ili (t, t 0 ) I!;: k; ricordando poi le definizioni di 
norma neìlo spazio cn, ciò equivale ad asserire che, in corrispondenza 
ad ogni k >O, esiste un elemento di tll( ', ·) - ad es, quello di posto (i, 
k) ·· ed un istante T tal o che si abbia: 

I crik (T, t 0 ) I~ k 

Per quanto riguarda l 1instabilìtà si osservi che negare la (3.1) e· 
qui vale ad asserire che esiste un valore E >O in corrispondenza al quale, 
comunque (piccolo). si scelga ò> O è possibile trovare uno stato inizia· 
le 26 soddisfacente la condizione llx 0 -xe Il< ò ed un istante di tem
po t E T (t 0 ) tale che risulti: 

Il cp (t, t 0 , x 0 ,0) - xe Il~ e 
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Ciò premesso, è facile mostrare che se nonèsoddisfattala(5.2), 
si ha instabilità. Si consideri infatti in numero E> O prefissato e sia 
T) > O un·numero piccolo CI piacere: se non vale la (5.2) si ha che: 

I - ' 2 "f 
! cpik (t, tol I?'. 

T) 
(5.3) YT),3t 

Considerando inoltre uno stato iniziale x 0 definito nel modo se-
guente; 

(5..1) 
x n i = O per 

XOk = T)/2 

:;i k 

si ha che: 

Calcolando il terzo membro della ( 5. 5) per t = t. si conclude al
lora che 1 per .ogn.i T) > O, è possibile trovare un x 0 soddisfacente la 
condizion~ I !x 0 [ \ < T) (lo stato x0 definito col"!__ la (5.4)) ed un istante 
di tempo t tale ::::he risultì 11 r:p(t, t.O' x 0, O)\ I ~ e e cioè l'instabilità 
dell'origine dello spazio di stato delle rappresentazione in esame. 

Teorema 5.2. L 1origine dello spazio di stato, in unarappres~ntazione li
neare a dicr1ensione finita, è stabile asintoticamente se e solo se esiste 
una costante k, eventualmente dipendente da t 0 , tale che sia: 

('i.6) 

eò it1oltre, 

(S.7) lim<ll(t,t 0 )=0 
t ....... U) 

Prova. La prima condizione"~ ovviamente quelìa del teorema precedente. 
Per qu an. to riguarda la seconda, si os~er'!i che, in base alla ( 5.1), se va
le la (S.7) si ha: 

lir:; \\x(tlll=O 
t - (]) 

e cioè la quasi-stabilità asintotica dell'origine dello spazio di stato. La 
prova che la (5.7} è anche necessaria si può condurre in modo analogo a 
quanto fatlo nel teorema precedente, considercmdo un opportune s ta:c ini
ziale. <ì 

•0 .. RUBEP.TI-A.!S!DORJ , Teoria della stabililà 3 
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Passando ora a particolarizzare i risultati enunciati nei Teoremi 
5.1 e 5.2 per il caso di rappresentazioni stazionarie, è conveniente di
stinguere i sistemi .a tempo-continuo da qÙelli a tempo-discreto e riferir
si a_lla forma impliç:ita della rappresentazione cori lo spazio di stato (va
lida, nel caso di ti"mpo-continuo, in ipotesi di regolarità). 

Tenendo p,fesente che, nel caso di tempo continuo, 

·eAt = 

è facile verificare i seguenti risultatì. · 

Teorema 5.3. L'origine dello spazio di stato in una rappresentazione li
nearè e stazionaria, a dimensione finita, regolare è stabile se e solo se: 

a) gli a.JJ.ia.Y .. a.kr.UU ... A ___ ço.n.. !J1.olte_plicHà geometrica unitaria (in 1 = 1) han-
no parte reale n.~g.\iV.l::LQ.lU!U .. çi:; · . --·-- .. 

b) gli autovalori di A con moiteplicità geometrica maggiore di un9 han" 
no. pqrtE;Lr.e.i:i:le.ne.gati·V.!i!,. . -. . ""':-- -· .... ____ ,,.~ ........ ·-
Teorema 5.4. L'origine dello spazio di stato in una rappresentçrzione li
neare e· stazionaria, a dimensione finita, regolare è sta]Ji_l~_ .. QJ>.intotic.9-
mente se e solo se gli autovalo;i di A han;_o tutti parte.reale neg_ativ~. 

., Commento. Riflettendo alla collocazione degli autovalori di A nel pia
·,,_, no complesso, i due teoremi precedenti possono essere riassunti nel se-

_, guente modo; Si ha stabilità. asintotica se e solo se gli autovalori dì A 
s_q_110 tutti a sinistra delliasse immaginario; si ha stabilità se non ~i so
no ;~fovaf;rràues.tra d~ll'asse immaginario e sJt_giieventuali autovolo.,,.
ri sull'(lsse immaginario hanno rp_qlt~plicità g~E,,1Jl~l~1~~~~~-i.1S;\;.~- <J 

Nel caso dei sistemi a ~"'~~o i risultati corrispondenti 
sono i seguenti: · 

Teorema 5.5.L'Q.)j,g,i,!.t~~~k9,,,@2.~2...9J,.~!.Ct.to in una rqppresentazione li_ .. 

neare .e stazionaria, a dimensione finita, di un sistema a tempo discreto 
è stabile.,se e solo se: 

__,..,._~........-... 

a) gli autovalori di A con molteplicità geometrica: unitar~p hanno modu
lo inferiore o uguale ad uno; 

--· ,.. _ _.. .... ~ ..... ~~~···--·· ... ~·· .... --~~~··, 

b) gli autovàlori di. A con moltepiicità geometrica maggiore di uno han-
no modulo inferiore ad uno. . ... . ·-. . . ··· 

I ' ' -"~ ) l ' ~ \ ~ ,._,_ .( 
J •• l,_ 

X:: "( I r::" 
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Teorema 5.6. L'origine dello spazio di stato in una rappresentaziorie-'li.:.:,· 
neare e stazìonaria, a dìmensìone finita, di un siste~a a tempo discr~_tci · 
·è stabile asintoticamente se .. e solo se .gli autovalori di A hann~ tutti mc-
d ulo 'InfefrIOre"·acr· un o. . ~- . . .. 

I risultati prece~enti si provano immediatamente tenendo presen-
te che: . 

mi t<k-1) 
2: 2 Rik À.t.-k'+ 1 

i= l k = 1 (k .. 1) ! 1 

Commento. Con riferimento alla disposizione di autovalori nel piqnci com
plesso, si ha stabilità asintotica se e solo se questi sono tutti interni 
al cerchio unitario; si ha stabilità se non vi sono autovalori esterni al 
cerchio unitario e se quelli eventualmente presenti sul -cerchio unitario 
hanno molteplicità geometrica non. superiore ad uno. <1 

Prima di concludere questo paragrafo, si ritiene iinportan te sot
tolineare il fatto che, come del resto è implicito nelle definizioni stes~ 
se, le P!'.PPrie.tà di stabilità sono relative alla particolare rappresentazio
ne con lo spezio di st~to ché. (li ~ta esaminando e, pertanto, posso~o ~i-. 
si.i.Ttc!reéH;;erse se si. p-assa a considerare un I altra rappresentazione con 
lo spazio di stato dello stesso sistema . 

Nel caso delle rappresentazioni lineari a dimensione finita ha 
particolare interesse considerare la classe delle rappresentazioni che si 
ottengono, a partire .dd una; assegnata, mediante una trasformazione di 
coordinate nello s.pazio di stato ed esaminare se le propr'ietà di stabÙÙ& 
sf"coiùù':'r'vaho nell'ambito di tale classe. 

In proposito è opportuno ricordare che, se si effettua una trasfor
mazione di coordinate nello spàzio di stato introducendo una nuova va
riabile: 

(5.8) x(t) = T(t) x(t) 

{con . T ( ·) matrice n X n non-singolare· di funzioni definite su T), la 
matrice <P ( •_; ·) di transizione dello stato si trasforma nella: 

(5.9)" <ii (t, T) ,;, T (t) $(t, T) T" 1 (T) 

Con riferimento a qu:;ste notazioni è allora immediato verificare 
il segue·nte risultato. 

Proposizione 5.1. Sia data una rappresentazione linec:Ire a dimensione fi
nita nella quale l'origine dello spazio sia stabile (asintoticamente). In 
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, . ' a dimensione firiita 
. i i·d. tabilitò per rappresentazioni llnear- . . 

Cond1z on l s · 

1.5 

. - d dotta m"diante uria trasformazione . 
ogni altra rappre::i~n;taz(ione) l~a ~s.sa deello spa~io di stato è stabile (qsin-
di coordinate del-tipo 5.B ~f.1:(}211.8.. ,· -k --··- k taii eh.$: _ 
toticamenJ:.e) .se ~sis.tono .du_~ __ ç_Q§..tgn.J:,l __ .. i. .. -~----2---- --- . "' -
(5.1~) \\l(t).\\ ~.k1 Vt i:: T 

V t ET 
(5.11) 

D 11 (5 9) è immedia-to constatare eh~: 
Prova. a -a · 

\ \ $ ( t' t o)\\ ~ \ \ T ( t) \ I . \ \ Q} ( t' t o) \I .. \ \ r i ( to) I \ 

1 
1 (5 10) e (5.11), dalla (5.2) discende 

per cui, se vagono e . 

immediata-

mente che: 

\\~(t, t 0 ) \\ < k 1 k kz. 

, t dalla (5.7), che: e, rispett1vamen e, 

lim <Ìi (t, t 0) = O 
t - ro ) dell'origine dello 

te condizioni assicurano la stabilit~ (asintotica 
Ques. di' stato nella nuova rappresentazione. <1 
spazio· · 

. . e dunque una c'ondizione 
, . ra enunciata espnm ·1 , 1 La Ptopos1zione soP d 11 P oprietà di stabi it_a ne -

h - · bbia invarianza e e r · 1 suificiente affine e si a . . . Come si può osservare, a 
. - 1 d' rappresentazioni. . 'd do -1'<1inbito .di una.e asse i . 11 h si ottiene cons1 eran 

classe individuata è ~iù, ris~:~!~i~t ~~~ia:;e ~asformazioni di coordina: 
tutte l? rappresentazioni de , 1 r"appresentazione assegnata e 

. d' t to Se tuttavia, a - ... - · 1 presen-. te nello spazio i s o · ' . . .. ~--------,-d. --·-azione so tanto rap 
- , 1' endere m cGnsi er , . -

stazionari~ e si vog _ion_o plr d lla Proposizione 5.7 puo essere rm 
---~·..,-·-·'"""'T'a ionarie, il nsu tato e tazion1 s .. 1 ..... i .. ____ . 

forzato nel modo seguente. . . . .-
ione lineme a dimens ione_h-

,, Proposizi~ne 5.2. Sia data un~ r~~pre~:ii~zs;azio di -stato sia. stabile 
nita stazionaria nella _quale 1 origine "\:azione stazionaria da es sa 
(asintoticamente). In ogni altra i~~:~~s;:ordinate l'origine _dello spazio 
dedotta mediante una tras~ormaz -
di stato è stabile (asintotlc.amente). 

, . he, in questo caso, nella trasformazio= 
Prova. E conseguenza del fat~~e e; T (t) risulta indipendente da t e, per. 
ne di coordinate (5.8) la matr , amente soddisfatte. 

1 (5 l O) e (5.11) sono sicur tanto, e · · -
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1.6 • li m.etodo di Lyapunov. 

I risultati del paragrafo precedente consentono di stabilire se 
un 'assegnata rappresentazione lineare sia stabile oppure no, a seconda 
che siano verificate o meno opportune c.g11gL~Jsin.L.§!J.!Jg __ .m.lltr.ic_e_...QLtran
sizione dello stqto. In molti problemi applicativi, tuttavra, una rappre
s;nt';~io;~ ~o~-Ìo spazio di stato può essere disponibile soltanto in for
ma il_!ill.bi.cita (l1,,e_quazione x (t + 1) = f (t, x (t), u (t)) nel caso ditempo
-discreto o l~equazione ~- (t) = {{t; x Ct), u (t) nef- caso di tempo-conti
n_uo); in questo caso, per pot~r ·v~rificare se le condizioni di stabilità 
siano soddisfatte o meno, occorre preventivamente risolvere le equazio
ni che definiscono la rappresentazione in esame e dedurre così la forma 
esplicita della rappresentazione stessa. Considerazioni di questo gene
re giustificano immediatamente I da Un punto di vista pratico, l'interesse 
a ricercare çriteri s.;he.-.cQ.n§.e.ntano di verificare la stabilità a: partire da 
cc:xia.:tteristic'h;''d;"ùa funzio.t:i~ 'ii<. ,:·r. stessa, sen:i:«-i: che sia neéessa
-~.io risolvere la corrispondente equazione (I). 

. Il più noto di questi criteri è quello che va sotto il nome di me
todo di k,y.srl1.1l.119Y..; tale metodo verrà esposto in questo paragrafo con ri
ferimentb o: rappresentazioni stq,:;:;J2n,9Ji~.1 .. ,,1;1,,.,PimensJ,QJLll.J}.r.~!g 1 regolari 
(nel caso di sistemi a tempo-continuo) anche se la sua validità è stata 
estesa a classi più generali di sistemi. 

Rappresent_azìoni di qqesto genere sono individuate, nel caso di 
tempo~continuo, da una equ.az.ione del tipo: 

x(t) = f(x(t), u(t)) 

con X ( t) E cn. Poichè ai fini dello studio della stabilì tà, si considera 
il caso in cui u (t) =O, è abituale riscrivere l'equazione in esame nel
la forrr.a: 

(6.1) x (t) = f(x (tl) 

ed a questa si farà riferimento nel seguito. . 
Per poter presentare il teorema fondamentale di Lyapunov sulla 

stabilìtò è necessario introdurre preliminarmente :alcuni concetti. Più 
precisamente, si consideri ima fll,lJ.e.k.Q11.~ __ scalare .del vettore di stato x: 

V (x) 

(1) - !- Teoremi 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, che sono riferiti a proprietà dellçx matrice A, potreb· 
bero apparire criteri di stabilità che soddisfano aHe esigenze- .sopra menzionàte. In ef
fetti essi fanno riferimento· a propril"là degli autovqlori di A, la C\.\i determinazione co
stituisce il primo e più importante passo nella soluzione della eq\.\azione (x (t) = Ax (t) 
o x(t + 1) = Ax (tll; per tale motivo, di fatto, questi ris\.\ltaH vengono classificati tra 
le condizioni di stabilità relative a proprietà della forma esplicita di una rappresenta
zione. 
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e sì supponga che questa fun.zione sia contiriua_~_gerfvabile (rispetto al-· 
le n componentì X1 1 X 2, .•• ,xn) inun't?;;g:;:;~e. f2 CCnat~ornoalpun-:-. 
to xe. Per una fu,nzione di questo tipo è abitùale dare le seguenti: 

-· -~- -- -· . . . -

Definizione 6. 7. I:;:a.funzìone V (x) si dice definita positiva in ·S (xe, r) 
se: 

a) V (xe) = O 

b) V (x) > O x E S (x e, r) = { x : 11 x - x e 11 '.'.:'. r } 

cioè se V (x e) è uguale a zero e .se V (x) è positìvà per tutti gli x di
versi da xe e contenuti nell'insieme S (xe, r) (una· sfora di centro xe 

e raggio r). <1 

In altri terminì, si consìdera un. particolare punto .xe ·dello spa
zio di stato ed, ìntorno a questo punto, una sfera di raggio r;. se la fun
zione V è nulla al centro della sfera e in tutti gli altri punti è maggio
re di zero, si. dice d·efinità positiva in quella sfera. 

Definizfone 6.2 .. La funzìone V (x) si dice definita negativa se - V (x) è 
d.efinita positìva. Ciò vuol dire che V (x) in X è uguale a tero e negli e . 
altri punti di S (xe, r} è minore di zero. 

Definizione 6.3. La funzìone V (x) si dice semidefinita positiva in 
S (xe, r) se: 

a) V (xe) =O 

b) V (x) 2: O 

La semidefinitezza è un vinco.lo..più.J_aJ:..c::?.; ne~ punto xe la V (x) è an
cora zero, mentre negli altri punti di S (xe, r) è maggiore o uguale ·a ze
ro. <1 

La definizione di funzione semidefinita negativa può essere da
ta in modo analogo. 

Esempio. Si supponga: 

e sia: 

X = Q. 
e 

V (x) = ~ 2 + x 2 
.1 2 
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allora la V (x) è chiaramente definita positiva intorno all'origine, per
chè neWorigine si annulla e nell'intorno di esso assume valori solo po
sitivi. 

La stessa funzione, se si assume: 

è serr.idefinita positiva perchè si annulla non solo nell'origine, ma an
che in .qualsiasi punto dell'asse di x

3
• Cioè.si annulla per: 

x 1 =x 2 =0 

e negli altri punti è invece positiva. <J 

·Se si considera ora soluzi,one x ( ·) delia equazione (6.1), la 
funzione: 

(6.2) V(x(t)) 

risulta ·una funzione reale della variabile reale t, continua e derivabile 
per ogni t tale che sia x (t) E D. La derivata della (6. 2)rispetto al tem
po si calcola semplicemente con la formula: 

(6.3) 
d V (x (t)) 

dt 

·n ?JV dxi 
= 2: --= 

i=l (j x: dt 
l 

n ?J V 
2: -:;--- f 

1 
(x ( t)) 

i= I ox 1 

essendo f.(x(t)) la i-esima riga di f(x(t)). L'ultimo. membro, anzichè 
i . 

funzi.one di t, può anche essere riguardato come funzione della sola x, 
ponendo: 

n 

(6.4) 2: 
i=! 
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Alla V (x), che è una funzione scalare del vettore x, si possa
no ancora - ovviamente - riferire i concetti di definitezza positiva, ecc. 
presentati sopra. -_; -

Introdotta qµèsta terminologia sulle funzioni si può-enunciare- il 
tedrema di Lyapunov: 

Teorema 6.1". Uno stoto x di equilibrio di una- rappresentazione sta-• . ' 

zion<Xria a dimensfone finita regqlare è stabile se esiste una funzione 
V (x) definita pos±tìva in un opportuno intorno· S (x , r) e tale che V (x) . - - . e 
sia semidefinita negativa nello stesso intorno. · · 

Comme~to. Si tratta di un criterio SJJ:W .. c.ie:nte· &_JJQn.-neee-s-s.Q~Lo,,..Se si rie
sce a trovare una funzione V (x) che soddisfa alle condizioni richieste 
allora lo stato x

9 
è stabile; se non siriesce_a trovare una tale funzio

n.~ non ci si può pronunciare. 

Commento. Ovviamente si può dare una formulazione del teorema con V (x) 
definita negativa e V (x) sèmidefinìta positiva: in altri termitli è arbi
trario il segno di partenza. <J 

Prova. Si presenterà una prova di tipo geometrico, limitatq al caso- n=2; 
le considerazioni che vengono svolte hanno, tuttavia, validità ge1-i'erale. 

Si consideri una funzione V (x) défin.ita positiva .in un- ·intorno-··· 
s (~ 1 .. .E.LJ:'! la corrispondente superficiè v-= V (x J 1 x2) nello spazio car

'"tes-iclno (x 1, x
2

, V) (cfr~ fig.6.1). 

V 

Fig.6.1 

Intersecando tale superficie con piani perpendicolari all 1asse V, 
definiti dalla equazione: 

V= k 
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si ottengono delle curve le cui proiezioni sul-piano (x 
1

, x ) prendono il 
- 2 

nome di ~inee di livello della funzione V (x). Tali proiezioni possono 
essere formaimenfefa'ppresentate con la relazione: -

U k = { x. E X : V (x) = k } 

Essendo la funzione V (x) definita positiva, le linee di livello 
risultano chiuse, almeno per k sufficientemente piccolo, éd, inoltre, se 
k 1 < k 2 la linea di livello relativa a k 1 è interna a quelLa relativa a 
k 2• La situazione si.presenta cioè come in_fig.6.2. 

Fig.6.2 

In base alla continuità della funzione V (xl, si può osservare 
che, fissato comunque un valore R 

1 
c_ompreso tra O ed r esiste cer

tamente un valore k tale che la linea di livello U k sia tutta in terna ad 
S(x

9
, R 1) {basta considerare il valore minimo di V(x) sul contorno di 

S (x
9

, R 1) e prendere per k un 
valore ad es.so inferiore). Inol- . 
tre, per il fatto ché uk è una 
curvo chiusa che comprende x e 

al suo interno, è Sempre possi
bile trovare un valore R 

2 
tal€• 

che S.(x
9

, R
2

) sia tutta inter
na olla lìnea di livello uk. Que
ste entità. sono rappresentate -
nella f:ig., 6.3. 

Si consideri ora ·una 
traiettoria dello stato avente o
rigine in un punt<? x 0 interno ad 

__,,s (x e, H 2). Calcolando i v_alori. 
della funzione V (x) nei punti 
di ques_ta traiettoria si ottiene 

A.RUBBRTI - A.ISIDORI : Teoria della stabilità 

-.-..:.. - ....... 
' " ' \ 

\ 
\ 
I 
I 
l 
I 

I 
/ 

uk _,,/ _____ _..,.. 

Fig.5,3 . 

4 



26 Il metodo di Lyapunov i.6 

la funzione definita e.on la (6.2). Polchè la de;rivata rispetto al terr:~ di 
"..._.__.·-·-· 1 ···-·- ········-.. "'"""'"1Ji.:\. •Il+-.,·.~,. 

tale funzione è negati.va onulla (per ipotesi) per-tutffTvaiori del tempo 
re'r CUl''j( (f)-E s (x":l'/ r);"'si:<l-ed~-~~ ~he I sÙl med~simO intervallo di tem
po, la funzione V.(x-hlf iLn_,g_n crescente. Grazie a questo fatto ed alla - -....:_,. ..... ,_.--.~:..-- - ··---~ .. --....... _ _.·~---~·-··- -·· -- --· .. 
continuità di V (x,;(t)) rispetto a t, si può concludere che per ogni t la -
funzione V (x (t)) si mantiene infe.riore ad :Uk o, il che è lo stesso, 
che per ogni t lo s_tato x (t) risulta interno ad S (xe, R 1). 

Si è così mostrato che, se V (x) è definita positìva e V (x) è se
mi-definita negativa in S (x

6
, r), allora: 

e, quindi, la stabilità di x e. <1 

Per quanto riguarda la stabilità asintotica, il teorema preceden
te viene rinforzato nel seguente modo: 

Teorema 6.2. Uno stato xe di equilibrio di una rappresentazione sta
zionaria a dimensione finita regolare è stabile asintoticamente se esiste 
una funzione V (x) ~e.HnHU"'P'O·sl:liva in un opportuno intorno s'(x I r) di 
x

8 
tale che V (x) sia clefi.,nj.t~g,gti,%,a nello stesso intorno. e 

Prov(l. Se V (x) è definita negativa, la funzione (6 .. 2) ?; di fatto decre
scente lungo la traiettoria x (t); poichè V (x ( t)) >.O per ognì x ( t) t 
t X in s (x I r) si può allora asserire "che, se Xo Es (x- I Rz). e e e 

d • 
lim - V (x(t)) = V(x (t)) =O 
t~ro· dt · 

Dall'ultima di queste uguaglianze, poichè in S (x , r) la funzi.one V-Cx) 
- - e 

si annulla solo quando x = xe, si può concludere erre: 

e cioè la quasi-stabilìtà asintotica di x e. <J 

L'utiJità dei risultati stabiliti con i teoremi precedenti diviene 
~~J:~P.ig:!:l?_CJ;.PJ:J.li.~(ltiV()i _ cv~_i:ii !'lapJ?_ig:_.,~_&~~"l- per H sistema 
in esame, una funzione _Y,Ji.ç). .. che soddisfi .-qllè- condizioni previste per 
assicurare la stabilità 'ò--la stabilità asintotìC:a: Ìn effetti un notevole 
sforzo a liveHo di studio è stato fatto, e s(é:ò1ltinua a_fa~e! allo -scopo 
di fornire metodi per la costruzièmè di funzioni_ di quesfo'. genere (che 
prendono il nome di iuIJzioni di L,y~punov). Parallelament_E;, si pone an-
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che la domanda: se in una _rappresentazione assegn-ata uno stato di equi-
libri o è :'.~g,~.ll~J çi ___ i?,JC!RiliU!Stntoti.cJJm~tJ~~) ,§J..JlJJ.9..çisJ>,~J;:~ .. ~.s;!JJLçh.a"alnL~-
n o .1!-z:t? _~ll,!1ZJ91;u~_sUJ,,,yqpl,:l:nov esi,i;;J_gJ In effetti è stato dimostrato che, 
alm~no nel caso di rappresentaz.Aoni_s_tazion(Irie ~-~- ~ii:r1':'!UiiQn!;LJinita, 
la r1spos~a a questcr domanda è gf~eE!IlCl~ica. Si può allora dire che 1~.- l 
~111~~~JiJ!J-.#~Q.P,!iL/J.iJ,,,Y,gE)di;J,PY.. --~-- c;qn\Jizion~-- l!E:.<;;,$-§S,q[j_g__ e I 
!I;: ... !.S:!;.::J.~_,.s!L~.àSJR1lUà. - - : -=~ 

· · · Ac_canto ai teoremi di stabilità sono stati presentati anche teo
. remi di 1i12,~_iq]:iJJ.Ltg.,, Il più noto è il seguente: 

··./ 

-~.:e.Q.r,eJ.lJ .• Q'.,--6:3. (Q,_~v ). Uno stato -?5-e- di equilibrio di l)na rappresent_a- -: 
z1on: staz10n,ar:ta a dimen~ione fi_nita r:g.olare ~).ns_t~W,le ~~~.,~110 _ 
'.!}unzione V {x) tole che ~1--~~-.,,4.~.llW-Jg,,~ilL,~ m un opportuno in
torno S(x 6 , r) ·ed, inoltre, 1 insieme dei punti nei quali V(x)assÙm.e . .v..a
~()J:i PC?_sJtivi abbia x

6 
come punto di accumulazione. 

:Prov(l. Il lettore interessato può consultare: V. Hahn, Stability of Motion 
(Springer, 1967)., pag .103.. <J . 

-·~·~-.. --~,_.,,, - Prim·a di concludere il paragrafo è opportuno osservare che tutti 
i ris~ltati enuncìat.i i~ p~ec.eden~a ],<2,§.iilQ:UQ .. §9.l?e!'.e.provati anche nel ca
so d1 rappresentaz1?m d1 ~1stem1 qj~.emp2:,,~9,~t1?/ per le quali, in luo
go della (6.1), andra considerata 1 1 eé:ftt'~i0'~- · 

(6.5) X ( t + 1) = f(x ( t)) 

I risultati rimangano inalterati purchè alla funzione (6~3) si so-
sti tu:isca la funzione: V(.\) 

(6.6) · V (x (t + 1)) - V'(x (t))'= V [f(x (t)] - V [x (t)] 

il che porta a considerare, in luogo della (6.4) la funzione: 

(6.7) 6 V (x) = V (f-(x)) - V (x) 

I').- }ft,1:,r_rn..S\._i.,. .? 

~-'l <~~(,'·} 1·~0:_.J .... 

1.7 ·Applicazione del metodo di Lyapunov al caso di rnppresen· 
tazioni lineari e stazionarie. 

Si premettono alcune considerazioni. Una funzione V (x) si chia
ma forma quadratica omogenea se è del tipo: 
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//,· 

·I"' 
,, f," X? 

.); l 

\C.1 e ... :<1.,. .. 

(7.1) 

' 
" 

n n 

V(x) 2:·2: p .. X.XJ. 
i=l j=l lJ 1 

In tal caso la V (x) si può esprimere sinteticamente nel modo 
seguente: 

(7 .2) V(x) = x 1 Px 

ove P è una matrice avente per elementi i coefficienti piJ della (7.1). 
Se si considerano gli n 2 termini che compaiono nella (7 .1), fi

gurano sia x. x. che x. x., per cui si hanno tè~mini del tipo: 
1 J I 1 

Questo significa che 1 in realtà, della matrice P non interessa
no i valori dei coefficienti, ma int~essa solo la somma di quelli simme-

~È:~.S:J. • .tl~m.!?.til?..~gJJ~"~'\J.<J.'1IJJlJ e. Quindi ·ì; .. parffcoTaì'.e·p;; ~d~fiJ'.;Ii.~::-.uné° 'far~ 
ma quodratica si possono prendere m~t.ùSL.~ .. ~WP.~!r,ic;h~.1---c().ri llli·-~-~-j)· 

Una llJJJtr.ice P si dice definita faemideffoita) positiva seia'.fon-
zione (7. 2) è deÙ~ita-(serriideflnita) positiva, · · · · ·· · . 

"' ·· ·· ·· ... Per riconoscere se una matrice P è definita positiva ci si può 
:i:.. avvalere del seguente: 

T~.~Qi,~...,L(.Sy.llk~&1~· Condizione necessario: e sufficiente affinchè 
una forma quadratica del tipo (7.2), sia definita positiva, èchegli""'n mi-
n?ri: 

DI= P11 

p li p 12 
(7.3) D = 2 

p 21 ?22 

.-i,,,,.. <-'j oh 
,(.h p Il p 12 p 13 

D3 = p 21 p 22 P23 

p 31 p 32 p 33 

della matrice P siano tutti positivi. 
~,...,,.,.~ ... 

Commento. In questo teorema si considera una m,gtri,c;i'l P s~m.m~trica~ ... 9e 
non è simmetrica la condizione è neceE;saria e non sufficiente,. .<J - - . . . ~. . .. -.,., .,..,.·~··· .·-.,,~··~,. 

V6' \'""'" ,..__/ ...,,.~ 

À(v:x·i;...l - v~.., Xt<j)::: O::. v;'T1.<.ir 
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Si enuncerà ora un criterio necessario e sufficil':nte di .stabili.tà 
asi11_tq~U;\;.Q.,.~1a cui dimostrazi~~e .. :.:p~~-quanto rigu~rda la sufficienz.a - si 
bersa appunto sulla costruzione di una funzione di Lyapunov del tipo (7 .2). 
Per la dimostrazione della necessità occorre p:rernettere un risultato re
lativo alla soluzione delle equazioni lineari rnatJ kiali. 

Lemma 7.7. Siano R, S, T, tre matrici n X n ad elementi in C.L'equo
zione: 

(7.4) RX.-XS=T 

nell'incognita matriciale X, che ha dirnension~ n X n, arn.r;i.eile.s.ohJ.zi.o
ne u.o.i.é.ci...s.a le due matrici R ed .S . non hanno alcun autovalore in cq·-

.1.-.... --· . 

mune. <J 

--~!.:'._°.!!!m...9...]). Sia dcrta una rappresentazione: 

(7.5) X (t) = A X (t) 

L'origine dello spazio di. stato è s.tabile q;;;intoticamente _se e solo se, 
fissato cqmun.que una matrice simm-~fri~a. P_ .. definita positiva, ·1 1.equa-
zione: 

(7.6) ' A' Q + Q A = - 'fl. 

,nell'incognita Q ammette soluzione 1;!.!llS:.9 1 st.!!!_l}}etli,g.g e d~-~ini_!,(1 posi
tiya. 

Prova. La condizione è sufficiente. Si supponga che, fissata P simme
trica e definita .. positiva, la (7.6) ammetta soluzione unica, simmetrica e 
definita positiva · Q. Allora è definita posi ti va la funzione: 

(7.7) V (i<) = x' Q x 

La funzione V (x). risulta in questo cas~ data da: 

(7.8) V (x) = x' Q x + x 1 Q x 
Poichè si ha: 
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ic ( t) = A X ( t) 

·., ~· (t) = x' (t) A' 
'> 

la (7.8) è pari a: ·; 

(7.9) V(x) =x.! .. A'Qx+x'QAx=x'(A'Q+QA)x =-x'Px 

ove l'ultimo passaggio è giustificato dal fatto che vale la .(7 .6). 

I.i 

Siccome P è definita positiva per fpote:;;i, la funzione 'Ì/(x) è 
definita negativa e quindi le ipotesi del Teorema· di Lyapunov sono sod
disfatte. Si può allora concludere che l'origine dello spazio di stato del
la rappresentazione {7. 5) è stabile asintoticamente; in effetti la pr0prie
tà è globale in quanto la rappresentazione in questione è lineare (cfr. 
Proposizione (4.1)). 

La condizione è necessaria. Si incominci con I 'osservare che, 
se la rappresenta:done in questione è stabile, glì autovalori di A hann~ 
tutti parte reale. neguti va. In tal caso le matrici A 1 e -A non hanno 
autovalofi in comune e quindi, grazie al Lemma 7.1, l'equazione (7.6) 
ommette soluzione unica. E' facile constatare, per sostituzione diretta, 

che la matrice: O,AAr:u~,f:~~~~:~tN" 

(7.10) Q = fooo eA't p eAt dt :::[.feA'fpeAr[- f 
(definibile in quunto l'in.tegrando è continuo su [O, co) ed .infinitesimo, 
per t __. co, di ordine superiore a qualsia:;i potenza di t) risolve detta 
equozione. Si h11 infottì: . 

(7 .11) 

p 

Individuata così1 con la (7 .10), la soluz;ione unica della .(7 .6), 
per completare la prova basta mostrare che questa è definita positiva. In 
proposito si può osservare, con semplici passaggi, che: 

(7.12) 
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/ 

in quanto, essendo pèr ipotesi P definita positiva, l' integrando 
z' (t) P z (t) è una funzione a valori sempre positivi. 

Commento. Il precedente teorema fornisce un criterio di stabilità asin
totica· che opera direttamente su A. Si applica fiss-ando una matrice ar
bitraria p t e vedendo Se ia (7 .6) ammette Soluzione. UniCQ 1 SimJtJetrica 
e definita positiva. In pratica, per semplicità, si può assumere come ma
trice ·p la matrice identità . .Risolvendo l'equazione matri:ciale (7.6) si 
ottiene un sistema in n (n + 1)/2 equazioni lecuiìncognite sono gli e
lementi di Q. Una volta ottenuti tali elementi, va ad essi applicato il 
teorema di Silvester .per stabilire se la Q è definita positiva o no. <J 

Si considererà ora un semplice esempio di opplicctzione di que
sto risultato. 

E sernp-io. Sia data una rappresentazione lineare, a dimensione finita, sta
zionaria, con: 

.A= e: 
o 

-2 

o 

1). 
-I 

L'equazione matriciale: 

A'Q+QA=-P 

ponendo P = I e: 

Q ~ ( 

fornisce il seguente sistema: 

- 2 q II + 2 q 12 = - 1 

- 3 q 12 + q 22 = o 
q li + q 12 + q 23 - 2 q 13 = o 

- _4 q 22 = - l 

q 12 + q 22 - 3 q 23 = o 
2 q 13 + 2 q 23 - 2 q 33 = ., 1 
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Tale si::; tema è irnmed i atamente risolubile ·perchè trir.mgol nre· e 
consente di trovare: 

' 
,I 3 

9 

4 

14 \ 

4) 
36 

Applicando a questa matrice il criterio :ii Sylvester si otti.ene: 

o l = 21 

D~ == 180 
'· 

concludendo così che la motrice _è deiinita positiva. Si può allOfa us-se
rire, grcrzie al risultato de1 Teorema 7 .2, che la rappresentazione è sta
bile asintotkamente. <1 

Nel caso di sistemi a tempo-discreto vale il seguente risultato 
analogo: 

Toorema 7.3. Sin data una rappresenfozicnc: 

(7 .13) x(ti-l)=Ax(t) 

L'origine dello »P<Jz io rl.i stGto è stabile asin totictunente se e solo se, 
fissntr.r comunque unr.r rnatrice simmetrica P definita positiva, l'equa
zione: 

(7.14) A'QA-Q:::-P, 

nell'incognita Q ammette soluzione unica, simmetrka e definita posi
Evu. 

P rovri. Per pr0vore l<'I c.n1Hicienza, si applica il teorema di Lyapunov nel
la lfc:rsione relativa a sistemi a tempo-discreto 1 usando, in luogo della 
funt:.ione V (x), la (6.7). La prova è allora del tutto analoga a quella del 
l.eorem::i precedente. 

Per provare la necessità 1 si può osservare che, se la rappresen
tazicne data è stabile, comunque si fissi P definita po siti va, la (7 .14) 
amm'O"tte la soluzione (unica in base ad u:: risuitato analogo a quello e
spresso dal Ler:u::a 7.1): 
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(7 .15) 

(la verifica si effettua per sostituzione diretta). Inoltre, se P è defìnita 
posi ti va, anche Q lo è, come si può verificare facilmente costruendo la 
funzione: 

(7.16) 
ro 

x'Qx= :Z: x'(A')kP(A)kx 
k =0 
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ro 

L z'(k) Pz(k) >O 
k=O 

Il criterio :ii Routh è un criterio per stabilire se le J!ldicLdi. un. 
assegnato polinomio·-·alE/:-.Sono tutt~ con P..,.q:r..Lst.,r..edi~;;,:.~;~~tJva. Esso può 
e~id~·;;tement·~-ess';r·~· ~pplicato al poll~lo caratteristico: 

·,_ d (À.) = JÀ.1 - A I 

. per la verifica deila.stab1U.t5i__g_§ .. Lntottc;;.a di una rappresentazione lineare 
e stazionaria di un sistema a tempo-continuo. 

All'esposizione di tale criterio è conveniente premettere una 
C<9.~.9.~~ll,i_Q,g .• ,Q,e,c~.s,_g,m;iq, che a8-sume la forma seguente: ; .... lç-jt\::ì' ;.(,... ·\.(" 

/'' _,, :,t 

- le radici del polinomio: Q."'(.\ ... .\,). u~ 
(,1 l;; r... . ..... 

. (8.1) 

hanno tutte parte reale. n!;)g.o:tivJ;ULQ).Q .. .$~ . .g.lL.Jt:+.J · .. .!??.~W<::~e_n, \i 9. o1...9 .. J-.L: •• 

.. .' , a n- 1, a n _ ~.~~~-~- tu t~_i J?"''~J.~,J?,§.g.,,§~q,QQ. 

Se la verifica prevista da questa condizione risulta soddisfatta, 
· è allora p()ssiqile passare al criterio di Routh vero e proprio. 

Questo criteùo si esprime con riferimento al segno degli elemen
ti della prima colonna della seguente tabella: 

a'. 
i. n ~ 

.Q:n- l 

,. .. ·· ·- \ : ...... 

! an-\2 ! an-4 

l.:~_crn~h .. ~~-~n-J 
,_bn-2' ... l?'-rl-4) . 

A.RUBERTI-A.ISIDORI : Teoria della Stab1lità 5 
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nella quale gli elementi delle prime diue righe sono formati con i coeffi
cienti del polinomio (8.1 )1 quelli della terza si ottengono dra1le due righe 
precedenti con le .formule: 

.I . 

a:-a -aa n-l n-2 n n-3 - 1 

- 1 

(8.2) 
bn-4 = -------:---- - --

an-1 °n-l 

. • .. ._ ...•... - t., ... 

- l 
b n-2k = -----a----- - _a_n ___ 

1 n-1 

a 
n 

an-311 

quelli della quarta riga si costruiscono a partire dalla seconda e dalla 
terza con formule perfettamente analoghe e così via per le righe succes-

sive. 
Si intende che nello schema non figurano elementi che nòn pos-

sono essere calcolati con le (8.2) o analoghe1 come avviene1 ad esen:
pio, per la terza riga· in corrispondenza alla posizione n + 1I2 (per n di-
spari) o n + 2/ 2 (per n pari). , , 

. Le formule (8.2) cadono in difetto quando il denommator_':,~~~e-
ro e cioè1 quando il primo elen:ento di una riga è nullo. In que.st'o' ~as~ 

--- Ì~ ±~bella non si può continuare (cfr. più innanzi circa la possib1hta di 
costruire tabelle complete quando .le (8.2) cad_ono in difet.to). · , 

A ciascuna riga dello schema così costruito conviene associare 
un ir;i.ò-!,_ç,S),, uguale al pedice del suo primo elemento (_n p~r la prima, n- 1 
per l~- seconda ecc.); è facile constatare che la riga1-~sir:ia e ~om~osta 
di (i+ 2)/ 2 0 di (i+ 1)/ 2 elementi (a seconda che i sia pan.o dispa
ri); l'ultima riga, quella di indice 01 ha un solo elemento; le -nghe so-

no quindi n + 1. 
La regòla che ora si esporrà non si altera se tutti L coeffi~i~nU 

di una generica riga .sono moltiplicati per una ste~sa cbs~a~te .~ositlva, 
ciò che può essere fatto allo scopo di avere valori numerici pm maneg
gevoli o:vvero per semplificare il calpolo delle (8.2) moltiplicandole ad 
esempio per il valore assoluto del denominatore. . .· . 

Inoltre la.regola rimane valida se si opera un cambiamento d1 
scala della variabile passando ad un polinomio nella· variabile Ì\.

1 = K Ì\. · 
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Fatte queste precisazioni il criterio può essere enunciato ·nel 
modo seguente{ 1 l: · · 

- condizione necessaria e sufficiente afiinchè qlfzeri del polinomio (8. J) 
1 abbiano tutti parte ·reale negativa è che, supposto:, an > lj) tutti gl(n + I 
t~ -

& elementi della prima colonna deN.a tabella sÌ(ifi'();.:piJ&i·fc±vi. . · 

Sì mette in evidenza il faUo che questai condizione implica che 
la tabella possa essere completata e, cioè1 che non si incontri il . caso 
degenern dì un elemento nullo nello: primo: colonna ('i;:;~asocontrario; in·
fa.tÙ1. non si disporrebbe di tutil:i gli· n + 1 ·elementi cui applicare la re-
gola). . . 

L'algoritmo di Routh1 che.;ort~ alla costruzione della tabella, 
oltre a fornire gli elementi per Ì:a ve;:i-~ica della stabilità/ secondo il cri- . 
terio ora esposto 1 consente nel cai;o :di .instabilità di ottenere indicazio
ni sul numero di, radici con parte reale positiva e sulle eventuàli radici 
simmetriche rispetto all 'origìne (immaginarie coniugate, reali opposte o 
a quaterne simmetrich_é'f.""" ___ . 

A questo proposito si pu.ò anzitutto osservare che se la tabella I 
può venire completata (e 1 cioè, non si incontra ii caso degenere di ele- I 
menti nulli nella prima colonna) si può escl~J_'§.§i§t@Z(l. ~i radiçi 

~ conÈa~Y~) nulla ed i~ n~me!.9-?E!lleJ(jè{jci ç.on par.te re.ale.PO.$i(iv~ è -{I: 
. dEJ--to.~1.nume.i:o«.de1.l@.J<-Ql:laz1.o.n.z .. d i .... o;e.g n.o .. che .. .s2 • .pr.e senta no n.e.Jl a-. FJH TJW .. il 
~q.o.lo~IJ1W~!ie.Lla .tezbella. · · 
k Se la tabella non può essere completata conviene distinguere due 
1 casi. Uno è quello in cui è nt,IJ~9 ilpriroP el_çimento di una riga m_a non 
. tutti gli altri elementi della riga stessa; in questo caso si pu0 costruire 
' la tabella per un polinomio ottenuto da quello di partenza moltiplicC!ndo 

1 
per il fattore (Ì\.. + z) .(con z positivo); a questo polinomio la regola i 
delle variazi;ù1'

0

<lf"se'gno risulta generalmente applicabile e fornisce in- !1' 

di cazìoni complete sul polinomi6di partenza;Til"(iiicili.TO il numero di ra- · 
dici con parte reale positiva è rimasto inalterato passando al nuovo po
linomio; un altro metodo consiste nel sostituire all'elemento nullo una 
quantìtà __ ,3.jnfini.t.GP.ÌU:HI ~.riel_ proseguire la costruzione della tabella ap
plièeindo poi agli elementi d.ella "sua prlm a colonna la regola sopra espo
sta. 

L'altro caso è quello in cui sono,,g~,UL.t~.~S.Lçr1L~l~~,~.BJ:L~W ... ~D"9". 
::_~~;.In questo caso il polinomio di partenza è il prodotto di un polino· 
"mio P 1 (,\), ,sulla tiarte reale delle_s::~i.Jadìçi si _ottengono indicazioriJ 
dai kgrrt·degli elementi dello: p.rima· colonna della tabella c,Q§Jrulto fho 
~---~··-~··- ... _, . .._. ' __ ,, -· . . •.• -· ,,...,,.,..,...,y,:-~!'.~il!_,,.,,,~ 

( 1) - La prova de.I criterio di Routh può essere dedotta a partire dal metodo cii Lyapu
nov-, Il lettore interess·ato può consultare L. Schwarz, B. Priedland, line•1r Systems (lv!ç 
Graw Hill, 1965), pagg. 413--416. 
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g.U.<a.JJ.\ì.g,,.JJ.Ulla,,,,e di un polinomio ~t 2 (.\. )1 in cui figurano soJgm~.~!~.r.si.
tenz.e •. pmJ.,. e che. si cosJniJsce mol tipliéando gli elementi della riga pre
cedente quella nuU:a· .. per potenze di À uguali al loro pedice; detto, cioè, 
i l'indice (necesscrri'àmente dispari) della riga costit~ìta. da elementi 

' tutti. nulli e detti ·.èli+l' ai-l' a 1_3 ecc. glielementidellariga preceden-
te, il polinomio P 

2 
è: 

P (\)··._ ,i+l+ \i-I+ \i-3+ + . 
z 1'- : - a i+ 1 f\. a i- I 1'- a i- 3 1'- • • • a o 

Il polinomio P 2 , come tutti quelli costituiti dèl··solepotenzepari, ha ra
dici a ~~.;'.;~~E.P.9.~Je (quindi a coppie -~i imma~!I1(]_ri_e_,<::.c:>niu,gqJe q .0. q~Q.~r
Il.e aventi. parti reali e immaginarie dello stes.so valore assoluto e con 
tutte le quattro combinazioni dì segno); se il polinomio P 2 è· di grado 
basso (2 o 4) se ne possono trovare facilmente le radici (la situazione 
si verifica, ad esempio, in corrispondenza al caso, non raro, di una cop
pia di radici immaginarie coniugate); comunque, in generale, è possibi
le stabilire quante sono le sue radici con parte reale posi ti va contando 
le variazioni di segno che si presentano a partire dallariga i-esima del
la prima colonna della tabella, completata sostituendo agli eiementi del
la riga nulla i coefficienti del_ polinomio che si ottiene da;i;~yg.E~.<?-,; 2• -· Esempi. Si daranno ora alcuni esempi di applicazione di quanto sopra 
presentato. 

Per ogni esempio è riportata, accanto al polinomio, la tabella di. 
Routh con l 1indicazione a sinistra dell'indice di ciascuna riga ed a de
stra del fattore per ìl quale tutti gli elementi della riga stessa sono sta
ti divisii ad ogni esempio segue inoltre una breve illustrazione. 

o) caso del polinomio À.5 + 8 À.4 + 25 À.3 + 40 Àz + 34 À + 12 

5 1 25 34 (l)_ i,, -:); -· " .. 
,-~-:._ 

4 2 10 3 (4) 1:-L 

3 20 32,5 (1) 

2 6,75 3 (1) 

1 23,61 (1) 

o 3 {l) 

Tutte 1€ radici hanno parte reale negativa. 

I .,_ 
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( 

b) caso del polinomio À 5 + q À 4 + 17 \:3 +· 17 À 2 + 36 À + 30 

5 1 17 36 (1) 

4 7 17 30 (1) 

3 14!57 3,17 (1) 

2 225,5 437, l (14,57) 

1 -5653,6 (1) 

o 437,1 (1) 

Si hanno due variazioni di segno nella prima colonna e quindi 2 
radici hanno parte reale positiva e 3 parte reale negativa. 

e) caso del polinomio À 4 + À 3 + .\. 2 + .\. + 1 

4 1 

3 1 

2 o l 

L e.,;:~L!?-o9ELe . .S..!.!.~-!l!.!!~~2!.!:..EgE.t~ ... r~g!.~ .. :ll~ gati va; si può anche 
dire che non si hanno coppie di radici simmetriche ··r~Ùo all'origine. 
Per calcolare il numero delle radici con parte reale positiva, si può so
stituire a zero una quantità E sufficientemente piccola, ottenendo. 

4 

3 

1 

2 E 

E- 1 

E 

o 1 

1 1 

Se E> O, (E - 1)/ E< O (supponendo E< 1), si hanno quindi 
due variazioni che si osservano per E ..... O; considerazioni analoghe val-
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gono per E < O. Dunque si hanno due radici con parte reale pòìi'itiva ·e 
due con parte reale negativa. 

Allo stesso ·r~sultato si può pervenire analizzando un polinomio 
ottenuto moltiplicando"' quello dato per un altro poHnomio le çuiradiciab-· 
biano posizione notd sul piano ;\,. Scelto per quest'ultimo ad esempio 
il. binomio À + 2 'in modo che il nuovo polinomio sia: 

À.;; + 3À4 + 3'A.3 + 3À2 + 3'A.+ 2 

si ha: 

5 1 3 .,3 

4 3 3 2 

3 2 713 

2 - 1/2 2 

31/3 

o 2 

Si hanno due variazioni- di segno e quindi due - radici con parte 
reale positiva. Una delle tre radici con parte reale negativa è evidente
mente quella del. binomio À. + 2. 

d) caso del polinomio À. 5 + À. 4 + À. 3 + }1_2 + 'A.+ 1 

5 

4 

3 

1 

1 

o 

1 . 

1 

o 

1 

1 

La riga di indice 3 ha tutti gli elementi nullii questo fatto de
nunzia la presenza di quattro radici a due a due simmetriche rispetto al
l 1origine. Il polinomio P 1, di grado 1, ha la radice con parte reale ne-. 
gativa non essendoci variazioni di segno fra i primi elementi.delle righe 
di indice 5 e 4. 

Per quanto riguarda il polinomio P 2 , le sue radici possono es
sere determinate direttamente risolvendo la: 

Le radici risultano: 
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i G 
+ - ±j - 2 2 

._39 

Si h.anno quindi due radici corLparte reale positiv.a. Quest'ultimo 
r±sultato si può ottenere anche completando la tabella dopo aver sosti
tuito agli elementi d.ella riga di indice 3 i coefficientidelladerivata di 
P 

2
i si ottiene in tal caso kt tabella 

5 

4 

3 

1 

4 

2 1/2 

-6 

o l 

1 

1 

2 

che presenta appunto due variazioni dopo la riga 3. <I 

Il criterio di Jury è un criterio per stabilire se le radici di un as
segnato polin.omio d ('A.) sono tutte. con modulo inforiore ad uno. Esso 
può evidentemente essere· applkçito al polinomio caratteristic'o per la ve
rifica della stabilità asintotica dÌ una rappresentazione lineare e stazio
naria di un sistema a tempo-discreto. 

Tale criterio comporta la e-ostruzione di una tabella del tipo: 

al! \ a2 ra 3 \ 
I ' a - \a ~ 

n-21 /-~" 

b2 / b3 

j. 

a a · •a-· n-2 i n-1 ! n: 
i 

a2 al raoi 
i-·· 

bn-1_/ 

J)~ ·:) 
··~. j 
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dove: 

1:: 
a I:: " ·1 I:: an-k I n n-1 

. ba = .; 
bl b = .',1 I ••'-I k 

a ò al ak 
' (8.3) 

.bo 

~:-'I CO ecc. 
b n- l 

Ciò posto, condizione necessaria e sufiiciente·perchè le radici 'di d ((.._) -
abbiano modulo minore di I è che sia: 

d(l)>O 
(8.4) 

(-l)n d(-1) >O 

e.d inoltre: 

JanJ>.Ja 0 I 
I bo I > I b n- i I 

(8.5) 

Commento. I criteri di stabilità espos·ti sopra possono essere utilizzati, 
COn varianti più 0 meno immediate I anche per risolvere altri problemi re
lativi all'allocazione (sul piano complésso) degli autovalori di una ma
trice A o d~lle radici di un polinomio d (À ).. 

Per esempio, si potrebbe considerare 11 caso in cui si desidera ve
rificare se le radici sono a sinistra di un ass~ che sì trova a distanza a. 
dall'asse immaginario (v. fig.8.1). 

Im [f...) 

Fig.8.1 
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Questo problema ha un interesse notevole perchè non solo per
mette di dire che tutti i modi naturali tendono a zero per t tendente al
l 1infinito 1 ma anche che il modo meno smorzato, quello cioè che tende 
più lentamente a zero, è un modo cui è associata una legge temporale 
del tipo e-a.t (con costante dì tempo li a.). Questo in certe applicazio
ni tecniche può essere interess·ante: ad esempio quando si richied,e che 
gli effetti dei disturbi agenti in un sistema decadano con una sufficien
te rapidità .. Il criterio di Houth permette di risolvere immediatamente que
sto problema. senza nessuna complicazione. Basta infatti porre hel poli
nomio (8.1) al posto di À, la quantità À - a e studiare il polinomio ri
sultante: 

(8.6) 

con il suddetto criterio. Lo stesso risultato può essere peraltro conse
guito utilizzando l'equazione matriciale di Lyapunov (7.6) con A + a I 
in luogo di A. · 

Un altro problema interessante è quello :l.i stabilire se le radici 
sono contenute nella zona indicata.in fig.8.2. 

Im [f...] 

Fig.8.Z 

Questo ·caso corrisponde a imporre che i modi pseudoperlodici ab
biano un coefficiente di smorzamento non inferiore ad un certo valore-'[. 
Mentre nel caso di fig.8.1 si possono avere coefficienti di smorzamento 
sia grandi che molto piccoli, ora, nel caso di fig.8.2, si impone un vinco
lo ben definito sullo smorza;mento 'dei modi pseudoper1odici. Anche que
sto caso può essere trattato mediante opportuna applicazione del crite
rio di Routh, verificando se le radici del. polinomio: 

. I 
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(8.7) 

. ,·• 

Criteri di Routh e di Jury 

\ I • Ji/•. I . .),',,, .f " 
f\ì ,!,'_ ' :. "\ • 

1..8 

nell'incognita À., ·.$bbiano tutte parte reale.negativa oppure no. 
E~ infatti immediato constatare che, se· À.1 , À. 2, ... , À.r sono'Ie ret~ 

dici di d (À.), le iadici del polinomio (B.7) saranno rispettivamente 
' e-ir/J ' ·e+il/i ' e-ir/J ' e+il/i ' e·jlfi À e+i'l/i Queste ultime ri- ·· /\.1 I /\.1 I /\.2 ' /\.2 I ••• I /\.r I r • . 

sul.teranno con parte. real(; negativa se e solo se le radici di d (À.) sono 
comprese nel settore .indicato in fìg.8. 2. 

1.9 ·Analisi della stabilità di rappl'HerÌt~:i:ioni nor.t-Hneari per. 
m.ezzo dell'approssimazione lin.eare. 

E' molto diffusa sul piano pratico l'abitudine a ricondurre lo stù
dio della proprietà di stabill:t:?r· locale (intorno ad un punto di equilìbrio 
o ad un moto) all'analisi della stabilità di un a rappresentazione lineariz
zata. Il metodo di Lyapunov fornisce alcuni importanti risultati generali 
sui limiti dì validità di questa procedura, dando le condizioni nelle qua- _ 
li dalle .proprietà di stabilità della rappresentazione linearizzata si pos- .. 
sono inferire proprietà di stabilità locali della mppresemcrzione origina~. 
ria. 

Per introdurre il concetto di rappPesentazione lincearizza.ta· asso-· 
ciata ad una data rappresentazione non-Lineare, ·si ·cortsideri il caso fri 
cui questa ultima - supposta regolare - sia ass.egna:ta in forma implicita 
mediante l 1equazion.e diffe.renziale: 

(9.1) x (tl == f (x (t)) 

e si assuma che f (x). sia dotata di derivate parziali prime continue ri
spetto alle componenti di x. Sia inoltre x

0 
Ùno stato di equilibrio, 

cioè uno stato che soddisfa la relazione: 

Defi~endo un cambiamento di variabile: 

(9,3) ç(t) = x(t) - xe 

e considerando lo sviluppo d'i f(x) in serie di Taylor attorno ~l ·punto 
x , dalla (9.1) si può scrivere, per ciascuna delle componenti di ç(t): e . 

" 
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• n [ òf. (x)J. 
~(9..4) (-Ct)= [f(x9 )J,+ .2: ·.-:!- ·eJ(t)+h

1
(x, f(t)) 

i=J ox · e 
: · J x=x

9 

··•avendo indicato .con hi (x
0
,.-ç). una· espressione opportuna del resto del

lo sviluppo in serie. 

Le derivate parzia1i delle funzioni f. (x) rispetto alle compo
nenti x 1 di · x possono ·es sere ordinate ·nell~ matrice quadrata: 

ò f 1 d fl 

oxl ox 
n 

(9.5) .J (x) = 
of Òf . n n 

oxl òx 
n 

che prende il nome di matrice Jacobiana della funzione f(x)· anche essa 
è, ìn gen-erale, uno: funzione di ""· Temendo Òra presente l~ (9.2) e po
nendo x = x

0 
nella (9.5) si ha, dalla (9.4): 

(9.6) e(t) = J(x l eCt} + h (x , ç(t)) 
e e 

Se si assume ma c:he il resto pre·sente nella (C:l.6) sia una funzio
·ne di e infinitesima, per 11e11 _...O, di ordine superiore a Il el I e cioè 
che sia: 

è ragionevole assumere che, se ç (t) sì mantiene in normqpiccolo (cioè 
tal.e che la quantità h (xe, ç (t)) si possa ritenere trascurabile rispetto 
a . .J {xe) {,(t) nella (9.6)),alla (9.6) stessa si possa sostituire l'espres
sione: 

(9.8) 

che può essere interpretata come forma implicÙa di una rappresentazio
ne lineare, a dimensiorrè finita, stazionaria. 
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La (9.8) prende il nome di rappresentazione linearizzata associa
ta alla (o linearizzazione della) rappresentazione non-lineare (9.1). Per 
il modo in cui è stata dedotta, si può concludere che la rappresentazione 
linearizzata è in graJo·'di fornire una descrizione approssimata delle evo
luzioni dello stato r'2'lative alla rappresentazione data e che questa ap .. 
prossimazione è tanto più valida quanto più la evoluzione stessa si man-
tiene in un intorno sufficientemente ristretto dello stato di equilibrio x e. 

Utilizzando la-iappresentazione linearizzata è possibile stabili
re un certo numero d.i risultati a proposito della stabilit.à. Il primo di que
stì concerne i punti di equilibrio ed è espresso dal seguente: 

1, Teorema 9.1. Se la matrice Jacobiana J (x) è non singolare, lo stato di 
equilibrio xe è isolato. 

Prova. Se x non fosse isolato allora, fissato comunque un intorno dì 
x esisterebbero in esso valori x 1 tali da annullare la funzione f (x). 

e - · e · 
Se è valida la (9.8), dovrebbero·allora esistere valori ç; = x~ - xe .tali 
da soddisfare la: 

il che sarebb~·vero solo se J (x ) fosse singolare. Di conseguenza', se 
e 

J (x) non è singolare, tali valori non-pos·sono esistere ed xe è un pun-
to di equilibrio isolato. <J 

Commento. -Si noti che non è in generale vera la proprietà inversa: pÙò 
accadere infatti che se x è isolato, J (x ) è singolare. A questo pro-e e 
proposito si può esaminare il seguente caso: 

in cui-l'unico stato di equilibrio è x = (0,0) mentre e 

è singol:ire. <J 

- ' J 
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Il risultato del teorema precedente è interessante in quanto, co
me è noto, si può avere stabilità asintotica per un punto di equilibrio, 
solo se questo è un punto isolato. L'uso delle rappresentazioni lineariz
zate consente peraltro di ottenere anche risultati di maggior interesse ai 
fini dello studio della stabilità. Quèsti sono bas.ati sui seguenti: 

Teorema 9 .2. La stabilità asintotica dell'origine dello spazio di stato 
nella rappresentazione lìnearizzata implica la stabiliti'r asintotica locale 
d.ello stato xe nella _rappresentazione originaria. 

Provo. E' basata sull'applicazione del .Teorema 7: 2. Si consi~eri una. for-
ma quadratica, nella variabile ç, del tipo: ;: · ~· : . 

(9.9) V(/;) ::: ç• Q ~ 

e si calcoli la funzione V (g) corrispondente all'equazione (9.6). Si ha 
allora: 

(9.10) V(ç) = ç 1 [J' {x ) Q + Q J (x )] ç + h' (x , tl Q ç + · e e _ e 

+ çl Q h (X I o 
e 

Se la rappresentazione linearizzata è stabile, esiste certamente 
(vedi Teorema 7 .2) una matrice Q tale che sia: 

(9.11) çi Q ç > o 
1, per 

(9.12) ç' [ J 1 (x ) Q + Q J (x ) J ç < O 
e e 

· per ç f. O 

. D'altra parte, se vale la (9.7), il secondo e terzo addendo nella 
(9.10) sono infinitesimi (per 11ç11-0l di ordine superiore a I\ ç 11 2 men
tre il primo addendo è infinitesimo dello stesso ordine di I J ç J

2• Ne con
segue che esiste certamente un intorno S (.O, r) del punto ç =O (cioè 
d.el punto x ::: x e rispetto alla variabile originaria) in cui il segno del
la (9.10) coinCide con il segno del primo addendo a secondo membro. Te
nendo allora presente le (9.11) e (9.12) si può concludere che la (9.9) è 
una funzione di Lyapunov per la rappresentazione in esame / il che com
pleta la prova. <I 

Teorema 9.3 . . Se la rappresentazione linearizzata è instabile a causa del 
fatto che J (x ) ha almeno un autovalore con parte reale positiva, allo-e . -
ra nella rapprèsentazione originaria lo stato di equilibrio x e è instabile. 
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Prova. E' analoga a quella del Teorema precedente. 

Commento. L'emìnciato del Teorema 9.3 non può essere esteso sosti
tuendo .alla ipoté·s(che J (x ) abbia almeno un autovalore con parte rea-

' e 
le negativa 1 1 fpo~e()i, più debole, che la rappresentazione linearizzata 
sia ~Ji!:Stabile. Se'; si assumesse questa nuova ipotesi J (x ) potrebbe a-. e 
vere anche non avere autovalori con parte positiva ed avére autovalori 
con parte reale n.u:l:la di moltiplicità geometrica non unitaria. In tal caso 
1 'equazione matriciale di Lyapunov corrispondente alla rappresentazio
ne linearizzata ~on ammetterebbe s·oluzioné e. quindi non sarebbe . più 
possibile ricorrere all 1impiego del Teorema 7-), così come Indicato nelia 
prov<:r precedente. <J 

Per illustrare questi risultati è utile esaminare alcuni esempi: 

Esempio. Si desid.era studiare la stabilità degli stati di equilibrio della 
seguente rappresentazione: · 

Gli stati di equilibrio sono i seguenti: 

La matrice Jacobiana assume l'espressione: 

J (x) 

ed i suoi autovalori risultano essere 2x 1, -2x 2, -1. 
In corrispondenza ad xe 1, xeS' xe 4 almeno uno degli autovalori 

è pcsìtivo; pertanto, grazie al Teorema 9.3, si conclude che lo stato di 
equilibrio è instabile, Nel caso xe

2
, viceversa, tutti gli autovalori so-
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no negativi e ciò, grazie al Teorema 9.2, assicurala stabilità locale del
lo stato di equilibrio. <J 

I teoremi 9.2 e 9.3 non contemplano il verificarsi del caso in cui, 
nella rappre.sentaziorte lìnearizzata, la matrice J (x ) non ha autovaloe 
ri con parte reale positiva ma ha_ qualche autovalore con parte reale nul-
la. Tale situazione può corrispondere .tsia ad un caso in cuila rappresen.J 

·-tazione linearizzata è stg_bile ma non asintoticamente (gli autovalori di 
J (xe) con parte reale nulla hanno molteplicità. geometrica unitaria) sia 
ad un caso in cui la rapp_r,esentazione linearizzata è instabile (gli auto
valori di J (xe) con parte reale nulla hanno molteplicità geometrica non 
unitaria). Questo caso prende il nome di çqso critico e· ncn può essere 
studiato mediante il ricorso alla rapprese~t~zi~~e. iif;earizzata; per ave
re indicazioni sulla stabilità è opportuno cercare di appli.care i teoremi 
di Lyapunov direttamente sulla rappresentazione originaria. 

Esempio. Sia data la rappresentazione: 

• 3 
xl= y xl 

x- 2 =Àx 2 

con À < O. La matrice jacobiana, calcolata nell'unico stàto di equili
brio xe = (O,O) assume 11espressione: 

ed ha un autovalore nullo. Si è quindi in presenza di un caso c~itico. 
Si consideri allora la forma quadratica: : ' 

\(. 

V Cx) 
1 = - (x 2 - 'Y X 2) 2 1 2 

in corrispondenza alla quale si ha: 

V (x) = y xi -')" À x ~ 

Se y < O, risulta V (x) > O ·e V (x) < O per ogni x f. O; di conse
guenza, per il Teorema 6.2, lo stato xe è stabile asintoticamente. Se 
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''· ;·( ,_,' 
viceversa y > O risulta V (x) > O per ogni x ;t O e V (x) > O per lo 
meno nei punti della retta x 2 =O (escluso l 1origine); lo stato di equi
librio è allora punto di accumulazione di puntiin cui V (x) >O e quin
di, per ~j .Teorema 6.3, è instabile. <J 

' _., 

1.10 ·le regioni di stabilità asintotica. 

. E' stato già osservato nel paragrafo I.3 che il concetto di stabili
tà asintotica di un punto di equilibrio esprime una proprietà locale; la 
definizione stBssa, in particolare, specifica che se un punto di equili
brio è stabile asintoticamente esiste un intorno sferico di raggio' sa del 
punto per il quale si verifica che tutte le traiettorie aventi origine al suo 
_interno convergono, pe~ t -• ro, al punto di equilibrio stesso. 

Dal punto di vista applicativo è spesso molto importante sapere 
non solo che esiste almeno un intorno sferico di x e che gode di questa 
proprietà ma anche individuare, se possibile, il luogo di tutti i punti del
lo spazio di stato a partire dai quali le traiettorie convergono verso xe. 
Tale insieme è già stato indicato come regione di stabilità asintotica 
associata allo stato di equilibrio x e· 

In effetti, in taluni casi è possibile individuare precisamente la 
regione di stabilità asintotica di uno stato di equilibrio mentre in altri, 
poichè la determinazione precisa potrebbe implicare calcoli di notevole 
complessità, si preferisce determinarne una approssimazione per difetto. 
AH 'esame di alcùne di queste situazioni è dedicato il presente paragra
fo. 

In proposito, è utile considerare innanzitutto il seguente: 

'Teorema 10.1 (La Salle). Sia data una funzione V (x) e sia Ol il luogo 
dei punti in cui V (x) < l. 

Si si{pponga inoltre Dz limitata e che sici: 

V (x) >O per 

\T(x)<O per 

Allora lo stato di equilibrio x e è stabile asintoticamente ed ogni traieF 
toria èhe ha origine all'interno di D1 converge ad xe per t--+ ro. 

Prova. E' sostanzialmente basata sugli stessi argomenti adatti nelle Pro
ve dei Teoremi 6.1 e 6.2. La fr.ontiera della regione Dz coincide, per 
definizione, con là linea di livello Vz e, per l'ipotesi di limitatezza di 
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Dl, è una linea chiusa. Sulla base di questa considerazione è immedia-
to dedurre, applicando gli stessi argomenti già utìlizzati in d 
che u t · tt · prece enza na rme oria avente origine in n

1 
converge per t--> 00 d ' 

' , a xe. <J 

rio. 
Si darà ora un semplice esempio di applicazione di questo crite-

Esempio. Si consideri la rappresentazione: 

• - 2 
Xl - Xl (x 2 1) 

• - 2 
X 2 - X 2 (xl - 1) 

per la quale i punti d_i equilibrio sono: 

xo = (0,0) , x 1 = 0,-1) , x
2

=(1,-l) - ( 11) ( 
f X3 - - I 1 X = -1 -1) . 4 I 

Il Punto x 0 è stabile asintoticamente in quanto la matrice J'aco-· 
biana: 

L,=(-; 
ha autovalori negativi. 

1
. , Si vuole. determinare una approssimazione dellaregione di stabi-
ita del punto x 0 (la quale, per ovvie ragioni, non conterrà i 

x2, x3, x4). punU xl' 
Considerata una funzione: 

si ha: 

:::: 2 X r (X~ - 1) + 2 X~ (x 21 - 1) = - 2 (x 2 +X 2) + 4 (x 2 X 2) 
l 2 1 2 

La funzione V (x 1 , x 2) è definita positiva in tutto il piano. 

A.RUBERTI-A.ISIDOR! : Teoria della StabÙità 
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La funzione V (x 11 x 
2

) è definita negati va per valori di (x t + 
+ x2) sufficientemente piccoli (potendosi in tal cas.o trascurare la quan-
tità 

2 
4x 2 x;2) mp: non per tutti i valori di (x 1, x 2). · · . 

. t' ,P~~altro abbastanza facile, data la simm:tria rispetto ad X I, ed 
x 

2
, valuti:uè il luogC? dei punti in cui V (x 1, x 2) e nulla. Dall 1equaz10-

ne: 

posto: 

si ha: 

1 
~ - x2 - -s - 1 2 

1 
.,., - x2 - -.. , - 2 2 

Quest'ultima equazione rappresenta., nel piano (ç, 7]), una iper· 
bole riferita agli assi. Di conseguenza è facile concludere, sulla base 
delle trasformazioni.di coordinate sopra introdotte1 che i luoghi in cu. 
V(x

1
, x

2
) è nulla assumono la forma indicata in fig.10.1. 

Fig.10.l 
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. La linea di livello: 

coincide con il cerchio avente centro in (0,0) e ragglo unitario.Poichè 
al suo interno V (x 1, x 2) è definita positiva e V (x 

1
, x 2) è definita ne

gativa, si può concludere che essa delimita un insieme contenuto nella 
regione di stabilità. <J 

Oltre al risultato espresso dal Teorema 10.1, che consente ima 
valutaz.ione per difetto della regione di stabilità, sono anche disponibili 
risultati che consentono una valutazione es.atta. Il più importante di essi 
è queUo espresso dal Teorema seguente: 

Teorema 10 .2 (Zubov). Se esiste una funzione V (x) continua e dotata 
di derivate parziali prime con le segu-enti proprietà: 

a) V (x) è definita in un dominio semplicemente connesso .O contenente 
al suo in terno il punto di equilibrio x e ; 

b) V (x ) =O; 
e . 

e) O < V (x) < 11 per ogni x f. xe interno ad D; 

d) V(x) = l nei punti di frontiera dì .O e, inoltre, se D è illimitato 

11!~~00 V (x) = 1; 

e) V (x) risolve, in corrispondenza ad almeno una funzione W (x) positi
va per x f x e nulla per x = x , l'equazione differenziale alle derìva-e e 
te parziali: 

(10.1) V(x) =-W(x} (l- V(x)) ~ 1 + JJf(x)JJ 2 

allora .O coincide con la regione di stabilità relativa ad xe. 

Comménto. Il criterfo contenuto nel Teorema precedente si basa sulla 
individuazione. di una coppia di funzioni V (x) e W (x) per le quali sia 
possibile verificare l'uguaglianza (10.1). Se ciò èpossibile, illuogo dei 
punti in cui V (x) = 1 fornisce la frontiera della regione di stabilità. 

Come si è precisato nell'enunciato la (10.1) è una equazione al-. 
le derivate ·parziali nell'incognita V (x), come è immediato constatare 
osservando che il primo membro assume La forma (6.4). 

Si noti infine che una funzione ·V (x) che soddisfi le ipotesi del 
Teorema è certamente una "funzione di Lyapunov. V (x) è infattl positi-
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va per ogni x 'I= xe interno ad .O mentre la funzione V (x), in base al
la espressione che risulta dal secòndo membro della {10.1), è negativa 
per ogni x 'I= x in~erno ad D_; quest'ultìma proprietà è consegu~nza e _,. . 
del fatto che W (x), è positiva per ogni x i- x , che (1 - V (x)) è posi-

' e I 2 tiva per ogni x 'I= xe interno ad D e che fl + llf(x)i- èposìtiva per 
ogni x. Il Teorema afferma dunque che la liqea di livello corrisponden
te al valore 1 per la funzione di Lyapunov V (x) è la frontiera declla re
gione dì stabilità.·· · 

Prova. Il letto~e interessato può consultare: W. Hahn, Stability of Motion 
(Springer, 1967), pagg. 161-165. <'.] 

A titolo di applicazione è i+tile considerare il seguente: 

Esempio. Sia data la rappresentazione: 

in cui il solo punto dì. equilibrio è xe = (0,0). Quest'ultimo è stabile in 
quanto la matrice jacobianai 

2x 2 
1 

- 1 

ha autovalori negativi. 
Sceg-liendo: 

- 1 

)... ( 
e 

o 

2 ~ 2 
X1•-.X2· 

.s} ottiene per V(x). l'equazione alle derivate parziali~ 

E' facile verificare, per sostituzione, che la soluzione qi que,sta 
equazione as·sume· 1 •espressione: · 
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Si osservi ora che la funzione 'V (xl' X zl crssume valori ~nitari 
nei punti del piano in cui è x 1 x 2 :::: 1, · cìoè lungQ le due iperboli. equi-
latere indicate in fìg.10.2. Risulta inoltre: . · · . 

lìm V (x 1, x 2):::: l 
11 xli- 00 . 

Nella zona compresa tra le _due iperboli (zona tratteggiata) l'argomento 
della .funzione exp [ ] nella V (x 1, x ) assume valori negativi, il che 
implica che la funzione stessa assume 

2
valori inferiori ad I. La funzio

ne V (x 1, x 2) soddisfa .allora in tale regione le condizioni previste dal 
Teorema 10. 2. 

xz 

Fìg .. ro.2 

Poichè peraltro. W (x) è definita positiva in tutto X, si può con
cludere che tutte le condizioni previste dal Teorema 6. 2 sono soddisfat
te e che la zona tratteggiata di fig.10.2 coincide con la regione di sta
bilità del punto di equilibrio. 
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Accanto ai metodi che consentono di valutare la regione di sta
bilità asintotica, nel caso di stabilÙà locale, esistono anche criteri che 
consentono di stabil;ire in quali casi la stabilità è globale (in quali ca
si, cioè, la regione«i:J.Lstabilità asinfotica coincide con l'intero spazio 
di stato). Il più sem~lice e noto di questi criteri è il seguente: 

., 

'Teorema 70.3 .. Sia data una funzione V (x) che goda delle se9uenti pro
prietà: 

a) V (x) > O per ogni x "f:. x
6

, V (xe) = O; 

b) V (x) < O per ogni x 1' x
6

, V (x
0

) = O; 

e) lim V (x) = ro 
l]x.\l-co 

: .,~ 

Allora il punto di equilibrio x è stabile asintoticamente globalmente. 
e . 

Prova. E' ancora conveniente riferirsi ad una prova di tipo geqmetrico. 
.Se: 

lim V (x) = oo 
l\x JI- co 

ogni linea di livello è una linea chiusa (se ciò non fosse, esisterebbeu
na .. direzione lungo la quale, per \ \x 11 .... ro, la funzione V (x) tendereb
be ad un valore finito). E' allora possibile utilizzare ancora gli stessi 
argomenti già esposti nelle prove dei Teoremi 6.1 e 6. 2 per concludere 
che ogni traiettoria avente origine all'interno di un 'arbitraria linea di li
vello - u tende ad X per t - 00, Poichè uk è arbitraria ne conse-

k e 
gue la stabilità asintotica globale di x

0
• 

Esempio,. Sia data la rappresentazione: 

che ammette il solo punto di equilibrio x = (0,0), - . e 
Scèlta una funzione: ,_'_,, '· 

si ottiene: 
• )- 2 2 2 2 4 V (x 1, x 2 - - 2 x 1 - x 2 - x 2 

· .. ; 
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Poichè V (x 1, x 2) è definita positiva in tutto X, V (x 11 x 
2

) è 
definita negativo in tutto X e: 

lim V (x 
1

, x 
2

) = ro 
\lx Il- co 

l'origine dello spazio di stato è stabile asintoticamente globalmente. <J 

Un altro risultato di notevole interesse per lo studio della stabi
lità asintotica globale è il seguente: 

~ Teorema 10.4 (Kf'asovskìi). Sia data uha rappresentazione del tipo: 

. ~ ( t) = f [X ( t)) 

e si supponga f {x) 
una costante d.> O 

dotata di derivate parziali prime continue. Se esiste 
t,.ale. çh_ç;_, __ Qer .9.m!L.ìti.~ gli autovalori della mat"rice: 

-&.. ..v~ f.•·' Vx_ 
K (x) = J (x) + J' (x) 

~ ~ \\L('X\ 

abbiano parte reale inferiore a -a, allora fo stato di equilibrio x
6 

=O è 
stabile asintoticamente globalmente. 

Prova. Il lettore interessato può consultare: W.Hahn,"Stabilìty ot Motion 
(Springer, l 967), pag .135. 

Esempio. Sia data la rappresentazione: 

xl =-3xl +x2 

' - 3 X2-Xl-X2-X2 

che ammette l'origine come unico punto di equilibrio. Si calcoli ora la 
matrice J (x) + J' (x) prevista nell'enunciato del Teorema 10.4; si ot
tìene: 

( 

-6 
J(x)+J 1 (x)=· 

2 

il cui polinomio caratteristico vaie: 
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Per individuare se esiste una costante a che soddisfo il crite
rio di Krasovckii, c,onviene utilizzare le osse.rvazioni svolte nel Com
mento alla fine deÌ-pqr.8. Si tratta allora di vedere se esi·ste a >O tale 
che d (Ì\. - a, x} abbi.a le radici con parte reale negativa per ogni valo-
re di· x. Poichè: ·i · 

· d (Ì\. - a, x) = Ì\. 2 ~ f8 + 6 x ~ - 2 a] Ì\. + [ 8 + 36 x ~ + a 2 - (8 + 6 x ~) a] 

particolarizzando il .criterio di Routh al caso di µn polino~io di"sec;ondo 
grado, si- conclude che la condizione può essere._.s.oddisfottase e solo .se 
esiste a > O per il quale sia: 

alle: 

8+6x 2 -'2a>O 2 

Sceg.liendo per esempio a = 1, tali diseguaglianza si riducono 

6_+6x~ >O 

l + 30 X~ > Q 

che sono soddisfatte per ogni x. Si può aUora concludere che tyer ogni 
x gli autovalori di J (x) + ·J' (x) hanno parte reale inferiore a - 1 e, per 
il Teorema 10.4, che lo stato x e = O è stabile asintoticamente global
mente. 

1.11 • La stabilità <<esterna» nelle rappresentazioni I ineari. 

Accanto al tipo di stabilità presentato nei paragrafi precedenti, 
basato sulla considerazione della risposta nello stato in evoluzione li
bera, è usuale introdurne anche uno basato sullaconsiderazione·dellari
sposta nell 1uscita in evoluzione forzata. Più precisamente, si considera 
il comportamento in evoluzione fÒ~corrispondente a stati iniziali ar
bitrari e ad ingressì limitati e, sostanzialmente, s.i richiede che, in tale 
situazione, le corrispondenti risposte in uscita si mantengano anch 'es
se limitate. Per tale motivo è usuale riferirsi a questo tipo di stabilità 
con la denominazione «stabilità ingresso-limitato uscita-limitata~; per 

brevità qui si userà la dizione di el,?,,9il!.!~_:.~.~~~~-~ ~!ii(:; 
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Più precisamente 1 si consideri un sistema descritto della funzio
ne di transizione dello stato (2.1 1) e dallatrasformazionediuscita(2.l"). 
tale sistema si dice stabile esternamente se, çomunque si .sceglie un 

, M > O e-comunque si Scegli~ il ·valore _x 0 a~s,_1;lnto dallo stato all 'isti;m
te ta, esiste un numero N > O,_ e_ven~ualrri~nt~ dipendente da M da x 0 
e da ta, tale che, se la funzione ing.re.s.s.o.è~Jimitata; da M per tutti i t ~ 
;::: ta 1 allora la corrispondente funzione di usc.i.tq risulta limitata da N 
per tutti i t 2: ta, quale che sia lo stato iniziale x a· In formule, dun
que: 

(11.1) 

dove con y ( t) si è indicata la risposta in uscita corrispondente all 1in
gresso u ed allo stato iniziale x (tal = xa· 
· Una proprietà di stabilità esterna più debole di quella definita 

sopra, si ottiene se nella relazione precedente si suppone che il valore 
dello stato iniziale sia fissato. In questo ambito è particòlormente in
teressante riferirsi alla situazione in cui xo-= O; si parla in tal caso 
di sJabilità es tema, nello stato zero. In f0rmufe'7' la condizione (11.1) di-

-----~~-- ..... ~7~- •• -~-- ···--·~-,-...---;--~_,..,........--·· -·--· ............. ~-. 

viene: 

. (11.2) V M >O, 3NM.t >O 
I a 

se con y ( t) si indica questa volta la risposta in .uscita corrispondente 
all'ingresso u ed allo stato iniziale x (tal = O. 

Si passerà ora a dare condizioni necessarie e sufficienti per la 
stabilità esterna di una rappresentanza lineare, a dimensione finita, sta
zionaria; di un sistema a tempo-continuo. Indicata con: 

(11.3l y(t) = 'P(t) Xa + Iat W(t - r) .u(r) dr 

la risposta in uscita di tale sistema si può dimostr.are il seguente: 

Teorema 11.1. Una rappresentazione lineare, a dimensione finita, stazio
naria è stabile esternamente se e solo se: 

A.RUBERTI- AISIDORI ': Teoria della Stabilità 8 
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a) esiste una costarite k 1 > O tale .. che: 

( 11. 4) ··: ::11w(tlll < k 1 ift ~ o 

b) esiste una cos'tante k 2 > O tale che: 

(11.5) J t..~l l.w ( r) l l dr< k 
2 

o . 
'lit~ o 

Provo. Per provare che tale· condizione è sufficiente, si osservi che ,dal
la (11.3) si ha, per ogni t 2: O, 

(11. 6) 

Se ora risulta: 

(11. 7) \111 (t) I I < M ìf t :::: o 

dulle (11.4) e (11.5), si ha: 

(11.8) 

e cioè la condìzione'espressa dalla (11.1), con NM = k 1 llx 0 1\ + ,, ,xa 
+ k 2 M. 

Per la prova della necessità della (.ll.4) ·si osservi che, se es
sa non è valìdrr, esiste almeno un elemento di IJ!(t), ad esempio quello 
dì posto (i, k), che è illimitato. Di conseguenza, scegliendo x 0 come 
nel.la prova del Teorema (5.1) ed u(t) =O, ìft ?0, si ottiene una uscita 
illiini tata. 

Per ta prova della necessità della (11.5) si osservi che, se essa 
non è valida, comunque si fissi un numero k > O esiste un T (dipen
dente da k) tale che: 

(11. 9) 

1.11 La stabilità «esterna >l nelle approssimazioni lineari 

Scegliendo come norma di W ( r) l 'espre.ssione: 

(11.10) 

risulta: 

(11.1.1) 

l!W(r)j[=max 
i 

p 

2: lw .. (r)idT > k' 
l) j=l 

Di conseguenza, per almeno un valore di i, sia esso h,. si ha: 

p 

(11.12) z:: 
j=l 

Si consideri ora un· ingresso 11 ( ·) tale che sia< 1 l: 

(11.13) 
ul (r) = sgn whJ (T - T) 

11. (T) = 0 
J 

La componente h-esima della risposta (11.3) a partire 
ziale x(O) =O, assume, a-Il 'istante T, il valore: 

p 

T 2: T 

dallo 

yh(T) = f oT (11.14) z:: whJ (T ~ T) ul(T) dT = 
j=l 

p p 

stato 

59 

ìnì-

= JOT \whi(T-T)[dr= ]
0

1' z:: 2: \whi (T) [d T 
j=l i= I 

Per la (11.12) si ha allora: 

(11.15) yh (T) > k 

Ess.endo k arbitrario, tale disuguaglianza prova che y ( ·) non 
è limitata su [O, co ). Poichè l'ingresso cui essa corrisponde soddisfa 
invece la limitazione: 

( l) .- La funzione sgn x è definita nel modo seguente: 

sgnx =-1 , x <O ; sgnx =O , x =O sgnx =I,· x >O 
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él L 16) l/11(T)jj $ 1 

risulta provato eh~, ~se la (11.5) non è soddisfatta, il sistema non è sta-
bile es ternqmente ::- -<:] -

Commento. Da qu~sta stessa prova si deduce immediatamente che un si
stema lineare stazionario è stabile esternamente· nello stato zero se e 
solo se vale la condizione (b}. <J 

Tenendo ora presente il legname tra le matrici IP {t), W ( t) e le 
matrici A, B, C che caratterizzano una rapprésentazione implicita del 
sistema in esame è possibile dare una diversa caratterizzazione delle 
condizioni (a) e (b) di stabiliÌ:à esterna. Infatti, in tal caso le trasfor
mate di Laplace de Ile funzioni 'I' (t) e w ( t) sono funzioni razionali pro
_Prie di s. E' allora facile constatare che: 

Corollario 7 7 .1. Una rappresentazione lineare, a dimensione finita, sta
zionaria è stabile esternamente se e solo se: 

a) tutti i poli semplici di W ( s) hanno· parte reale non positiva e tutti 
quelli multipli hanno parte reale negativa; 

b) tutti i poli di W (sJ hanno parte reale negativa. 

La condizione (b} è da sola necessaria e.sufficiente per la sta
bilità esterna nello stato zero. <1 

La verifica di queste condizioni è una conseguenza diretta del
le espressioni delle antihasformate delle funzioni razionali. 

Per la stabilità esterna nello stato zero è possibile da_re anche 
un 'ulteriore caratterizzazione / accanto a quelle espresse dalle due con
dizioni (b) di cui sopra. Si può infatti facilmerite provare che esse so
no entrambe equivalenti alla condizione che Jl limite di 11 W (t) Il per t __, 
_, co sia O. Per la verifica basta riferirsi, ad esempio, alla condizione 
sui poii di. W (s). Se W (s)· ha solo poli con parte reale negativa, ne 
consegue che lim 11 W (t) 11 = O; ~e quest'ultima relazione è vera, vi
ceversrr, W (s), 1 Ch~ è una funzione rmdonale, ha tutti i poli con parte 
reale negativa. Riassumendo queste varie ·osservazioni,percomoditàdel 
lettore, si. può affermare: 

- Corollario 7 7. 2. Una rappresentazione lineare 1 a dimensione finita, sta
zionaria, è stabile esternamente nello stato zero se e solo se e solo se 
una qualunque delle tre seguenti condizioni" è soddisfatta: 
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- esiste una -costante k > O tale che: 

(11.17) ìf t > o 

- tutti i poli de.Ila matrice delle funzioni di trasfeiimento hanno parte 
reale negativa: 

· - la matrice delle risposte impulsive ammette .il limite: 

(11.18) lim llw (t) li =o <J 
t .... Ol 

Prima di concludere il paragrafo è interessante analizzare i le
g(fmi che sussistono tra i due tipi di stabilità esterna sopra introdotti. 
Discende direttamente dalle definizioni che una rappresentazione stabi
le esternamente è anche stabile esternamente nello stato zero. In gene
rale non è vero il viceversaj questo tuttavia si verifica se la rérpptesen
tazione in questione è raggiungibile, come si può constatare con la se
guente dimostrazione per assurdo. 

!Stabilità 
interna 

asi.ntotico 

La rappresenta·· 
zione se è.r:.ag:-

-g±-ungi);iilf.> e os-j · 
c_~ervabile 

<=-=-~=-~::::."::.= = =--=--= 
~~~~~~~-:>-

StabHità 
esterno 

Lo>®~~~ ~~P'"""'"" 
zione se è rag~~~~ /~-/ /:;/; zione e ragg1un-
giungibile e os- '\. '\. (\ V / / gibile 

servabile '"'-" -------- / 

Stobilità 
esterna 

nello stato O 

Fìg,11.I 
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Si supponga che una rappresentàzione sia raggiungibile, stabile 
esternamente nello ,stato. zero e non stabile esternamente. Per un tale si
stema risulta verifi-ccita la condizione (b) [cfi:. (rl.5)], ma non la (a) 
[cfr. (11.4)], cioè ~lr:neno un elemento della matrice IJl(t), quello di po.: 
sto (i, k), è illimitato. Di conseguenza la risposta in uscita in evolu-

. zione libera a partire dallo stato in_iziale x 0 scelto come nella prova 
del Teorema (5.1) .~-illimitata. Essendo però, per ipotesi, tal.e stato rag
giungibile, esistono uh ìs tante finito T > O ed un ingresso limitato u * 
che trasferisce l'orìgine O dello spazio di stato in x 0 all 1 istante T. 
Se si considera quindi il particolare ingresso Hr:iHato: 

(11.19) 
-- { Il * (. t) I o ''S. t :::: T 

Il ( t) 
o I T < t 

la corrispondente risposta in uscita a partire dallo stato x = O coinci
de, per t ::::· T, con quella in evoluzione libera a partire Jallo s·tato x 
all'istante T ed è perciò illimitata. Dunque ad un ingresso limitato (e~ 
a stato iniziale O) corrisponde un 1uscita illimitata e quindi la rappre
sentazione è instabile esternamente nello stato zero. Ciò contrasta con 

!l'ipotesi e prova quanto asserito. 
Per chiarezza, i legami tra i due tipi di stabilità esterna sono 

evidenziati in fig. 11. 1. 

1.12 ·Sulle proprietà di stabilità interna delle realizzazioni di 
una matrice di risposte impulsive· 

Si è più volte messo in evidenza che. talune rappresentazioni 
possono essere descritte in modo completo dalla matrice delle risposte 
impulsive; si è. anche chiarito il si-gnificato ìn cui .ciò va inteso e si so
no precisate le condizioni (raggiungibilità e osservabilità) sotto le qua
li ciò si verifica. 

Si è mostrato, d'altra parte, nel paragrafo precedente, che le con
diz-ioni affinchè un sistema sia stabile esternamente nello stato zero 
coinvolgono la sola matrice delle risposte impulsive. Talora anzi sì sot
tolinea questo fatto attribuendo direttamente la proprie.tà di stabilità al
kr stess<J matrice delle risposte impulsive e si dice che W(t) è stabile 
e instabile a seconda che soddisfa o no ad una delle tre condizioni elen·· 
cate alla fine del paragrafo precedente. 

Appare allora interessante il problema di esaminare se dalle pro
prietà di stabilità esterna nello stato zero (ossia, dalla stabilità di W (t)) 
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si possono dedurre informazioni sulle· proprietà di stabilità interna. E' 
ev~dente, per quanto detto all 'lnizio, che tale problema è ben posto solo 
con riferir;nento alla classe Cl.elle rappresentazioni raggiungibili e osser
vabili. 

Il risultato che si può s.tcrbilire in proposito ~il s~guente: le rea
lizzazioni ·mini.me di una matrice W (t) stabile caratterizzano una rap
presentazione asintoticamente stabile, internamente. Talora si enuncia 
questo risultato anche dicendo che .neìle rappresentazioni. raggiungibili 
e osservabili, la .stabilità esterna nello stato zero implica quella. interna 
asintotica. · 

Per dimostrare questo risultato si osservi che, se . W (t) è una 
matrice di risposte impulsive realizzabile esistono tre ~atrici A, B, C 
tali che: 

(12. l) . C e A t B = W ( t) 

D'altra parte, l'ipotesi di stabilità di W (t) implica la validità della 
{11.18) o, il che è lo stesso: 

{12.2) lim W {t) = O 
t-oo 

Da quest'ultima, tenendo presente la (12.1), si deduce anche che: 

/.1.1 di W(t) ·t 
l/!-<>I~ tyi~ «./ t ,cJ.rl· . {(fJ;,-l-. f_t;..:, {i 

( 12. 3) . Hm = O ? O 
t-oo dti ((t):l·Colé"',.f'"f• 

Tenuto conto ancora della (12.1) e posto i = h + k si ha poi: 

(12.4) 

dove l'ultimo passaggio è consentito dal fatto che A ed e At commu
tano. 

. (12.5) 

Si consideri ora la matrice: 

s (t) = 

e 
CA 

1 
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in cui simboli Q e P, introdotti per brevità, sono dì ovvia interpreta
zione. Le (12.3) e (12.4) implicano allora: 

.I; 

(12.6) lìm S (t) = O 
(~CO 

Se ·la terna A, B, C costituisce una realizzazione minima, essa indivi
dua una rappresenfrJN'~::aAra.ggiungibile ed osservabile. Di conseguenza il 
primo fattore a S!élcondo membro nella (12.5) ha le n colonnelinearmen
te indipendenti e così il terzo fattore ha le n ·righe linearmente indipen
denti. Si può quindi isolare e A 1 nel modo se·guente: 

(12.7) eAt = [Q' Q]-1 Q' S(t) P' [pp•J-1 

A questo punto la (12.6) implica: 

(12.8) 

e cioè, perì risultati stabiliti nel paragrafo 7, la stabilità asintotica-del
la rappresentazione associata alfo realizzazione minima A, B, C. Essen
do tutte le realizzazioni minime una classe di equivalenze Tispetto ad 
una trasformazione d( coordinate nello spazio di stato, tale proprietà di 
stabilità interna è valida per qualunque di esse. 

Tenendo ora conto che la (12.8) implica sempre la (12.2) (la sta
bilità asintotica interna implica sempre la Stabilità di W ( t)) si può rias
sumere quanto discusso sopra nel diagramma di fig. 11.L In esso, per 
completezza, sono anche indicati i legami tra stabilità interna asintoti
ca e stabilità esterna. L'implicazione della prima verso la seconda è 
conse.guenza del fatto che la (12.8), oltre ad implicare la (12. 2) implica 
anche la limitatezza di IJl(t) = C: eAt. 

Il legame tra stabilità esterna e stabilità interna asintotica si 
può dedurre dai lati inferiori del diagramma·stesso. 

* 

CAPITOLO II 

ST.ABll,.ITA' DELLE RAPPRESENTAZIONI DI SISTEMI 

IN TE RCONH ESSI (rappr~sentcu:ioni lineari). 

11.1 • Consideraxioni introduttive. 

Lo scopo di questa introduzione è quello di mostrare che, nello 
studio della stabilità asintotica di. un s.istema interconnesso, nel caso 
i~ cui le singole parti siano dotate di rappresentazioni lineari a dimen
sione finita e le interconnessioni siano anch'esse lineari, è sempre pos
sibile e talora conveniente ridursi allo studio della stabilità di un siste
ma interconnesso avente la struttura ìndicata in fig. l. l, nella quale S è 
un sistema dotato di rappresentazione lineare a dimensione fini.ta. 

\xo A;. .. a~> A 

s 
i4' 6. e 

Fig.1.1 

A tale scopo è sufficiente osservare che un generico sistema in
terconnesso del tip.o precisato è sempre rappresentabile mediante un gra
fo di flusso, nel quale ciascun nodo individua una variabile (eventual
mente anche vettoriale} e ciascun ramo individua un sis~ema (eventual
mente assegnato mediante una rappresentazione con fo spazio di stato). 

. Per passare da un grafo assegnato alla struttura di fig.l.l è 
sufficiente individuare i cicli chiusi p~esenti nel grafo e procedere poi 
ad effettuare tutte le op.eruzioni di taglio di nodo che sono ·necessarie 
per passare dal grafo assegnato ad uno privo di cicli. ch.iusi. I.l gr~fo co
sì ottenuto presenta a:llora, in generale, la struttura md1cata m hg.1.2, 
nell?'. quale, accanto olle variabili di ingresso e di uscita u ed y sono 
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state esplicitate, per ciascuno dei nodi--tagliati, una variabile si asso
ciata alla relativa sorgente ed una variabile p. as·sociata la relativo 

' - l 
pozzo. Alla strutturd:!c'9sì individuata si può dare una descrizione più 
più com patta aggregqtndo in un unica variabile s le variabili s. ed in 

- 1 
un'unica variabi.le p le variabili P;- Si può cioè pensare ad una strut-
tura del tipo indicato (con il simbolismo degli schemi a blocchi anzichè 
dei grafi di flusso) in ... .fig.1.3. 

u 

Fiq.1.2 

Per iitornare da questa struttura a quelia originaria è sufficien
te ripristinare le connessioni interrotte con il taglio dei nodi e cioè, con 
riferimento al simbolismo adottato in fig, 1.3, istituire un legame unita
rio tra la variabile p e la variabile s (vedi fig .1.4). 

~ ·~ s ~' s p 
... 

Fig. l.3 Fig. l.4 

Il passaggio da un grafo di flusso generico ad una struttura aven
te la forma indicata in fig .. Ì:4 è in genere conveniente in quanto ciò com
porta la semplificazione del problema di determinare una rcrppresenta-

- zione ingresso-stato-uscita del sistema interconnesso a partire dalle 
rappresentazioni ingresso stato uscita delle singole parti. Il sistema in
dicato con S in fìg.1.4 è infcttti"privo, per ipotesi, di cicli chiùsi; una 
sua rappresentazione ingresso-stato-uscita si determina allora molto fa
cilmente definendo come vettore di stato per S il vettore che si ottie
ne aggregando i vettori di stato delle singole parti e individuando poi 
i parametri della rappresentazione sulla base di una semplice ispezione 
d_,,,11e rappresentazioni delle singole parti e delle re-lazioni di intercon
~1ess ton e. 
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Tutto qw:mto precede può essere ulterìormente -chiarito cons.ide
rando un semplice: 

Esempio. Sia dato il sistema interconnesso indicato in fig.1.5 e siano: 

le rappresentazioni con lo spazio di stato delle singole parti. 

y 

Fig. l.5 

Procedendo al taglio dei nodi per eliminare i cicli chiusi si per
viene al grafo di fig. 1.6. 

Se Ss 

f'ig. 1J3 

Il sistema associato al grafo di fig. 1.6 secondo la struttura di 
fig .1.3 è allora descritto da una rappresentazione ìngresso-stato-uscìta 
del tipo: 
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*1 A1 

xz Bz·C l 

x3 o 
= 

x4 ·o 

xs o 

*e o 
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o o o o B i·C'e 

Az o B
2
·C 4 O o 

.1 

Xl A3 o o o 
o o A4 o o 

,.08 5·C 3 o As o 
·o o o 

o 
o 

o Ae 

o o ) 
c 5 ·o 

11.1 

xl B1 o 

Xz o o 

X3 o B3 (:) + 
X4 o B4 

X5 o o 

X5 o B~ 

immediatamente deducìbile per ispezione delle relazioni diin terconnes- · 
sione. <J 

Una volta determinata la rappresentazione con lo spazio di sta
to di S, che sarà della forma: 

x(t) = Ax(t) + (Bu 

( 1.1) 

.( y (t)) ( cy ) = X (t) 
p(t) cp 

. . 
f (t) o Cp X et) 

per passare ad una rappresentazione con lo spazio di sta.to del sistema 
di fig.1.4 è necessario tenere presente la relazione di interconnessione: 

s (t) = p ( t) 

grazie alla quale si. ottiene: 
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( 1. 2) . 
x (t) = (A + s e ) x (t) + B 11 tt) 

s p u 

y (t) = C X (t) 
y 

E' possibile ailora. concludere, a questo punto, che le proprietà 
di stabilità del sistema di fig.1.4 coincidono con le proprietà di stabili- , 

. tà di un sistema avente la struttura indicata in fig.1.1, nel quale S in
dichi il sistema definito dalla rappresentazione ingresso-stato-uscita: 

(1.3) 
x (t) = Ax (t) + B u (t) 

s 

'I ( t) = - (: X ( t) 
- p 

La rappresentazione con lo spa.zio di stato del sistema di fig. L 1 
assumerebbe infatti in questo caso la forma: 

( 1.4) 
x (tl = (A + e e l x (tl + s 11 (t) 

. , S P , . S I 

y ( t) = - C X ( t) 
p 

equivalente, ai fini dello studio del.la stabilità, alla rappresentazione 
del sistema di fig.1.4. 

Commento, Si è ritenuto utile segnalare la possibilità di ridurre, ai fini· 
dello studio delle stabilità, un sistema interconnesso allo schema di fi
gura 1.1 piuttosto che ad altri equivalenti, in vista del notevole interes
se che l'analisi dello schema di fig.l.l riveste nell'ambito dello studio 
den'e proprietà delle strutture di controllo a contro~eazione. 

Commento. E' ìntere·ssante osservare che le pr_op.rieìà di §jabilità del si
,s-te.mfr-indicato in fi.g.1.3 sono immediatamente ded_uçibili a partire aarra 
conoscenza delle proprietà di stabilità d~lle singole parti del sistema . ,...- . . ·. '<:_·· . 

interconnesso.__ · . 
E' infatli po.s.sibile mostrare che, in conseguenza del fatto che il -

sistema S non contiene cicli chiusi, il polinomio caratteristico asso- , 
ciato alla matrice A che figi.i.ra nella rappresenta~ione ( 1.1) del siste-
ma S può essere espresso come prodotto dei polinomi caratteristici as
soe.ia-H-crlle. _s_ingol.e matri~i A i che figu~~;- neTf~ rappr~~~~tazioni--d~l-
le singole parti. (Per provare quanto asserito si può osservare che un 

· gi;afo privo di cicli chiusi può essere semplificato, sino ad ottenere che 
ciascun ingresso si~ cÒÙegato a ciascuna uscita da un singolo ramo,me-
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diante operazioni di eliminazione di nodi e che queste godono - nei'ri
guardi dei legami tra polinomi. caratteristici - della stessa proprietà so-

11 pra enunciata). · 
. In cofiis·~guenza di ciò le radici con parte reale positiva del poli-

""' nomio caratteristico di A si ottengonÒ aggregando le radici con parte 

l
'I reale positiv& di c. iascuno dei polinomi c. aratteristici delle matrici A .. ; 
\in particolare, se le rappresentazioni di ogni parte del sistema sono st~
i bili asintoticamente, lo è anèhe la rappresento:zione. del sistema._$ (non 

J: ~ltrettanto s-{ può dire per il siste~a·-~Ù .. Ù~. l.4, che differisce da S ~el'ia 
1 interconnessione tra la variabile p e la variabile s). 

11.2 ·Una proprietà dei sistemi reazionafi. 

Lo scopo del presente paragrafo è quello di stabilire una impor
tante relazione che consente I 'analisi delle proprietà di stabilità di una 
rappresentazione con lo spazio di stato del sistema reazionato indicato 
in fig.1.l a partire dalla conoscenza delle proprietà di stabilità di una 
rappresentazione con lo spazio di stato del sistema s non reazionato.( .... e 

y(tl 

Fig.2.1 s 

Come è noto 1 se è data una rappresentazione con. lo spazio di 
S nella forma: 

x(t) = Ax(t) + Bm(t) 
(Ll) 

y(t) = Cx(r) 

è possibile, per il sistema di fig.2.1, assodare una rappresentazione con 
lo spazio d.i stato nella forma: 

x(t) =(A- BC) x(t) + B u(t) 
(2.2) 

y (t) = Cx (t) 

Si vuole ora stabilire un legame tra il pelino.mio caratteristico asso
ciato alla matrice A e quello associato alla matrice A - BC, cioè tra 
il poli.nomio caratterìs tico: 

~/ 
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(2.3) dAP(s) =det(sl-A) 

relativo alla rappresentazione del sistema a.1..JrR~...QQe1:t9 __ ed il polino
mio caratteristico: 

' . . 
-'()---fr ~·--,--, .. 
-L-~-~~~:.J (2.4) d·cH (s) = det (s I - A + B C) 

\(~_)_,,· ('~ 1.c' 'l<..A~.f., v:.ue...., <; Q 

relativo alla_ :rappres'entazione del sistema ad anello chitlso. 
In. proposHo·, si ha la seguente: --- ··- ···· ---· 

Proposizione 2. L Tra i polinomi (2.3) e (2.4) sussiste la relazione: 

~ C-' 1J~...... "'".'"""'' )"'-"'/( ''" 
dc.H (s). 

(2.5} dAP(s) =det(I+ F(s))· 

nella quale è: 

(2.6) F (s) = C (s I - A)- 1 B 

Commento. Si noti che la (2.6) coincide con la matrice di. trasferimento 
del sistema S. 

Prova. Si incomincierà .con il mostrare che, se P . è una matrice n x m 
e Q è una mcihice m x n, vale la relazione: 

(2.7) det (I x + PQ) = det O. x + Q P) 
n n ''i\)1\'1.i. •\vv-.-... m m 

Allo scopo 1 si consideri 11 identità 
>".,'\ • . I 

( 1mxm + Q p 

\ 
dalla quale ·discende che: 

'(2.8) 
( 

lmXm 
det 

p 

-Q 

) = .det (lmXm + Q PJ 

Si consideri poi anéora l 1iden tità: 
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('·;· -Q )('mXm Q 

) ( I mXm o ) = 
I X o I p lnXn + PQ n ,n .. nXn 

.{ 

' 
dalla quale discende che: ., 

( 2.8') 
( 

lmXm 
. O.et p 

.-Q ) = det (lnXn + f Q) 
1nxn 

Confrontando allora le (2.8) ed. (2.8')'··aiscendè immediatamente 
la (2.7). 

Utilizzando la relazione. ora provata è immediatato verificare i 
seguenti successivi sviluppi: . 

dCH(s) = det (s I - A+ .BC) = ilt.f (C~ì-A)( .[ ·i··(n~i\( ;~. C.)1 
/.\~,,,... ,,,;,,'>'M M)(f.p~~i."' . 

= det (s I - A) det [I +~.~~tJ = .hr(l ,.izc} 

=det(sl-A)det [l+C(sl-A)- 1 B] = 

= det (s I - A) det [I + F (s)] = 

= d AP (s) det [I + F {s)) 

che provano la (2.5). <J 

11.3 - Stabilità dei sistemi reCll:zionati a~_lln solo ingresso ed una 
solCll uscita (criterio di Nyquisf). 

In questo paragrafo si mostrerà come la proprietà (2.5) può esse
re usata per dedurre un criterio di stabilità che può essere utilizzato 
quando si disponga della rappresentazione graÙca dellafunzione F (j w) . 
Come precisato nel titolo, si fa riferimento - inizialmente - al caso in cui 
il sistema S ha un solo ingresso ed una sola uscita. In questo caso la 
(2.5) si riscrive nella forma: ' 

.1\.,,})J.>~ }~·J"'e... 
,,,,,.,,(,, ,,,w:.._ < ro.,,.(,, ~-

(3.1) 
dCH(s) 
---= 1 + F(s) 

d AP (s) ~--- . . _) 

\ ,,, ... ,.{. 
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Il criterio che si vuole esaminare è basato. sulla considerazione 
·della va:riazione di fase della funzione a secondo menibro della (3.1) 
·quando la variabile s percorre I 'asse immaginario, da - m a t m. 

1 A tal fine è conveniente innanzitutto osservare che si considera 
·un polinomio p (s) a coefficienti reali e si attribuiscono alla variabile 
complessa s valori immaginari puri ·ponendo s = j u; si ottiene una .fun
zione complessa p (j w) della variabile reale w il cui argomento (fa
se), quando w varia da - co a + m, subisce uria variazione· la cui en
tità può essere facilmente valutata se si conosce il nu!I)ero di radici con 
parte reale positiva del polinomio stesso. In proposito si osservi infatti 
che, scritto p (s) nella forma: 

(3.2)' 

e cioè: 

(3.2') 

I\) 
."{! J 

è possibile interpretare geometricamente la quantità a secondo membro 
nella (3. 2') ·come prodotto della costante k per i vettori che congiungo
no gli zeri s l' s 2, ... pn al punto corrente del! 'asse immaginario (di or
dinata w ) . 

E' chiaro. che quando il punto corrente percorre 1 'asse immagina
rio da - (l) a +CO I ciascuno dei vettori considerati compie una .rotazio
ne di 7T in senso antiorario per i vettori cwrispondenti a radici con par
te reule negativa (cfr. fig .3. la) ed in senso orario per quelli corrisponden
ti alle radici con parte reale positiva (cfr. fig.3.1 b). Da queste conside
razioni segue che se il polinomio di grado n ha rì radici con parte 
reale positiva e le rimanenti n - n con parte realJ' negativa, il vettore 
rappresentativo di p (j Cù) ruota df un angolo pari alla somma delle ro
tazioni dei suoi fattori e cioè, assumendo come positive le rotazioni in 
senso antiorario, ruota di - n 7T per le radici con parte reale positiva e p 
di (n - n ) 7T per le radici con parte reale negativa e, dunque, comples-
sivament~ di: 

(3.3) cp = (n - 2 n ) 7T 
p 

Questa relazione consente dunque, come si è detto, di porre fn 
relazione la variazione dì fase della funzione p (j w), quando Cù varia 
da - co a + co, con il numero di radici con parte reale positiva di p (s~ 
Si noti anche che la (3.3) è stata dedotta nella tacita ipotesi che ·p ('s) 
non abbia radici sull'asse immaginario, . 
~"----------
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Tornando ora alla (3.1), è facile. mostrare che, utilizzando oppor~ 
tunamente la (3.3), è possibìiè valutare lo variazione .. di fase della fun
zione a second·o mhmbro quarrdo s· percorre l'asse immagiriario da :.. ro a 
+ ro. Questa' è evidénteÌnente pari alla differenza tra Ìa variazione di fa- . 
se cpcH delnume,~atore dCH(jUJ) e cpAP deldenomfoatoredAP{jUJ} 
della funzione razi.onale· à primo membro. In ~roposito- si ha: · · 

(3.4) cv =fo-2z:r7T CH • p 

(3. 5) cp· . = (rr - 2'P )1T · AP . p . 

avendo indicalo con ZP il numero di radici con parte reale positìva di 
dCH (s) e con P 

0 
il numero di Nili.ci con parte reale positiva di dAP(s) 

ed avendo ancora· tacitamente supposto che nessuno dei due polìnomi in 
questione abbia radici sull'asse i.mm'aginario (si rimuoverà pìii tardi que
sta limitazione). 

In definitiva, Ia variazione dì fase della funzione 1 +·F(jUJ) è 
pari a: 

(3.6) cp = ~ (Z - P ) 2 7T 
1 + F p p 

Si noti che il secondo membro della (3.6) è pari ad. un multiplo intero 
dell ~angolo giro; conviene allora valutare cp 1 ~ F in termini di angoli gi
ri.. E inoltre abituale, in questo contestò, considerare-positivi i giri com
piuti in se.riso orario. Con queste convenzioni la (3.6) può essere rias
sunta dicendo che il numero N di giri che il vettore 1 + F (j UJ) compie 

~\ attorno all'origine in. senso orario quando UJ varia da - ro a + m è pari , 
~J,i C:!la differenza tra-il numero delle radici con parte reale positiva di i 

~-~.j(d CH)(s). e quello delle radici con parte reale .:ositiva di d AP (s): 1 -- . . 

cpl+F • 
N=--=Z -P 

. · (- 2 rr) · P P 
(3.7) 

Si osservi inoltre che la curva ·des'c:rìtta di:IÙ'estremo del vettore 
+ F (j w) coincide con quelia descritta dall'estremo del vettore F(jw) 

traslata verso destra di uno spostamento unitario e quindi le rotazioni 
della 1 + f.(j UJ) attorno all1origine coinCìdono con quelle della FU UJ) 
atlòrrio al punto (.: 1 +'j O) (dr. fig.3.2). 

Alla regola espressa dalla (3. 7) ci si può collegare per ·dedurre 
dei criteri di stabilità. Infatti condizione necessaria e sufficiente per la 
s t<:rbilità de 1 sistema reazionato è ·che le radicì del polinomio caratteri-
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stico dCH (s) abbiano tutte p(nte reale negativa e che quindi, con le no-
_,, tazionl. sopra introdotte, sia: ... 

(3.8) 

a) 

z =o 
p 

Fig.3.1 

Fig.3.2 

... .... 

. b) 

.,., 
' ' F(Jw) \ 1.+F (J w) 

\ 

' 

Basfa quindi introdurre questa condizione nell'espressione del
le rotazioni dei vettori 1 + F od F, per trov(lre un criterio di stabilità 
relatìvo appunto alle rotazioni delle rappresentadoni polari di quelle 
fu'nzioni. 
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In proposito si può enunciare la seguente: 

Proposizio~e 3.1. ·Copdizione necessaria e sutfiCtente affinchè la rap
presentazione (2.2); di un sistema reazionato sia stabile asintoticamen
te è che il numero ;df giri, valutato per Cù variabile da - co a .+ co, che 
l'estremo del vettore rappresentativo della funzione 1 + F' (i Cù) compie 
intorno all'origine, pori àl numero di giri che il vettore rappresentativo 
della funzione di ttasferimento a ciclo aperto F (j Cù) compie ·intorno aJ 
punto (-1; j O), sia uguale ed opposto al numero di autovalori con par
te reale positiva della matfice A che caratterizza la rappresentazione 
(2.1) dei sistema n?n reaziÒnato. 

(3.9) 

. Questo enunciato si compendia usualmente neila formula: 

N = - p p 

Nel caso portkolare,· ma di notevole interesse, in cui la rappre
sentazione del sisteina non reazionato è stabile asintoticamente e cioè 
la matrice A non ha autovalori con parte reale positiva (P =Oli il cri
terio si enuncia dicendo che la rappresentazione polare di P 1 + F (j w) 
non deve circondare I 'origine o che quella di F (j Cù) non deve circonda
re il punto (-1; j O); deve essere, cioè: 

(3.9') N='O 

· Il criterio è stato enunciato per la prima volta nel 1932 da Nyquist 
sotto questa forma· (cioè con riferimento al caso particol~";p~~ific~to) 
oggi si tende a dare il nome d_i criterio di Nyquist (generalizzato)alla e
nundazione più estensiva compendiata nella formula (3.9) riservando la 
denomina~ione di criter-io ridotto per il· caso in.cui si applica la (3.9'). 

La valutazion·e del numero N delle rotazioni in generale non 
presenta difficoltà se la rappresentazione sù cui si opera ~·quella pola
re; nel caso in cui si di::;ponga di rappresentazioni dìverse si possono 
comunque adottare opportuni procedimenti. Si vuole sj_n .d'ora predsare 
come occorra procedere quando la funzione F passa per il punto impro-
prio oppure per il punto (- l; j O) (o per ambedue). · 

Il primo caso (passaggio pèr il punto impropri.o) corrisponde alla 
presenza di radici di d AP (s) sull'asse immaginario (caso abbastanza 
frequente per quanto riguarda la presenza di una radice nell 'òrigine do
vuta ed un elemento integratore)~ Scegliendo, quindi, nel piano s un per
corso uncinato che eviti le radici sul! 'asse immaginario (lasciandole ,ad 
esempio, alla propria sinistrci: cfr. fig.3.3 per il caso di una radice nel-
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l'Origine), al percorso infinitesimo intorno alla radice nulla (fig.3.3 a) 
corrisponde un percorso (cfr. fig .3.3 b) che lascia alla propria sinistra il 
punto improprio così .come quello-infinitesimo lasciava allo propria sini
stra la radice nulla. Siipu·ò anche dire più rapidamente che la chiui;mra 
all'infinito va fafta in1senso orario, se il percorso uncinato ha lasciato 
la radice alla sinistra. La rotazione corrispondente a ques~o percorso è 
di tante volte 7f quante volte ne indica la molteplicità della radice con
siderata. 

J"" 

---<i--+----- a. 

/ 

a) 

----t Im[F(j «>)] - ....... 
""=O- '"-

' \ 

«> = + ro 

b) 

Fig.3.3 

\ 
.\ 

\ 
I 

.J(,1-(21.) ..;.":t}~)~,,p h 

r 

II caso corrispondente ad una coppia di radici coniugate (sempli
ci) sull'asse immaginario .(di Òrd±nata ± j w 0 ) è esemplificato in figura 
3.4(ll. . . 

Passando ora a considerare il caso in. cui la curva F (j Cù) passa 
per il punto (- 1, j O) si può anzitutto dire che la rappresentazione è 
senza dubbio non stabile asintoticamente in quanto dCH (s) ha almeno 

. ( 1) ~ È chiaro che scegliendo percorsi che lascino alla propria sinistra le radici di F 
;,on parte reale nulla tali radici non devono essere considerate· nel computo di p che 
figura nella (3. 9). Se i percorsi uncinati fossero stati sc.elti in modo da lasqiare lé' radi
ci alla destra, i percorsi all'infinito sarebbero stati da considerare in senso antiorario 
(dando luogo così ad una diversa valutazione di N) e naturalmente le radici avrebbero 
do'l'uto essere contate in P . Per semplificare l'applicazione del criterio . (siccome 
spesso si hanno radici con iS'arte reale nulla ma non maggiore di 0) si preferisce appli
care il criterio scegliendo percorsi che lasciano le radici a sinistra. 
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una radice con._parto reale nulla. E' interessante, però, indagare se sussi
sta o meno la proprietà di stabilità semplice e cioè se accanto alla radi
ce (o olle radici) con parto rea_le nulla ce ne siano o no con parte reale 

. ~
. positìva. Ciò può essere fatto deformand9 la curva nell 'in tomo del pun

to (-1; j O) in modo da lasciare quest'ultimo alla sinistra, seguendo la 
curva nel senso delle ù-' crescenti, e applic.ondo il criterio di Nyquist. 
Se dopo questa deformazione si constata che la (3.g) non è soddisfatta, 
si può senz'altro affermare che la rappresentazione è instabile (in quan
to de H (s) ha r~~l'.....P_i:1~!e reale pos_iti_ya). Se viceversa la (3. g) è 
soddisfatta, dcH (s) non ha radici con parte reale positiva e quindi, per 

. valutare la stabilità, occorre conoscere la lllQltep_ljcità geometrica delle 
radici con parte reale nulla. In.questo caso la soluzione del problema no·n 
può in generale ~ssero ott~nuta dall'analisi del grafico di F (j UJ), fatta 
eccezione -per il caso in cui, nel passaggio per il punto (: l; i O), la fun~ 
zlone F (j UJ) subisce una variazione di fase di 7T (in senso orario); a 

11.3 
I •I t)ì.; • · • 

,\..S j_ • .,J,_.-'_f__,,_ 
I} 
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._') l.O!,_;·.>·\. _ . 

."~·-! fvf.. . .-{] /,,; 

questo corrisponde infatti la pr.esenza di. una radice con parte reale nul
lQ.23_!!mplice nel polinomio de H (s) e. cioè con molteplicità algebrica u
n-itarfàTpOÌchè la ·molteplicità algebrica è sempre non inferiore a quella 
geometrica, si può allora concludere che la radice con parte reale nulla 
in questione ha molteplicità geometrica unitaria e non dà luogo a insta
bilità. 

Le considerazioni p.recedenti consentono di rimuovere l'ipotesi, 
adottata nello seri vere la (3. 7), di assenza di radici con parte reale nul-
la in d P (s) o in dCH (s). Per completezza, è utile tuttavia osserva-
re che t~li considerazioni verrebbero meno nel caso pa;rh~.o,lore in cuL.u.
lli! stes~di·~~--;;-~-~-parte ·re-ci_re~ri:\il_fojo$_s-6"_~om~~e a_ d AP (s) e dCH(s)_:L 

·In t~ ca;-o i~-fatù fci ~urva 1 + F (j UJ) non passerebbe-· i1é 'lfoii ffpunto . 
iifrproprio, né per l 1origine ma, tuttavia, la (3. 7) non sarebhe applicabile. 
Anche in questo caso, peraltro, è possibile trarre immediatainente le con
clusione desiderate: s-~~!<;r_çJ1~.:_\.dA0~1-llhbfo...urur rndtc.e. con Parte ~ri 
t~.IJ-~.? nulla e l(l curv~ _ F (i Cù) no).). pq1>_s. ·a. per il .punto improprio, ... nee,e.s~l 
~(liisllllfltLte_ d.C"ff(s). m:nn1_ette laste_s~a radJce e. quindi il sistema non è \il 
stabile asintoticamente. 

Ohre alÌa ~alutazione dì N, l'applicazione del criterio richiede 
la CGJ1Qe.Q§.nz9_[Jrn,lim..inar.edeL@11J.eD?. p P di radici di d AP (s) con par-'. 
te reale positiva. Infatti, salvo nel caso in cui le rotazioni sono orarie"'" 
e quindi si può affermare senz'altro che la rappresentazione è instabile, 
l'applicazione della (3.9) richiede che le rotazioni siano uguali a -· P . 
La valutazione di P può in generale, essere risolta applicando alfa 
rappresentazione del Psistema non reazionato uno dei diversi criteri di 
stabilità esaminati nel capitolo precedente e si-presenta più o meno a
gevole a seconda che sia o no disponibile direttamente la rappresenta
zione in questione. 

'Esempi. A titolò di esempio si considereranno òra alcuni casi di appli
cazione del cri terio. 

Si considerano anzitutto s{stemi di cui consti che d AP (s) non 
ha radici con parte reale positiva e ai quali, quindi, si può applicare di
rettamente il criterio ridotto. 

In fig.3.5 è riportato un caso in cui F (jUJ) si. mantiene sempre 
al finito: per 'le curve di figura l'applicazione del criterio è immediata, 
in quanto per quella interna risulta N = O e quindii"ìl sistema corrispon
dente è stabile, e per quella esterna N = + 2 e quindi il sistema è in
stabile. 

In fig.3.6 è riportato un caso in cui dAP (s) ha una radice al
l'origine; in corrispondenza la curva polare dì F (j Cù) è aperta e per 
v~lutare le rotazioni bisogna introdurre un arco di chiusura aH 'infinito 
che colleghi O_ a O+ in senso orario dopo dì che l 1applicazione è im-
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mediata e perféttamente analoga a quella relativa alla figura precedente 
(N = O per la curva interna ed N = + 2 per quella esterna}. 
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In fìg.3.7 si hqnno due casi in cui dAP (s) ha una radice doppia 
nell'origine; in corrispondenza la rotazionè al1 1infinito è di 27T ed N è, 
rispettivamente, . p: e + 2; il sistema -è stabile nel primo caso e insta
bile nel secondo."; ·'· 

Nel caso .,~ii· fig.3.8 si ha un intreccio più·complesso in cui, iL 
punto (- l; i O) risulta illterno al percorso chiuso formato da due archi 
~non corrispondenti, però, a valori contigui di cv - dell'interna curva. 
Seguendo il percor-~o si trova N =O e; quindi, il sistema è stabile. 

Per il caso, invece, in cui non si può applicare il criterio ridot
to, in fig. 3.9 si considera una F (j cv) piuttosto complicata, che consta 
corrisponda· ad un caso in cui d AP (s) ha due.- radici con parte rèale po-

p =2 
p 
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.o+ - .,,,,--: 

.Fig.3.9 
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siti va (P P = 2). Seguerido il tracciato si compiono, complessivamente 
2 giri in senso antiorario intorno al punto (-1; j .O) e, quindi, la -con'Ìi
zione (3.9) risulta soddisfatta ed il sistema è stabile. 
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11.4. Ulteriori c:on$idera:i:ioni pratiche a pr~posito dflll' impiego 
del crite.rio di !llyquist. 

Influenza del guadagno di F (s) sulla stabilità. E' interessante 
svolgere alcune_ considerazioni legate al pr_oblema dell 1es'1roe di come la 
stabilità di un sistema di struttura fissa (cioè con una F' {s) di forma da
ta) dipende dai parametri della F (s) stesso ed in particolare dal gua
dagno. Ci si limita a considerare l'influenza de.lla modifica del .guada
gno sia per 11importanza del parametro sia per la facilità" di variarlo (con 
un amplificatore in cascata sulla. .c_atena di azione-.dire.tfo) sia infine per
chè--11 analis·i··;Ù· tale influenza è particolarmente semplice; infatti varian
do il guadagno varia solo lampiezza del vettore F (j cv) e non la sua fa- · 
se cosicchè le C~()E~~~<IP()}a __ s_t.~_MJQ~J!)_g_,_ A questo proposito,an
zi, si può dire. che sarebbe possibile condurre l'analisi tenendo fissa la 
curva e va~i_ggd_o la scala di rappresentazione (cioè spostanto il punto 
- l; i O). . 

In rapporto alle variazioni del guadagno usualmente i sistemi si 
distinguono in quelli a E..tQbilità regolare ed in quelli a. stabilità condi
zionata_. I primi sono carat~zati da ;~ solo valore critko- kc-defgu-a~ 

·d.agno per il quale si è al limite di stabilità, cosicchè il sistema è sta
bile per O < k < kc ed instabile per k > kc; questa situazione si ve
rifica quando la parte della curva corrispondente alle cv positive ha u
na sola intersezione con. il semiasse reale negativo. 

La denominazione di regolare è dovuta al ·fatto che in questi ca
sì 11effetto della variazione di guadagno corrisponde all'intuizione fisi
ca più diretta che associa il manifestarsi della instabilità a valori trop
po elevati del segnale di reazione quando questo è in opposizione a quel~ 
lo di ingresso. 

· Casi di sistemi a stabilità regolare sono quelli corrispondenti al-
le figg. 3.5 e 3.6 (per i quali le curv.e sono rappresentate per due valori 
di guadagno) e 3. 7a (per il quale risulta evidente chem.ar.entando il gua
dagno si circonda il punto -.1; j O). 

Nei sistemi a stabilità condizionata invece si hanno più in-ter
sezibni della F (j cv) (per cv > O) con il semiasse reale negativo e, 
quindi, più valori critici del guadagno. . 

Ciò avviene, ad esempio, nel caso dì fig.3.8 e, come si vede, 
l'instabilità può manifestarsi non solo per aumenti ma altresì per dìmi
·nuzioni di guadagno. In altri termini il campo di variazione del guada
gno si può dividere in intervalli contigui, da un valore critico al _sue-

. cessivo, tali che il sistema è alternativamente stabile ed instabile. 
E' bene osservare che i élue casi considerati non esciuriscano tut- . 

t<? le possibilità; si'pu.9 verificare, infatti, anche il caso di fig.4.1 a in 
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cui (per w > O) i:;d ha una sola inters·ezione della F (i ·w) con il semias
se reale negativo·/ ma i-1 sistema non è a stabilità regolare, perchè è sta
bile per i valori elevati del guadagno ed instabile per valori bassi. Talo
ra per indie.are qJesto tipo di dipendenza della s'tabilitàdal guadagno si 
usa l 1espression~ di stabilità paradossale. L'espressione si usa talora 
anche per casi di stabilità condizionata del tipo di quello di fìg .4.1 b, 
per mettere in evldenza il fatto che al crescere del guadagno dopo l 1ulti
mo valore critièo' il sistema si mantiene stabìl.e. 
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Fig.4.1 

Il caso considerato ha un interesse prevalentemente teorico: in
fatti i. modelli che si adottano sono quasi sempre approssimati e iri essi 
si trascura l'influenza di costanti di tempo molto piccole (corrisponden
ti a poli negativi lontani dall'asse immaginario); se se ne tenesse conto la 
curva taglierebbe· il semiasse negativo anche nell'intorno dell'origine 
(cfr. a titolo di esempio l'andamento tratteggiato in fig.4.1 a. e b) e si ca
drebbe così in casi comuni di stabilità condizionata (in cui all'aumenta
re del guadagno oltre un certo limite si ha instabilità). 

. Per gli stessi motivi, sistemi la cui F (j w) non taglia il se-
miasse reale negativo (come .quello di fig.4. 2) e che quindi sembrerebbe
ro stabili per qualsiasi valore del guadagno, rientrano, in effetti, tra 
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quelli a stabilità regolare quan
do si tiene conto con maggior 
precisione del comportamento al
le frequenze più elevate (cioè 
intorno all 1origine del piano di 
F}. 

Sui pr·ocedimenti per la valuta
zione di N. Per applicare il cr1-
terio di Nyquist è necessario, 
come si è visto, determinare il 
numero N delle rotazioni com
piute da un vettore applicato nel 
punto - 1; j O quando il suo ·e
stremo segue il diagramma p.o
lare della F (j w) al variare di w 
da .ro a +ro. 
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Iro [F(jw)] · 

Re[F(Jw)} 

Fig.4.2 

Una prima osservazione da fare in proposito è che, data la sim
metria rispetto all"asse reale della parte corrispondente a valori posi ti vi 
di w e d·i quella corrispondente a valori negativi, è sufficiente valuta
re la rotazione quando w varia da O a + ro e raddoppiare il numero co
sì ottenuto. 

Nel caso in cui si disponga del diagramma polare la valutazione 
si può effettuare in modo diretto, tenendo conto ovviamente di eventuali 
archi all 1infini.to. 

Quando però si dispone di altre rappresentazioni (modulo e fase, 
parte reale ed immaginaria ecc.) occorre, in generale, o rtcostruire il dia
gramma polare (il che è sempre p.ossibile, anche se talvolta inutilmente 
labo1ìioso) ovvero tradurre le proprietà connesse al circondamento del pun-

. to (- 1; i O} in proprietà direttamente verificabili sui diagrammi assegna
u: 

Ciò è particolarmente semplice per il caso dei sistemi a stabili
tà regolare, per i quali (cfr. fig .4. 3 a) alla proprietà di non circondare il 
punto (- l; j O.) corrisponde quella che la intersezione con il semiasse 
reale negativo sia a destra del punto stesso. Tale intersezione è carat
terizzata dal fatto che ivi la ±ase è uguale a -11 e, quindi, la condizio
ne di stabilità si può esprimere dicendo che: 

IF(ìwll<l quando F(jw) =-n 

Questa condizione~è immediatamente verificabile sul diagramma 
di Bode (cfr. fig.4.3 b): basta infatti constatare che il modulo di F sia 
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minore di 1 e quindi il .suo logaritmo sia negativo in corrispondenza al 
valore di (JJ per n._;quale la fase vale - 7T. 

a) 

• ., 

2 

-1T 

37T 

2 

-1 

ln w 

i 
---------1~ -----

• P 

lnW 

-------------------
b) 

Fiq.4.3 

Appare chiaro che un procedimento analogo si può applicare per 
i sistemi la cui F (j w) ha una rappresentazione polare ·che interseca 
una sola volta il cerchio unitario (fig.4.4a). In questo caso al mancato 
circondamento del punto (-1; jO) corrispqnde la condizione che la in
tersezione avvenga sul semicerchio inferiore e, quindi, che: 

F(iw)>-7T quando I F (j (JJ) \ = 1 

Anche questa condizione si verifica immediatamente suldiagram

ma di Bode (cfr. fig.4.4.b). 

_ Considerazioni sui margini di stabilità. Quanto si .è detto in questo pa
ragrafo è riferito alla stabilità di rappresentazioni lineari e stazionarie 
i cui parametri siano esattamente definiti; la stabilitàrisulta quindi una 
caratteri-stico che la rappresentazione può possedere o no ed i vari cri
teri. indicati consen torio appunto di verificare se il modello la possiede. 
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ln w 

ln a> 

------- ---------

b) 

Si pone però il problema di garantirsi del fatto che sia stabile 
anche il sistema effettivo al quale il modello corrisponde in una manie
ra pur sempre approssimata. Prescindendo dalle delicate questioni con
nesse alla linearizzazione, si pu0 osservare che i coefficienti del mo
dello sono sempre noti con un margine di incertezza dovuto alla impre.
cisione di misure o alla tolleranza della esecuz.ione dei vari componenti 
rispetto ai dati di progetto; bisogna inoltre tener conto del fatto che i 
parametri possono variare nel tempo per effetto di variazioni delle con
dizioni ambientali o dì quelle operative. 

E' chiaro, quindi, I 'interesse ad esaminare se la rappresentazio
ne si conserva stabile anche quando i coefficienti sono variati in corri
spondenza alle variazioni dei parametri che possono essere attribuite 
alle diverse ragioni esaminate. Si -tratterà, dunque, _di valutare in termi
ni quantitativi, cioè Gttraverso margini di stabilità opportunamente defi
niti, la distanza del modello dalla situazione al lìmite di stabilità. La 
difficoltà di risolvere questo problema sta n0l fatto che questa misura 
della distanza dalle condizioni limite deve essere fatta tenendo conto 
degli effetti delle varia;::Loni paramètriche prevedibili sulle grandezze o 
sulle curve che si prendono in considerazione per applicare i criteri di 
stabilità. 



88 . Criterio di Nyquis t 11.4 

Nella sezione precedente si è visto che uno dei parametri di cui 
è facile valutare gli effetti sul comportamento del sistema dal punto di 
vista della stabilit'& ·è il guadagno della funzione di trasferimento a ci
clo aperto; infatti '{a~iazioni di guadagno si poss.ono ricondurre sostan
zialmente a variazfoni della scala di rappresentazione delle curve pola
ri e cioè, ad una diversa posizione relativa del punto (-1; i O) rispetto 
alla curva F (j w ). _ 

Nel condurre l'analisi dell'influenza del guadagno sul margine di 
stabilità conviene riferirsi anzitutto al caso dei sistemi a stabilità re
golare. In questo caso (cfr. fig.4.3a) il sistema è stabile se la interse
zione della curva polare con il semiasse reale ·Eègativo è a destra del 
punto (-1; j O) .e siccome, variando il guada;gno, il punto P si avvicina 
o si allontana da (- 1; j O), viene _spontaneo individuare il margine di 
stabilità rispetto Dlle variazioni di guadagno ( 1 l nella -distanza di P dal 

·punto (-1; jO). Detto m 1 questo margine, essorisultaespressoinfun-
g 

'zione di F (j w) dalla: (_. 

m' = 1 - I F(j w) \ g 

qu<Indo: 

/FUw)=-7T 

La variazione _6 K del guadagno dal valore effettivo K al va
lore limite Kc, cui corrisponde il passaggio della curva per il punto 
(- l; j O), rapportata a Kc risulta: 

6K = m' K g 
c 

Il margine si può valutare anche con riferimento al rapporto fra 
Kc e K che esprime il valore massimo dèl fattore per cui. si può molti
plicare F (i w) prima di raggiungere la condizione ai limi ti di stabilità. 
usualmente di questo margine si usa dare l'espressione logaritmica de-
finendo quindi un: . 

m" g 

K c 
=lg

K 

( 1). - Spesso il margine di stabilità rispetto alle variazioni di guadagno viene detto più 
semplicemente, margine di g·uadagno, attribuendo in questa dizione alla parola guada
gno il significato di modulo della F (j w) e. quindi in senso strettameq.te collegato a 
que1lo in cui si parlerà più innanzi di margine di fase. ' 
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Questo si può esprimere in funzione della F (j w) mediante la formula: 

1 
m 

11 = lg I , / = - lg I F (j UJ) I 
g F(iw) 

quando: 

Quindi sul diagramma polare di fig.4.Sa il margine m1 è misura
to dal segmento PC (da assumersi come positivo o negativo9 a seconda 

,,,.,, 
"' I' 

I 
I 
I 

I 
/ 

\e' 
\ 

\ 

' ' ... ....... 

ln w 

· ln w I 
I I -- ---

- '1T -----~ 
a) b) 

Fig.4.5 

che P sia a destra o a sinistra di C), mentre il margine m 11 è l 'op
posto del logaritmo di OP è quindi è anch'esso positivo se 9Qp è mi
nore di 1 e cioè P è a destra di C. Il margine m 11 si rileva diret
t~me~te sul diagramma di Bode (fig.4.5 b) dove è datog dall 1opposto del
l ordmata del punto P del diagramma dei moduli; data questa sua in
terpretazione diretta sul diagramma di Bode esso viene espresso nelle 
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unità di misura.di questo diagramma cioè in neper o in decibel (usual
mente in decibel). 

,.1, 
./ 

b 

Li 

flg .4.6 

Nnturalmente il consider,are il margine di st<Ibilìtà rispe·ttù 111le 
sole variazioni di guadaqno non è esauriente. Si considera ad esempio 
il caso di fig.4.5 in cui due sistemi hanno lo stesso margine di stabili
tà rispetto al guadagno (cioè uguali valori di m~), mentre risulta intui
tivo attribuire al sistema cui cwrisponde la curva b un margine com-· 
plessivo molto minore: a pari valore di K, infatti, una stessa variazio
ne dei fattori che influenzano la fase può portare alla instabilità questo 
sistema e non l'altro. Per tener conto di qu~sto aspetto è abituale ln·
trodurre un margine anche per le variazi01;ii di fase, ciò che può essere 
giustificato sulla base delle seguenti considerazioni sul verificarsi del
la instabilità nei sistemi a stabilì.là regolare. Quando il sistema è al li
mite di stabilità, e cioè la F (j w) passa per il punto (- l; i 0) in cor

. Ùspondenza ad un certo valore wc di cv, un segnale sinusoidale di 
quella pulsazione può circolare nel sistema in evoluzione libera (cioè 
con ingresso nullo); si consideri infatti, ad esempio, la fig.4.7 e si ap
plichi.un segnale sinusoidale di pulsazione wc in A": ilsegnalecoin
pare allora in B cambiato di segno, perchè la F (j wc) vale - li ed in 
A' cambiato ulteriormente di segno per l'azione del compa.ratore; il .se
gn~le in A' è dunque uguale a quello in A 11

• La possibilìtà di questa 
libera circolazione del segnale sinusoidale di pulsazfone wc porta al 
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fatto che il sistema, abbandonato a se stesso in condizioni iniziali di
verse da quelle di riposo, diviene sede di una oscillazione di quella pul
sazione (con ampiezza dipendente dalle condizioni iniziali stesse). 

Fig .4. 7 

Si può dire allora che il passaggio all 1instabilità si manifesta, nei 
sistemi a stabilità regolare che sÌ":stanno considerando, in corrisp_onden
za al verificarsi contemporaneo (cioè per una stessa pulsazione) di due 
condizioni e cioè che il modulo ·della F sia unitario e la sua fase sia 
-1T. 

Per definire i margini di stabilità si può pensare, quindi di far ri
ferimento alla situazione in cui è soddisfatta una delle due condizioni 
e valutare il margine che rimane per il verificarsi dell'altra. Il margine 
di guadagno è appunto stato definito considerando il punto di F (j cv) in 
cui la fase vale - 7T e valutando il margine relativo al. verificarsi della 
altra condizione (cioè I F (j cv) I ::: 1). Simmetricamente si user definì.re 
un margine di fase, considerando la situazibne 'in corrispondenza alla 
quale il modulo di ·F (j cv Y è uguale ad 1 e valutando quale margine vi 
sia per il verificarsi della con: dizione F (j cv) =- 7T. Precisamente si 
def~nisce margine di fase la quantità: 

i 
\ 

!\lqi= /F(iw)-(-7T)= jF(jw)+n. 

quando:. 

IF(jw) I= 1 

Questa si valuta immediatamente sul diagramma di Nyquist consideran
do la intersezione con il cerchio di centro in O ·e·di raggiounitario(cfr . 
punto C' in !ig.4.5a) ed identificando m con l'angolo COC' che ri
sulta positivo quando il·punto C' è ad or~inata negativa; altrettanto fa
cilmente mcp si valuta anche nei diagrammi di Bode, come ordinata:del 
punto C' (cfr. fig.4.5b) riferita alla retta - 7T e quindi assumendolo co
me positivo quando C' è al di sopra di tale retta. 

Conviene osservare che mentre i due mg misurano in maniera di
retta il margine di stabilità rispetto alle variazioni di un parametro ben 
definito (e cioè il guadagno), altrettanto non si può dire del margine di 
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fase, il quale tiene conto globalmente del margine di stabilità rispetto 
alle variazioni ~i _tutti i parametri che· influenzano lo sfasamento. 

~! . 

, . , 

Re [ F(ju.>)] 

a) b) 

e) 

Fig.4.8 

Quando si passa a considerare il caso di sistemi a stab~hLu cqn
dizionata, in cui si verificano più intersezioni con 1' asse delle as.cis;;;e, 
lu situazione è più delicata e non sempre è conveniente far riferime,nto 
a margini di stabilità definiti come in precedenza. Volendo farlo oc.~or
re esaminare la sìtuazione particolare in cui ci si trova e, eventualff!en
te, definire più margini. Si consideri, a titolo di esempio, il caso dt fi
gura 4.8 a in cui si hanno tre punti di intersezione con l'asse delle a
scisse; delle varie situazioni possibili si c·onsideri quella in cui il va
lore di K è tale che il punto P 2 si trovi a sinistra di (- 1; i O) ed , il 
punto P 3 a destra. Si vede immediatamente che occorre definire il mar
gine di stabilità sia con riferimento a P 

3 
(cfr. fig.4.8'b) sia con riferi

mento a P 2 (cfr. fig.4.8 c) ed inoltre rispetto ad aumenti d.i guadagno 
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in P 
3 

ed a dimin.uzionf in P 2; per quest'ultimo caso, quindi, il margi
ne va preso con segno opposto a quello considerato per i sistemi· a sta
bilità regolare . 

Considerazioni analoghe valgono per il margine di fase quando" 
la F (j Cù) intèrseca in più punti il cerchi.o unitario con e-entro nell'ori
l'fcl:,Ue (il che si può verificare' anche per si.sterni a stabilità regolare). 

·, 

11.5 ·Stabilità clei sistemi reazionati a più in.gre·ssi e piìì uscite. ·. 

Nel caso di sistemi a più ingressi e più uscite si può ancora ap
plicare, in linea dì principio, il criterio di stabilità di Nyquistpurchè, in 
luogo della rappresentazione polare della funzione 1 + F (j Cù) si consi
deri quella della funzione det (I + F (j Cù )). La formula (3. 7) conserva 
la sua validità purchè con N si indichi il nume.rn .. dLg.irLcb.e_iLY&Jf.:QW •. 
_det (I + F (J (;))} .compLe,_ at_{-;;·:;;;-"'~IT'~tigfu~"''jD.-~~-nso orarioquando Cù va
ria da ·-·ro a + m·; z e p ... ii1cHè'aiio .. a~co~a~r·ispetùvciinentè; Tl rùim:e::' 

""'rò~d.T'radicT "C'.;0ri. .. parte11
ieale ifo~i ti va di dcHW (polinomio caratteristico 

relativo al sistema re azionato) e di .d~(·s) (polinomio caratteristico re
lativo al sistema non reazionato). Anché .. le considerazioni ·svolte relati
vamente alla presenza di radici con parte reale nulla in d AP (s) (che cor
risponde al passaggio della curva det (I + F (j Cù)) per il punto impro
prio) o in dCH (s) (che corrisponde al passaggio della curva det (I + 
+ F (J Cù)) per 1 'origine) rimangono inalterate. 

Da un punto di vista pratico si presenta la difficoltà della valu
tazione del determinante di una funzione razionale (la funzione ! + F (s )) 
e del tracciamento del relativo diagramma polare. E' tuttavia po.ssibile, 
sotto ipotesi particolari, sostituire al computo del numero di giri compiu
to dalla funzione det (I + F (j Cù)) quello dei numeri di giri compiuti da 
alcune funzioni il cui grafico è più immediatamente disponibile. All'esa
me di tali situazioni è dedicato il presente paragrafo. 

Per introdurre questo argomento è utile partire dalla considera
zione del caso particolare in cui la matrice di trasferimento del sistema 
non reazionato è diagonale. In tale situazione risulta immediato procede
re al calcolo della funzione det [I + F b Cù)]., mediante l'espressione: 

det [I+ f(jUJ)} = (1 + f 11 (jUJ)) (1 + f 22 (jUJ)) .... (1 + fmm(jw)) 

m 

= TI 
i=l 

(1 +f .. (j Cù)) 
11 

Di conseguenza, in base a note proprietà dei numeri _complessi, si potrà 
dire che~ 
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m 

cpdk.tll + f (J (<))] L:. 
ic=l 

ovveros.ia: 

m 

N :::; L: V, 

\ !=1 l 

----
essendo N il numero di giri che il vettore .. di;,t [I + f (j Cù)] compie at
torno all'origine, in senso orario, quando Cù··:~aria da -CO a +co e v. 

l 
il numero dei giri che il vettore 1 +fii (j Cù) compie· attorno all'origine 
(ovvero il vettore fii (j .UJ) compie attorno al punto - 1) nelle medesime 
condizioni. Il calcolo di N viene così ricondotto al calcolo de Ile rota
zioni compiute dalle funzioni fii (j Cù), che occupano gli elementi ,dia
gonali della matrice • f (j Cù). 

Ci si dorr;anda ora se è;possibile ricondursi aduna tale possibi
lità anche in situazioni più generali. Da un punto di vista intuitivò ,sem
brerebbe ragionevole ritenere che tale possibilità sia verificata quando 
i valori assunti da.gli elementi diagonali di F (j Cù) sono preponderanti 
rispetto ad i valori assunti dagli elementi fuori della diagonale. In effet
ti tale congettura intuitiva trova conferma in un preciso risultato che 
può essere stabilito una volta che vengano date le séguentì definizioni 
formali di matrice dominante diagonale. 

Def inizio ne 5.1. Una matrice I (s) di funzioni di variabile complessa, 
con dimensioni m X m, è detta ~.?._l'l'.~Q_g_g1:e dig_9g~11g1!Lib9.:9. in un -ìnsìe -

~~J:l-.~~-..!'..:i.~L-~':!.!?~'.1.'-:.?_,E~EE1!?X~'.3~?. .. :S..i: ... Yalçi_9go_ le_ s~e_g11en ~i __ cori.di:zi.ori,~;~ 

m { ',, '\ 1)-vrit 
(5.1) \zii(s)\ > 2: \zii(sl'I 

J :J !}i A\,;. !.--i 
J=l 1 --:.~ ·_ ~ì [~ ic,, 

' 'I j 'i" i 
'• 

)~ 
' J 

per ogni s E D e per i = 1, 2, ... , m. 

Oefir)iziOne 5.2. Una matrice Z (s) di funzioni di voriabile complessa, 
con dimensioni m X m, è detta d~r,:;i.!}.mlt~gJ_g_g_QJJ,!;'!fa .. ç__olruma. in uri in

·sieme D di punti del pi:ano complesso se valgono le seguenti condizio-· 
ni: 

(5.2) I z .. (s) I > 
ll 

m 

2: 
j=l 

jpi 

per ogni s E ·.o e per = 1, 2, ... , m. 

\)vr-i. 
tì1r:\ (;;, 

/ ,.., 
/ 'tJ.~1 
\ 
\__ '. 

"" L .. ·~ 

\ 

ì 
> 

J 
j 
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Commento. Una matrice è dunque dominante diagonale riga in D se, per 
ogni s E D, il valore del modulo dell'elemento diagonale, in ciascuna 
riga, è superiore alla somma de1 moduli degli elementi fuori della diago
nale. Se unçi proprietà analoga sussiste per ciascuna colonna, la matrice 
è, dominante ·diagonale colonna. <J 

Commento. Se l 1insieme D comprende anche il punto all 1irifinito1 le de
finizioni 5.1 e 5.2 devono essere estese richiedendo innanzitutto che la 
matrice _]. (s) ammetta limite finito per s __, ro e, quindi, che le (5.1) e 
.(5.2) sussistano anche in corrispondenza à foli v'cilori limiti e cioè si a.b
bia: 

m 
(5. l 1) lim \zii(s) l >. lim L: \ziJ .(s) \ 

s- CX) s- CX) 
i= l 
jpi 

o: 
:1 m 

(5.2') lim I zii (s) I > lìm 2: \zJi(s)·\ 
s-ro s-ro J"' I 

j .Pi 

per = 11 21 ••• , m. <l 

Premesse queste considerazioni è ora possibile enunciare un ri-
sultato fondamentale ai fini del problema· qui considerato: · 

~rt,...i;,.!~ • 

-~ Teorema 5.3 (çers_~2_~rin). Se Z (s) è una matr[ice dominante diagonale, 
-·riga 0· colonria~"T~~-"-!!~~E.~''.U.!!lm.il~_i?~l'_ie>lsul piano complesso, il 

numero N di giri compiùto attorno all'origine dal vettore rappresentati
vo della funzione det [Z (j Cù)] per Cù che varia da - co a + co è pa
ri alla somma dei numeri vi di giri compiuti dai singoli vettori rappre
sentativi delle funzioni zii (j Cù) relative agli elementi diagonali.In sim
boli: 

(5.3) 

Prova. Il lettore interes.sato può consultare in proposito: H. H. Rosen
brok, Computer aided contro] systems design (Academic Pres.s, 1974), 
pagg. 24 - 27. <l 
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Grazie al risultato espresso dal Teorema pre~edente è allora pos
sibile , ~e 1 e a so Jn..Q\li_ Jsf._ll!.!Jlrjf<§Li!.±..!Ji.~2f--.lu;;f.g.m.i.r1g,n.t?_,dir;iJJf2.l/. g_J!} . .fr,i,; 

-~a_5L.C::.C:.~.C:r:!.!.'::!), valu~are il numero N di rotaziOni compiute dal vettore 
rappresentativo deifoJunzione det(I + F (j C<J)) come sommu.d.e.11~.r.:ota-. 

_ zioni vi compiute ;dalle funzioni 1 + f (j C<J). 
·-------·--PeT-appll:·care·"q\fesfo"'fiSìiltafo· a ~1arfir-.~ da una rappresentazione 
grafica delle funzioni che costituis_cono gli elementi della matrice f(jC<J), · 
è utile servirsi di un.a· procedura (proposta da Rosenbrok) che consenta 
di valutare direttamente la dominanza diagonale di I + F (i(;)). In propo-: 
sito consi,derando _dapprima il cçiso della dominanza riga, si osservi che 
la (5.1), posto I+ F (s) in luogo di l (s) ed .s .= j C<J si può riscrive-

:·· 
re come: 

(5.4) 

essendo: 

n. 

di(C<J)= J~[ lfiÌ(C<l)i 

j fai 

La quantità a secondo membro è pari al valore della somma dei 
moduli degli elementi appartenenti alla riga i-esima di F{j C<J), escluso 
l'elemento diagonale. La quantità a primo membro è pari al valore del 
modulo del vettore che ha origine nel punto - 1 del piano compless.o e 
termina nell 1estremo del vettore fii (j C<l) (vedi fig. 5.1 ). 

Fig.S.l 
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La (5.4) è allora soddisfatta, come si può constatare facilmente 
da 11' esame della fi g. 5. 1 stessa, ~&.JL..ce;:.c,/;i,.f.c:HJh e-1'J . .,..g.e.n.tr.o.JJ.~Jl:..~;;;.t.çfiUf1,4>_.,~ 
j_:~~!..,.J.1•1Ji..~l..~LQa,g.i.Q-dr(j .. 0~Ln.oJUl1.~9e il .• !?..::E.~9-~:]..: ____ , 
· .. Naturalmente una verifica di qµesto genere deve essere ripetuta 
per ogni valore di C<J. In pratica si può procedere effettuando il traccia

'ffiento,deTceiéiìT-in ··;orrispondenza ad un numero finito di v.alori di w, 
pervenen_do ad una rappresentazione de1 tipo indicato in fig.·5. 2. 

,_ ... ···· 

Fig. 5.2 

I cerchi di raggio d
1 
(w) individuano, attorno alla curva rappre

sent.ativa di fii (C<J), una fascia,. detta ~...,E.i,._Ger:.1,W:bQJ:fJJ4 se questa 
non include il punto - 1 si può affermare che la (5.4) è soddisfatta. E' 
r.1llora facile concludere che, ~.~!"~E.L~~~~t.Q._c:LiQgQ.llG]fì.~àL .. l:'.J,i_c:;>1,. 

fi .!:2...f~.~S.l~~·-~.L9~E?.L:?.gh..oJ:in..,rum.jn.cludo.n.o.JLP.U.!1.lQ, .. .::11 .. ,, J,9:.2!1.C:~~-~S~,. ·_,UJ'..U0'l.,. 
tl~J~l.~!J._<:mi~..illi!S!.2Et<!l~.E!.ill1',. 

Una verifica grafica del tutto analoga si può eseguire anche per 
il caso della do.minanza diagonale colonna sostituendo, al secondo mem
bro della (5.4), la quantità: 

n 

:>:: 
i= 1 

J ;ti 

Ciq premesso, risulta naturale procedere nel seguente modo, ai 
fini \lella valutazione della stabilità, nel caso in cui si abbia a che fare 

.A.RUBERTI- A.ISIDORI: Teoria della Stabilità 13 
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con un sistema r.ea)òionato a più ingressi e più uscite: 

- si tracciano i di~gfètmmi polari delle funzioni fi. (j w), per i = 1, ... , · n 
• I ) 

ei=l, ... ,n; .;· 

- si costruiscono le fascie di Gershgorin attorno a:i diagrammi degli .ele
menti diagonali; ...... 

- si verifica che le fascie di Ge.!:f>hgSJrin .tl:?n includ_çrJ1,p H P!l\ltQ -)~ 
~............-.....,~.,...,_-_.,.., .• ,u_..,,.,..~•••-·' 

- si passa a valutare il numero v
1 

di rotazion.i compiute dal vettore 
fii (j w) attorno al punto - 1, per w che varia da - co a + ro; 

- si verifica se è soddisfatta la relazione.: 

n 

(5.5) }.': V. = - p 
l p 

i= 1 

essendo P P il numero di .tC!dicL.c.on .pa.rie r.eale p.ositi\l? del polinomio 
dAP (s). 

_...._.......-........ ~Se le verifiche di cui al terzo e quinto passo danno esito posi-
tivo, si può concludere che il sist.en1a__reazioiiato è stabile asintotica

- .TJJ:<?nte .•• 
In propos.ito è opportuno osservare che è sufficiente eseguire le 

operazioni indicate al secondo e terzo passo o soltanto per il caso del
lçx_ g9.mi.mm.6-JL.ti.ga (fascie dì Gershgorin rela~cl~;;;cti7·-;ri·-~-;-;;·;i; 

-·d·. (w )) o solt.mit.o .. p.e.r .. qi,u;jJo della dominanza colonna (fascie di Gersh-
1 g~rin ref~.iv~ ai cerçh.Lsìi ~qgg'féi~~-èl.'~ (CJ)): Sè· ta· vérificcr-è!e'lTf1 "èF-l;;1 na;
Ì, za è negativa (qualcuna delle fascie di Gershgorin include il punto -1) 

non si può procedere ulteriormente poiit_ll.~,non sono soddisfatte le ipo-
tesi di applicabilità che Teorema 5.3.~ìn.Jtec.ce .. lq,,,~~:i;.ifi.~,g~.P...9.SiliY..'1""' 

,...tg,.,,,\ti,;§.L,,~,,Jì.~S.~f!J;.i,q,..,.~,,~\J.U,{~ .. "<:li.. finj del sussistere della stabili
tà asintotica del sistema re azionato: se es sa è verificata il sistema rea
zionato è stabile asintoticamente mentre se non lo è il polinomio d

0
rts) 

ha un numero di radici con parte reale positiva pari a: 

n· 

(5. 6) Zp= 1~114-±YP \ 
___ . ...- -- .. -· 

Esempi. 

Si consideri la matrice di funzioni di trasferimento relativa al si
stema ad anello aperto: 

11.5 Stabilità d~i sisteml reazionati a più ingressi e più· uscite 
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'·· __ Jl.!l.+-~- '·'-1 ~~-1_~! 
-·~ -\\•.). 0\-2.~-!ìl 

f.0 i ~.) ! -·~~ 

11.5 

{)'.., •\) ~ _.._, 

4s +4 -2 

{ 
1+5s+6s 2 

F (s.} "= ., .. 
-2 

1+5s+6s 2 

1+5s+6s 2 

} 4s + 4 

1+5s+6s 2 

Trattandosi dì un©· ffi'atrice simmetrica, la proprietà di dominanza diago
nale riga coincide con la proprietà di dominanza diC:cgonale colonna. Iriol
tre, trattandosi di una matrice 2 X 2, la verific-a della dominanza può 
essere limitata alla considerazione di una solà·,dga (o colonna). 

La condizione di dominanza: · 

_può venire analizzata ricorrendo al tracciamento della fascia di Gersh
gorin, come indicato in fig.5.3. 

Poìchè il punto (-1, O), nel diagramma a sinistra_, non è com
preso nella fascia dì Gershgorin, si deduce' che la matrice I + F {j w) è 
dominante diagonale e che, di. conseguenza,. 

In questo .caso risulta inoltre n 1 :::: n 
2 

= O .. Si può allora conclu
dere che, se P P = 0.1 la rappresentazione del sistema ad anello chiuso 
è stabile asintoticamente. 

Si consideri ora· la. matrice di funzioni di trasferimento relativa 
al sistema ad anello aperto: 

20 5 

{ 
2s+3s 2+ s 3 2 s + s 2 

} F (s) = 
5 20 

2 s + s 2 2s+3s 2 +s 3 

Anche in questo caso valgono ie considerazioni di simmetria 
svolte a proposito dell 'esemp'io precedente. I grafici delle funzioni di w 
e la fascia di Gershgorin relativa alla funzione f ll (i w) sono riportate 
in fig. 5.4. / 

11.5 Stabili-là dei sistemi reazionati a più ingressi e più uscite 10 l 

,--, 
,--, ~ 

3 
··~ 

.; 
~ ~ "" "' '--' 

c.::\ &: 
.§ 

'" - u') 

O' 
i;'. 



102 Stabilità dei sistemi reazìonati a più ingressi e più uscile 11.5 

Poichè il punto (- 1, O),· nel diagromma a sinistra, ·è compreso 
nella fascia di Gershgorin, non si può asserire che la matrice I+ F (jw) 
sia dominante ·diap9nale e, pertanto, non si· può applicare il criterio di 
stabilità nella for\nct semplificata. 

Per valutdre la stabilità della rappresentazione del sistema ad 
anello chiuso oc~orre allora procedere in altro·modo. Poichè si tratta di 
un caso in cui la matrice F (s) è 2 X 2, è molto agev.ole effettuare il 
calcolo il determinante d( I + F (s), ottenendo: · 

det (I + F ( s )) = (1 + f 11 ( s)) 2 - (f 12 (s)) 2 ·= 

= 

( 20 + 2 s + 3 s 2 + s 3) 2 - 2S (s + 1) 2 

s 6 + 6 s 5 + 13 s 4 + 52 s 3 + 99 s 2 + 30 s + 375 

(2 s + 3 s 2 + s 3) 2 

Ricordando ora che vale la (3. 7), si proceda al calcolo del nume
ro delle radici con parte reale positiva presenti nei polinomi a numera
tore ed a denominatore della funzione det (I+ F (s)] . Per il numerato
re, utilizzando il criterio di Routh e le notazioni adottate negli esempi 
del par. 8 del Cap.I, si ottiene la tabella: 

6 1 13 gg 375 (1) 

5 6 52 30 (1) 

4 26 564 2250 (6) 

3 - 127 - 794 ( 1.625) 

2 - 2831 - 15875 (7.05) 

l 23452 (283.1) 

o -15875 .(1) 

da cui è immediato dedurre la presenza di tr~ radici con parte reale po
sitiva. IJkrio.mé~atore, viceversa,, non ha radici con parte reale positiva 
ma solo due radici con parte reale nulla (si verifica pe.r sostituzione di
retta che il polinomio in questione ha radici in o, in - 1 e in - 2, tut-
te doppie). ------ . 
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. · Si conclude allora che il rapporto d (s)/ d . (s) ha tre radi-
ci con parte re'ale posi ti va o, il che è lo ste~~o, che Afl polinomio d . (s) 
ha tre radici con parte reale positiva in più di quelle eventualmentecios .. 
sedute da d .Af? (s) (peraltro non notJ). La rappresentazione del sistema 
ad anello chiuso è dunque certamente instabile; 

* 
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CAPITOLO ';III 

STABILITÀ DELLE RAPPRESEMTAZIONI DI SISTEMI 

IN TE R.CONN ESSI (rappresenta:doni no_n lineari). 

111.1 - Defini:zlone del problema, 

In questa sezione si studierà la stabilìtà di un sistema a contro
reazione del tipo indicato in fig. 1.1, caratterizzato dalla presenza, nella 
catena diretta, di un dispositivo non lineare. Questo ultimo è supposto 
ìstantaneo, stazionario, ad un solo valore ed è quindi descrivibile attra
verso una· funzione; 

(1. ~) m = f (e) 

che stabilisce il legame tra il valore dell'ingresso e quello dell 1uscita 
ad un qu.dlunque istante t. 

Dispositivo 
non-lineare 

Fig. l. l 

Sistema 
lineare 

y {t) 

Il sistema lineare può essere descritto mediante equazioni diffe
renziali ingresso -stato -usqita, del tipo: 

( 1. 2) 
~ ( t) = A x ( t) + B m ( t) 

y ( t) = C X ( t) . 

!Il, 1 Definizione del problema 105 

(con A, B, e rispettivamente n X n, n X 1, 1 X n) ovvero, in ipotesi di 
completa raggiungibilità e completa osservabilità dello spazio di stato 
associato alla (1.2), dalla funzione di trasferimento: 

(1.3) G (s) = C (s I - A)" 1 B 

Nel seguito si assumeranno valide tali ipotesi. · 
La r~ppresentazione ingresso-stato uscìta del sistema di fig. l. l 

si ottiene combinando le (1.2) con la (1.1) ed assume la forma: 

(1.4) 

( l. 5) 

rol"' 

id t) = A x ( tl + B f ~'ii Ctl - ex ( tl » 
y (t) = CX (t) 

Se laVjinearìtà-. soddisfa la condizion~: 

f(O) =O 

J!..Qr.igjJ]_§ __ g_fil)h_§_')29zi9 Ql. StgtO c:le.l _sistema descritto dalle m I (4) (1) è 
)J!J-.PJJJJ..t.o .• d.i.equilib.rio. Ha senso quindi i~vèsÙgare se è possibile sta
.bi.lire condizioni sotto le quali detto punto. di equilibrio è asintoticamen
te stabile, o, anche, asintoticamente stabile in grande (globalmente). A 
tale studio è dedicata la presente sezione. 

111.2 • La congettura di Ai:zerman. 

Il problema formulato nel paragrafo precedente fu inizialmente 
considerato· dal matematico M.A. Aizerman il quale, nel· 1949, enunciò 
una famosa congettura intes·a a risolvere il problema riconducendone lo 
studio a quello di un èas~ lineare. 

Congettura. Si supponga di considerare il caso particolare in cui la fun·· 
zione ( 1.1) risulta lineare (caratterizzata quindi da una relazione: 

(2.1) m = k e 

{ l) - Si amme.t.te anche, implicitamente, che la funzione·( 1.1) sia tale garantire l'esi
s-tenzçt e i 'unicità <;!elle soluzioni delle ( 1.4) e che quest.a soddisfi alle condizioni che 
caratterizzano le rappresentazioni ingresso-stato-uscita. _ 

A.RUBERTI- A.ISIDORI : Teoria della Stabilità 14 



106 La congettura di Aizerman . 111.2 

nella quale k assume il ruolo di coefficiente di guadagno) e si suppon
ga che il sistema ,corrispondente sia, ad anello ch.iuso, asintoticamente 
stabile per tutti {ivqlori dì k compresi nell1intervallo: 

(2.2) 

E' corretto concludere che l 'origìrie dello spazio di stato del sistema con
tenente il dispositivo non lineare è asintoticamente stabile in grande se 
la funzione non l'ineare soddisfa la condizione: 

(2.3) 
f(e) 

kl < < k2 
·e 

per ogni e ~ O? <1 

In altre parole, è lecito giudicare la stabilità di un sistema non 
lineare considerando un sistema lineare associato i.n cui il guadagno del-
1' anello di reazione possa assumere tutti i possibili valori assunti dal 
rapporto f (e) I e? In altri termini ancora, riferendosi al grafico di fig. 2.1, 

m f (e) 

Fig.2. l 

se il grafico della funzione (l. l) è tutto incluso nella regione delimita
ta da due rette di pendenza k 1 e k 2 e se il sistema lineare che si ot
tiene sostiti1endo alla (l. l) un elemento lineare di guadagno k è stabi
le pùr tutti i valori di. k compresi nell'intervallo (k 1, k 2), si può di
re che è stabile anche il sistema non lineare? 

E' stato mostrato che tal~ congettura è, in generale, falsa; è in
fatti possibilr costruire· sistemi che soddisfano alle condizioni poste 
dalla congett\ra ma che non ne rispettano le conclusioni. 

m.2 La congettura di Aizerman l07 

Al di là dell'importanza, puramente storica, di tale congettura, 
rimane tuttavia l'interesse allo studio del problema della stabilità del 
sistema di fig .1.1 nei termini considerati da Aizerman. Se non è vera la 
congettura, è possibile stabilire altre condizioni per la stabilità asinto
tica in grande del sistema di fig .1.1, quando la funzione ( 1.1) sia carat
terizzata mediante un vincolo del tipo (2.3) (o del tipo indicato in figu
ra 2.1)? Tale problema prende anche il nome di problema della stab.ilitiì 
;:_~3..C:.L1:!.t'!.. ed il suo interesse risiede soprattutto nel fatto ch'e, in~o, si 
caratterizza il dispositivo non-lineare precisando soltanto il settore al 
quale appartiene n grafico della funzione ( 1.1). i.. 'interesse di ciò, <la un 
punto .di vista ingegneristico, è evidente. · · 

Prima di passare all'esposizione di condizioni che ne consento
no la soluzione è opportuno, per famiHarizzarsi con il problema, analiz
zare alcuni tipi di non linearità che possono presentarsi comunemente. 
In un fenomeno di saturazione (cfr. fig. 2. 2 a) si ha: 

(2.4) 
f (e) 

O<--$k 
e 

. inent~e in uno di soglia (dr. fig.2.2b), 

. (2.5} 
f (e) 

O~--<-k 
e 

f (e) 

Pendenza = k 

e 

a) 

Fig.2.2 

(per e ~O} 

(per e f O) 

f (e) 

Pendenza = k 

7 o e 

b) 

Le (2.4) e (2.5) non sono precisamente della forma (2.3} per la 
presenza del segno di uguaglianza; è possibile tuttavia ricondursi ad es
sa ponendo, per la prima, k 1 =O e k 2 = k +·e e, per la seconda, k =
=- E e k 2 = k, con E> O piccolo a piacere, Si esamineranno a foddo 
nella sezione successiva, le conseguenze di tali posizioni. 
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f (a) 

e 

Pe.adenza =- k 1 

Fig.2.3 

Si noti infine che, per una non linearità di tipo cubico (ctr. figu

ra 2.3), risulta: 

(2.6) 
f(e) 

~kl < -.- <ro 
e 

(per e f. O) 

da cui si vede che, nella (2.3), è anche possibile che uno dei due valo
ri k 

1
, k 

2 
ass~ma valore infinito. 

111.3. Il Teorema di Popov. 

Il criterio di stab.ilità che si discuterèi più avanti deriva dal se
yuente risultato, stabilito da V.M. Popov :nel 1959: · 

Te ore ma. Sia dato' il sistema descritto dalle equazioni ( 1.4). L 
1 
origine 

dello spazio di stato è asintoticamente stabile in grande se: 

0 ) esiste un numero reale. k > O tale che si possa scrivere: 

(3.1) 
f(e) 

o<-.-. < k 
e 

b) esiste un numero reale ·a tale éhe la funzione ( 
1 
l: 

. (I) • Sono esclusi :,tenluali valori di a tali che il fa.ttare (I + a s) 
uguale fattore a de.\°minatore nella G (s). 

si ~ancelH con un 

111.3 

(3.2) 

Il Teorema di Popov 

\ Cl + a s) G (s) + K 
t 

sia una funzione reale positiva. 
~~~~~~"~ 
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Coinmen:fo,, Una funziorie F (s) di variabile complessa si dice reale po-
sitiva se: 

1) norì ha poli con parie reale positiva,; 

2) suo[ poli con parte reale nulla sono tutti semplici e con residui reali 

e positivi;· 1,. l:~~)-i. 
3) R.e. ,[ F (j UJ)] ? O per O ~ Cù < co. i'---.·· 

Provai. Il Teorema di Popov viene in genere provato mostrando 11 esisten
za di una funzione di Lyapunov per H sistema in esame. Il lettore inte
ressato può consultare il volume di J .L. Willems: ~ Stability Theory of 
Dynamical Systems» (Nelson, 1970),-alle pagg.149-152. <J 

L'applicazione di questo risultato al problema della·stabilità as
soltiì'ba si traduce in un criterio dt fadle impiego. Per esaminare questo 
punto conviene distinguere alcune situazioni ed, innanzitutto, partire 
dalla .. >Considerazione del caso in cui Jq tun;r,J.Q11.e.---G.,.(.tJ.L~nQl1 .. Aa .. 29.~Lç;.Q.IJ. 

:J?-.311~;..i;,~gl~.RQ§).t,,f.;J;,2,.9,JlJd.lJg_,_ In questò ~o'Ta-C,;o~di;loné_ s~Ìl; .tu~ii;~-;, 
(3.2) .si riduce alla condizione: (N""': <..,,d .._,,fZ.Co ' 1lly•.;,1.v )_ 

(3.3) Re'[ (1 +a i w) G (j Cù) ~ ~ J ? O VUJs[O, ro) 

·che può essere· utilizzata molto facilmente· se si dispone del diagramma 
di Nyquist della funzione G (j w). 

Posto: 

(3.4) G (i Cù) = Re [ G (j w)] + i I m [ G (j Cù)] 

e definita una funzione G {j u!) avente come parte reale la funzione 
Re [ G (j Cù)] e come parte immaginaria la funzione j Cù • Im [ G (i w)]: 

(3.5) G (i w) = Re [ G {i Cù)] + J Cù Im [ G (i w)] 

la èondizione (3.3) si .riduce ad una condizione grafica sulla G (J w). In
dicate con x ed y la parte reale e,. rispettivamente ,il coefficiente del
la parte immaginaria di tale funzione, la (3.3) diviene evid'entemente: 
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(3.6) ,. X• ay + 
l 

- :::: o 
k 

ovvero: .1 

' 1 
(3. 7) 

_, 
X 2: a,y -

k 

Tale condi'zione equivale, nel piano complesso, <:illa condizione 
che i punti di coordinate (x, y) (vettori rappresentativi di G (j Cù)) si 
trovino alla destra di una retta che interseca ·1 1asse reale sul punto 
(- l/k) e di pendenza a .. La (3.3) è quindi s;d'disfotta se il grafico·-., 
G(j Cù) è tutto compreso nel semipiano a destra di tale retta (cfr. figura 
3.1 ). 

lrt) 

Pendenzcr =a 

G(Jr.<>) 

-1/K 
------Re 

Con questa intérprotrizione della (3.3) ·n Teorema di Popov può 
essere utiliz7.C1to, nel C<lSO in esame, nei pr,esente modo: 

rrr 'f - si stabilisce se la non-linearit?x soddisfa nd 11na cGndizioae del tipo 
f (:3.l)0sidetcrmina k; 

' 
_,,... 

- si costruisce, a Pllrtfre d1:1l (]rafico della funzione G(j w), il grafico 
modiflcato G (j Cù); 

- si vcrificà se è possibile trace.iure unu retta, passcmte per il punto 
(- li k + i Oì che lasd il grafico di G (i u.i) alla sua destra. 

Se ciò è possibile le condizioni previste dal Teorema di Popov 
30tlO soddisfatte e, quindi, si può asserire che x = O è uno stato di e-

\ 

!11.3 Il Teorema di Popov ll l 

quilibrio asintoticamente stabile in grande per il sistema in esame. Si 
·noti ·che, es.sendo la condizione suffic.iente, nulla si può dìre nel caso 

------~~wrey«.w.;t~~-" 

che non sia possibile soddisfare"ahe condizioni del Teorema. . 
La procedura sopra descritta è una procedura dlx_~J_ìli,i;;.:,~L .. dLsia.:_ 

1=l!.!i.t~..dLJJn""2;i.e.l~mQ .. ~g~~IJ,ato,,,. Si può tuttavia invertire il procedimento 
per ·Ottenere indicazioni relative alla sintes~ della fun?.ione' non - lineare 
(1.1), i passi sono ì seguenti: 

- si costruisce, a partire dal grafico della funzione G (j Cù), il grafico 
modificato G (j Cù); 

- si verifica se è possihile tracciare una retta ·che lasci il grafico di. 
G (j Cù) alla sua destra; 

- si determina l 1intersezione - l/k di tale retta con Passe reale. 

Se ciò è possibile, il ·valore k è tale che, per tutte le non li
nearità che soddisfano alle condizioni: 

(3.8) O < f (e) < k
e 

il sistema ·in esame ha in x· = O uno stato di equilibrio asintoticamen
te stabile in grnnde. Si badi ancora che, essendo la condizione suffi
ciente, non è escluso che non linearità esterne al settore previsto dalla 
(3.8) possano comunque assicurare la stabilità. 

E. interessante confrontçire 11applicazione del criterio di Popov 
con iU:riterio tli...Ny_quist relativo al caso lineare. Riferendosi al cosi
detto caso della stabilità regolare [cioè al caso in cui la fu'nzione G (i Cù) 
ha al più una sok;°-i';;:t;;;;;i~;:;-con il semiasse reale negativo] e posto 
f (e) = k e il criterio di Nyqui.st comporta la verifica che in corrispon
denza a tale intersezione (Im [G(jUJ)] =O) si abbia:. 

(3.9) k Re [ G (j u.i)] > - 1 

In termini di funzione G (i w), poichè questa di.ffèrisce dalla 
G (j Cù) solo in quanto la parte immaginaria è moltiplicata per UJ,Ja (3.9) 
si riscrive negli stessi terrni'ni: 

k Re [ G (j w ) ] '> -. 1 

Poichè inoltre, considerato un qualsiasi numero reale k > k si 
ha: 

(3.11) 
f(e) 

O< =k<k 
e 
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affinchè valga la (3.10) è sufficiente che valga la relazjone: 
! ..:: ,·-· 

(3.12) 
- 1 

Re [ G (i· eù)] > - -
- k 

111.3 

Si vede quindi che, nel caso lineare·, utilizzando il C'Iili!terio di Nyquist, 
si ha stabilità asintotica allorchè l'intersezione dellCli curva rappresen
tativa di G(j w) con l'asse reale si trova alladestra·de-Lpunto (- 1/k: + 
+ j O). Questa osservazione consente di stabilire faqiilmente il legarne 
tra i d1~e criteri. .· -

lii .4 • Estensioni del criterio. 

Il Teorema enunciato nel puragrafo precedente può• essere utiliz
zato per trattare casi più generali di quello considerato sopra. 

Nel caso che la funzione J!Ls.) ... 0..J: .. ~iC:I. p_olicon.~Pa•rte reale nul
la, semplici, e non abbia poli con par.te reale positiva, il risultato del 
Te-òrema puèi essere utilh~ato -direttamente imponendo, o'l\tre alla condi
zione (3.3) (o alla traduzione di questa in forma grafìca•), anche la con
dizione che i po~~--c_c:r:i.P.a~_tE) real~ nu.lla della-(3,2). ubhiaUQ.}:,~~~!ih\-~.,,t;~glJ 

.... ~.R~~~H!Y.l.: NèICaso particolare, ma dì notevole interesse, in cui l'uni
co polo di G(s) sull'asse immaginario sia un polone11

1
origrtne, il resi-

duo corrispondente: 

(4.1) R = lim s(l + as) G(s) = lim s G(s) 
o s- o s - o 

è pari evid~ntem~nte al guadagno .. r:.i;;. .... ~;}~~-~~~zione; dì conseguenza, 
alla (3.3) s1 dovra aggiungere la condiz"ion.e: · 

(4.2) ) KG > O\ 
L--------:...-------

Nel caso in cui la-,[upzione G( s) abbia ançhe ,,p.oJi con parte 
,Jeule 'posiiiva, il risultato -d~l Teo~ema precedente può essere uUlizza~ 
t;;--~~~afondéìsCdelle seguenti considerazioni. Sia dato il sistema di fi
gura 1.1, descritto dalle (1.1) e (1.2)., e si ponga in esso: 

(4.3) m (t) = f(e (t)) + h y (tì - h y (t) 

essendo h una costante reale. 

I 

111.4 Es tensioni del criteri o 113 

. Tal~ so.stituzione ovviamente lascia inalterate le equazioni che 
descrivono il sistema (e quindi la stabilità dell'origine dello spazio di 
stato); .a~ :ss~ :orrisponde lo schema di fig.4.1. Ai fini dello studio del

- la stabilita (cioe .quando u (t) = O) detto schema può essere modificato 
spostando uno dei due blocchi che controreaziona il sistema linear · · · -,l e,si 
perviene cosi o schema di fig.4. 2. 

f (. ) G(s) 

h 

h 

Fig.4. l 

G(s) 

h 

Fig.4,2 

u")~-f-(•_)___, ..._"'_G-(s-)--ll r 
- Fig.4. 3 

, ~hìarai:ient.e, detto schema è ancora del tipo i~dicato in fig.l.l, 
purche. s1 consideri un sistema lineare (cfr. fig.4.3) avente funzione dì
trasfenmento: 

G (s) 
(4.4) G(s) = 

l+hG(s) 

A.RUBERTI - A.ISTDORI : Teoria della Stabilità 15 
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ed un dispositivo non-lineare caratterizzato da una funzione: 

(4.5) f(e) =f(e) - he 
J 

' Al sistemG\ éosì ottenuto si può applicare ìl Teorema di Popov. 
Si noti che, in questo caso, alla condizione {3.ll.) va sostituita la con
di_zione: 

(4.6) 

"" f(e) 
O<--<k 

e 

che, tenendo presente la (4.5), si riscrive nella forma: 
K.il7.-/ 

(4.7) 
f{e) 

h< <k+h 
·e 

"" 
Nella (3. 2) in luogo di. G (s) . va s,ostituita la funzione G (s) for-

.. nita dalla (4.4). 
Queste considerazioni consentono di generalizzare il Teorema di 

Popov sia al caso in cui la funzione G (s) abbia polÌ con parte reale po
sitiva, sia al cas.o in cui il vincolo sulla .funzione non lineare' sia del ti
p.o (4. 7) anzichè del tipo (3.11) (il primo è più generale del secondo se 
si ammettono, come è lecito, valori negativi di h). Leapplìcazioni che 
ne scaturiscono poss.ono essere molteplici e si differenziano, in genere, 
a seconda che si tratti di problemi di verifica di stabilità o di sintesi di 
sistemi stabili. . 

Così ad esempio, se è data una non linearità del tipo indicato in 
fig ,4.4, con k 

1 
< O, per la verifica della stabilità è sufficiente porre: 

(4.8) 

Fig.4.4 

\ 

h = k1 

·k=k2-k1· 

f (e) 

/ 

I 
I 

1
,,,,,.- Pendénza = k 2 

.... 
--. ~Pendenza = k 1 

111.4 Est.ensionl del criterio 115 

-e stabilire se, per qualche valore reale di a,, la funzione: 

(4.9) 
G (s) l 

(-1 + a, s) + -
l+hG'(s) k 

è una funzione reale positiva. A tal fine, verificato preliminarmente che 
la (4. 9) abbia soltanto poli con parte negcrtiva e al più p.oli con parte rea
le nulla semplici e con residui reali positivi, si può appli~are il prcice
.dimento grafico descritto nel paragrafo precedente, riferito però alla G(s) 
anzichè alla G (s). 

Così pure, se è data una funzione G(s), per la sintesi di un!\i 
sistema stabile si detèrmina innanzit~tto se. è possibile trovare valori di 

· h in corrispondenza ai quali la .(4.9) abbia soltanto poli con parte reale 
negativa e al più poli con parte reale nulla semplici e con residui reali 
positivi (in tcrle circostanza- è evidentemente possibile prescindere da

0

l
-11addendo l/k). In caso affermativo si passa a ~tabilire se esiste .un 
valore di k che renda soddisfatta l 1ulteriore c.ondiz.ìone prevista dal· 
criterio (servendosi dE;ll procedimento gr.afico descritto in precedenza) . 

. Se il risultato è ancora positivo, i valorì di h e k così trovati 
individuano, tramite le (4.8) e (4.9) il settore del piano in cui può esse
re compreso il grafico d_ella non linearità affinchè si abbia stabilità. 

· L'aver potuto gener.a.lizzare il 'T-eorema di Popov a casi in cui la 
limitazione sulla funzione noti. lineare è del tipo (4.7), consente, .in par-· 
ticolare, di trattare quelle funzioni·(cfr. par.2) in cui sia: · 

( 4.10} 
f(e) 

o ::.: < k2' . 
e 

ponendo: 

· h = - e 
(4.11} 

con e> O piccolo ci piacere; 'in questo éaso i poli della funzione (4.9)' 
sono le radici .dell1equazion~: · 

(4.12) 1-eG(s)=O 

Ricordando il fatto che G.(s) è una funzione razionale propria 
e la teoria del luogo delle radici (neg'ativo) .constata facilmente che, se 
G ( s) ha tutti i poli con Parte reale negativa, per e suffìcìentemente 
piccolo anche la (4.12) ha tutte le radici con parte reale negdtiva. Il 
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criterio di P.opov si riduc·e quindi ad esaminare se è possibile trovare un 
valore reale a tale che risulti: 

(4.13) 
l ·.: .· • .. [ G (i w ) · 1 1 J 

Re: (L+à..j w) i+ - 2 O 
'. ;. 1-eG(iwli k. 

w e [O, ro) 

Detta condizione può venire tradotta in forma grafica esaminan
do se esiste uno. tèlta, passante pe;r il punto (- l/k + j O), che lasci al
la sua destra la_curva·rappresentativa della funzione: 

(4.14) [ 
G(jw) ]· . ·[·,.G(ja>) J Re + j w Im 

1-eG(jUJ) · 1-eG(jUJ) 

In effetti, però, per e ..... O . la funzione G (j Cù )! 1 - e G(j w) converge (u
niformemente in w) alla funzione G Cì UJ ). Da questo è possibile de
dùrre che, in corrispondenza ad ogni coppia di ·valori a e k che sod
disfano la (4.13) esiste una coppia di valori a e k che soddisfano la 
(3.3), e viceversa. Tenuto conto di ciò, il criterio grafico può essere di
rettamente applicato alla funzione (3.5). 

Esempio. Sia dato lo schema indicato in figura: 

~---f-{e_l___,, ... 

Si voglio no determinare limitazioni per la -non linearità . is tanta
nea in modo tale che la rappresentàzione risulti stabile asintoticamen
te. 

Poichè la funzione G (s) presenta un polo con parte reale posi
tiva, ·occorre in questo caso uÙlizzare l'estensione del criterio che pre
vede la sostituzione di G (s) con la funzione G (s) data dalla (4.4). Si 
ha fo quest.o caso: 

10 

s-1 10 
G(s) = ----- = ----

10 s- l + 10 h 
1 + h 

s - 1, 

m.4 Estensioni del criterio 117 

rv 

Per valori di h 2 0.1 la G (s) non ha pi\l poli con parte reale 
positiva; per h ::::, 0.1 ha un polo con parte reale nulla ma il corrispon
dente residuo (guadagno della G (s)). è reale e positivo, il che è in a.c
cordo con qucmto richiesto a proposito del carattere reale positivo della 
funzione (3.2). Posto allora h = 0.1 si può procedere al calcolo dèlla 
funzione modificata: 

rv rv 

G (j w ) = Re [ G (ì w )] + i Cù Im [ G (j w ) ] 

che assume in questo caso la forma: 

G(iUJ)=O+jUJ 
10 

= - j 1.0 
- Cù 

Poichè la funzione degenera nel punto di ascissa - 10 del! 'asse 
immaginario, si può tracciare.la retta di Popov con: 

1 
- - =o 

k 

e cioè con k = oo. 
Corrispondentemente, per f(e) risulta la limitazione: 

0.1 < f(e) <cxi 

entro la quale la rappresentazione è stabile asintoticamente. 

Esempio. Sia dato lo schema indicato in figura: 

Si vogliono determinà:re le limitazioni per la non linearità istan
tanea in modo tale che la rappresentazione risulti stabile asint.oticamen
te. 

In questo caso G (s) ha due poli immaginari puri ma i corrispon
denti residui: 

R. = 
J 

l+s 
(s-j)--

1+s 2 

1 - i = -- = R* 2 -J 
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risultano non reali. Occorre allora procedere all'applicazione del crite- . 
rio riella forma estesa. ·Per determinare se esistono valori di h in corri
spondenza ai quali._; G (s) non abbia poli con parte reale positiva o nul
la è utile prendere Ì·n esame il luogo delle radici associato alla funzione 
G (s), che assume Ja forma seguente: 

"' Al variare di h da O ad oo i poli di G (s) percorrano i rami del 
luogo nel senso indicato dalle frecce. E' ~indi sufficiente per h un qual
siasi valore positivo per assicurare che G (s) abbia poli con parte rea
le negativa. 

Per ese~ire un tracciamento qualitativo del diagramma polare 
della funzione G (j w) modificata conviene ·procedere dapprima al trac
ciamento di tale diagramma relativamente alla funzione G (j Cù) modifica
ta_, che in ·questo caso assume la forma: 

- 1 Cù . 
G (j w ) = 2 + j cv " X ~") Y 

1 - Cù 1 - cv 2 . \ 
)\.., -.-~;,··· 

~ .... t .. ~ 

Il diagramma polare di questa funzione ·presenta un andamento 
del tipo indicato nella figura seguente: 

i ""..1 .. 
) .. 

( ll\v· I '!- .,., j ,, . 
\ X . 

./ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 
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che risulta tutto ci destra di una retta passante per lforigine e di penden
za unitaria. Se ora si considera .la funzione: 

G(icv) 
G(Jw) = -----

1 + h G (j w) 

è facile verificare che sussistono le relazioni: 

"' __ Re [ G (j cv ) ] + h I G (j cv ) I 2 · 
Re [ G (j w)] 

I 1 + h G (j Cù ) I 2 

Im [ G (j w )] = _I_m_[ G_(i _cv_)_] _ 
) l + h G (i w ) I 2 

grazie alle quali la funzione G (j w) modificata si può porre nella for
ma: 

Re [·e (j u.: ) ] + j cv Im [ G (j Cù ) ] = ._G_(_i cv_) +_h _! G_(i_cv_l_J _
2 

I 1 + h G (j w ) I 2 

Per ogni w l'espressione a secondo membro individua un nume-· 
ro complesso .cui corrisponde un vettore che si trova comunque alla de
stra della retta passante per l'origine e di pendenza unitaria (vedi figu
ra). 

OA 
OB - ------ 1i + h G(J ""l I 2 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 



120 Es.tensioni de 1 criterio IU.4 

La condizio1:ie di Popov è 1Jllora soddisfatta con l/k =O ed a= 
= 1 e, pertanto, si può concludere che non-linearità che soddisfino la 
limitazione: 

.j 

f(e) 
O<h< <CO 

e 

assicurano h stabilità asintotica. 

•. 
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