Dimostrazione del teorema di esistenza e unicita

Teorema 1 Sia Q C RN*! un insieme aperto e sia £ : Q — RN. Consideriamo il problema di
Cauchy

{ y'(t) = £(t, y(t)) M

f
y(r) =¢€.
Se
i) £ & continua in Q
it) £ ¢ localmente lipschitziana in 2, rispetto a 'y e uniformemente rispetto a t

allora, per ogni punto (1,€) € Q, esiste un intervallo Is = [T — §, 7+ 6], § > 0, in cui é definita
una soluzione p(t) del problema di Cauchy (1). Tale soluzione é unica, nel senso che ogni altra
soluzione del problema di Cauchy (1) coincide con ¢ nell’intervallo comune di definizione.

Dimostrazione. Dimostriamo 1’esistenza della soluzione.

1. Sappiamo che, nelle ipotesi del teorema, ¢ e soluzione del problema di Cauchy (1)
sull’intervallo Is se e solo se ¢ & continua nell’intervallo I5 e soddisfa I’equazione integrale

p(t)=¢ +/ f(s,p(s))ds, Vtels. (2)

Dimostreremo che, scegliendo § > 0 in modo opportuno, I’equazione (2) ammette una soluzione
continua.

2. Definiamo la successione di funzioni

Col) =€, pna(t) =€+ / £(s,0n(s))ds,  n>0. 3)

T

Per essere ben definita, la successione deve soddisfare (t,,,(t)) € Q per ogni n > 0, t € I.
Siano a,b > 0 tali che I'insieme

I'={(t,y)eR"": |jt—7|<a, |y—€|<b}

sia contenuto in . E possibile determinare a,b con queste proprieta in quanto §2 € un aperto e
(1,€) € Q.
L’insieme I'" & chiuso e limitato. Poiche f ¢ continua, possiamo definire

M= £(t.y). 4
(ax |£(t,y)ll (4)

Inoltre, per I'ipotesi di lipschitzianita locale, i), esiste una costante L tale che

1£(t,y) —£(t,2)| < Llly =2zl V(t.y), (t,2) el ()

3. Verifico che, per § opportuno, i grafici delle ¢,, sono contenuti nell’insieme I'. Abbiamo

(tipa®) €T < |t—7/<a, [wu(t)—€l<b.



Scegliamo 6 > 0 in modo tale che § < a. Inoltre, per motivi che si chiariranno tra poco,
scegliamo 6 < b/M, dove M & la costante definita in (4). Dunque chiediamo che sia

b
0 < mi — 5. 6
< min fa. 7| ®
Verifichiamo per induzione che vale, per ogni n > 0

lpn(t) =€l <b Vi |t—7]<4.

Per n =0, ||¢o(t) — &|| =0 < b. Per n > 0 avremo che (supponiamo ¢ > 7 per semplicita)

t

len(t) =&l = f(s, pn-1(s))ds

< /Hf 5 pu1(5))] ds

< M{t—-1)<M§<b
Abbiamo cosi verificato che, se § soddisfa (6), vale

(t,p,(t) el Vtels, Vn.

4. Verifico per induzione che ¢,, € continua su Is.

Per n = 0, ¢, & costante: ¢, (t) = &, dunque e continua. Se ¢,, € continua su I5, per un
certo n > 0, anche f(t, ¢, (t)), in quanto composizione di funzioni continue. Ora, dal teorema
fondamentale del calcolo, la funzione integrale f: f(s, ¢, (s))ds ¢ derivabile, e quindi ¢ continua.

Essendo per definizione ¢,, 1(t) = & + f: f(s,¢,(s))ds, possiamo concludere che anche ¢, ¢
continua.

5. Stima sulle iterate Supponendo ¢ > 7, abbiamo

[ .05 = £(s. 00 (5))] ds

lonia(6) — en(®)]| = ]
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(5) = @n1(s)] ds. (7)

Poniamo I = Is e sia C(I) 'insieme delle funzioni continue su I:
C(I)={g:I—R"Y, gcontinuasu I}.
Date due funzioni g1, g2 € C([), definiamo

- - £) — go(1)]] -
191 — g2ll0 T?gxﬂm() g2(t) ||

Il massimo esiste perche t — ||g1(t) — g2(¢)]| & continua, e dunque possiamo applicare il teorema
di Weierstrass all’intervallo chiuso e limitato I.

La quantita ||g1 — g2|lco viene detta distanza fra le funzioni g; e go, e soddisfa le seguenti
proprieta:



- [lgr = 92l > 0; |lg1 — g2lloc =0 se e solose g1 = go
- g1 — g2lloo = llg2 — 91l

- llgr = g2lloo < llg1 = g3lloc + 1193 — 92/l00
L’ultima proprieta e detta diseguaglianza triangolare.

Riprendiamo la (7). Vale

t
enia®) = @ad < L[ enl®) = e0so)] ds

t
< L/ H‘Pn - Son—lHoo ds

= L H‘Pn - ‘pn—luoo (t - T)

IN

Lé H‘Pn - Qon—IHOO .
Dunque abbiamo

H‘Pn+1(t) - Son(t)H < Lj HSOn - San—lHoo .
Facendo il massimo a primo membro, otteniamo

||‘Pn+1 - QOnHOO <L H‘pn - ‘pn—IHOO :

Scegliamo ora § tale che
Lé <1,

che assieme alle condizioni (6) diventa

b 1
0 i —, =0
0< <m1n{a, M’L}

Iterando la stima (8), che vale per ogni n > 0, otteniamo
[nt1 = Palle < (L6 [|0n1 — @pall,
< (L))" [l1 = pollss -

Sia ora n > m. Avremo

H‘Pn - SOmHOO = ||Son — Pn- + Pn-1—"Pn-2--- + Pm+1 — QOmHOO
< len = @n-tlloo + 1on-1 = Pnszlloc + - + |Pms1 — Pmllc
< (L) H (L) P+ 4 (L)} 1 — Pollae
<

{ Z (L‘S)k} 1 — Polloo

k=m

_ (L™
= 1_Is o1 = #olloo -

(10)



Fissiamo ¢ > 0. Poiche (Ld)™ — 0 per m — oo, esistera un M (g) > 0 tale che

(Lo)™
1- Lo

ler — @olle < ¥m>M(e).

Abbiamo cosi concluso che, per ogni € > 0, esiste un M (¢) tale che, per qualunque m > M (e),
n>m,t € Is, vale

1Pn(t) = P < lln = Prllc <e-

In altre parole, se § verifica (9), la successione {¢,,}, definita sull’intervallo I, soddisfa la
condizione di Cauchy per la convergenza uniforme.

6. Dunque la successione {¢,} converge uniformemente sull'intervallo I5. Sia ¢ il suo
limite. Poiche le ¢,, sono continue, anche ¢ ¢ continua su Is. Ci resta da verificare che ¢
soddisfa I’equazione integrale (2). Ovvero: sapendo che

i) =€+ [ fopu(e)ds,  tels, (11)

e che ¢,, converge uniformemente a ¢, vogliamo dimostrare che

t

p(t) =&+ / f(s,p(s)) ds, tels. (12)

Dimostriamo che la successione f(t, ¢,,(t)) converge a f(t,¢(t)). Infatti, per la condizione di
Lipschitz (5), vale

1£(t, pn(t)) = £ @) < Llle, (t) — ()] -
Poiche ¢,, converge uniformemente a ¢, applicando la definizione di convergenza uniforme,
possiamo concludere che f(t, ¢, (t)) converge a f(t,p(t)). Dunque possiamo passare al limite
sotto al segno di integrale:

/th(S, p,(s)ds — /:f(s,cp(s)) ds, n s oo,

In conclusione, facendo il limite per n — oo nella (11), si ottiene l'equazione integrale (12). o

Il metodo usato nella dimostrazione, ovvero la costruzione delle iterate (3), si chiama metodo
delle approssimazioni successive di Picard.



