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6 Goncetto di sistemo astratto orientato 11

Per illustrare questo aspetto si consideri, ad esempio, un motore

in corrente continua ad eccitazione separata.

Siano (cfr, fig.1.3) v , v, le tensioni apphcate r;spettwamente
ai circuiti di eccitazione e di armatura 0 la posizione angolare dell'asse
rispetto ad un prefissato riferimen- L s
to, N la sua velocita angolare e C
la coppia motrice sviluppata, In
questo tipo di oggetto sipossonoa-
vere varie forme di intervento (o di
controllo): in pamcolare sipuo con-
siderare il caso in cui v_ viene
mantenuta costante ed il controllo .
si effettua attraverso v, (control-
lo sull'eccitazione) e quello in cui
i ruoli di queste grandezze sono in-
vertiti (controllo sull'armatura), An-
che per quanto riguarda la scelta
delle vscite, in relazione alle diverse applicazioni, possono essere di
interesse la sola posizione, o la sola velocita, o la sola coppia oanche
pit di una di queste grandezze, Ad ognuna delle scelte prospettate per
gli ingressi e per le uscite corrisponde un diverso sistema astratto orien-
tato, che sara caratterizzato da una spem[‘ica relazmna matf‘matlca

Fig.1.3

71,2 - Generalita del concetto di sistema.

Il concetto di sistema astratto, introdotto nel paragrafo prece-
dente, & molto generale, In proposito, con riferimento agli’ enti_matema-
tici che, come si ¢ detto in termini informali, costituiscono un sistema
astratto orientato, & sufficiente osservare innanzitutto che si puo avere
pid di una variabile di ingresso e pil di una variabile di uscita (sisterni
con ingresso ed uscita. multldlmcnsmnall) che nella variazione di tali
gmndezze col tempo possono intervenire i valori assunti ad ogni istante
(sistemi a tempo continuo) ovvero solamente in istanti intervallati (si-
stemi a tempo discreto), che non ci-sono limitazioni apriori sulle classi
di funzioni del tempo c0n31clerate per rappresentare gli andamenti degli
ingressi e delle uscite né sulle relazioni tra esse.

Dalla generalita del concetto di sistema emerge chiaramente 'im-
portanza del ruolo unificante che esso puo avere nei piu diversi settori,
sia dal punto di vista scientifico, sia dal punto di vista applicativo. Gia
la breve esemplificazione introdotta nel paragrafo precedente ha messo
in luce come il punto di vista sistemistico si possa adottare, oltre che
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nello studio del comportamento di oggetti artificiali, anche per 1'analisi
di processi naturali. In effetti pero va osservato c.he il concetto di siste-

ma_pud essere utilizzato per interpretare il comportamento  di qualsiasi

fenomeno (economico, sociologico, ecc. ) ed anche processi che per loro
natura sono gia astratti (procedimenti di calcolo, ecc.).

. A titolo di esempio si consideri il processo di controllo dell'ac-
crescimento del capitale attraverso la variazione del tasso di interesse.
In tale processo si-pud considerare come variabile di ingresso il tasso,
u, diinteresse e come variabile di uscita I'ammontare, vy, delcapltale
Sia inoltre {T, 2T, 3T, ...} la successione di istanti di tempo nei qua-
li si considerano le variabili u ed y. La relazione matematica tra que-
ste pud essere interpretata con l'equazione: -

(1.3) y (KT + [1+ 0 KDy (KT)

nella quale k & intero. Risulta cosi definito un sistema astratto orien-
tato con ingresso u ed uscita y, caratterizzato dalla equazione (I,3).
Come altro esempio si consideri il procedimentodi Newton per la

‘soluzione della equazione f(y) =0

fiy)

t[y )]

t[y k1))
Fig.1.4
Il metodo, come & ben noto, consisie nel cercare una soluzione

y attraverso una successione di valori {..., y (k), y (k+1), y(k+2),... }
ad essa convergente. Tale successione si costruisce con la seguente re-
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gola (cfr, fig.I.4): a partire da un valore y(k) si determina y(k+1) co-

me intersezione con l'asse delle ascisse della tangente alla curva con il

punto ch ascissa y(k). Si ha quindi: e
f [y (k)]
Ly (k)]

avendo 1nd1c;at0 con f'[y(k)] la derivata df/dy calcolatain y= =y (k).

(1.4) Lenl 1) =y () -

A questo procedimento di calcolo si pué associare un sistema in

cui l'ingresso sia identicamente nullo e ['uscita sia la variabile y. In
questo modo 1'algoritmo viene interpretato come un sistema in evoluzio-
ne libera (ingresso pari a zero), a tempo discreto, caratterizzato dalla e-
quazione (1.4).

Per concludere queste osservazioni si vuole sottolineare il fatto

che la possibilita di 1nLerpxetare in un unico contesto, quello sistemisti-
co, fenomeni e processi cosi diversi non solo offre i} vantaggio di un
lmguagglo comune a spemahsu di diversi settori ma & anche di notevo-
le interesse dal punto di vista della ut1hzzazmne piti vasta di metodofo~

gie e risultati bvﬂuppatl in un paI‘LlCOldl‘E settore Cost, ad esempio, nel-

lo studiare il fenomeno del controllo dell'accrescimento del capitale at-
traverso il tasso di interesse, si possono utilizzare i risultati della teo-
ria svolta per la classe di sistemi descritti dall' equazione non lineare
(1.3) (sistemi bilineari, per i quali recentemente la teoria ha avuto note-
voli sviluppi). Cosi, dall'esempio dell'algoritmo di Newton emerge la cor-
rispondenza tra convergenza di algoritmi e stabilita dei sistemi a tempo
discreto e quindi la possibilitd non solo di una trattazione unificata, ma
anche di mutuare metodi dall'un campo all'altro.

> 1.3 - Concetto di stato.

Un sistema astratto orientato ¢ caratterizzato da una relazione
tra due classi di funzioni, rappresentative della variazione nel tempo de-
gli ingressi e, rispettivamente, delle uscite. Si supponga diiniziare ad
osservare il sistema ad un istante t, arbitrario e sia u [ o, )yl pos-
sibile andamento deil'mgra.sso per utti gli istanti t 21, A° {ale anda-
mento della grandezza di ingresso, la relazione che caratterizza il si-
stema in genera le fa corrispondere diversi possibili andamenti della gran-
dezza di uscita per t > t,.,Cio puo essere immediatamente constatato
considerando 1'esempio di flg 1.1: in questo caso, assegnato l'andamen-
to della tensione v per t 2t, si hanno infiniti .anda.mentl poss;blh per
le correnti 1,,1,,1, per t 2t,, ciascuno individuatodalla carica pre-
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sente sul condensatore all' 'istante t,. lkln altri termini, come é ben noto,
per individuare le &8iténti 6ccorre: [Hsare -oltre ali'mgresso,_ anche. Ee
condizioni maz_mh)[.a stessa considerazione si pué ovviamente ripete-
ré per ciascuno degli altri.esempi considerati,  identificando come .con-
dizione iniziale il caplLale all'istante 1nlzxale il punto iniziale dell'al-
goritmo, ecc.

Da questi stessi esempl emerge la possibilita di individuare uni-
| vocamente, attraverso le condizioni iniziali, ]'uscita comspondente ad
! un prefissato ingresso. L'univocita di una. Lale corrlspondenza ¢ una esi-
" genza 1mportante nello studio dei sistemi, una delle cui finalita fonda-
mentali & appunto quella di consentire la determinazione dell" andamento
deil'uscita una volta che sia assegnato quello dell'ingresso.Questa esi-
genza di univocita, attraverso la generalizzazione del concetto di_con-
dizione iniziale, porta ad introdurre il concetto di stato) Per dar ne_ una
prima definizione, sia pure informale, conviene hmitare la classe dei si-
stemi conSIderaLl ai cosiddetti sistemi ‘causali! nei quali 1'uscita ad o-
gni prefissato istante t dipende dai’ valori assunti dall'ingressq ad i-
stanti di Lempo t £t e nondai valori assunti per t >, Per ‘tali si- >
stemi 'si puo dire che lo stato all'istante - t, costiluiscel'insieme d delle
lnformazmga; necessarie per consentire la determmazwne :univoca della
uscita ad un prefissato istante t > T, una valta noti i valori dell'in- ;
gre 0. sull'mLer_vaIlo [t gl E bene osservare che, data la arbitrarie-
ta dell'istante ty, lo stato assume il carattere di unaverae propria va- %
riabile auqlllarla c‘he si aggiunge a quelle di ingresso e di uscita,

L' andamento di tale variabile presenta una particolare proprieta
di consistenza tra i valori assunti in istanti leE[‘Sl JPer illustrare -que-
Sto” importante punto si consideri ancora l'esempio di fig.I.1: in questo
caso, lo stato ad ogni istante é identificabile come il valore della cari-
ca presente sul condensatore. E chiaro che la carica all'istante t - di-
pende dalle vicissitudini del circuito intervemite per tutti gli istanti
t £ t,; inpit si ha pero che la carica ad un istante tj > t, dipende
soltanto dalla carica a t, e dall' andamento dall' mgresso 1nlervenuto
sull'intervallo [t, ty].Tn altri termini lo stato all'istante t, eserci-
ta, ai fini della determmazmne dello stato stesso in istanti successwl
ancora il ruolo esercitato ai fini della determinazione dell'uscita. Que-
sta e una proprieta importante che si aggiunge a quella di univocita e
che si ritrovera nel seguito come essenziale nella definizione rigorosa
di stato (cfr., nel paragrafo 1.5, la proprieté di separazionc)
lineare che, a differenza delle, glandezze di ingresso e. di. uscita, lo sta-
fo pud essere associato ad un -assegnato sistema astratto in 1nf1n1t1 mo-
di diversi;jCos}, ad esempio, & chiaro che per il caso di fig.I.1 si pud
assumere come stato qualunque grandezza proporzionale alla carica de!l
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-
condensatore (in particolare ]a tensione ai suoi capi).&]n_ casi piu gene-
rali si possono assumere come stato anche grandezze che ‘non hanno di-

diretta interpretazione nel contesto dell'oggetto o fenomeno al quale il. -
sistema ¢ associato. In altri termini lo stato & solo una grandezza ausi-

liaria che risponde all'esigenza di rendere univoca la determinazione del-
o oca la determinazione ¢

3714 « Detinizione di sistema, .

In questo paragrafo e nei successivi si useranno sistematicamen-
te alcuni concetti fondamentali e notazioni di teoria degli insiemi, che;
per comodita del lettore, sono riportati nell'Appendice 1,1, Per una let-
tura agevole é presupposta una adeguata padronanza di tali concetti e
notazioni,

Il problema di dare una definizione precisa di sistema presenta
molteplici difficolta e per risolverlo si possono assumere varie posizio-
ni, Queste si differenziano in rapporto al livello di generalita al quale ci
si vuol riferire, al rigore che si vuol adottare, alla pit o meno diretta u-
tilizzabilita della definizione stessa per classi di sistemi per i quali la
teoria si voglia o si possa sviluppare. In queste dispense viene adottata
una definizione abbastanza generale, sufficiente a comprendere quelle
classi di sistemi usualmente presi in esame nella teoria dei controlli au-
tomatici, nella teoria dei circuiti, ecc. e che spesso vengano raggruppa-
ti sotto la direzione di sistemi dinamici (anche se questo aggettivo vie-
ne impiegato con significato non sempre univoco){}).

Delimitato cosi il contesto nel quale ci si colloca, va osservato
che le diverse definizioni di sistema che vengono date sono sostanzial-
mente basate o sulla sola considerazione delle grandezze terminali di in-
gresso e di uscita (il cosidetto approccio ingresso-uscita) osulla consi-
derazione, accanto a tali grandezze, anche dello stato (il cosidetto ap-
proccio ing}‘esso-stato—uscita). In questo paragrafo ci si riferira alla pri-
ma delle due possibilita. :

In proposito, considerato un sottoinsieme ordinato T dell'insie
me R dei numeri reali ed indicato con T(LU) il sottoinsieme {t :teT
t 214}, si pud dare la seguente:

(1) - Per valutare la collocazione della teoria dei sistemi dinamicirispetto alla cosidet-
ia teoria genergle dei sistemi o ad altre sue branche, sirinvia in particolare al Capito-
lo 11 del testo [G,1] della Bibliografia riportata alla fine di questo Capitolo,

Nelle definizioni che scguiranno si farh la \acita assunzione che il comporia-
mento del sistema non presenti alcun fenomeno di casualita, In altre parole, si tratte-
ranno i sistemi cosiddetti deterministici; tuttavia non & difficile estendere la definizio-
ne ai sistemi cosiddetli probabilistici o stacastici, nei quali, ad ogni istante t, le gran-
dezze di ingresso e di uscita ed i] legame tra esse sono definite allraverso misure di
probabilita,

o
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Defis izione /,1{ Dato un sottoinsieme ordinato T dell'insieme R dei
numeri reali e due insiemi arbitrari non vuoti U ed Y, sidice sistema
astratto orientato un insieme di relazioni:

© Tradéilg .—.;-r'lt::n“v-a

(L) B={80): 8650 ¢ Wk Y™, b ey

tale che sia verificata la seguente proprieta (chiusura rispetto al tronca-
mento) '

(1.6)

S,

(ug,y,) € 8(t,) => (uol,[.“i,,y0 IT“N)E 8 (t,) :

1
i

1 <
i

b

YigeT o Vi, ¥yl edly;) , Vi €Ty 2t

Per il sistema cosi Jdefinito, T viene detto insieme dei valori
del tempo, U insieme dei valori della grandezza di ingressoe Y insie-
me dei valori della grandezza di uscita. Indicati con D é’;{to) ed R3(t,)
il dominio ed il codominio di ciascuna relazione &(to) e , l'insieme
W0 8(ty) viene detto spazio delle funzioni di ingresso e 1'insieme
lé{?.'.ﬂ'vg(t,,) spazio delle funzioni di uscita,

Questa definizione, che si collega alle considerazioni svolte nei
paragrafi precedenti a proposito del concetto di sistema; lo formalizza
in realta ad un livello pid generale. Essa deriva dal pensare il sistema
astratto come associato ad una collezione di esperimenti su una scatola
nerar t i@ l'istante nel quale si inizia unaclassediesperimenti; “$(¢,)
¢ l'insieme di coppie ingresso-uscita che si ottengono con tali esperi-
menti; # individua la totalita delle coppie che si ottengono con queste
classi di esperimenti facendo variare t; su T. L'unicacondizione po-
sta, di chiusura rispetto al troncamento, corrisponde alla esigenza," pe-
raltro naturale, che per ogni coppia relativa ad un esperimento iniziato
in tg, restringendo (o. troncando) le relative funzioni all'insieme T(t,)
(con t, >t,) siottenga una delle coppie ingresso-uscita relative allo
esperimento che iniziain t , f ;

Va osservato che ad una generica relazione f%(tl) appartengono,

in generale, pil coppie ingresso-uscita di quelle che nascono dal tron--

camento di coppie appartenenti ad una relazione '8 (t,) relativa “ad un
valore t; < t,. Se cio non si verifica, si ha a che fare con una classe
particolare di sistemi, che si dicono wniformi. Formalmente si puo dare
la seguente:

Definizione 1.2; Un sistema astratto orientato si dice uniforme se:
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| By ‘(ul,y}) eB(t)) =>3luy,y,)e é(t ) t(u l.m ,,Yn ) = W,y

‘rr PE

t, €T , Wlu,y)edlty) . Vi eTir <t <

E facile rendersi conto che tali sistemi possono essere descritti
da una sola relazione, pluLLosto che da un insieme di relazioni. Piu pre-
cisamente per tali sistemi si puo trovare una relazmne. -

,.|',"|n- "Ying

(1.8) 8, c(UT X YT)

che permette di rappresentare tutte le coppie del sistema '@ consideran-
do, per ogni coppia (u,y) € 8 , i troncamenti relativi a tuttigli istanti
e T. In termini formah ogni elemento Bt,) di & si costruisce da

'ngu“ con la relazione:

(1.9) dt,) = {(u[_.mu, ,yIT“o,) Plu,y) e B, )

A questo punto, per sottolineare la differenza tra sistema unifor-
me e non, ¢ utile considerare un esempio. Siano T=R, U=Y =R e,
per individuare le coppie ingresso-uscita, sia data l'equazione differen-
ziale:

9E) s Bpt= b, ) d“(t)
dt

Ogni relazione 3(t ) ¢ d sia definita dalle coppie di funzioni
(u,,y,) che si ottengono risolvendo la (1.10) scegliendo in R la condi-
zione 1niziale all’ 15tante Ly © assumendo per D x?)(t ) l'insieme delle
funzioni continue su + o),

Si puo ora consuferare un primo caso, in cui i quattro coefficien-
ti della (1.10) sono costanti; ogni soluzione relativa all'istante iniziale

soddisfa all'equazione anche per ogni t <t, e cioconsente di con-
Elderare ogni coppia di ‘#(t;) come troncamento di una coppia apparte-
nente ad una relazione ‘3 (t; %) con t, <t,. In questoprimo caso il si-
stema & dunque uniforme,

Come secondo caso si ponga:

+ by (t) uft).

(1.10) a,(t)

. 0 per <0
a,®)=b, () =
1 per t20
(1.11)
1L per t<0
a,(t)=b,(t) =
0 per t20
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Questa volta per ogni istante iniziale t >0 esistono coppie in
8(t,) che non sono troncamento di copp1e appartenenti alle relazioni
Bt ) con t, < 0, Ad esempm una genenca coppia dl funzioni costanti
con valori leB[‘Sl soddisfa all'equazione (1.10) se t; >0 manon quan-
do ty < 0. Questo sistema & dunque non uniforme,

Un utile esercizio per il lettore pud essere quello ch esaminare
tutti-ghi esempi considerati nei paragrafi 1.1 e 1.2 alla luce delle defini-
zioni date in questo paragrafo. -

- 3¢ 1.5 - Definizione di stato,

Si tratta di introdurre in modo formale lo stato sulla base delle
motivazioni gia-date nel paragrafo 1.3, Si indichino con (T X T)* 1'in-
sieme {(t,t') *(t,t) e T'XT,t 2t'} econ W uninsieme {u:ueUT}
tale che, comunque si scelgano un istante t; ¢ T ed una coppla (u,,
Yo) € (), esista una funzione u ¢ Ul tale che sia u =u,. Si

T(1o)
puo dare allora la a seguente: e

Definizione 1.3: Dato un sistema &, un insieme di elementi X ne costi-
tumc‘e lo spazio di stato se esistono due funzioni:

(L.12) @ T XTIXXXU-X
(1.13) n: TXXXU=Y
tali che valgono le seguenti proprieta:
a) (copertura) per ogni t; ¢ T 1'insieme: __
(1.18) By)= (g ¥) O = 1lt, 0t 1y, xg, ), u(t)], u el x, €X)
coincida con il corrispondente elemento 3(t,) di &;
b) (unicita e causalita):
(1.15) BlL 3y o Xg o 0) =@ L, %4, 0)
VL, t,) e (T X ™, Vv Xp€X , Vu,u'ell:u 1(10.:] = u'_}“mt]
¢) (consistenza):

(1.16) ' olt,t,x,,u) =x,
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VieT , Vx,eX , Yuell
d) (separazione.):
(1.17) olt, g, x5, u) = olt,t,, ot ty,x,,u),u)
V(l,to)e(T_XT)*, Vi, elty,t) , VxpeX , Vuell <

La funzione ¢ viene detta funzione di transizione dello stato ed
il suo valore viene considerato come stato del sistema all'istante t. Bs-
s0 verra percio indicato con:

(1.18) - x(0) = 0, g, x0,ul 0 p)

Tale relazione esprime dunque il valore assuntio dallo stato del sistema
all'istante t sotto l'azione dell'ingresso u, a partire dallo stato inizia-
le x, assunto all'istante t, < t,

La funzione 7 viene detla trasformazione in uscita e fornisce il
valore dell'uscita all'istante t, in dipendenza dei valori assunti dallo
stato e dall'ingresso al medesimo istante, Questo viene percio indicato
con:

(1.19) oy =g, x®, u®)

Date la definizione formale di stato e la denominazione di fun-
zioni e variabili che in essa compaiono, ¢ utile sviluppare alcune consi-
derazioni per rendere pil agevole |'interpretazione.

Come primo fatto va osservato che al sistema individuato dalle
coppie ordinate ingresso- -uscita viene associata una variabile intermedia,
lo stato appunto, che si evolve nello spazio X. Di conseguenza il pas-
saggio dall'ingresso all'uscita risulta dalla composizione di una trasfor-
mazione ingrésso-stato, in cui il valore dello stato ad un fissato istante
dipende dall'evoluzione dell’ ingresso su un infervallo di tempo (legame
dinamico), e di una trasformazione in uscita nella quale si possono di-
stinguere sia un legame indiretto dall'ingresso attraverso la dipendenza
dallo stato e sia un legame diretto con il valore dell'ingresso al medesi-
mo istante (legame istantaneo), Si vedano in proposito le (1,18) e (1.19).
E chiaro che la variabile intermedia introdotta deve soddisfare sia alla
finalita precipua per cui si introduce lo stato (rendere univoca la corri-
spondenza tra ingresso e uscita), sia ad opportune condizioni di consi-
stenza,

La pid ovvia di queste & quella che & stata chiamata proprieta di

copertura e che, detta in termini informali, ha lo scopodl assicurare che
ogni coppia ingresso-uscitadel sistema E) dato sia deducibile dalla tra-
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sformazione composta ingresso-stato-uscita e, viceversa, che quest'ulti-
ma non abbia introdotto nessuna nuova coppia,

La seconda propriela riassume due esigenze che, per brevita di
notazione, si sono tenute unite, In effetti, per unicitd, come sié pit vol-'
te detto, si intende il fatto che la conoscenza dello stato ad un istante
t, edell' ingresso per istanti successivi deve consentire la univoca de-
terminazione dell'uscita da t; in poi. Grazie al fatto che la trasforma-
zione in uscita-€ istantanea, questo comporta un vincolo solo sulla fun-
zionie di transizione dello stato, espresso dal fatto che i valori di u in i-

* stanti antecedenti all'istante t, non intervengono nel calcolo dei valo-

ri della funzione . Per causality si intende, come si & giaavuto occa-
sione di dire, che 1'uscita del sistema ad un istante t non dipende dai
valori dell'ingresso per istanti successivi. Anche questa volta ne nasce
un vincolo sulla ¢ e precisamente diventano non rilevanti i valori di u
per istanti successivi a quello in cui si effettua il calcolo dello stato,
Dalle due limitazioni sopra illustrate nasce la condizione b), .

Per illustrare la proprieta di separazione, a proposito della qua-
le si sono gia anticipate alcune considerazioni nel paragrafo 1.3, si con-
sideri il caso in cui l'ingresso & unidimensionale ed abbia 1'andamento,
nel tempo, indicato in fig.1.5.

Lot

Fig.l.5

Siano inoltre x, x,, x, gli stati ai tre istanti , ty. Lo
stato x, & umvocamenle individuato dallo stato x, e glall ingresso
l ol ovviamente esso & anche individuato da xl e da u |“ ]]
La proprleta di separazione & intesa ad assicurare la consistenza tra’ gli
stati x, ed x;, ed a tal fine occorre che x, sia determinabile da x,
eda u [l(l con la stessa funzione di transizione (gia utilizzata per

il caleolo di a partire sia da x,, siada x,).

2 0!
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Tenendo conto della ovvia interpretazione della proprieta c), si
possono considerare concluse queste osservazioni.

.6 - Esempi.

A titolo di esempio, si consideri un sistema uniforme tale che

T=R,U=Y=R, U sia lo spazio delle funzioni continuve u: R -R.

Lssendo il sistema uniforme, tutte le coppie ingresso-uscita sono indi-
viduate come troncamenti di coppie appartenenti ad una relazione del ti-
po. (1.8). Quest ultima sia definita dalle coppie (u,y) taliche u eu, ed
y 'R H sia calcolabile con la:

(1.20) y(t) = / il =yt
con: - l
(1.21) h)= 5 A e” b Givan o © e o™
i=1 )
aieH,ai<0,ai#ai per i#j, A €R

Si puo ora mostrare che lo spazio R™ puoé essere assunto come
spazio di stato del sistema cosi assegnato. Infatti, scelto un opportuno
sistema di coordinate in R" e quindi rappresentato un suo generico e-
lemento x con il vettore (x,...x .}, sl possono assumere in questo ca-
so come funzioni ¢ ed 7 le scgucntl

a,(tely) Y'oa(teT)
[x,@t)=e 10 xol-!-/ e U7 u(PDdr
1
0

(1.22) q33-1...l......

T T T S T S S R S T S SR Y

a (=t~ E a (t=T)
oty = A A +/ e " ul7)d
n On
L

21A x,(t)

(1.23) ot yle) =

Tali funzioni hanno tutte le proprieta richieste dalla Definizione
1.3. Per verificare la proprieta di copertura, fissato un istante t , oc-
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_ corre individuare una rappresentazione dei due insiemi B(t,) ed 3 i)
“e verificarne la coincidenza. Per quanto riguarda il primo, basta osser-
vare che la (1.20) pud essere riscritta nella forma:

(L) y () = f“’ bt -u(r)dr + f h(t -7u(r)dr
_ . _ t .

0

e ciog; da_té. -l'espréssion'e (1.21) di h(t),

) a (ty=7) L
(=t f e 10T y(ndr +
E @

(1.25) s A e

i=1

y(t) =

+ E A[ eai“'ﬂ u.(-r)d'r
i=1 i
0

fornendo cosi una posmblle rappresentazione di y |[I

Per quanto riguarda #(t;), dalle (1.23) ed ( '99)'si ha:

, n n t a.(te
(IL.26) y()= = Aiea"“"”‘xmﬁ- s AiI e u(ndr
i=1 i=1 .
E immediato verificare che Bty c g(tol; basta infatti porre:
t @, -T
(1.27) f "M T = xg,
@ =

viceversa, per dimostrare che &(t,) ¢ §(t,), occorre provare che, co-

munque sia fissata la n-upla di vaiorl X, e, X, , esisteuna funzione
u ta!e che siano verificate le (I.27); questo & assicurato, come
puo ﬁlmcstrale dall'ipotesi che sia a, # a, per i = j. Pertanto

(t) B(ty).

La pmpuela di unicita e causalita ¢ immediata conseguenza del
fatto che gli integrali nella (1.22) sono limitati all'intervallo (s 5 t1 4
quella di consistenza & anche soddisfatta per la struttura della (1. 22

La verifica della proprieta di separazione si pud effettuare age-
volmente applicando la (I.17) e si lascia come esercizio per il lettore,

A proposito di questo esempio si richiama l'attenzione sulla
espressione (1.27) che pone in luce, per il particolare sistemache si sta
esaminando, la dlpendcnza dello stato in t, dall'ingresso che & stato
applicato fino a quell'istante. In effetti & nnporl.ante sottolineare che ci

A BUIBRRTL A IRINORT « Rlamenti di Taaria dai Sigtemi 3
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si trova in presenza di un sistema per il quale la conoscenza di -u_|{_m,.k]
determina univocamente y(t); in altri termini, inquestocaso, ad ogni - u
corrisponde una y nella relazione che definisce il sistema, = .. .

Cio non di meno il problema dell'introduzione dello stato rimane
essenziale, perché esso serve a garantire 'unicitd dell'uscita y(t) una
volta che sia noto l'ingresso sul solo intervalle (t;,t]. (enonsu (Foojt]).
_(cfr. in proposito il paragrafo 1.3). E hene pero, per completare il quadro-
e chiarire ulteriormente questo punto, considerare un sistema, ancora u-
niforme, che differisce da quello dell'esempio ora considerato, in quan-
to, invece della (1.20), vale la: '

(1.28) y(t):k-+fl il etidn k&R

con la stessa funzione h(t). Questa volta, a ogni u corrispondono in-
finite y, a seconda dei valori assunti dal parametro k. Lo stato quin-
di deve non solo soddisfare alle esigenze presenti nell'esempio prece-
dente, ma anche. a quelle conseguenti alla non unicita derivante dalla
presenza del parametro nella relazione ingresso-uscita. In questo caso -
non si riesce ad assumere come spazio di stato R", ma & necessario,
considerare R"*1, La funzione ¢ & definita dalle n relazioni della

(1.22) e dalla:
(1.29) an(t):x[,_,,,,,'

La 7 & data da guesta volta da:

(1.30) Uk y(t):I_Z]Aixi(t)*Pxn”(l)
La verifica della proprieta (a, b, ¢, d) si lascia come esercizio
al lettore.

1.7 - ‘Associazione dello stato ad un sistema.

Quando il sistema &definito come relazione ingresso-uscita, (cfr‘.
paragrafo 1.4), si pone immediatamente il problema di trovare lc_ ?ondl-
zioni che consentono di associare ad esso lo spazio di stato defmlw'ne!
paragrafo precedente. In termini piu precisi si tratta di affrontare sia i
problemi di esistenza dello spazio di stato per una data classe di siste-
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mi sia quelli di costruzione di una descrizione (mediante le funzioni @

-ed 7)) che faccia.intervenire lo spazio di stato.

. “Tali-problemi sono fondameptali nella Teoria dei Sistemi, ma ad
essi si accennera solo brevemente in queste disperse, per i limiti e le

" finalita con cui esse sono stese, ;

In proposito si puo incominciare con l'osservare che lospazio di
di stato introdotto con la Definizione [.3 esiste solo se il sistema in

~‘questione & causale € ciog, come gia osservato in termini qualitativi nel
‘paragrafo .3, se 1'uscita ad un istante t non dipende dai valoriassunti

dall'ingresso ad istanti t > t.

; In effetti se si vuole dare una definizione formale di causalita
sull'insieme di relazioni ingresso-uscita, ci si imbatte in notevoli diffi-
colta, Per rendersi conto di cio si consideri innanzitutto il caso partico-
lare di quei sistemi che sono uniformi e definiti da una relazione che ad
ogni u faccia corrispondere un solo v [e cioé una funzione, quale ad
es. quella rappresentata dalla (1.20)], In questo caso la definizione di
causalita diventa abbastanza semplice e si pud formulare nel seguente
modo: fil sistema & causale se, dati comunque un istante e due ingres-
si-u ed u' taliche uIE-WT] =u' [(-wT , i valori delle corrispon-
denti uscite all'istante T sono coihcideﬁti&fj Questa definizione & pe-
ro sostanzialmente legata al fatto che, nella relazione che definisce
questi particolari sistemiuniformi, ad ogni ingresso corrisponde una sola
uscita. Nel caso generale, potendo corrispondere piu uscite ad uno stes-
so ingresso, & chiaro che per poter definire la causalita neil termini so-
pra precisati, occorre poter riconoscere quale uscita deve essere presa
in considerazione per la coppia di ingressi in esamé. Questo riconosci-
mento puo essere effettuato, ad esempio, se si riesce a esprimere 1'in-
sieme direlazionl ingresso-uscita, che definisce il sistema, come un
in§ieme di funzioni, ciascuna delle quali” sia contrassegnatada un pa-

1ns
rametro. Un tale processo si dice di parametrizzazione delle relazioni

“ingresso-uscita. Un esempio di tale possibilita puo essere dato, almeno

per i sistemi uniformi, considerando |'esempio (1.28); in questi casi in-
fatti la relazione ingresso-uscita ¢ immediatamente identificabile come
la classe delle funzioni che si ottengono dalla (1.28) fissando il para-
metro k.

Partendo da queste osservazioni é possibile pervenire ad una de-
finizione di sistema causale, nel caso generale. Sulla base di questa
definizione si potrebbe dimostrare che, per i sistemi che ad essa soddi-
sfano, € sempre possibile associare lo spazio di stato e quindi le due

(1) - Si & supposto, per semplicita di notazione, T = H. E ovvio quali siano lerestri-
zionidi u e u' da considerare negli altri casi.
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funzioni o ed =71, ; |
Questo tipo di dimostrazione si basa sostanzialmente su una in-
terpretazione piu approfondita del processo di ‘parametrizzazione d_e__]_l:o
insieme delle relazioni ingresso-uscita ed inoltre fornisce una procedu-
ra per la determinazione dello spazio di stato. Per tale ragione essa ri-
solve pure il problema della costruzione dello spazio di stato, aln*_afsne__: a
livello formale ¢2), - At st
- §Un punto importante da porre in evidenza & la non un_:_ca_‘t_gi_:(!_e_l_l_o
spazio di stato, nel senso che possono esistere per un assegnato siste-
ma #, diversiinsiemi X e, corrispondentemente,diverse coppie di fun-
zioni @, 7 che soddisfano alle proprieta indicate nella definizionc 1.3,
Ad esempio, per il sistema (1.14) considerato nel paragrafo precedente
si pud assumere come spazio di stato anche un qualsiasispazio ’R“‘.---con
m > n, scegliendo opportunamente le funzioni ¢ ed 7. In pa}rulcokare,
.per m =0+ 1, si puo definire la funzione @ con le n relazioni (1.16)

.

e con la:

. Blimrg) .
(1.31) X, 4 t)=e o Xo.n+1
e la funzione 7 con la (I.17) stessa; o ancora, in luogo della (1.31), si
pud porre:

t a -
(1.32) x“H(t):ea"(M“) Xomia T / e n{t ~r)u('r)d'r
. b

e, corrispondenmmef:té, per la funzione 7:
| A A
n n
X, 0+ 5%, (t)

B
(1.33) y(t) = ElA" x, (1) +-:?——

e cosi via. ' n
Gli esempi mostrano chiaramente che 1'associazione dello -spa-

zio di stato pud venire fatta anche con ridondanza. Inproposito € impor-
tante introdurre il concetto di stati equivalenti, mediante la seguente.

- Si veda in proposito il lavoro di G.T. Windeknect: Mathematical System Theory:
((,‘Ic}zusi:ﬁ:;, Ma?h];mtfﬁcal System Theory. 1.4 (1967), 270-288.

(2) -Si vedano anche le osservazioni di pag.1l e 12 del testo [D. 10].
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Definizione I.4. Due elementi x ed x, di uno spaziodi stato X re-
lativo ad un dato sistema @ si dicono equivalenti‘?) all'istante t, se:
(L34) nlt,okt,t),x, ,u),u®l=nlt, 0, t,,x,,u),ul)]

=ty vou- U . <

In altri termini due stati x_ ed x, sono equivalenti se e solo

. 4 3 . L] . . *
se quale che sia l'ingresso u, l'uscita del sistema a partire dallo sta-

to iniziale x, coincide con quella a partire dallo stato iniziale x,. In
altri termini ancora, due stati X, -ed X, sono equiv:ﬂenti se e sofo se
non esiste alcun ingresso u tale che i due termini nella (1.23)risultino
diversi in almeno un istante t >t ; per questa ragione gli stati equi-
valenti vengono anche detti stat tndistinguibili. Per negazione si pos-
sono dare le definizioni di stati non equivalenti ed introdurre la dizio-
ne di stati distinguibili.

Al concetto di stato equivalente si collega la seguente importan-
Le:

Definizione /.4, Uno spazio di stato X associato ad un dato sistema #
si dice ridotto se in esso non esistono coppie di stati equivalenti,

Per illustrare queste delinizioni si puo ancora ricorrere agli e-
sempi sin qui introdotti, Per il sistema (I.14), se si considera come spa-
zio di stato lo spazio R"*! e come funzione @, 7 quelledefinite dal-
le {1.16). (I.31) ed (1.17), risultano equivalenti due qualsiasi stati x, ed
X, per iqualisia x,, =x,,,...; Xoy = X0 0, in altre parole, che
differiscano solo per la (n v 1)-esima componente. Infatti il valore
y (t) dell'uscita non dipende da tale componente e cid assicura il sod-
disfacimento della (1.28) per gli stati cosi individuati. Ancora per que-
sto sistema, sc come funzioni ¢, 1 si considerano quelle definite dal-
le (1.16), (1.31) ed (1.33), risultano equivalenti due qualsiasi stati tali
che x 1 ; Xp I ateta Xu.n_- = }fh,:l-l’ xq.n + xa,n+I = xl:, + xb,n+ l‘..In
enLramEe i casi ora considerari lo spazlo di stato non ériaotto, proprio
perché esistono stati equivalenti. Invece, lo spazio di stato R® carat-
terizzato, dalle funzioni (J 16), (1.17) & ridotto. Cio si pud provare per
negazione; esistesserodue statli x ed x, equivalenti, dovrebbe, inac-
cordo con la (1.28), risullare: ; '

(1) - L'aggettivo equivalente & usato consistentemente con i) sussistere delle tre pro-
} - L Agg 24 : it . i Ligten pras
pncta] che caratterizzano le rélazioni di equivalenza, La verifica di cig sulla (1.34) &
immediata, j :
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i=1 S

(1.35) %, Aieal{molx.-% > A [ ea‘“-”u(ﬁr]d?’
‘o

n a, (tety) n Yoa ()
=i§1Aie s Xpi T ElAij e u('r)c_h‘
L
0

perogni u ed ogni t > t,. Cid equivale alla:

a (tmty)
e (xai_xbi):n Vit

° 3 n
(1.36) Z Ae
=1
e questa chiaramente, essendo per ipotesi a # a. per i #j (e quindi
essendo le funzioni e®i(**t0) linearmente indipendenti su ogni interval-
lo [tEJ ,t]), non puo essere soddisfatta se x  # x,; peralmeno un va-
lore di i, ciog se X, # Xy '

Appare opportuno, a conclusione di questo paragrafo, riassumere
alcuni punti essenziali. In ipotesi molto generali, sostanzialmente quel-
la di causalita, & possibile ad un sistema astratto associare lo spazio
di stato. Questo processo di associazione pun essere fattoin infiniti mo-
di diversi e cio pone in luce il diverso ruolo che le variabilidistato han-
no rispetto a quelle di ingresso e di uscita, che sono invece univoca-
mente individuate con l'assegnazione del sistema, Risultano cosi chia-
rite ¢ confermate le indicazioni qualitative fatte alla fine del paragrafo
1.3, Tra i vari spazi di stato che si possono associare ad un dato siste-
ma ® hanno particolare importanza i casi in cui lo spazio di stato ¢ ri-
dotto. Anche in questo caso, tuttavia, rimangono dei problemi di scelta
ulteriore; cosi ad esempio, se X ¢& lineare, rimane |'arbitrarietd con-
nessa alla scelta del sistema di coordinate nello spazio di stato, dalla
quale dipende la rappresentazione delle funzioni ¢ ed 7.

.8 - Definizione alternativa di sistema.

Si era gia osservato all'inizio del paragrafo 1.4 che & possibile
dare una definizione di sistema nella quale si introduce direttamente lo
stato accanto alle grandezze di ingresso e di uscita.

Definizione /.6, Dato un sottoinsieme ordinato T dell'insieme R dei
numeri reali e tre insiemi arbitrari non vuoti U,Y ed X, sidice siste-
ma astratto orientato una coppia di funzioni:
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(1.37) o (TXTIFXxXXU=~X (U c UT)
(1.38) n:TXXXU=-Y
tali che valgono le seguenti proprietd:

a) (unicita e causalita):

(1.39) cp(t,tﬂ,xo,u)=q)(t,tn,xg,u'J

V) e (TXT” , Vx,eX , Vu,u'e bl,'.:u|“.o.'l] =u'|0i]

b) (consistenza):
(1.40) $ (p(t,l,xo',u):xa
Viel , Vx eX , Vuell

¢) (separazione):
(L41)  olt,ty,x,,u) = o(,t,, oft,,t, ,x,,u),u)
VL) e (UXT)Y, Vi, elty,t), VxjeX ,Vuell <

Fer il sistema cosi definito T viene detto insieme dei valori
del tempo, U insieme dei valori della grandezza di ingressoed U spa-
zio delle funzioni di ingresso, Y insieme dei valori di uscita ed:

(L42) y={y@t) =7 [L.cp(L,LU,xo,u),u(L)].uEM,xDEX,toeT}

spazio delle funzioni di uscita, X spazio di stato, ¢ [unzioneditran-
sizione dello stato ed 7 trasformazione in uscita.

A commento di questa definizione si fa anzitutto osservare che
essa nasce dal complesso delle due Definizioni 1.1 e 1.3; & scomparsa,
ovviamente, la proprieta di copertura, mentre sonorimaste le tre proprie-
ta della funzione di transizione.(che si sono ripetute per completezza).

L'introdurre lo spazio di stato al livello stesso di definizione di
sistema fa scomparire 'arbitrarieta che viceversa e presente nell' asso-
ciazione dello stato ad un sistema definito come relazione ingresso-u-
scita.

A conclusione si osserva esplicitamente che gli autori conside-
rano preferibile I'impostazione presente nei paragrafi 1.4 ed L5, che a-
dotta il punto di vista ingresso-uscita nella definizione di sistema. In
esso peraltro si inquadrano in modo naturale quei particolari problemi di
associazione dello stato che vanno sotto il nome di problemi di realiz-
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zazione (presentati nel seguito, per una classe particolare di sistemi) che
sono di fondamentale importanza nella teoria dei sistemi.

Si ¢ tuttavia ritenuto utile, per dare un quadro completo, riporta-
ve anche i dali essenziali del punto di vista ingresso-stato-uscita, al li-
vello definitorio,

1.9 - Oggetto della teoria dei sistemi.

In generale la descrizione di un sistema non & disponibile espli-
citamente nella forma prevista dalla definizione che si & adottata; cioe
non si dispone di una rappresentazione esplicita della relazione & in-
gresso-uscita (caso della Definizione 1,1) o di quella delle funzioni ¢ ed
7 (caso della Definizione 1.6). Cosi, ad esempio, pud avvenire che si ab-
bia a disposizione una equazione (differenziale o alle differenze) tra le
funzioni di ingresso e di uscita, ovvero un'equazione nella quale siano
presenti anche variabili intermedie (a priori non necessariamente identi-
ficabili come variabili di stato), o una coppia ordinata di funzioni diin-
ingresso e di uscita assegnate sull'intero insieme T, ecc. E chiaro per-
tanto che un problema fondamentale che si presenta nella teoria dei si-
stemi & l'analisi di questi vari tipi di descrizione possibili in rapporto
alla possibilita di pervenire, da essi, alla relazione esplicita ingresso-
-uscita oyvero in pratica, per quanto si é detto nei paragrali precedenti,
alla coppia di funzioni ¢ ed 7. In tale contesto hannoanche importan-
za le trasformazioni da un tipo di descrizione all'altra, |'analisi delle
condizioni sotto le quali esse sono equivalenti. ecr, Unruolo fondamen-'
tale in questo studio & svolto, come risultera chiaro nel seguito, dalle
proprieta dello spazio di stato (proprieta di interazione ingresso-stato,
e interazione -stato - uscita, ecc.),

E utile sottolineare che la soluzione dei problemielencati é fon-
damentale, oltre che ai fini dello studio del comportamento del sistema
in corrispondenza ai vari ingressi (problemi di analisi), anche per stabi-
lire le condizioni sotto le quali & possibile risalire ad una descrizione
del sistema a partire da una ridotta quantita di informazione relativa al
comportamento ingresso-uscita (costruzione del modello matematico o
problemi di identificazione)!?,

(1) - E utile tenere presente che il cosiddetlo problema della sintesi, che consiste nel-
la determinazione di un sistema che abbia un assegnato comportamento ingresso-uscita,
si formula in termini perfettamente analoghi a quelli della identificazione, La differen-
za sta nel fatto che nella sintesi il sistema & ja progettare mentre,nell'identificazione,
si tratta di trovare il modello matematico di un sistema gia esistente,

. Pertanto il contributo che la teoria dei sistemi fornisce nei riguardi problemi
di identificazione sussiste anche per quelli di sintesi.

kRl
o

Oggetto dellu teoriu dei sistemi

A conclusione si puo dire che l'analisi dei diversi modelli mate-
matici ¢ delle trasformazioni dall'une all'altro costituisce una parte fon-
damentale della teoria dei sistemi(1), _

: Un'altra classe importante di problemi che si incontrano nello
studio dei sistemi nasce dall'interesse, presente in diverse applicazio-"

ni, a determinare, piuttosto che l'andamento effettivo dellarisposta cor-
RO p po

rispondente a certi ingressi, alcune sue caratteristiche qualitative e glo-
bali. Cosi ad esempio pud essere utile stabilire se ad ingressi limitati
corrispondono uscile limitate, se a partire da certi stati iniziali, con in-
gresso nullo, la risposta tende a zero, ecc.; pud essere utile, in altriter-
mini, alfrontare il cosiddetto problema della stabilitd. Altro -esempio &
quello in cui interessa valutare |'influenza, sulla risposta, di variazioni
dialcuni parametri del sistema: in queslo caso si parla di studio della
sensibilita. Questi problemi, ed altri analoghi che si potrebbero elenca-
re, costituiscono l'oggetto della cosidetta teoriu qualitativa, che & una
altra parte fondamentale della teoria dei sistemi,

.10 - Clas sificazione dei sistemi,

Il concetto di sistema & cosi generale che lo sviluppodi metodi
atti a risolvere compiutamente sul piano aperativo i problemi elencatinel
paragrafo precedente richiede la particolarizzazione dello studio a deter-
minate classi di sistemi, Da questo punto di vista ¢ utile classificare i
sistemi sulla base degli enti che li caratterizzano,

Una prima classificazione puo essere fatta in relazione alla na-
tura dell'insieme T dei valori del tempo. Precisamente isistemi vengo-
no detti « tempo continuo (0, brevemente, continui) se T & un interval-
lo dell'insieme R dei numeri reali, eventualmente coincidente con R
stesso; i sistemi vengono detti a tempo discreto (o discreti) se T &un
sottoinsieme numerabile di R, eventualmente coincidente con |'insie-
me Z dei numeri interi.

Una seconda classificazione é relativa alla natura dello spazio
di stato X. Si possono distinguere sistemi a stato continwo, a stato di-
screto a a stato finito (detti anche a stati finiti) a secondache X sia un
insieme continuo, numerabile o finito,

Per I'importante classe di sistemi nei quali X & uno spazio li-
neare & utile distinguere il caso in cui esso é a dimensione finita (ad e-

(1] - Tra 3uesti problemi rientrano anche i cosiddetti problemi di realizzazione citali
alla line del paragrafo 1.7,
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- sempio 'insieme di tutte le n-uple ordinate di numeri reali o complessi)
da quello in cui ha dimensione infinita; i primi vengono detti sistemi di
ordine finito,

Altri tipi di classificazione possono essere effettuati prendendo
in considerazione o la relazione & o la coppia di funzioni @ ed n.Co-
si, ad esempio, nel caso dei sistemi uniformi, si possono definire i si-
stemi senza memoria (0 istantanei) se esiste una funzione f'U~Y tale
che, per ogni coppia (u,y) € 8, vale la:

(1.43) y() =1 [u(t)] VteT

E chiaro che tali sistemi costituiscono un casobanale e che per

essi non ha alcun senso introdurre lo stato. Quando cid non si verifica -

il sistema viene detto con memoria, Puo avere interesse considerare si-
stemi per cui esiste una funzione g:!Y —Y tale che, in luogodella(1.43),
vale la;

(L44) yW=flulf,, 3] L>0,VteT: [t-L,t]lcT

Tali sistemi vengono detti @ memoria finita (di durata L).

Altre distinzioni importanti possono essere date basandosi sul-
le proprieta di linearita, di stazionarieta e -sulle loro negazioni, Esse
verranno definite nel Capitolo successivo, che & appunto dedicato allo
studio dei sistemi lineari e stazionari. '

APPENDICE |

A.1.1 - Notazioni‘l,

Insieme prodotto, Una coppia ordinata di elementi a e b, inquestoor-
dine, viene indicata con (a,b). L'eguaglianza di due coppie ordinate &
definita da:

(1) " (a,b)=(a",b')e>a=a",b=Dh'

Siano ora dati due insiemi A e B. Sidira insieme-prodotio di
A per B o prodotio cartesiano di 4 per B l'insieme costituito da
tutte le coppie ordinate (a,b) dielementi a di A e b di B; insim-

boli: _
(2) AXB={(a,b)tacA,beB}

Relazioni. Si consideri un sottoinsieme R del prodottocartesiano A X
X B. Per ogni coppia (a,h) -+ ¥ & usuale dice che «a & nella relazio-
ne R con b", escrivere a R b, Il sottoinsieme R viene detto grafi-
co (o grafo) della relazione,

Una semplice interpretazione grafica di questiconcetti & data in
fig.1, Se A & l'insieme dei numeri reali compresitra 0 e 2 (estremi
inclusi) e B quello dei numeri reali compresi tra 0 ed 1, il prodotto
A X B & in corrispondenza biunivoca con il rettangolo indicato in figu-

(1) - Si suppone che il lettore sia a conoscenza del significato dei connellivi 2= <=
e di quantilicatori V.3, Per quanto riguarda gli insiemi, si suppongono noti i simboli
di appartenenza e, di inclysione C, di unione U, di intersezione M, si precisa i-
noltre che con {a +a e A, ﬁ(a)i si indica il sotivinsieme rostituite ;.!)agli elementi di
un dato insieme A, per i quali sia vera una determinata proposizione ““(a),
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ra, Un suo sottoinsieme [ stabilisce una «relazione» tra le coppie di
numeri reali che ne individuano gli elementi,

1
______ AXB
Y
R:'{ I
. ;
I | o
2
nH
Fig.]
I sottoinsiemi
(3) DR={a:aeA , (3beB:(a,h)eR)}
(4) RE=1{b:beB , (JacA i(a,b)eR)}

sono detti, rispettivamente, dominio e codominio della relazione,

Funzioni,
applicazioni), Una funzione ¢ una relazione f definita su A X B, tale
che per ogni a € A esista uno e un solo elemento b ¢ B percuisia (a,
b) € f. La nozione si pud interpretare intuitivamente con riferimento al-
la fig.2; la coppia (a,b) fa corrispondere al punto a € A ilpunto b 3.

Fig.2

Un particolare tipo di relazione & costituito dalle funzioni (o.
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L'insieme A viene chiamato dominio di f, l'insieme B codo-

%&i minia, Per ogni a € A, l'unico elemento b ¢ B tale che (a,b) ef si
@ indica con f(a) e si dice valore assunto dalla funzione f in a, Per rap-
o ‘presentare questi enti viene usata la notazione: .

']

a2 ‘:‘7'%3'_.\

(5) | [

che significa: «f.& una funzione avente per dominio A ecodominio By,
Il grafo della- funzione f &, per definizione, il sottoinsieme:

{a,f(a)) ta e A} CAXB.

- Il sottoinsieme di' B costituito dagli elementiche provengono da

qualche elemento di A si dice immagine della funzione f; in simboli:

(6) Rf={b:beB ,(3acAifl@=Dh)}

Data una funzione {: A —B e dato un sottoinsieme C di A,
si dice restrizione di { a C e si indica con flc la funzione:

(7) flz2€ —'-B

tale che, per ogni a < C, fl (a) = f(a).

Il grafodella restrizione [|. di una data funzione f &evidente-
mente un sotloinsicme del grafo defla f stessa; siveda in proposito la
fig.3. Esso viene talvolta chiamato segmento della funzione f.

o4

Fig.3

Dati due insiemi A e B, la totalita delle funzioni { aventi co-
me dominio A e come codommm B costituisce un insieme che viene
indicato con B#; in simboli:
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(8) BA={f:(f:A —=B))}

Equivalenza. Sia dato un insieme A e si supponga che esista unarela-

zione. B C A X A che gode delle proprieta:
(9)° VacA :(a,a)eR
(10) Va,beA:(a,b)eR=(b,a)eR

(riflessiva)

(simmetrica)

(1), ¥i.b,eekif,bleR, b,o)e Rl B Tannsinie) 5

Tale relazione si dice ¢quivalenza.

Ordinamento, Sia dato un insieme A e si supponga che esista una rela-
zione R CA X A che goda delle proprieta (9), (11) e della:

(12) Va,beA:(a,b)eR,(b,a)eR =a=hb

(antisimmetrica)

La relazione R si dice ordinamento e l'insieme A si dice or-
dinato. Ad esempio, se 'insieme A & costituito dalle totalita dei nume-
ri reali, la relazione definita dal sottoinsieme R deipunti del piano in-
dicato in fig.4 ¢ un ordinamento; essa individua i punti la cui ascissa a
¢ minore o uguale all'ordinata b e pertanto corrisponde all'usuale rela-
zione d'ordine che si considera sulla totalita dei numeri reali,

NN
RN -
\

Altre convenzioni. La totalita delle n-uple ordinate di numerireali ver-
ra indicata con R". Quella delle n-uple ordinate di numeri complessicon

Fig.4

~Hg
o
\'.!
3
k!
&
3 ‘!}
i
3
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Co. Un generico intervallodi R sara indicato con [a,bh! se chiuso e

con (a,b) se aperto (a proposito di quest'ultima notazione, sara chiaro
dal contesto se debba tratiarsi di intervallo aperto o coppia ordinata),

‘Quando si parlera di ordinamento su R (o su un suo sottoinsieme), si

intendera riferirsi a quello normalmente in uso, gia esemplificato in pre-

cedenza (cfr. fig:4).
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CAPITOLO I T D

SISTEMI LINEARI DI ORDINE FINITO
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1.1 - Definizione di linearita.

In questo capitolo si considereranno sigtemi continui nel tempo,
con pitl di una grandezza di ingresso e di uscita ed, inoltre, di ordine fi-
nito, cioé (cfr. paragrafo 1.10) caratterizzati da uno spazio di stato li-
neare e a dimensione finita.

La definizione di linearita pud essere data prendendo in consi-
derazione sia la descrizione ingresso-uscita sia quella ingresso-stato-
-uscita. Poiché la classe.di sistemi che si & scelto di considerare ¢ ca-
ratterizzata da una ipotesi sulla patura dello spazio di stato (ordine fi-

_nito), sembra pid opportuno dare la definizione assumendo come descri-

zione del sistema quella data dalle funzioni ¢ ed 7 introdotte nel Ca-

- pitolo I (cfr. .18 e 1,19).

Occorre anzitutto osservare che si puo definire. un sistema li-
neare solo se gli spazi U ed Y dei valori delle grandezze di ingres-
so e di uscita sono lineari. Assumendo di voler prendere in esame si-
stemi caratterizzati da p grandezze di ingresso e q grandezze- di u-
scita, gli spazi U ed Y risulteranno spazi lineari a dimensione p e,
rispettivamente, q. Lo spazio di stato X, che per ipotesi e lineare e
a dimensione finita, sara assunto n-dimensionale. Lo stato & una varia-
bile -ausiliaria che pud non avere un significato fisico diretto; & quindi
possibile ed anzi, conveniente, rappresentarlo anche mediante numeri
complessi ed assumere pertanto X = Cn: Di conseguenza, per omoge-
neita [cfr. pid oltre le (I1.3) e (I1.4)] si assume anche U=Cr ed Y =
= Ca,

Cio, premesso, scelto anche ‘T = R /ed indicando in neretto le
grandezze vettoriali, la descrizione ingresso-stato-uscita si riscrive

A7

nella forma: %
for

f i



