CAPITOLO It

SISTEMI LINEARI STAZIONARI

{11.1 - Lo matrice di transizione nei sistemi lineari stazionari.

L'analisi sviluppata nel Capitolo precedente ha messoineviden-
za il ruolo fondamentale che la matrice di transizione dellostato occupa
nella caratterizzazione del comportamento dinamico dei sistemi lineari.
Infatti essa non fornisce solo il modo di calcolare l'evoluzi.ope dello
stato in regime libero, ma interviene anche in maniera sostanz_iale n..e-l
caratterizzare il regime forzato. Questo fatto, Fl‘altra. parte, r1splecch1a
I'importanza che, nelle soluzioni di una equazione differenziale lineare,
hanno le soluzioni della equazione omogenea ad essa associata [per il
legame tra queste e la matrice di transizione, cfr. Applendice A.ll.lifm'"—
mula (22) ). Di conseguenza una analisi approfondita c.ielle_ caratteristi-
che della matrice di transizione consente di avere indicazioni mgmhca\—
tive su tutti gli aspetti del comportamento dinamicq di_ un sistema e'd e
per questa ragione che essa viene svolta in dettaglio in questo capito-
lo. . o

Si richiama, per comodita del lettore, che un sistema di ordine fi-
nito, lineare, stazionario, differenziale € caratterizzato, per quanto con-
cerne 1'evoluzione libera dello stato, dalla equazione:

(IfL.1) x(1) = A x()
la cui soluzione si pud porre nella forma:
(111.2) x() = @, t,) x(ty)

E bene osservare che, dipendendo, nel caso stazionario, C.I!(t, te)
soltanto dalla differenza degli argomenti t e t;, & comodoconsiderare
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- in tale situazione questa matrice come funzione de!l'unico argomento
~ t-t,. La (Il1.2) si puo allora scrivere:

L IL3) ' x(t) = @t -ty) x(t,)
. incui @(t) &datada [cfr. (IL53)].

} t2 ® gk :
(ITL.4) PO =1+ At+ A2 — + .. = 5 Ak —
: L 2! k=0 k!

. Si ricorda anche che lo sviluppo in serie (I11.4) [che particolariz-
za la (I1.39)] converge assolutamente per ogni t finito ed uniformemen-

~te 'su ogni intervallo limitato di R.

Si ponga, per definizione:

® k

(I1L.5) S Ak = = gAt Vt eR
k=0 k!

il che consente di scrivere:

(IIL.6) @ (t) = e At Yt eR

Si fa osservare che la matrice (II.6) & definita perogni t ¢ R ed
€ pertanto una matrice di transizione estesa (cfr. Appendice A.IL1).

E chiaro che la funzione eAt ha tutte le proprieta tipiche della
matrice di transizione dei sistemi lineari differenziali, che qui si riscri-
vono e che possono peraltro essere provate anche direttamente_.per ve-

+ rifica a partire dalla definizione (II1.5).

(I1L.7) [eAt] =1

WLe) etttz At Ve, 1, €R
(11.9) At £0 VteR
(I11.10) [eAt]-1 = g-A Vi eR
(I1.11) H(EF eAt = A At =gAt Vt.eﬁ

Puo essere utile considerare anche le forme assunte dalle altre
matrici che caratterizzano il modello esplicito del sistema ove si tenga

A MUMTnm 4 serToane e
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presente 1'espressione (II1.6). Ricordando rispettivamente le (IL.55),
(I1.58), (11.59) e tenendo conto che, per la stazionarieta, conviene con- -
siderare funzioni di un unico argomento, si ha:

(IL12) | H() =eAtB _ VieR
(ML13)  ° W) = CeA: VteR
(.14 W@ =CeArB+D5() VteR

espressione della risposta libera nello state.

Si supponga che gli n autovalori Ay, ..., A~ della matrice sia-
no distinti (cfr. Appendice A.IIL.1). Considerati allora n autovettori de-
stri linearmente indipendenti w,,..., v e gli n autovettori sinistri
¥y eee, v, definiti dalla:

(I1L.15) fory i o PP [ %

(dove il simbolo ' indica trasposizione), vale per A la rappresenta-
zione spettrale: )

(I11.16) L LA= T A

i=1

Partendo da questa espressione & possibile determinare anche la
rappresentaz'ione spettrale di eAt. Questa potrebbe essere dedottfa at:
traverso la teoria delle funzioni di matrice ma, per semplicitd, verra qui
ricavata basandosi direttamente sulla definizione (JIL.4). Si incominci
con l'osservare che, per la (II1.15), risulta:

(I1.17) viue, = 8.

con §.. simbolo di Kronecher (che vale 1 se i =i e 0 se i #j), co-
me & immediato verificare moltiplicando a destra i due membri_della
(I11.15) per la matrice (v, ... v ). In conseguenza di questa relazione e
tenendo conto della (III.I%), si pud scrivere:

U (I11.18) A? = ? A ou. v § A ou v =

#1112 - La rappresentazione spettrale di eAt e la corrispondente
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Analogamente si pud provare che:
(I1.19) CAE= S Ab g
) £ e S

e quindi, in definitiva, per la (I11.4):

@ n {k n o Y tk
(II1.20) eAt= S(3 Ay )= S{ = M=)y 4
k=0\i=1 i y kT i=I\k=0 ° ki i i

Ricordando che le n serie di Taylor che compaiono nell'ultimo
membro hanno per somma e™1t, ..., eMt, si ha in definitiva che la rap-
presentazione spettrale di eAt ¢ data da: i

(I11.21). ; eht =

" M=
]
[
<

Di conseguenza la risposta libera nello stato (II1.3) a partire da
un prefissato stato iniziale, tenendo conto delle (II1.6) e dell'espressio-
ne ora trovata per eAt, assume la forma:

(111.22) k@)= 3 Mo

= v, vi x(ty)

Essa appare decomposta nella somma di n termini (dove n &
'ordine del sistema) ciascuno dei quali & caratterizzato da una funzio-
ne esponenziale. Va subito pero rilevato che un'interpretazione diretta
di questo risultato non & conveniente, in quanto gli autovalori Ay oes A
che caratterizzano le funzioni esponenziali possono assumere anche va-
lori complessi. Se tuttavia, come avviene nei casi di interesse, la rap-
presentazione del sistema é data mediante una matrice A ad elementi
reali, gli autovalori sono o reali o, a coppie, complessi e coniugati; in
questo caso, se lo stato iniziale & un vettore ad elementi anche essirea-
li, si pud mostrare come la risposta libera possa essere decomposta nella
somma di funzioni reali. Per mettere in evidenza questa decomposizio-

ne si puo procedere nel seguente modo.
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Si supponga che A abbia j autovalorireali e v coppiedi au-
tovalori complessi e coniugati; indicato con x, il valore dello stato i-
niziale ed assunto come istante iniziale t; = 0 (il che nonriduce lage-

AT e

neralita dello studio, poiché il sistema & stazionario), la risposta libera :
nello stato (I11.22) assume la forma: g
* .41

4

L 7

M2 x0= 5 My i+ i
: Fu o R 5 45, 8

* kz=1(e ktu* va°+e,\klﬂk 2 "o)_‘ (w+2v=n)

nella quale si & indicato con AF il valore coniugato di A, e gli auto-
vettori (destro e sinistro) ad esso associati sono stati soprassegnati ccn
~ per distinguerli da quelli associati con A, . Gli insiemi di autovetto-
ri considerati nella (I11.23) sono definiti ciascuno a meno di una costan-
te moltiplicativa; & pero sempre possibile scegliere quest'ultima in ma-
niera che v, e v, siano vettori ad elementi reali (per ogni i) e che:

(I11.24) b, = ¥
(111.25) 6 =

(per ogni k)(1).
Si osservi a questo punto che gli autovettori destri che compaio-

no nella (II1.23) sono linearmente indipendenti e quindi costituiscono u- |

na base nello spazio di stato; rispetto a tale base lo stato iniziale puo
essere decomposto nella forma:

7 v
(111.26) X, = i‘j‘l e u,+ ;Ei (s v+ & oF)
nella quale le costanti ¢, (i=1,.., ) e ¢, ¢ (k=1,..., v) s0no
specificate univocamente. Inoltre, essendo x, reale, si ha anche che:

(I11.27)

e, =cg

(1) - In proposito & sufficiente tenere presente che gli autovalori di A soddisfano lare-
lazione (A-AD uv=0. Se u & una soluzione di tale equazione ed A & ad elementi
reali, si verifica immediatamente che u* & soluzione della equazione (A- A¥]) u*= 0.
Questo prova quanto asserito per gli autovettori destri; per quanto riguarda i sinistri &
sulficiente tenere presente la (11 15).

.':'.{'1||_.-'-2=:"' :

(111.28)

{111.28) conviene fare le seguenti posizioni:
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Sostituendo la (I11.26) nella (II.23) e tenendo presente la (I11.17)
si ha ora: :

' i . v *
x(t) = = e;ki wpc.t X (e)\"tu ci + e)\k‘ u*c:‘)

j=1 i k=1 k k :

- Per sviluppare convenientemente la seconda sommatoria nella

U Tu, iy

(I11.29)

l

c

k C

xa T1Cy

e, per quanto riguarda gli autovalori:

(I111.30) )\.k =0y i W,
Di conseguenza, per il singolo addendo di tale sommatoria, si
ha:
(11L.31) i PLE
; e v, c, + e u, cp

=m e * senlw t+ o) +m e * coslw, t+ )
k K t/ Yka k D BT Py

quando si ponga:

--ﬂil.32) m, =2 chﬂ ek

C

ka
(111.33) 9, = -arctg
kb
In definitiva allora, la risposta libera nello stato assume la for-
ma:
_ ¢ A
(II1.34) x()= T cety +
jm=l 1
5 d o™ el b8 0w e ¥ conl
m e * senlw, t+9)u, +tme * coslwttolu,)
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nella quale i singoli addendi sono tutte funzioni a valori reali. Siosser-
vi che, in effetti, le manipolazioni effettuate hanno portato ad assumere
come base nello spazio di stato, in luogo degli n autovettoridestricon-

siderati originariamente, l'insieme dei p vettori vy, ..., v, e dei 2v

vettorl Upgr Upps oees Upgs Uyye

“ 1.3 - | modi naturali del sistema.

L'espressione stabilita nel paragrafo precedente per la risposta

libera si presta ad una-interessante interpretazione in termini di esperi-

menti che si possono effettuare sul sistema in evoluzione libera, se si
suppone di poter fare assumere allo stato iniziale valori arbitrari. In ta-
li ipotesi & possibile scegliere lo stato iniziale in maniera che la rispo-
sta libera coincida con uno solo (peraltro arbitrario) dei termini de! tipo:

At
(111.35) .8 X

1 1

ovvero:
a, t
(I11.36) m, e k' sen(w, t+9) v,  +m e k cos(wkt'f'(pk) Uy

In effetti, per ottenere il termine (IT1.35) basta scegliere x, pari
c, v, [cfr. (111.26)] e, per ottenere il termine (II.36), basta scegliere x,
paria m, sen @, v, -t m, cos P v, . _ _ o ‘
Per queslit:o #enomeno, si usa dire che i singoli termini della ri-

sposta libera, scritta nella forma (II1.34), possono essere eccitati singo-:

larmente ; in relazione a questa proprieta tali termini prendono il nome
di modi naturali o semplicemente modi del sistema.
Tali modi hanno anche le- seguenti proprieta:

— una qualsiasi risposta libera si pud decomporre in una ed una sola ma-
niera come sovrapposizione di un certo numero di modi naturali;

- I'entita dell'eccitazione del singolomodo [ivalori c, perimodi (11.35)
ed i valori m,_*¢_ per i modi (II1.36)] & indipendente da quelle di tutti
gli altri e dipende solo dallo stato iniziale.

La verifica di queste proprietd & immediata e si basa sulla uni-
cita della rappresentazione dello stato iniziale x, nellabase prescelta
per evidenziare i modi [cfr.i commenti alla (111.34(3]

SR DT WS e S T

i
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Il modo della forma (II1.35) viene indicato anche con il nome di

- modo aperiodico e quello della forma (I11.36) con il nome di modo pseu-

doperiodico. Prima di svolgere una analisi dettagliata del loro andamen-
to nel tempo e definire 1 parametri con cui usualmente si caratterizza-
no & importante sottolineare che i risultati stabiliti sono fondamentali
nella comprensione dei fenomeni dinamici nei sistemi lineari, staziona-

- ti, di ordine finito. E sorprendentemente significativo che, indipendente-
~mente dalla sua natura (passivo, attivo, ecc.) e dal suo ordine fogni sistema

lineare e stazionario esibisce due soli tipi di modi elementari di compor-
tamento* quello aperiotico e quello pseudoperiodicof Ogni evoluzione
libera & una sovrapposizione di tali modi; il numeroe i parametri di que-
sti dipendono dal sistema, le entita delle eccitazioni dalle condizioni i-

- niziali. :

Passando ora ad esaminare in deltaglio il modo aperiodi co (I11.35),
si puo anzitutto osservare che il luogo dei punti dellospaziodi stato in
cui lo stato stesso viene a trovarsi nell'evoluzione libera — o traietio-
ria del modo - € la retta individuata dall'autovettore v, (o, il che & lo
stesso, un sottospazio a dimensione 1). La legge temporale — di moto -
con cui tale traiettoria viene percorsa ¢ una legge esponenziale. In de-
finitiva, se lo stato iniziale € scelto lungo la direzione di v, 1'evolu-
zione libera & caratterizzata da una traiettoria che rimane confinata al-

- laretta individuata da v, e da un moto di tipo esponernziale. E usuale

rappresentare tale legge di moto con il diagramma temporale della fun-
zione e”Mi', che, al crescere del tempo, risulta crescente, costante o

~ decrescente a seconda che A; sia positivo, nullo onegativo (fig.IIl.1a).

)\it .

! - : At
. Jiel
A =1
2 2 4
1 M=o
N, =1
1
0 T T T 4] i e
4] | 2 a 4 5 t 3 L

Fig.I11.1



72 - I modi naturali del sistema ' 1.3

: ; T ;
Spesso l'espressione e ' viene scritta nella forma:

(111.37) g T

dove la costante:
(111.38) ..
. 'i"'i )\i

¢ la sottotangente (costante) alla funzione e viene detta costante di tem-

0.
J Nel caso che pit interessa che é quelloin A, <0, 7, &positiva-
e dopo un intervallo pari ad essa la funzione si riduce ad 1/e del va-
lore iniziale (fig.1.1 b). La 7., pur fornendo le stesse informazioni di
., €di uso pil abituale in quanto da indicazioni piddirette sulla rapi-
dita della legge di variazione della funzione considerata.

Sulla base dell'esame degli andamenti temporali di fig.lll.1a &
possibile individuare i punti dello spaziodi statoappartenentialle traiet-
torie; si perviene cosi immediatamente alla fig.II.2 in cuisonoconside-
rati rispettivamente i casi in cul A, % 0. In questa figura vengono rap-
presentate a tratto grosso le traiettorie orientate nella direzione di tem-
pi crescenti. :

Fig 1112

Per il modo pseudo periodico, l'analisi della (II1.36) pone in evi-
denza che la traiettoria corrispondente si sviluppa nelpiano individuato
dai due vettori v, e v, (o, che & lo stesso, in un sc_attospazié a di: :
mensione 2) 'La legge di moto con cui tale traiettoria viene percorsa e

i
)
|
H
i
o
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* . . s eyt ; Byt . i
‘caratterizzata dalle funzioni e * senw t ed e ¥ cos w t mediante
le quali & possibile esprimere gli andamenti nel tempo delle componenti

< lungo le due.direzionidi v, e v b

In definitiva, se lo stato iniziale & scelto in maniera da apparte-

-nere al piano individuatoda v, ed w_,, l'evoluzione libera & costi-

‘tuita da una traiettoria che rimane confinata e tale piano; le sue proie-
zioni lungo v, ed vy, vengono percorse con le leggi sopra specifi-
cate e che ora si analizzeranno.

A tale scopo é sufficiente considerare la prima delle due funzio-

_-ni; essa si annulla ad intervalli costanti negli istanti h7/w, (essendo
~h intero), nei quali si annulla il fattore sinusoidale, ed & tangente al-

] i v v . . ’ . . .
I'esponenziale e®' negli istanti di massimo di tale fattore.  Si tratta,
come si suol dire, di una forma pseudoperiodica, compresa fra due espo-

a.k: ﬂkl t .
e aen @, t e sen | # sen @ t
-el k A k A k
/
!
/
/
! L‘.I.k =]
1
/
/
/ D.k =)

i
3

FigIl 3
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'_:-:.lori coniugati che caratterizzano il modo pseudoperiodico in esame so-
no immaginari (cioé a, = 0), maggiore di zero quando hanno parte rea-
le negativa (o, < 0) e minore di zero quando hanno parte reale positi-
‘va (a,>0); con il suo segno esso caratterizza il tipo dell’ inviluppo
-(_ad ampiezza, nell'ordine, costante, decrescente o crescente). Per quan-
o riguarda « -siconstatadalle (II.40) che esso rappresenta la pulsa-
zione dell'andamento sinusoidale che si avrebbe per ¢, = 0.
Dalle {, ed w,, Siottengono a, ed w, con le formule: '

nenziali, di ampiezza crescente, costante o decrescente a seconda che
a, sia positivo; nullo o negativo. Questi esponenziali sono detti gli in-
viluppi della funzione pseudoperiodica e la loro forma & quella gia con-
siderata nella fig.IIL.1a; in fig.HI.3 & rappresentato 1'andamento della
funzione considerata. . '

Anche in questo caso puo convenire introdurre altre costanti in
luogo di o, e di w,. Ad esempio si pu¢ adottare la forma:

xg =mysen Oy vy, ¥

: -t/ T 297 :
(111.39) e b sen — t ' &, = w
+m, cos Py uy; . o g
T k. o (I11.41) ) oo

k

:‘l ~ 2
@ 1-Q oy

nella quale sono messiesplicita-
mente in evidenza il periodo T,
del fattore sinusoidale, che indi-
vidua la distanza fra le successi-
ve intersezioni della curvacon lo
asse dei tempi e la costante di
tempo 7, degli esponenziali che
delimitano la curva stessa.

Una coppia di costanti
largamente adottate ‘€ quella che
si ottiene con le relazioni:

Per la funzione e“*' cos w, t valgono considerazioni perfetta-
mente a'nah)ghe a-quelle sinora fatte: gli esponenziali inviluppo riman-
gono gli stessi, mentre i punti di intersezione con l'asse e quellidi tan-
genza negli inviluppi sono traslati in anticipo di un quartodi periodo T..

~ Completato I'esame delle leggi temporali si possono individuare
le traiettorie corrispondenti al modo pseudoperiodico; si trattadi spirali
- convergenti verso l'origine nel caso di a, < 0, divergentinelcaso a, >
>0 e degeneranti in traiettorie chiuse per a, =0 (cfr. fig.111.4). '

@, = ai + wi | 2C111.4 - Esempi.
(11.40) @
= e - paralgfgf;ll;liizazi;:n:lisi dﬁl mlo.di 'in 1ev0.luz_ione libeil‘a sviluppata
> per chiarire la corrispondente interpretazio-

ne in termini di esperimenti che si

possono condurre sul sistema, si

considerano ora due esempi. s
i : L 1 = cost
Si consideri il motore elet- ——

trico in c.c. di fig.IIL.5 alimentato

sull'armatura a corrente 1 costante

e controllatosul circuito di eccita-

La costante w_, prende
il nome di pulsazione naturale e
la {; quello di coefficiente di
smorzamento. Poiché per ipotesi
w, & reale;, {, risulta compreso

fra -1e +1 (estremiesclusi){l);

2550 & zeroquando i due autova- . ; zione con una tensione v _. Per per- é
: 3 - . . . e . )
0 u, i venire alle equazioni di stato sipuo -
: incominciare con lo scrivere le e- Ve

quazioni di equilibrio; peril circui-

to di eccitazione, indicata con i

la corrente relativa, L lainduttan-

-zaed R laresistenza, si ha (sup- Fig L5

(1) - A valori di l:k esterni all'interval-
lo (+1, -1) corrispondono valori imma-
ginari di @, e quindi valori reali di @ i
Ly Qk +1 corrisponde &l caso di un
autovalore reale di melteplicita 2.
Fig.II1.4
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ponendo una caratteristica magnetica lineare)
di_ ()
dt

42 v, @=Ri @+L

Ad essa occorre aggiungere la condizione di equilibrio relativa
alle grandezze meccaniche; la coppia motrice C_ sviluppata per 1'in-
terazione tra la corrente di eccitazione e quella di armatura € pari a:

(I11.43) C. W=KIi

ove K & una opportuna costante di proporzionalita che dipende dal mo-
tore. Ad essa fa equilibrio la coppia resistente C  che qui si suppone
costituita da due termini, uno di tipo inerziale e l'altro di tipo dissipa-
tivo (attrito viscoso); indicato con J il momento di inerzia, con F il
coefficiente di attrito e con () la velocita angolare dell'asse motore si

ha:
(I11.44) c =y 32%

+ FQ
T F Q@)

Uguagliando C_ () e Cr(t), aggiungendo 1'equazione che lega
Ja posizione angolare & dell'asse alla velocita 2,

dé (t) _

LI =g
(111.45) = (t)

dalle equazioni precedenti si puo ottenere il sistema di equazioni del
primo ordine:

de) _
P Q@)
da@ _ F KI .
(111.46) T - T 9 (b + T L (t)
$0 o1
& T i, (t) + T Ve (t)
Se si pone :

-:._.-_,'-,|i|.,4 Esempi 77
8 =x 1
] =
(11.47) i
: i =x,
V. =u

le equazioni precedenti assumono la forma:

- (111.48) o x(t)=Ax(t) +bulp)

ove:

0 0

0 1
mL49) a=| o E K _
J J 1 b s 0
0 o .R 1
L _ L

' Si & cosi pervenuti ad un modello differenzialeingresso—statbper
l'oggettoassegnato; le variabilidi stato che compaiono nella particolare
rappresentazione trovata hanno un'interpretazione fisica diretta in quan-
to sono rispettivamente la posizione e la velocita dell'asse motore e la
corrente nel circuito di eccitazione. Per sviluppare 1'analisi modale si
procede nel seguente modo: °F

- 8i calcolano gli autovalori, che sono le radici dell'equazione: .

(HI.50) 0= |A1-A] = A+ =4 B
J £
e cioe:
- _F R
v L ks

C-i_si determinano gli ‘autovettori, che sono le soluzioni {definite a meno
1 una costante moltiplicativa) delle tre equazioni: '

(I1.51) (A-A Dy =0 (i=1,223)

e per le quali si pud scegliere:
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Sulla base di questa analisi & possibile stabilire le condizioni
che assicurano l'eccitazione o del solo modo aperiodicoo diquello pseu-
doperiodico. Queste ultime sono suscettibili di una immediata interpre-

tazione fisica, sulla base della rappresentazione di fig.lIL.8. Cosi, ad e- -

‘sempio se v, 0=y ,(0) ese i(0) =0 sieccita il solo modo aperio-
dico, con costante di tempo 7=RC; seinvece v,(0) =-v,(0), quale
che sia il valore di i(0) si eccita solo il modo pseudoperlodlco, la cui
traiettoria si svolge tutta nel piano individuato da w_ ed u, (cfr.

ta.

% 11,5 - | modi naturali nella risposta libera in uscita e nel regime
forzato.

I modi naturali sono stati introdotti con specifico riferimento al-
1'analisi della risposta nello stato del sistema in evoluzione libera; es-
si perd intervengono anche, come € naturale attendersi, nella risposta
libera in uscita e, per lo stretto legame che sussiste tra regime libero e
forzato, anche in quest'ultimo. L'analisi della maniera in cui i modi na-
turali intervengono in questi regimi si presenta di notevole interesse, an-
che perche permette di mettere in luce alcuni aspetti fondamentali sulla
possibilita di osservare - attraverso l'uscita - e di eccitare - attraverso
l'ingresso - i modi naturali del sistema. Iniziando a trattare la prima del-
le due situazioni, si ricordi che 1'espressione della risposta libera nel-
l'uscita & data da [efr. (IL57)]:

(111.58) y(t) = C x(t)
Per esaminare come i modi naturali del sistema si riflettano sul-

l'uscita basta sostituire ad x(t) l'espressione (II1.34), ottenendo:

?\it

n
(IM.59) y() = 2 g e Cwt

a a i
e ktsen(.a:.kt+ 9) Cu, +tm e k cos(wkti'(ﬂk)Cukb

Il generico modo aperiodico (111.35) da luogo, in uscita, al ter-
mine:

(I11.60) ‘Cu,

an- .
core fig.Il1.8) ed & percorsa con una legge di moto osc1llat0rla smorza- -
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i nel quale Cu éu vettore a p componentl (cioé un elemento nello
- spazio dei valori dell'uscita); se esso & diverso da zero si puddire che
al modo naturale (II1.35) ne corrisponde uno nell'uscita con traiettoria
"appartenente ad un sottospazio a dimensione 1 (nello spazio dei valori
dell'uscita) e con identica legge di moto. Si puo dunque concludere che-
1leccitazione di tale modo pud essere osservata anche attraversol'usci-
- ta. Se invece, Cu. =0, al modo naturale in esame corrisponde una u-
scita nulla o, il che & lo stesso, la sua eccitazione non pud venire os-
“servata,

Considerazioni analoghe si possono ripetere per il modopseudu'-
periodico; va tenuto presente pero che la traiettoria nello spaziodei va-
lori delle uscite puo essere anche confinata ad un sottospaziodi dimen-
sione 1 (cid avviene se uno solo dei due vettori € v, o Cu,, & di
verso da zero). “

A titolo di esempio si consideri ancora il motore elettrico esa-
minato nel paragrafo Ill.4 e si supponga che la trasformazione in usci-
ta sia:

(Il1.61) y=x,=0 0 0)x@
il che corrisponde ad osservare, come uscita del.sistema, la posizione
angolare dell'asse motore. Tenendo presente la (111.52) si ha:
(I11.62) C'u]:]. ; Cu_2:]. ; Cu3:1
e quindi tutti e tre i modi si riflettono sull'uscita e possono essere os-
servati. Se invece si considera come uscita la velocita dell asse motore

si ha, in luogo della (III 61):

(111.63) y) =x,(t) =0 1 0)x(t)
e quindi:
: F R
(111.64) Cu1:0 , Cu, —j—, Cu, -T
ed il modo naturale associato all'autovalore A, non compare nell'usci-
ta.

In modo analogo, per quanto riguarda 1'esempio di fig.I11.7, se si
considerano come uscita le due tensioni sul condensatori e cioé:

v, (1) 1 0 0
y() = =
v, (t)

(111.65) x(t)

010
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si ha: _ . .
(I11.66)- Cu, = , Cu = , Cu, =

Si riflettono dunque nell'uscita sia il modo aperiodico siaqueli.o
pseudoperiodico, ma quest'ultimo & confinato al!g direzione Cwv_. Infi-
ne, se come uscita si considera la corrente nell'induttanza:

(I111.67) y@) =i =0 0 1) x@)
risulta:

1 P L
(111.68) Cvu, =0, Cu, S i Cu, =-2 L IR

. . - . 1 »
e dunque solo il modo pseudoperiodico puo venire osservato dal‘l uscita.
Passando a considerare il regime forzato, conviene anzitutto ri-
scrivere 1'espressione della risposta forzata nello stato. Questa, tenen-

do presenti la (I1.18) e la (I.55) risulta:

(111.69) x(t):'/” 8- 7) B ulr) dr
; to :

ed & completamente caratterizzata dalla matrice o(t) B. E perf:losuff}-
ciente analizzare come quest'ultima sia legata ai modi natgrah del si-

stema.. o o ‘
Per mettere in evidenza tali legami, si osservi innanzitutto che

[cfr. paragrafo 11.3], la risposta ad un ingresso del tipo:

0

(I11.70) i-esima posizione — 1 §(t-ty)-
0

assume la forma:

(111.71) x(t) = @ (L-t)) b,

essendo b. la i-esima colonna della matrice B.
1
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Se si confronta questa espressione con la (II1.3) si constata che
la risposta forzata in esame coincide formalmente con larisposta libera
a partire dallo stato iniziale:’

(.72) x(t,) = b,

Ricordando i risultati stabiliti per l'analisi modale della rispo-
sta libera, si pud dunque concludere che la risposta forzata nello stato
all'ingresso (IIL.70) ¢ costituita dalla sovrapposizione di modi naturali
del sistema, quelli eccitati dallo stato iniziale (III.72). ]

Se b. & tale da avere componenti diverse da zero lungo tutte le
direzioni individuate dai vettori Uy, ..., v, e lungo tutti i piani indivi-
duati dalle coppie v, , Uyyoveey Uyoi Uy, tutti 1 modi naturali sono
presenti nell'i-esima colonna della matrice ®(t) B; incasodiverso, ov-
viamente, solo alcuni modi saranno presenti.

Se si considera l'intera matrice delle risposte impulsive potra
avvenire che un singolo modo sia presente in determinate colonne e non
in altre; potra anche avvenire che alcuni modi non siano presenti in al-
cuna colonna. In questo caso si dice che nessuno degli impulsi (I11.70)
eccita i modi in questione.

Puo essere interessante esaminare anche se esistano ingressi
impulsivi in grado di eccitare i modi naturali uno solo alla volta. A ta-
le scopo si pud considerare l'ingresso:

(I11.73) w(t) =uy 8(t-t,)

ove v, € un arbitrario vettore a p dimensioni (un elemento nello spa-
zio dei valori dell'ingresso), al quale corrisponde la risposta:

(I1.74) | x(t) = @t -1,) Bu,

Se & possibile scegliere v, in maniera tale che il vettore B Uy
assuma una delle direzioni (o appartenga ad uno dei piani) che caratte-
rizzano i modi naturali, 1'ingresso (II.73) eccita solo il modo relativo.

Per completare |'analisi del regime forzato occorre considerare
anche la risposta in uscita. Per i sistemi strettamente propri, incui D=

=0, l'uscita & legata allo stato della (II1.58) e quindi, per la (111.69),

assume 1'espressione:

(111.75) y(t) 1‘-/ l Cot-mNBu(ndr
lu =
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Considerando 'ingresso (III.70) la risposta in uscita assume la
forma: '

(II1.76) y() =Ca(t-ty)b,

per la quale si applicano sia le considerazioni svolte immediatamente
sopra a proposito dell'eccitazione dei modi naturali attraverso ingressi
impulsivi, sia quelle svolte all'inizio a proposito della loro osservazio-
ne attraverso l'uscita. Si puo dunque: dire che le colonne della matrice
delle risposte impulsive sono costituite dalla sovrapposizione di modina-
turali nell ‘uscita. Pil precisamente in esse sono presenti solo quei mo-
di che possono sia essere eccitati dagli impulsi in ingresso e sia esse-
re osservati nell'uscita.

Esaminando gli esempi del paragrafo 1Il.4, si osservi che, nel
primo di essi, per la (II.49), b ¢é nella direzione di x, e percid (cfr.
fig.111.6) ha componenti non nulle lungo tutti e tre gli autovettori; quindi
nella matrice delle risposte impulsive nello stato sonopresentii tre mo-
di paturali, che risultano cosi tutti eccitati dall'impulso in ingresso. Se
si considera come trasformazione in uscita la (II1.61) tutti e tre i modi
sono presenti nell' uscita. Se invece si considera la trasformazione
(II1.63) il modo naturale associato all'autovalore A, pur eccitato dal-
I"impulso, non viene osservato dall'uscita.

L

N
7, =

&
C2 = vy 1{2

Fig.111.9

Analogamente si pud constatare, che nel circuito di fig.IIL.7, un
ingresso impulsivo eccita sia il modo aperiodico sia il modo pseudope-
riodico, anche se la possibilita di osservarli dipende dalla trasformazio-
ne in uscita. Pud essere utile mostrare come, alterando la posizione del
generatore di tensione nel circuito, si possa ottenere un sistema in cui
non tutti i modi sono eccitati da un ingresso impulsivo. Si supponga di
considerare il circuito di fig.1l1.9 e si scrivano le condizioni di equili-
brio relativo: assumendo anche in questo caso come variabili di stato le
(111.54), la matrice A risulta ancora quella della formula (II1.55) mentre
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la b diventa:

(HL.77) b =

Autovettori ed autovalori risultano gli stessi per cui & ancora va-
lida la rappresentazione di fig.IIL.8. -

Il vettore b questa volta & nella direzione di x, e quindi solo
il modo pseudoperiodico viene eccitato dall'impulso. - Naturalmente so-
lo questo pud essere osservato, quale .che sia la trasformazione in usci-
ta. - ’ -

I11.6 - Cenni sulla generalizzazione dei risultatial caso di auto-
valori non distinti.

L'analisi svolta nei paragrafi precedenti éstata basata sull'ipo-
tesi che gli autovalori della matrice A siano distinti.

Questa ipotesi € stata fatta per dare alla trattazione maggiore
semplicita e, soprattutto, immediatezza di interpretazione. Non ci sono
tuttavia difficolta sostanziali ad estendere l'analisi svolta al caso ge-
nerale, in cui, ciog, le radici del polinomio caratteristico di A possano
avere una molteplicita maggiore di uno. Lo studio delcaso generale non
verra svolto in dettaglio, sia per i limiti che ci si impone in questa trat-
tazione sia perché esso presuppone una conoscenza di algebra lineare
non limitata alle nozioni elementaririportate in Appendice A.IIL.1. Si ri-
porteranno i soli risultati essenziali.

Allo scopo, si consideri la matrice caratteristica Al- A asso-
ciata ad A; oltre al polinomio caratteristico d(X) = IANE- A (cfr.

AL1) ha in questo caso interesse il considerare il rapporto che si ot-
“tiene dividendo d(A) per il massimo comune divisore dei minori (an-

ch'essi polinomi) di ordine n - 1 della matrice caratteristica. Questo
rapporto risulta un polinomio!?’, che viene detto poliromio minimo di A.

Per evidenziare legami e differenze tra polinomio caratteristico
e polinomio minimo conviene partire dall'espressione del primo di essi
in funzione degli autovalori, che risulta [in luogo della (A.3)]:

(1) - Per la verifica di cid basta pensare alla regola per lo sviluppo di un determinante
secondo gli elementi di una riga.
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I n.
(I.78) d(A)= I (x-x)"
i=1
essendo Ay, ..., A le r radici distinte dell'equazione caratteristica

(antovalori di A) e n, le corrispondenti molteplicita; naturalmente:

i=1

(111.79) - S n =n

Il polinomio minimo ha le stesse radici A, ..., A della (I11.78),
con molteplicita uguale o inferiore. Pil precisamente esso pud essere
posto nella forma: - ’ '

(111.80) Com) = IGo-R)™
: i=1

con:

(111.81) m <n, V,

(I11.82) ' «3; m,=m<n

Nel caso che le radici di d(N) siano tutte distinte, polinomio
minimo e polinomio caratteristico coincidono. :

Il ruolo svolto dal polinomio caratteristico nell'analisi dei modi
quando le sue radici sono distinte viene assunto dal polinomio minimo
nel caso generale. Pit precisamente: nel caso particolare il comporta-
mento dinamico € caratterizzato da modi in numero pari al grado n del
polinomio caratteristico e con andamento nel tempo dipendente solo dai
valori A; nel caso generale tale comportamento & ancora caratterizzato
da modi, in numero pero pari ad r (numero di autovalori distinti) e con
andamento individuato sia dai valori A, sia dai numeri m, (che carat-
terizzano le molteplicita del polinomio minimo). Si puo dimostrare che il

generico modo assume la forma:

m- At
(111.83) (cote,t+ ..te  tm e

dove ¢y, ..., ¢, _, sono costanti vettoriali dipendenti dal solo stato i-
niziale. Nel caso che A, sia reale, questa espressione differisce dalla

(II1.35) per il fatto che il fattore che moltiplica la funzione e™' € un
polinomio in t anziché una costante. E da rilevare che, nella (IIL.35), &
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esplicitata la dipendenza del fattore costante dallo stato iniziale (sca-
lare c)) e da una grandezza caratteristica dello spazio di stato (auto-
vettore ."')’ 1'1 che da la possibilita di interpretare tale modo in maniera
piu significativa di quanto non sia possibile nella (I11.83), in cuj per le
costanti vettoriali non & sviluppata un'analisi analoga.

Si ritiene u_t1!e‘ osservare che, dipendendo le costanti della
(111.83) cliallo stato iniziale, 1'andamento stesso nel tempo del modo in
esame viene a dipendere da tale stato; in particolare lo stato iniziale puo
essere tale d}? eccitare il modo nella forma ¢, e, ovvero nella forma
leg ey t) e’sY, eco.(l). Se m, =1, ovviamente la (II.83) si riduce al
Solo termine ¢, ™'} questo si pud porre sempre nella forma (111.35) ma
1 autovettore u, e definito univocamente (a meno di una costante molti-
plicativa) solo se & contemporaneamente n. = 1,

N i

Se \. & complesso nella (II1.83), supponendo la matrice A ad

elementi reali e lo stato iniziale reale, nella risposta & presente anche

~una funzione dello stesso tipo caratterizzata dal valore coniugato A\* e
1

da valori coniugati delle cost'anti cgs .-y ¢* . Sviluppando un'analisi
analoga a quella svolta per giungere alla (I'36), si pud mostrare che
ant‘:he. questa volta si perviene dai due termini relativi a A eda M ad
un‘unica funzione a valori reali. Per essa valgono considerazioni analo-
ghe a quelle svolte per la (II1.83), :

Per concludere, si pud affermare che anche nel caso in cui gli
autovalori non sono distinti la risposta libera puo essere decomposmoin
una e una sola maniera in modi naturali, ciod in funzioni che possono
essere eccitate singolarmente e con entita dipendente dalle sole condi-
zioni iniziali. Il fatto nuovo & che, questa volia, anche la forma dei mo-
di naturali dipende dalle condizioni iniziali.

N

27ULT7 - L'v o della trasformata di Laplace perroppresentare i mo-
delli dei sistemi lineari stazionari,

E usuale, nello studio dei sistemi lineari stazionari,adottare,ac-
canto a quelli sviluppati nei paragrafi precedenti, metodi di analis; ,ba—
sati sull'impiego della trasformata di Laplace. Per esaminare come si
modificano le rappresentazioni dei modelli di tali sistemi, o delle matri-
ci che li caratterizzano, si incominei con 'effettuare la trasformazione di

(1) - Si pud dimostrare che se ¢, # 0 risultano diversi da zer "
Si veda in proposito il testo di C A. Zadeh - L.A. D -‘L'O anche ¢y, €y, .0, €.
-Graw Hill (New York), 1963, pp. 326. - Uesoer: Linear System T}tcory, Me:

4 UITBnreTr A ornninT . T e e . . e
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Laplace di ambo i membri della equazione (IlI.1) e si indichi con s la
variabile di Laplace. Posto allora t, =0 ed x(t,) = x,, -si ha:

(111.84) s x(s) - x, = A x(s)

Si richiama |'attenzione sul fatto che la distinzione tra funzioni

di t e funzionidi s & affidata all'indicazione esplicita della variabi- -

le (piuttosto che all'uso rispettivo delle minuscole e delle maiuscole,
qui usate di norma per distinguere vettori da matrici). Dalla (II1.84) si

ha immediatamente: Gy 2 Boope Prgon

(111.85) x(s) = (s 1- Al x, o
Dal confronto con la trasformata della (II1.3): Yoy

(I11.86) . x(s) = @ (s)x,

si ha: o

(I11.87) @ (s)=(s1-A)!

Una volta trovata 1'espressione di @ (s) sipossonodedurre quel-
le delle altre matrici che caratterizzano i sistemi lineari stazionari. Te-
nendo infatti presenti le (I11.12), (II1.13) e (Ill.14) e ricordando che la
trasformazione secondo Laplace & un'operazione lineare si ha:

(111.88) : H(s)=(s1-A-1B
(111.89) : Pis)=Cls1-A)!
(111.90) Wi(s)=C(si-A'B-+D

L'ultima di queste, che & la trasformata di Laplace della matrice
delle risposte impulsive, viene chiamata matrice delle funzioni di tra-
sferimento (0 matrice di trasferimento).

E utile esaminare come le matrici. cosi introdotte intervengono

nelle espressioni per il calcolo della risposta libera e forzata,nellosta-
to e nell'uscita. Dalla (111.86) si constata che, per ottenere la trasforma-
ta della risposta libera nello stato, basta premoltiplicare lo stato inizia-
le x, per la matrice @(s). AnaloS;amente, considerando la trasformata

della (111.58), la (I11.85) e la (111.89), si ha:
(111.91) y(s) = ¥ (s) x,

e ciod basta premoltiplicare lo stato iniziale per la matrice ¥ (s), per
ottenere la risposta libera (nel dominio di s) nell'uscita. Perquanto ri-
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guarda le risposte forzate, trasformando le (I11.69) e (I11.75) [nella qua-
le sia stato aggiunto il termine D v (t)] si ha:

(_1.11“92) _ x(s) = H(s) u(s)
(_Ill..9.3) _ y(s) = W(s) uls)

| ove si & tenuto conto delle relazioni (II1.87), (I11.88) e (III.90};

Si puo dunque dire che, per ottenere le risposte forzate nello sta-
to e nell'uscita (nel dominio di s) occorre premoltiplicare per H(s) e
rispettivamente, W(s), la trasformata della funzione di ingresso. ’

In definiliva, nel dominio di s, l'operazione di calcolo delle ri-
sposte libera o forzata, nello stato e nell'uscita, si riduce sempre alla
operazione algebrica di premoltiplicazione, per una opportuna matrice
della grandezza (stato iniziale o ingresso) che rappresentalo stimolo £r:.
corrispondenza al quale si vuole valutare l'effetto. .
' E importante analizzare la struttura delle funzioni di s sopra
introdotte. Riferendosi innanzitutto alla (I11.87), si osservi che il se-
condo membro, come ben noto, si pud scrivere nella forma:

(s1-A)*

(I11.94) - Al =
» ) dle) .o adcr Al

do.ve d(s) & il determinante di (s 1- A) e cioé il polinomio caratteri-
stico della matrice A, considerato funzione della variabile s:

(II1.95) ° d(s)':s"-l-an_ls“‘l*l' WS T

ed (s I-A)® &la matrice aggiunta di s |- A. Glielementi di questa

- matrice sono minori di ordine n-1 di (s 1- A) e quindi polinomi di

grado al pit n -1 in s; quindi si puo scrivere:
(I11.96) (s1-A)e2*=B(s)=8B 8P L F BB
dove le B, ..., B__, sono matrici costanti n X n. Indefinitivasiha:

(I 97) @(s) =(st-A)'= B(s) B . ge" bt TR st B,

d(s) Sn+an-1$n-l+"‘+als+a0

Da questa si puo vedere che la trasformata di Laplace della ma-
trice di transizione € una matrice i cui elementi sono funzioni razionali
di s, ciascuno avente il denominatore di grado superiore a quello del
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"denominatore, e cioé una matrice razionale di s, strettamente pmprics(”

Tenendo presenti le (111.88), (111.89) e (I11.90) e il risultato ora
stabilito si pud quindi concludere che tutte le matrici che caratterizza-
no il modello esplicito di un sistema lineare stazionario sono matrici ra-
zionali di s. La W(s) & una matrice propria se D # 0 (sistema pro-
prio) e strettamente propria se D =0 (sistema strettamente proprio).Le
altre matrici sono sempre strettamente proprie. '

In rapporto alle diverse esigenze di analisi che si possono in-
contrare, per tali matrici possono venire adottati differenti tipi di rap-
presentazione; una breve rassegna di questi € riportata, per comodita del
lettore, nell'Appendice A.HI.2.

Nel completare lo studio nel dominio della variabile s, & utile
esaminare come l'analisi dei modi sviluppata nei paragrafi precedenti si
rifletta nella rappresentazione delle funzioni di s qui considerate. Per
evidenziare i modi nella trattazione in t, € stato necessario fare ricor-
so alla rappresentazione spettrale di eAt [cfr. (I.21)]; neldominio di
s un ruolo analogo gioca Jo sviluppo di (s | - A)"! in frazioni parziali.
Allo scopo di pervenire a tale sviluppo,riferendosi ai risultati richiama-
ti nell'Appendice A.II.2, occorre partire dalla conoscenza del minimo
denominatore comune degli elementi di (s I - A)-1. Si pud dimostrare (2]
che quest'ultimo coincide con il polinomio minimo della matrice A, in-
trodotto nel paragrafo II1.6; di conseguenza i poli della funzione (s 1 -
- A)'! coincidono con gli autovalori della matrice A.] Iniziando con il
trattare il caso in cui gli autovalori sono distinti (polinomio minimo e

(1) - L'espressione (II1.87), alla luce delle considerazioni.ora tratte, costituisce, nel
dominio della variabile s di Laplace, il parallelo di ¢id che la (II[.6) costituisce nel

dominio della variabile t. :
Dal confranto delle (II1.6) e (III 87) si ha anche:

L [eAt] =(s 1- &)1
Questa, nel caso in cui sia n=1, siriduce alla ben nota relazione:

L [e2t] =(s-a)?

in cui lo scalare a tiene il luogo della matrice A.

(2) - Dalla (II1.94) risulta immediatamente che il polinomio caratteristico d(s) &unde;
pominatore comune degli elementi di’ (s - A)™". Pud inoltre accadere che tutti gli n

elementi del numeratore abbiano fattori comuni con d(s): il massimo di talifattori co-
muni, per definizione di matrice aggiunta, & il massimo comune divisore dei minori di

ordine n-1 della matrice s |- A. Eliminando tale fattore dagli elementi di (s |- A)®

e da d(s) si ottiene una forma nella gquale é in evidenga il minimo denominatore comu-
ne; questo.,per k definizione data nel paragralo IlI.G.,¢ il polinomio minimo di A
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polinomio caratteristico coincidono), lo sviluppo in frazioni parziali di
(s1- A)! assume la forma:

n R.
(st-Arl= 3 —
i=1 s-)\i

(I1.98)

e le matrici residue R, si possono calcolare con la relazione:

(I11.99) R, = 1_51\1 (s - ?\i) (s k- A)!

Confrontando |'antitrasformata della (IIII.98):

3

(I11.100) L-1(sd- A)-1] = 5’3 Ri e)\i

i=1

e la (Il 21) si trova un legame tra ciascun residuo R, e gli autovettori

u, e v, pil precisamente si ha:

(111.101)

R, =u v,

A questo punto risulta possibile sviluppare dettagliatamente la
analisi dei modi. Supponendo, al solito, A ad elementi reali & conve-
niente separare, nella (II1.98), i termini relativi ad autovalori reali (in
numero di ) da quelli complessi coniugati (in numero di v coppie ).
Si ha allora:

Ll

Ry

R
s?\k

@ R v [ R
(s1-Arl= %
i=18->\i

5 k
k=1\ 5 - A

(I11.102) +

k

E facile verificare, applicando la (I11.99), che:
(II1.103)

- _— #*
By = By
Posta allora:

(111.104) R, =R, *+iR,,

e ricordando la posizione (I11.30), la (II1.102) si puo scrivere nella forma:

it 3 n Ri .
Soosncr (IL1I05)  (sh-A)t= Z + =
i=ls-z\i k=1

2Rkn(s-ak)-2R“ W,

i 2 2
(s ak) #l s
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Antitrasformando 1'espressione della risposta libera (s 1- A)"! x,
con (s I- A)! data dall'ultima espressione sopra trovata si ottiene la
forma (I11.34), cioé 1'espressione della risposta libera in funzione dei

modi.
Per 1'uguaglianza formale basta porre:

(I11.106) { R, x, =c, v (3 mm—

(IIL.107) 2R, x, =m, sen @, v, + m, cos @ v,
' (k= 1.2, v)

(I11.108) 2 R,, Xo =-m, cos @ v, +m sen @ v,

Si osserva che le considerazioni sinora svolte offrono un proce-
dimento di calcolo alternativo a quello esposto nel paragrafo I11.2. In
ambedue i casi occorre determinare gli autovalori della matrice A. Ope-
rando direttamente in t occorre poi determinare un insieme di autovet-
tori destri linearmente indipendenti ed applicare le formule del paragra-
fo 111.2; operando invece in s occorre calcolare i residui ed applicare
le formule precedenti '

In funzione delle costanti di tempo introdotte con la (111.38),del-
le pulsazioni naturali e dei coefficienti di smorzamento introdotte con le
(I11.40), la (II1.105) puo essere riscritta nella forma:

Ri %

) 4
- el ¥ s
(IL109) (s 1-A) S

2:R : 2R, ,
ka 5 kb A
() e g
¥ “ok el wn k
+ 3
koo 2, 52
1 54—
wnk wnk

Questa espressione & particolarmente importante perche mette in
evidenza, sia pure in forma implicita attraverso la scrittura dei denomi-
natori, sia le costanti di tempo 7, dei modi aperiodici, sia pulsazione
naturale w , e coefficiente di smorzamento §, dei modi pseudoperiodici.

Passando ora a considerare il caso di autovalori nondistinti, se
si tiene presente 1'espressione (I11,80) del polinomio minimo, per (s 1 -
- A)! si ha lo sviluppo: -
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(I1.110) GLLAY= 5 5

ove le R, .+ che sono matrici costanti n X n, sipossonocalcolare con:

m,~k
i

(L11) R, = lip .

s~ (m, -k)! s 1- Ay Gs - }\i.)lmi]
i i 3 dsmi-k

Effettuando 1'antitrasformata della (lII.llIO) si ottiene:

(I11.112) £1{(st-A)F1]= 3 - el A
= . oy P k-1 €

. Cqmg 5-_,i vede, in questo caso la risposta libera appare composta
di r termini, i quali, per quanto detto alla finedel paragrafoIll.6, costi-
tuiscono i modi naturali del sistema. Confrontando tali termini con la
espressione (I11.83), si ha inoltre:

€y = Ril Xq

€, = Ry x,

(II1.113) ey

1
cmiﬁl = (mi N Ri.mi Xp

Va sottolineato che il complesso delle formule da (I{1.110) a
(II1.112) offre un procedimento per il calcolo esplicito dei modi, nel ca-
so di autovalori non distinti.

HL8 - Larisposta o regime permanente ed un'interpretazione
della mairice di trasferimento.

Alla matrice delle funzioni di trasferimento, definita nel paragra-
fo precedente come trasformata di Laplace della matrice delle risposte
impulsive, puo essere data un'interpretazione autonoma in. termini di
comportamento, a regime permanente, a particolari classi di ingressi.
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Per dare questa interpretazione e definirne i limiti di validita,
occorre definire in modo preciso il concetto di risposta a regime perma-
nente. Ci si riferira al caso della risposta in uscita, che interessa in
questo ambito, anche se la definizione pud essere data in maniera analo-
ga per la risposta nello stato. Limitandosi al caso dei sistemi staziona-
ri, che si stanno esaminando in questo capitolo, si consideri 1'espres-
sione della risposta complessiva (risposta libera e risposta forzata) ad
un ingresso v ed a partire da uno stato iniziale x, assunto all'istan-

te tD:

. t -
(L1  y@ =cet" o x, + f CeAlT B u(r)dr+ D u(t)
to

La (II.114) ¢ la particolarizzazione della (I1.43) al caso stazio-
nario e tiene conto delle espressioni (IN1.13) e (I11.14) di ¥(t) e W(t).

Per definire Ja risposta a regime permanente ad un ingresso v
si sostituisca o ad v nella (II1.114) e si consideri la successione di
funzioni che si ottengono da questa assumendo t; come parametro ed
attribuendo ad esso valori decrescenti. .

Basandosi sulla considerazione di questa successione sipuoda-

re la seguente:

Definizione I1.1. Data una funzione di ingresso v, si dice che esiste
la corrispondente risposta in uscita a regime permanente se la succes-
sione di funzioni definite dalla (I11.114), con v = &, converge, per t;, ~
~-®, ad una funzione y indipendente dal valore x,. In tal caso y
prende il nome di risposta in uscita a regime permanente corrispondente
all'ingresso u. <

Le condizioni sotto le quali la funzione y esiste sono relative
sia al sistema, sia all'ingresso u.

Per quanto riguarda-le prime, si esamini l'espressione (II1.114)
tenendo presente che, per la (II[.112) (che permette di considerare an-
che il caso di autovalori non distinti nella matrice A) si ha:

m,

Altetn) r G gk-1 A (e-tg)

= s 5 R %y
=1k=

(11.115) o ik O 1))

L'analisi di questa espressione mostra che, se gli autovalori rea-
li sono negativi e gli autovalori complessi hanno parte reale negativa, il

IL117) 5@
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che si pud condensare nella formula):

(II1.116) Re [A,] <0 Vi

il primo addendo nella (IIl.14) per t, =~ ® tende, quale che sia il valo-

re di t, a zeroe quindi ad un limite indipendente da x,.

Per eart-lcolarl classi di funzioni di ingresso, la (111.116) assi-
cura anche l'esistenza del limite, per t, #-®, del secondo addendo
nella (II“IJ.11_4-)\. In questi casi esiste dunque ed & indipendente da x, il
11'm1!;g' y, cioe la risposta in uscita a regime permanente. Tra le fun?zio-
ni di ingresso per le quali cio si verifica vanno citate le funzioni perio-
diche e limitate, le funzioni polinomiali, ecc.(2),

Dalle considerazioni che precedono emerge il fatto che la rispo-
sta a regime permanente puo calcolarsi con la formula:

11

i L .
lim CeA-mB y(Ddr+Dult) =

tg‘"-m t
; L

= i‘lm W(t-7)ulsr)dr
byt "

e cioe €& possibile non considerare, nel calcolo del limite, il primo ad-
dendo della (III.114), che tende a zero quando il limite (Illull?p)me[gistaed.

A titolo di esempio, si
consideri il circuito di figura
II1.10, il cui modello differen-
ziale & dato da:

(IIL.118)  x(t) = -%x(t) +

1
4 —
3 ut) Fig.1IL.10

y () = x (t)

'[1)1‘- Si dimustreraﬁiﬁ avanti che la condizione (I11.116) & una condizione di fondamen-
La %mpgrtan za nella teorio della siabilita in quanto caratterizza la stabilitd asintoti-
ce dei sistemi lineari stazionari. 'L importante rilevare sin d'ora che tale condizione &
“WT”meB nel ll ambito dell eqmva]eﬁza stretta (cfr. paragrafo 11.9) e ciog&rimane valida
quale che sia la rappresentazione adottata per il sistema in esa ! i i

e p me, nell'ambito di tale

(2) - Si pud dimostrare che la (1I1.116) & a ; i
_ a (1. nche necessaria, per 1'esistenza del regi
permanente (s‘e(:_onglo la Definizione I11.1), in particolari cla[;si disiatemz:'. Precissclg;?
ée. si tratta di quei sistemj per i quali la matrice delle risposte impulsive costituisce
a sola un modello completo (cfr. le considerazioni all'inizio del paragrafo 111.9).
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Poiché si ha un solo autovalore negativo, la condizione {111.115) r"i,sulta
soddisfatta ed & quindi possibile parlare di regime - permanente; inoltre
questo si puo calcolare con la (I11.117). Se ad esempio la funzione di in-

gresso é:
(111.119) ' U(t) =sent
la (I11,117) fornisce:

N

t -={-7) 1
(IIL.120) Y = lim/ e U | sen rdr =

- Ly

_ Rsent-Lcost
R? + L?

Se la funzione di ingresso é:
(111.121) W) =a, +a;t
la (I11.117) fornisce:

1 L i
(I,H.IZQ} y(t) = E o —H“‘a1 + —l_:{—i

Il concetto di risposta a regime permanente consente di dare{ co-
me si & detto all'inizio del paragrafo, un'interprgtaz.lone cle_lla funzione
W(s) che ¢ utile per alcuni sviluppi succe.ssi\n_. ‘Sl consideri }nlmal-
mente, per semplicita di notazioni, il caso in cui ingresso ed uscu.a h(au;—
no una sola componente e quindi la W(s) & una ‘funz.wn‘e scalare: wis).

Si supponga che la condizione (II1.116) sia soddisfatta e si as-

suma:

(I11.123) W) = es

ove & & un numero complesso. Per il calcolo della risposta a regime
permanente la (I11.117) fornisce:

L A t-tg o B
(I1.124) ¥() = lim[ wlt-7)es7dr = lim] w(£)es-E1d¢ =
{ 0

T (T s

- e':‘ lim/ "t W(§)e'ﬂst dé&
0

tg™ @

m.s-
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L'integrale che appare nell'ultima espressione coincide con quello del-
la trasformazione di Laplace e dunque il suo limite esiste se la parte
reale di ¥ & maggiore della ascissa di convergenza .o della funzione
w(t). Si ha pertanto, per gli ingressi del tipo (II1.123):

(IL125) y (@) = et w() ‘V&: Re [8] > a

_ Dalla (1I1.125) emerge che la funzione ditrasferimento assume un
significato diretto nel calcolo della risposta nel tempo, a regime perma-
nente, a ingressi della forma (111.123). Pid precisamente essa & il rap-
porto tra la risposta a regime permanente e la corrispondente funzione di
ingresso, quando questa & del tipo (II1.123).

E utile il confronto di questa interpretazione con quella connes-
sa alla definizione stessa di w(s), ‘e riassunta nella (I11.98). In es-
sa, la funzione di trasferimento interviene per il calcolo del solo regi-
me forzato nello stato zero, nel dominio della variabile s. Piu precisa-
mente,nel caso di ingresso ed uscita unidimensionali, essa & il rappor-
to tra la trasformata di Laplace della funzione di uscita e quella della
funzione in ingresso, quando lo stato iniziale & zero.

Ritornando alla considerazione della (I11.125) si osserviche, per
la (IIL.116), risulta o < 0 e dunque & possibile scegliere:

(I11.126) §s=ja (& reale)

il che da luogo alla considerazione di una classe di ingressi di notevo-
le importanza. Si esamini, in particolare, l'ingresso:

(I1.127) sen @t = *21— (ei® - g-idt)
)

Applicando la (I11.125) si ha:

1 for D S e
(J11.128) vy = 2—1 [w(ia) ei®t - w(-jo) e"i®t]
Posto:
(I11.129) w(jw) =Mw) ei®@)
si ha:
(I11.130) ¥(t) =M(@) sen [t + ()]

Da questa emerge che la risposta (a regime permanente) ad in-
gresso sinusoidale, sen wt, per un sistema nel quale sia soddisfatta
la condizione (I11.116) (cioé - cfr. nota a pag.97- asintoticamente stabi-
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le) é ancora una funzione sinusoidale, di uguale pulsazione @, modiﬁ:_
cata nell'ampiezza secondo il fattore M(&) e sfasate della quantita
o(), essendo M(&) e (D) i valori del modulo e della fase della fun-
zione di trasferimento, calcolati per s = ja.

Questa interpretazione, che particolarizza quella della formula
(I11.125), & fondamentale ai fini della determinazione sperimentale dfslla
funzione di trasferimento, come verra chiarito nel paragrafo successivo.
Grazie a tale interpretazione, la funzione w (jw) pr“fm‘de il nome di ri-
sposta armonica. Si richiama 1'attenzione che tale dizione e collegata
all'ipotesi che 1'asse immaginario, nel piano complesso, appartenga alla
regione di convergenza di w(s). - N '

Le interpretazioni date fin qui nell'ipotesi di ingresso ed uscita
unidimensionali si generalizzano facilmente. Basta osservare che, quan-
do le componenti dell'ingresso sono:

0, =0 P #k
(111.131)

e
uk(t):e“

la componente i-esima dell'uscita corrispondente, a regime permanente,
é:

(111.132) F.0) = w,, (s) e

Dal confronto di quest'ultima con la (II1.125), emerge che l'inter-
pretazione data per il caso unidimensionale si pud applicare a ciascun
elemento della matrice di trasferimento.

E bene rilevare esplicitamente che, come esiste un legame ben
definito tra la funzione W(s) e la funzione W(t), attraversola trasfor-
mata di Laplace, cosi un ben definito legame sussiste anche tra _\‘f[] w)
e W(t). Infatti, le matrice delle risposte armoniche,essendodefinita co-
me:

- o
(I11.133) Wiw = [W)], ., =] WHe *tdt

0

(con s = jw appartenente alla regione di convergenza), coincide con la
trasformata di Fourier della matrice delle risposte impulsive.

A conclusione di questo paragrafo si fa presente che,_ nella pra-
tica, & usuale rappresentare gli elementi della matrice dellerisposte ar-
moniche mediante grafici. Le rappresentazioni pit diffuse sono descrit-
te nella Appendice A.IIL3.
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1.9 - Considerazioni sulla risposta impulsiva e sulla tisposta
armonica.

La caratterizzazione completa di un sistema lineare e staziona-
rio richiede la conoscenza delle quattro funzioni ®, ¥, H, W, assegna-
te nel dominiodi t, di s odi w, Da questo puntodi vista esse risul-
tano percio tutte di uguale importanza; sta di fatto tuttavia che, nello
sviluppo della teoria di questi sistemi, la funzione W gioca un ruolo di
particolare rilievo. Cio si verifica per due ragioni principali:

a) esistono classi di sistemi per i quali la funzione W costituisce da
sola un modello completo, nel senso che la sua conoscenza consente di
determinare anche le funzioni ®, ¥, H; :

b) € possibile, e in diversi modi (come sara chiarito nel seguito di que-
sto paragrafo), determinare tale funzione mediante rilievi sperimentali
sulle sole grandezze terminali di ingresso e di uscita.

A chiarificazione del punto (a) & utile tenere presente quanto vi-
sto nel paragrafo Il 5 a proposito del legame tra la matrice delle rispo-
ste impulsive ed 1 modi naturali del sistema. E stato mosirato infattiche
impulsi in ingresso possono non eccitare tutti i modi e che non tutti i
modi eccitati possono essere osservati attraverso |'uscita; & chiaro per-
cio che in generale 1'informazione sul comportamento dinamico del si-
stema ottenibile dalla funzione W €& un'informazione incompleta. Si mo-
strera tuttavia, in un capitolo successivo, che, nel caso incui gli impul-
si eccitino tutti i modi naturali e questi possano essere tulti osservati
attraverso 'uscita, la funzione W costituisce da sola un modello com-
pleto, nel senso precisato in (a). Sembra importante farrilevare che que-
ste osservazioni pongono in luce uno dei punti didifferenziazione tra la
teoria modeérna dei sistemi (basata sulla descrizione mediante lo stato)
e la teoria classica, nella quale si assume come modello del sistema la
sola funzione W senza alcuna esplicita ipotesi sulle condizioni sotto
le quali cio é valido.

A proposito della determinazione sperimentale di cui si édetto
in (b), il modo pit diretto di effettuarla & quello legato alla interpreta-
zione illustrata nel Capitolo II e sulla base della quale éstata introdot-
ta la denominazione di matrice delle risposte impulsive.

Si tratta di considerare un ingresso del tipo:
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0 } utm
(I11.134) i-esima —| 1 | 8(t) f\;\:—/
posizione | ° ¥ e
5 e
0
4 wiT)
quando il sistema & nello stato ini- ‘
ziale x, =0 e di rilevare l'anda-
mento nel tempo delle g componenti
del vettore di uscita, per t variabi- .
le tra 0 ed ®; siottengonocosi gli
elementi:
wit-7)
Wy At
w,, (1)
(I1.135) ._
» = T
wo, (1)
La misura ovviamente va ri-
petuta facendo variare i da 1 a p.
Il procedimento illustrato va- - ¥

le in linea di principio ed in esso
non vengono tenuti presenti i proble-
mi, peraltro di rilevante importanza
sul piano pratico, della realizzazio-
ne approssimata dell'ingressoimpul-
sivo e della valutazione della preci-
sione con cui possono essere misu-
rati gli elementi della matrice W(t). .

A tali elementi si da spesso anche

il nome di funzioni ponderatrici O

funzioni memoria, per evidenziarne Fig 11111
il ruolo svolto nel calcolo della ri- &

sposta forzata. _ s
Allo scopo di illustrare questo punto sisupponga, per semplicita,

g . . . ' rne
p=q=1 e siconsideri 'espressione dell'uscita:
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(H1.136) : y(t) = 1 wit-7nuln)dr
0

Per interpretare 1'operazione a secondo membro & utile la costru-
zione grafica di fig.Ill.11. In essa si osserva che il valore dell'uscita
all'istante t & pari all'area S, relativa all'intervallo [0,t], della fun-
zione prodotto tra l'ingresso u(7) e larisposta impulsiva w(t - 7), da-
ta dal terzo diagramma. Si constata che nel prodotto w(t-7) u(7), il va-
lore dell'ingresso all'istante t interviene con un peso pari al valore i-
niziale della funzione w(7); quello all'istante t' con un peso pari al
valore della w(7) all'istante t-t', e cosl via. In altri termini i valori
assunti dall'ingresso intervengono nella risposta con un peso che dipen-
de dall'intervallo compreso tra I'istante al quale essi sono relativi e
quello nel quale si valuta l'uscita. E per questa ragione che la funzione
w(t) viene detta funzione ponderatrice o funzione memoria.

Un altro tipo di determinazione sperimentale, completamente di-
verso, si puo dedurre basandosi sulla possibilita di interpretare la fun-
zione W(jw) e cioé la trasformata di Fourier di W(t) come matrice
delle risposte afmoniche, quando il sistema soddisfa alle condizioni
(I11.116) (cioé quando & asintoticamente stabile).

Considerando inizialmente, per semplicita dinotazioni, p=q=1,
si supponga che il sistema si trovi in un qualunque stato x; all'istan-
te, che € stato prescelto per l'inizio della determinazione sperimentale
e che, data la stazionarieta del sistema, pud essere assunto uguale a
zero; si consideri inoltre un ingresso della forma (II1.127). Ricordando
quanto visto al paragrafo precedente, per il sistema in esame esiste la
risposta a regime permanente, che assume l'espressione (II1.130). Gra-
zie alla (11.116), & facile constatare che se si sceglie un numero ¢ >0,
comunque piccolo, esiste un valore T, dipendente da ¢, tale che, per
tutti gli istanti t > T, la risposta completa del sistema nelle condizio-
ni ipotizzate differisce dalla risposta a regime permanente per meno di
€. In formula, si ha percio:

t
(I11.137) yt) = wlt) =, '+ w(t-7senwrdT =
: 0

= M(a) sen @t + ¢ ()] per t>T
Dal confronto dei segnali sinusoidali in ingresso e in uscita si

possono ottenere i valori M(@) e ¢(&); si veda in proposito la figura
[I1.12. Ripetendo tale misura per @ variabile tra 0 ed ® si possono
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ottenere tutti i valori delle funzioni M(w) e ¢(w), ciogin definitiva la
funzione w(jw). Queste considerazioni si estendond immediatamente
anche al caso di ingresso e uscita multidimensionali (cfr. paragrafo pre-

cedente).
1 ~ulr)

| y (1) ; e o e 0 g e s S

M( @)

277

o
(3]

D AP,

Fig. 11112

A conclusione si sottolinea che i due procedimenti ﬁqndamentaii
esposti in linea di principio, pur profpndamente diversi sul piano og{eraﬁ
tivo, forniscono entrambi un'informazione completa!sulla ‘funzlone ¥l
primo fornisce W(t) e il secondo W(jw), ma .dall una di queste si puo
passare all'altra attraverso la trasformazione diretta oinversa diFourier.

"APPENDICE HlI

AT - Autovalori, autovettori e forma canonica di una matrice
quadrata. ’

Se A & una matrice nXn con elementi in C", X\ & una varia-
bile complessa, la matrice M1- A viene detta mairice caratteristica as-
sociata. Il suo determinante, che & un polinomio di grado n in A, a-

“vente coefficiente unitario alla potenza n-esima di A:

M [M-Al=d)=N+a, A-l+..ta, ) Fa,

viene detto polinomio caratteristico di A. Le radici dell'equazione:
2) d(A) =0

(equazione caratteristica) prendono il nome di autovalori di A.
Si prenda in esame il caso in cui gli autovalori sono distinti; in
questo caso d(\) ammette la scomposizione:

3) d(N) = T (A-A) L]

j=1

con P\i#?\j per

Si definisce autovettore destro di A, associato all 'autovalore

A, ogni soluzione non nulla dell'equazione omogenea:

(4) (A-A. Dx=0

'E immediato constatare che tale soluzione esiste ed & definita a
meno di una costante moltiplicativa, poiche, per definizione di autovalo-
re, la matrice A - A, | & singolare. Si definisce inoltre autovettore si-
nistro ogni soluzione non nulla di: '

(5) x' (A-x. D=0



106 Autovalori, autovettori e forma canonica di una matrice quadrale ALY

(dove il vettore riga x' & il trasposto del vettore x). Si puo dimostra-
re il seguente:

Teorema | - Siano A,,... A gli n autovalori distinti di A e siano
Uy eeny Uy D autovettori destri di A associatirispettivamente a ciascu-
no di tali autovalori. I vettori vy, ..., v, sono linearmente indipendenti
sul campo C dei numeri complessi e quindi costituiscono una base di

Ce,

Dimostrazione. Si supponga, per assurdo, che v ,..., v, siano linear-
mente dipendenti e cioe che esistano n numeri complessi, non tuttl nul-

li, a;,..., a  taliche:

(6) . ?.a.iui:t)

f=1

Si potra percid supporre che, per almeno un valore di k, sia o, 7
#0; si premoltiplichi allora la (6) per:

(D A=Ay Do (A=A DIA-A Do (AN D)

(nella quale manca il fattore A - A, 1). Poiché, per definizione di auto-
vettore: _

(8) (A=A Do =Au - Ao = - A,

si ottiene, da tale prodotto:
(9) a (A, = Ap) e (N = N ) (A - N b g =R I=0

che, essendo A, =\, per i7#j, puoessere soddisfatta solo se a, =
=0, ma cid & contrario all'ipotesi. <
Analogo risultato puo essere stabilito per gli autovettori sinistri.
Si osservi ora che, per definizione di autovettore, si puo scrive-

re.
(10) Aluy o) = (6 v w, ) A
essendo la matrice A data da:

Ay 0 .o O
an g= | T Bl
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Inoltre, per il teorema I, la matrice:

(12) U= ("'1 S un)

e non singolare, talché si puo scrivere:

(13) A=UAU"!
Posto ora:
vy
]
(14) u-l = .
la (13) si riscrive nella forma:
(15) A= 2 Ay v

che prende il nome di rappresentazione spettrale della matrice A. Si os.-
servi che, sulla base della posizione (14), la (13) fornisce anche:

che consente di i i j insi
” nte d.l interpretare 1 vettori v,, ..., v  come un insieme di
autovettori sinistri, linearmente indipendenti, di A.
Una ulteriore interpretazione della (13) pud essere dedotta se si

_ tiene presente che ogni matrice nXn, ad elementi in C, rappresenta

| T . . " . . .
un apphéamqne lineare A di uno spazio lineare X n-dimensionale(sul
campo dei numeri complessi) in se stesso, secondo la relazione:

{17) Y:Ax

:Jve x ;\:cé Jy ds_or;? igettori di coordinate dell'elemento x e dell'elemen-

o y =AK) di X. Si osservi inoltre che, data una trasf i i
=A &) orma

coordinate in X, definita da: ’ st

(18) x=Tx
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le colonne di T:! rappresentano le coordinate dei nuovi vettoridi base
rispetto ai precedenti. Con.tale trasformazione la (17) diventa:

(19) gy=TAT'%

Se in particolare si sceglie U-1 = T, se cio& si scelgono come
nuovi vettori di base n autovettori linearmente indipendenti di A, per

la (13) la (19) diviene:
(20 § =A%

e ciod 1'applicazione lineare viene ad essere rappresentata da una ma-
trice puramente diagonale. Per tale motivo essa prende il nome di forma

canonica.

A.11.2 - Rappresentazione delle funzioni di s.

In questa appendice verranno illustrati diversi metodi di rappre-
sentazione delle matrici di funzioni razionali, strettamente proprie, del-
la variabile complessa s. Va subito osservato che la maggior parte del-
le rappresentazioni delle quali si tratterd si estendono immediatamente
anche alle funzioni razionali proprie o improprie; tuttavia, poiché queste
estensioni sono ovvie, non verranno considerate in modo esplicito.

Come sard messo in evidenza nel seguito, le rappresentazioni
che si considereranno costituiscono la naturale generalizzazione, al ca-
so di matrici di funzioni di s, delle rappreseniazioni correntemente u-

sate per le funzioni razionali.

Rapporto di polinomi. I singoli elementi della matrice assegnata F(s)
sono tutti, per definizione, rappresentabili come rapporto di polinomi:

nij(s)

(21) ) fij(S) = :i—;:—(E—ST

nei quali il grado del polinomio a numeratore nij(s) & _inferiore al gra-
do del corrispondente polinomio a numeratore d,. (s). Econveniente,per
ovvia economia di simbolismo, che nelle rappresentazioni (21) i polino-
mi ﬂij(s) e dij(s) siano primi tra loro. Se si considera ora il minimo
comune multiplo d(s) dell'insieme dei polinomi d;,(s), che risulta -
per quanto ora precisato - il minimo denbminatore comune delle funzioni
£ (s), & possibile dare una rappresentazione compatta dell’ intera ma-

-(24) | () =
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" trice F(s) conla formula:

B(s)
d(s)

nella quale B(s) & una matrice ad elementi polinomiali,'
' Per t\asplicitare meglio la struttura ed i parametri mediante i qua-
li la (22) pusd essere scritta, assumendo che il grado del polinomio d(s)
sia pari ad n, si pud utilizzare la rappresentazione:

(22 F(s) =

g
B L P
23) R =28 Tat? 18+ By
dls)  gn a sl +..ta s+ta,

di dimension: par a guelle & F0 % ot Slengono. ondinando. cpport.

' iaquelledi Fis), e si ottengono ordinando oppodrtu-
namente 1 .coefflclentl dei polinomi a numeratore risultanti dalle (21)
quando si sia operata la riduzione al denominatore comune. Si fa osser-
vare che, senza perdita di generalita, si pud assumere unitario il coef-
ficiente di s® nel denominatore.

Poli e ?oefficie_nfi._Un‘altra delle rappresentazioni pit importanti per u-
na f}mzmne razionale f(s) fa riferimento allo sviluppo in frazioni par-
ziali:

X

p D=

Tix

V(s - pi)k

T Mo

1 k

e cioe si serve delle 'r radici (distinte) del denominatore p-1 p
(r.no\ltepl%cna V), +e, ¥,) e dei coefficienti r,, [innumero paria § V/.),
cioe pari al grado del denominatore di £(s)]. Questo ultimi si calcola
no con la relazione: ‘

(25) eo= lim — il [£(s) (s -p)"
T N OTY o s)(s-p) 1]

ds

Evah?rl Py s P, scno i poli della funzione f(s) ed i valori
ypyeves Ty corrispondenti residut,

Adottando la rappresentazione (24) per ciascun elemento f..(s)
dtell{a matrice F (s) ed ordinando i coefficienti r,, in opportune rﬁgtri-
ci si pud ottenere, per la F(s) stessa, la fappresgntazione:
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r ns Rik

2 : F(s)= 2 X

%) i-1k=1(s-pi)k

che generalizza la (24). In essa i valori p,, ..., p_sono le radici di-
stinte (con molteplicita n, ..., n) del minimo éenomin'atore comune
d(s) degli elementi della matrice F(s); in quanto tale, ciascuna dies-
se coincide con un polo di almeno una delle funzioni f . (s). Per tal_e
motivo esse vengono dette poli di F(s). Le quantita R, ,che sonoma-
trici di costanti, di dimensioni pari a quelle di F(s), si calcolano con

la relazione:

n.~k

¢ s
(27) R. = lim

[F(s) (s - pi)“i]
k s_'pi (ni - k) ! dS

nl-k

che generalizza la (25),

Poli e zeri. Un'altra rappresentazione, anch'essa importante, & quella
che fa riferimento, oltre che ai poli, anche agli zeri, della funzione f(s).
Supposto che questi ultimi siano in numero di p', di yalore Ziy1Zgy vne
e, Z,, e dimolteplicitd v}, vy, «.., v,, la f(s) vieneespressa con
la formula:

[ v!
Il'll(s i)

(28) fla) =K = |
T (s - pi)vi

i=1

ove K' & una costante che si deve introdurre se il coefficiente {eiat@—
vo alla potenza pil elevata di s nel numeratore della f(s) non & uni-
tario. _ o ‘ :
Tale rappresentazione & molto in uso per le funzioni lrazmnal}.
soprattutto grazie alla sua utilita nei problen%? E!l rappresentazione grafi-
ca [cfr. Appendice A.I1.3], ma non & estensibile al caso matriciale.

A3 - Rappresentazioni grafiche delle funzioni di w.

Accanto ai tipi di rappresentazione che derivanodalla‘sostituz.m-
ne formale di s con jw nelle espressioni raccolte nell" Appendice
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A.IIL.2, per le funzioni razionali di j« sono in uso anche vari tipi di

‘rappresentazione grafica, ai quali & dedicata la presente Appendice.

_ Considerando un arbitrario elemento f(s) della matrice F(s) e
prendendone in esame i valori assunti per s =jw, si ottiene una fun-
zione complessa di variabile reale; essa pud essere rappresentata ‘me-
diante una coppia di funzioni reali di variabile reale, in particolare la par-
te reale R(w) e il coefficiente della parte immaginaria I(w) ovvero il
modulo M(w) = [f(jw)| e la fase o(w) = [f(jw):

29 f(jw) = R(w) + j1(w) = M(w) i@

dove R,I,M, ¢ sono legate dalle ben note relazioni:

(30) R = M'cosqlJ ; ]=Mseno

(31) M=YRz+12 quarctgw—é-

Se si assume che i coefficienti della rappresentazione (21) sia-
no reali, valgono alcune proprietd di simmetria; precisamente si ha che
il modulo M e la parte reale R sono funzioni pari di @, mentre la fa-
se ¢ e la parte immaginaria I sono funzioni dispari di . Dacid con-
segue che ¢ sufficiente assegnare i diagrammi delle funzioni considera-
te solo per valori di @ positivi (o negativi).

; Le rappresentazioni grafiche utilizzate pit comunemente per la
f(jw) sono:

o) diagrammi polari di Nyquist, in cui si riportanc su un piano la parte
reale e la parte immaginaria di {(j@) come ascissa ed ordinata di un
to P, che si pud anche considerare come estremo del vettore OP, ap- -
plicato nell'origine 0, avente per modulo 1'ampiezza M e per argomen-
to la fase @; in tali diagrammi « appare come parametrocorrente lun-
go la curva; :

b) diagrammi cartesiani o di Nichols (o di Black), in cui siriportano su
un piano grandezze proporzionali alla parte reale e aquellaimmaginaria
di Inf(jw) come ordinata ed ascissa di un punto P; essendo:

(32) Inf(jw)=In [Mei®?] =lnM+io

cio equivale a riportare come ordinata una guantitd proporzionale al lo-
garitmo naturale del modulo e come ascissa la fese; di solito per i mo-
duli si da il valore in dB(decihel) pari a 20 volte il logaritmo decimale
di M; anche in questo caso « appare come parametro comrente;
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¢) diagrammi di R e di 1, cioé della parte reale e della parte immagina-
ria di f, in funzione di w;

d) diagrammi di M e di @, cioé del modulo e della fase di f in funzio-
nedi w;

e) diagrammi logaritmici o di Bode, in cui si riportano grandezze pro-
porzionali alla parte reale ed a quella immaginaria del logaritmo di f
(ciod al logaritmo del modulo ed alla fase di f) in funzione del logarit-
mo di w: 1 logaritmi piu usati sono, per M, guelli decimali di solito
moltiplicati per 20 (espressione in dB) o quelli naturali (espressione
in neper) e, per w, (se M & in dB) quelli decimali(espressione in de-
cadi) o quelli in base 2 (espressione in ottave) ovvero (se M & in ne-
per) quelli naturali ; la fase si riporta in gradi od in radianti.

Le rappresentazioni indicate si possono raggruppare in vari mo-
di; ad esempio quelle costituite da una sola curva con @ come parame-
iro corrente (rappresentazioni a e b) e quelle costituite da una coppia
di curve con w, eventualmente in scala logaritmica, come ascissaedue
parametri identificativi di f in ordinate (rappresentazioni e, d ed ),
da un altro punto di vista si possono distinguere le rappresentazioni di
f (a, ¢ ¢ d) daquelle dilogf (6 ed e).

Il ricorso alla rappresentazione del logaritmo di f élegatoa due
tipi di considerazioni e, precisamente, a questioni di scala e a questio-
ne di composizione. Infatti I'impiego di una scala logaritmica consente
di rappresentare pilt comodamente grandezze suscettibili di variazioni
molto ampie in quanto rispetto alla scala naturale la rappresentazione
dei valori elevati viene contratta e quella dei valori bassi viene espan-
sa; cid & particolarmente comodo per il caso del modulo che ha effetti-
vamente variazioni ampie, nonché per la frequenza.

Per le questioni di composizione si osserva che molto spessooc-
corre eseguire il prodotto di fattori di rappresentazione nota e 'impiego
di una scala logaritmica consente di ottenere il modulo della funzione
cercata come somma di termini corrispondenti ai suoi fattori e cioé con
la stessa legge di composizione gia valida per le fasi, che per altrovie-
ne maptenuta anche in questa rappresentazione.

Ai vantaggi illustrati va aggiunto anche il fatto che, con 1'ado-
zione delle scale logaritmiche sia per f sia per @ (rappresentazione e),
& possibile dare una rappresentazione delle curve, valida per il caso in
cui l'espressione di f sia fattorizzata,che & particolarmente comoda ed

(1) - Una decade & l'intervallo fra due frequenze che stiano fra loro in rapporto 10. una
ottava l'intervallo fra due frequenze che stiano fra loro in rapports 2 (come avvieneper
la frequenza della ottava nota della scala musicale rispetto & quella della prima).
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efficace: la rappresentazione asintotica. Questi motivi fanno spesso pre- -
ferire, sul piano applicativo, la rappresentazione di Bode e parallela-
mente quella di Nichols. ;

Regole per il tracciamento asintotico del diagramma di Bode. Le regole
che qui si danno si riferiscono al caso in cui la funzione f(s) - per la
quale si desidera rappresentare la corrispondente funzione di jw - sia
assegnata nella forma (28) e, ciog, attraverso poli e zeri. Ai fini della
r‘appresgnt&zione che si sta considerando & conveniente distinguere i po-
li e zeri complessi coniugati da quelli reali ed anzi tenere separati i fat-
tori corrispondenti ad un eventuale polo di molteplicita o nell ' origine
ed ad un eventuale zero di molteplicitd o' anch'esso nell'origine.

B Indicando con r\j(i =1, ..., p) ipolireali, con a tjw, (k=
—].1, v u)’ le coppie di poli complessi coniugati, con A' ‘ti = l,k...,,u')
gli zeri reali e con a) tjw, (k=1,..., v') le coppie di zeri comples-

s1 conlugali e con n, n,, n;, n, le rispettive molteplicita, la (28) as-

sume la forma:

u_l . f7Al
| T (=AD" T [s - a))2+ w2
(33) f(s) = K'—= e
o 1] Iu n, L
S i];]‘). (s - )\i) 1 kl=]1 [(s-or.k)2 + w:] k

 Come gia si ¢ fatto nello studio dei modi naturali, anche qui' e
possﬂn'le impiegare in luogo dei coefficienti A, a, ed w, i coefficienti
7. per i pc:h realie [, ed w_  per quelli complessi ea analoghi coef-
flc;entl 7 & ed w  per gli zeri. In tal caso la (33) si riscrive nel-
a forma:

! . V! 2 ]nt

7 i n
I (A+sa)% 0 f+2g = +2"
i= 1 =] 1 ! r
B0 ) =K _ ; B
' e B g s s2 |m
s | (.1'1‘57.}1 IT 1+2C +
i=1 it = Caw, ol

dove K élegatoa K' dalla relazione:

B
C 1 .T;i 11 w'f“l:s
(35) K=Kzt k=1 *
n L P
Iy 0wk
" i Lol nk
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e prende il nome di guadagno. Si puo facilmente constatare confrontando

la (34) con la (21) che K & il rapporto tra i coefficienti b ed a relati-

vi alle potenze di ordine pit basso.

Sostituendo ‘jw ad s nella (34) si ottiene la rappresentazione
fattorizzata della f(jw) in una forma particolarmente utile ai. fini del "
tracciamento dei diagrammi di Bode. Come si pud notare, essa € asse- .

gnata attraverso 1'indicazione di fattori dei seguenti 4 tipi:
K
jw

(36) ltjer

Y
() con |§|<1

| w
1+2 4=+
c;Jn 0..-‘2
n
ciascuno dei quali, a parte K, pud apparire a potenza positiva o nega-

tiva. -
La procedura di tracciamento del diagramma di f si pud sche-

matizzare nel seguente modo:

_ tracciamento delle curve corrispondenti ai singoli fattori (di uno dei

quattro Lipi considerati); _

— composizione delle singole curve (precisamente sommando i termini a

numeratore e sottraendo quelli a denominatore e interpretando le even-

tuali potenze come prodotti ripetuti). : ]
(Quest'ultima fase € ovvia; rimane, perianto, da esaminare la pri:

ma e cioé i metodi per tracciare i diagrammi corrispondenti a ciascuno

dei fattori (36).

Per la costante K si osserva immediatamente che il diagramma
di Bode del modulo € una retta orizzontale, di ordinata 1nK, mentre quel-
lo della fase & l'asse delle ascisse.

Per il fattore monomio jw, chiamando x = Inw l'ascissa, y,=
=1nM l'ordinata del diagramma dei moduli e z, quella del diagramma
delle fasi, si ha:

y,=IhM=lhw=x

(37)
ki
z’l ==

2

Si constata immediatamente che il diagramma dei moduli & una
retta passante per l'origine ed inclinata di 1 neper/ neper ed il diagram-

A 1 e 50 0 L

W

S unng
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ma delle fasi & una retta orizzontale di ordinata + 77/2 (cfr. fig.1). Se

~si adottano i dB per M .e le decadi o le ottave per w lapendenza del-

la retta € rispettivamente di 20 dB/decade e di ~ 6 dB/ottava.

InM @

w2

In @ . Inw

Fig.1

Per il fattore binomio 1+ jw 7 si ha con simboli analoghi:

y2=lnM=lnm

Z, = 9=artgw T

(38)

Si pu:‘l) osservare che il diagramma dei moduli presenta due asintoti, Vi
ed y, la cui equazione si determina facilmente trascurando, rispettiva-
mente, w7 rispetto ad 1 ovvero 1 rispetto ad w7; le equazioni di
tali asintoti sono dunque:
. 1
=0
(39) .
mn
Yo

1

x+lnrt

e cioé quella di una retta coincidente con l'asse delle ascisse e di una
retta inclinata di +1 neper/neper (ovvero 20 dB/dec o ~ 6 dB/ ott)
ed intersecante l'asse delle ascisse nel punto x =-In 7 (cioé per w =
=1/ 7). Con questi due asintoti si pud costruire la spezzata rappresen-
tata a tratto piu marcato in fig.2a in cui il puntodi intersezione si dice
punto di rottura e la frequenza (o pulsazione) relativa frequenza (o pul-
sazione) di rottura.

Questa spezzata costituisce il cosiddetto diagramma asintotico
del termine binomio e differisce dal diagramma esatto per un termine che
€ massimo in corrispondenza al punto di rottura ed ivi vale 0,346 neper
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(circa 3 dB), ha andamento simmetrico rispetto ad una verticale passan-
te per il punto di rottura e vale 0,061 neper ad un neper di-distanza da
questo, circa 1 dB ad una ottava e 0,04 dB (ciog una quantita pratica-
mente trascurabile) ad una decade; 1'andamento esatto degli scostamen-
ti del diagramma effettivo da quello asintotico € riportato.in fig.?, dove
le frequenze sono normalizzate a quella di rottura, che viene cosi ad es-
re indicata dal valore 1; il suo logaritmo & quindi 1'origine dell'ascis-

se.
17/2 /_'
/4 7

InM

a) b)

c)

Fig.2

Per quanto concerne il diagramma delle fasi, esso ha due aslin~
toti entrambi orizzontali, uno coincidente con l'asse delle ascisse e ]'al-
tro di ordinata pari a + 7/2:

(40) 2, =0 oz =tm/2

>
a seconda che 7 2 O.
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Volendo sostituire al diagramma esatto una spezzata si devono
congiungere i due asintoti con un tratto intermedio, di pendenza oppor-
tuna. Una prima approssimazione pud essere quella di collegare i due
asintoti con un segmento verticale in corrispondenza al punto di rottura
(come in fig.2b relativa al casodi 7> 0); in tal caso il tracciamento &
immediato ma gli scostamenti sono eccessivi (il loro valore massimo si
ha nel punto di rottura & vale 7/4). Una approssimazione pit soddisfa-
cente si puo ottenere con un segmento inclinato di un angolo opportuno,
in modo da ridurre gli scostamenti e da consentire una identificazione
abbastanza agevole dei due vertici della spezzata; un segmento che sod-
disfa a queste condizioni & quello inclinato di 7/4 per decade, con il
quale i vertici sono a destra ed a sinistra di una decade dal puntodirot-

- tura e lo scostamento massimo si ba in corrispondenza a tali vertici ed

¢ minore di 0,1 rad. Se si adottasse come tratto intermedio quello ap-
partenente alla tangente nel punto di rottura (che ha pendenza 0,5 rad/
/nep) si avrebbe uno scostamento massimo di circa 0,2 rad (circa 12
gradi).

log@wT

Fig.3

Si pone in evidenza il fatto che, mentre il modulo & approssima-
to mediante una spezzata di due lati, la fase lo € mediante unadi tre la-
ti, cio che rende, per quest'ultima, molto meno agevole la composizione
dei diagrammi approssimati, soprattutto ove si tenga presente che il trat-
Lo intermedio si estende su due decadi. :

Passando ora a considerare il fattore trinomio:

j#ggtt 22
w ey

n n
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si ha:
. - CIJ2 2 QJE
(41) ;
g
(.(Jn
z, = ¢ = arctg
1__5"__2_
w2

in cui figurano i due parametri { ed w . Il diagramma dei moduli pre-
senta due asintoti di equazione:

1 — 0
(42) &
vy =2 (- Ih‘i m“)

cioé una retta coincidente con l'asse delle ascisse ed una inclinata di
+ 2 neper/ neper (ovvero 40 dB/dec o circa 12 dB/ott) che si interse-
cano nel punto di rottura di ascissa ' x =lnw_ (ciod per @ =w ).

Anche in questo caso si pud costruire un diagramma asintotico
come mostrato in fig.4; gli scostamenti da quest'ultimo del diagramma
effettivo dipendono da {{ | e possono essere molto elevati, tendendo
all'infinito per || tendente a 0. A titolo di esemplificazione in figu-
ra4a sono indicati alcuni andamenti de! diagramma effettivo per alcuni
valori di |Z]; si & rappresentata anche la curva relativa al caso limi-
tedi |Z|=1, in cui il trinomio si riduce al quadrato di un termine bi-
nomio; si pud facilmente constatare che le sue ordinate sono doppie di
quelle relative al diagramma del termine binomio corrispondente, in cui
=1 w_

Le curve degli scostamenti (dB su dec) sono riportate in figu-
ra 5 ancora con ascisse normalizzate, per un fattore trinomio supposto
a denominatore, che corrisponde al caso pit frequente. Naturalmente se
il fattore trinomio & a numeratore, gli scostamenti sono di segno oppo-
sto. Anche in questo caso si & riportata la curva corrispondente al caso
limite di |Z|=1 che ha ordinate doppie di quella di fig.3.

a
i,
4
]
|
i
3
ki
i
1
4
- 8
K
.4
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_ Anche per il termine trinomio la fase ha due asintoti orizzonta-
li, uno coincidente con !'asse delle ascisse e l'altro di ordinata pari a
m: .

2z =0
(43) :
’ zg =t

[a seconda che {-Z 0] e si possono ripetere considerazioni analoghe a

quelle fatte per il.termine binomio a proposito della possibilita di co-
struire una spezzata; in questo caso, pero, la scelta del tratto interme-
dio dovrebbe dipendere da |{ |, in quanto 1'andamento effettivo dipen-
de appunto, a parte il seguo, da [{|. Per questa ragione il diagramma
delle fasi normalmente si costruisce punto per punto servendosi di aba-
chi come quello di fig.6 (sempre con ascisse normalizzate e riferite ad
un fattore trinomio al denominatore) dal quale sipossono desumere indi-
cazioni anche per il caso binomio prendendo la curva relativaa | | =1
e dimezzando le ordinate; le fasi vanno prese con lo stesso segno

di .

Inh

Fig.4

Hustrato il metodo per il tracciamento dei diagrammi asintotici
corrispondenti ai singoli fattori della (34), si pud indicare per il dia-
gramma dekl quuh una procedura pit rapida di quella schematizzata al-
I'inizio. Si puo, precisamente, procedere nel modo seguente:
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a) segnare le ascisse dei punti di rottura che corrispondono agli inver-
sidelle 7, e 7] edalle w, ed w.;"

b) tracciare il primo tratto della spezzata che & una semiretta dipen-

denza (o' - o) neper/neper (pari a 20 (o' - o} dB/dec edacirca6(o’ -, I <
- o) dB/ott) e che interseca (eventualmente con il suo prolungamento)
]'asse delle ordinate nel punto In K (ovvero 20 log K); 7 ®

¢) tracciare i lati successivi in modo che ciascuno risulti inclinato ri-
spetto al precedente di + 1 neper/neper se l'ascissa del vertice comu-
ne & relativa ad un fattore bi nomio rispettivamente a numeratore od a
denominatore, e di + 2 neper/neper se l'ascissa € invece relativa ad
un fattore trinomio rispettivamente a numeratore od a denominatore; se
il vertice corrisponde, perd, ad un fattore di molteplicita maggiore di 1,
le variazioni di pendenza indicate devonoessere moltiplicate perl‘espo-
nente relativo. :

0,05

3

Per quanto riguarda le correzioni da apportare al diagramma a-
sintotico, occorrerebbe, a rigore, che ciascuna fosse apportata su tutto
il campo di frequenza in quanto i loro contributi si sommanoed & possi-
bile che-la loro combinazione risulti non trascurabile anche dove lo &
ciascun addendo; in effetti pero, se i vertici sono sufficientemente lon-
tani, nell'intorno di ciascun vertice si possono considerare solo le cor-
rezioni relative al termine che corrisponde a quel vertice.

Per la fase, in generale, conviene procedere direttamente alla
somma dei diagrammi esatti che si possono ricavare con l'ausilio del-
la fig.6; infatti 1'approssimazione che si ottiene combinando le spez-
zate con segmenti verticali & troppo scarsa, mentre la combinazione del-
le spezzate con segmento mediano inclinato risulta non agevole in quan-
to i vertici non corrispondono ai punti di rottura e, per ciascun fattore, i
due vertici ad esso relativi (che distano di due decadi nel caso del ter-
mine binomio) non risultano, generalmente, consecutivi, perche fra essi
possono venire ad interporsi uno o due vertici relativi al polood allo ze-
ro pit vicini.

s
Fig.5
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/IN8 .. i .
” % CAPITOLO "IV
1] | _
. i _
/ i : J ELEMENTI Dl TEORIA DELLA STRUTTURA E DI TEORIA

DELLA REALIZZAZIONE

——
4 5

/A/ / o : > IV.1- Condizioni per ['eccitabilita e I'osservabilita dei modi na-

?/ y : turali. ’
b= %/ 2 Nello sviluppare lo studio dei modi naturali (cfr. Capitolo III) si
" gﬁh g:f _‘-_4 5" © ' e richiamata l'attenzione sul fatto che un impulso in ingresso non sem-
B B =} & % o , pre & in grado di eccitare tutti i modi naturali e che non tutti i modiec-
= i citatl possono essere osservati attraverso l'uscita. Partendo da questa
S 77 ! considerazione si & posto in evidenza, nel par.lll.9, che in generale la
[/ //' / /é ' . i . matrice delle risposte impulsive non costituisce, da sola, un modello
f/ /’//////7,]," | . : _ { = .completo del sistema, Si & anticipato,.tuttavia, che quando gli impulsi

eccitano tutti i modi naturali e questi possono essere tutti osservati at-
' . traverso l'uscita, la matrice delle risposte impulsive (e quindi anche la
l/’{// //"’- 2 ' 3 matrice-di trasferimento, che ne & la trasformata di Laplace)individuain
/ = - modo completo il sistema. In questo Capitolo si intende fornire una giu-
stificazione di quanto asserito, nel quadro di alcuni risultati generali

della Teoria dei Sistemi, -
_ Un primo passo consistera nello stabilire condizioni necessarie
e sufficienti affinché tutti i modi naturali della risposta nello stato pos-

© sano essere:

———
—
N
N
&
N
0,8
0,5 0,6

3
0,4
0,

'\\-
)
L=0
0,2

0,2

/ : a) eccitati da impulsi in ingresso;
b) osservati attraverso l'uscita.

Tali condizioni saranno riferite alle matrici che caratterizzano
un'assegnata rappresentazione del sistema in esame. Come & naturale
o : attendersi, tali condizioni risulteranno invarianti sull'insieme di tutte

' le rappresentazioni che si possono associare ad un medesimo sistema
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