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CAPITOLO V

"EL'EMENTI DI TEORIA DELLA STABILITA

(con riferimente ai sistemi lineari stazionari)

Y.l - Premessa.

I capitoli precedenti di queste dispense sono stati dedicati pre-
valentemente all'analisi dei diversi modelli matematici che si possono -
adottare per descrivere un. sistema e dei metodi che consentono il pas-
saggio dall'uno all'altro di essi. Una particolare attenzione & stata de-
dicata all'analisi delle condizioni sotto-le quali determinati modelli so-
no equivalenti. Va sottolineato che nell'esposizione dei suddetti argo-
menti, in ragione dei limiti posti a queste dispense e chiariti nell'intro-
duzione, pur ispirandosi ad una impostazione di tipo generale, si & per-
seguito come scopo principale quello di inquadrare e giustificare i me-
todi di rappresentazione dei sistemi utilizzati nella tecria elementare
dei Controlli Automatici.

Questa esigenza condizionera anche la trattazione dei problemi
di stabilita, che verra svolta in questo capitolo, Questi problemi sono
fondamentali nella teoria dei sistemi (cfr, par.l.8) e la teoria - relativa
puo essere sviluppata a livello piuttosto generale. Tuttavia, avendo co-
me obiettivo la presentazione di quei risultati che servono ad inquadra-
re correttamente i problemi di stabilita che si pongono nella teoria ele-
mentare dei Controlli Automatici, ci si limitera qui a fornire soltanto le
nozioni relative alla classe dei sistemi lineari stazionari. -

In particolare, si introdurranno le definizioni di stato di equili-
brio, di stabilitd e di stabilitad asintotica; si mostrerda anche come, per
i sistemi lineari stazionari, a tali concetti si connette strettamente
quello di «stabilitd interna» di un sistema. Parallelamente si introdur-
ra anche una definizione di «stabilita esterna». Si daranno poi le con-
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Eiiziqm‘, necessarie e sufficienti, sulle funzioni che caratterizzano il mo-
dello del sistema, affinché questo abbia una prefissata proprieta di sta-
bilita. ‘Verra infine considerato il problema dei legami tra i vari tipi-di
stabilita introdotti, -

Si vuole sottolineare che, dal punto'di vista applicativo, & di
fondamentale importanza fornire, accanto alle definizioni e alle condi-
zioni, anche eriteri che consentano di verificare se le suddette condizio-
ni di stabilitd siano soddisfatte o meno per un assegnato sistema. ‘Tali
criteri non vengono trattati in questo capitolo, dove ci si limita (cfr. pa-
ragrafo V.8) a-dare cenni di inquadramento ed opportuni riferimenti.

V.2 - Siati di equilibrio.

Non & conveniente dare le definizioni relative alla teoria della
stabilita riferendosi direttamente alla classe dei sistemi lineari stazio-
nari, se si vogliono mettere in luce alcune proprietd essenziali di cui
tale classe particolare di sistemi gode dal punto di vista dello studio
della stabilita. A tal fine é importante rilasciare almeno 1'ipotesi di li-
nearita; per semplicita di trattazione & conveniente viceversa mantene-
re I'ipotesi che i sistemi siano stazionari.

Mantenendo anche in questo capitolo l'ipotesi, fin qui adottata,
che 1 sistemi in questione abbiano uno spazio di stato a dimensione fi-
nita (ordine finito) e siano differenziali, come descrizione del sistema
si pud adottare o la funzione di transizione dello stato (I.1) o l'equa-
zione differenziale (I1.38), cui tale funzione soddisfa. Tenendo presen-
te le implicazioni dell'ipotesi di stazionarieta tali relazmnl possono es-
sere riscritte nella forma

(V.1) x(t) = @lt-t}, x4 ulhw])
e, rispettivamente:

(v.2) () = ¢ [x(t), u(t)] x(ty) = x,

Cio premesso si pud passare a definire i cosidetti stati (0 punti)
di equilibrio, la cui considerazione & il punto di partenza della teoria
della stabilita. In termini informali uno stato x  sidice di equilibrio
se, nell'evoluzione libera avente origine da tale stato, lo stato del si-
stema si mantiene costantemente pari ad x_. In termini formali (1) si

(1) - Si assume come istante iniziale t, =0, senza perdna di generalita in quanto i
sistemi considerati sone stazionari,
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tratta di imporre, nella (V.1) che, se x, = x_, ed u(t) =0 perogni t>

20, risulti x(t) =x_ perogni t 2 0; cme. in formula:

(v.3) =0, x,, 0) Vi20

el

Similmente, i_mpone_ndo tale condizione nella (V.2) (tenendo quindi pre-
sente che x(t) = x_ perogni t 20 implica x(t) =0) si ha: :

(V.id) o 0=+¢(x,0)

I punti di equlllbrlo si ottengono dunque come solumom o della

(V.3) o della (V.4). Esula dai limiti di queste note considerare in gene--

rale il problema dell'esistenza di tali soluzioni e, in caso affermativo,
quello dello studio della natura dell'insieme da esse definito. ‘Si esa-
minera in dettaglio solo il caso dei sistemi lineari stazionari; in esso le

(v.3) e (V.4) diventano:
(vV.5) v = 8, Vi 0
(V.6) : 0=Ax,

In particolare quest'ultima & una equazione lineare omogenea e quindi

ammette sempre la soluzione x_=0. E noto inoltre dalla teoria delle

equazioni lineari omogenee che tale soluzione & unica se e solo se la
matrice A & non singolare; negli altri casi esistono infinite soluzioni
che costituiscono un sottospazio lineare dello spaz.m di stato!!?, In al-
tri termini in un sistema lineare stazionario o vi € un solostato di equi-

librio, coincidente con l'origine (A non singolare) o ve ne sono infiniti,

costituenti un sottospazio lineare (A singolare).

Ad esempio, considerando il sistema associato al circuito di fi-
gura [IL.7, si constata che esiste un solo stato di equilibrio caratteriz-
zato da valori nulli della corrente i e delle tensioni vy la matri-
ce A della (II.55) & infatti non singolare. - Conmderandlo invece il si-

stema associato al motore di fig.[Il.5, si constata che esistono infiniti .
stati di equilibrio, caratterizzati da valori arbitrari della posizione an-
' golare @ e da valori nulli della velocita (1 e della corrente i. Tali

stati di equilibrio si determinano scrivendo !'equazione (V.6) per la ma-
trice A data dalla (111.49),

(1) - Basta osservare che, se Ax, =0 ed Ax,=0 (con %) #O0 e x, £ 0) risulta
anche, per qualsiasi valore delle costanti c e g A(c:,I xq 4 €y xy) —&
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V.3 - Stabilita di uno stato di equilibrio.

Uno stato di equilibrio x_ si dice stabile, se, comunque sisce- -

glie un numero € > 0, esiste un numero & > 0, eventualmente dipen-
dente da €, tale che, se la distanza tra lo stato iniziale x

ra e lo stato di equilibrio x_ risulta inferiore ad e ) ;
Come & noto, la distanza tra due punti d(x,, x,) diuno spazio
lineare normato pud essere espressa mediante la normalé del vettore
x, - x,, che sara indicata con ||x, - x,|| (cfr.Appendice A.V.1).Intal
caso la precedente definizione pud essere formalizzata nel modo seguen-

te:
(V.7)" Ve>0, 35,>0 : lxg-x, 1l < 5, =

= [|x)-x_[|<e Vi20
se con x(t) siindica la risposta dello stato inevoluzione libera a par-
tire dallo stato iniziale »(0) = x ‘1),

Per avere una interpretazione geometrica della definizione ora
data, si puo considerare la fig.V.1, che é relativa ad un sistema del se-
condo ordine ed in cui & riportato anche l'asse deitempi.In essa si ipo-
tizza che lo stato x_ sia uno stato di equilibrio; si dira cheessoé sta-
bile, se; comunque si fissa il raggio € del cilindro C, esiste un cer-

chio di raggio &, tale che, per ogni stato iniziale ad esso interno, la

risposta in evoluzione libera si mantiene all'interno del cilindro C. Si
sottolinea il fatto che questa situazione deve verificarsi per tutti i pos-

(1) - & importante osservare che il punto di equilibrio e, di conseguenza, la relativa
stabilitd sono definiti con riferimento ad una particolare rappresentazione del sistema
in esame. Se in luogo di questa si considera quella corrispondente ad un'arbitraria tra-
sformazione di coordinate nello spazio di stato, del tipo:

z(t) = T x (1)

(con T costante e non singolare), al generico punto di equilibrio x_ corrisponde il
punto:

Si verifica perd facilmente che la stabilitd di x_ implica ed & implicate da quella di
z_ (il lettore potrd prevarle direttamente parlcnao dalla (V.7) e tenendo conto della re-
lezione (16) dell'Appendice AV, 1), '

In questo senso la stabilitd di un certo punto di equilibrio pud essere conside-
rata invariante su tutte le suddette rappresentazioni del sistema,

., e lo stato
di equilibrio x_ & minore di §, allora, ad ogni istante t Esucce_s’s_i\ié!_'
all'istante iniziale) la distanza tra lo stato assunto in evoluzione libe- -
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sibili valori del raggio del cilindro; in altri termini, se per uno solo di

tali valori cio non si verifica, il punto di equilibrio non & stabile. -

x(t) =@ (-t Xy, 0)

Fig.V.1

La figura evidenza anche il concetto qualitativoche sta alla ba-
se della definizione formale, e cioé il requisito che l'intera traiettoria
in evoluzione libera si mantenga vicina quanto si vuole allo stato di e-
quilibrio, se lo scostamento dello stato iniziale da quest'ultimo viene
opportunamente limitato, - :

Prima di passare a considerare alcuni esempi, si ritiene utile e-
splicitare alcune implicazioni della definizione (V.7) per il caso dei si-
stemi lineari stazionari. In particolare, in tali sistemi, se esiste pin di
un punto di equilibrio la stabilita di uno qualsiasi di essi implica ed ¢
implicata da quella di un qualsiasi altro. Allo scopo & sufficiente, ov-
viamente, provare che la stabilita di un qualsiasi punto x_ implica ed
é implicata da quella dell'origine 0 dello spazio di stato.

Si supponga la (V.7) verificata e si definisca la variabile:

(v.8) z(t) = x(t) - x,
Se x(t) soddisfa l'equazione differenziale:
(v.9) x(t) = A x(t) x(0) = A

2(t) soddisfa la stessa equazione differenziale:
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(V.10) 1(t) = A z(1) a0 =x,-x, =g,

Tenendo conto di tali posizioni, la (V.7) si pud riscrivere nella
forma: :

(V1) Ve>0, 35,50 : |lz,ll<s, = |lz@ll<e V20

Questa si puod interpr&tar& come condizione di stabilita relativa all'ori-
gine 0 dello spazio di stato del sistema descritto dalla (V.10). Essen-
do questo sistema coincidente col sistema (V.9), tale condizione si puo
anche interpretare come condizione di stabilita dell'origine dello spazio
di stato nel sistema originario. '

. Utilizzando lo stesso cambiamento di variabile e partendo que-
sta volta dalla (V.11) & possibile provare, allo stesso modo, 1'implica-
zione inversa. ' ,

Un'ultima precisazione riguarda la possibilita, nella classe dei
sistemi lineari, di indebolire la (V.7). Si puo infatti mostrare che questa
é equivalente alla condizione pil debole:

(V.12) 3E>0, 3§>0 : ||x0|l<g“—‘>||x(t)||<g V>0,

In questa, grazie al risultato precedente, si fa riferimento all'origine 0
dello spazio di stato anziché al particolare punto di equlhhrm x_ esi
considera l'esistenza di una sola coppia di valori (¢, ) in luogo delle
infinite coppie (¢, §_) previste nella (V.7). Per provare ' equivalenza
della (V.12) alla (V.7) (riferita @ x_ = 0), si ammetta che la prima di

esse sia soddisfatta e si definisca una nuova variabile:
(v.13) z(t) = a x(t) -(3'.(J =a x,)
"con a numero reale arbitrario. Sostituendo questa nella (V.12) si ha:

(v.1e)  F€>0, 35>0 : ||z ll<a¥® =||lz®)]||<ae

e ciog, data l'arbitrarieta di «, la (V.7) con:

o

I
m.
mll o

(avendo posto preliminarmente x_ = 0). Questa nuova espressione &
condizione di stabilita per il punto di equilibrio in esame in quanto z(t)

soddisfa all'equazione (V.10). L'implicazione inversa e evidentemente

banale.
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Si passa ora a considerare alcuni semplici esempi che permetto-

no di illustrare gli aspetti essenziali del concetto di stabilitadi uno sta-

to di equilibrio.
Sia dato un sistema descrll:to da:

. Rl O ]' . :
(15) x(t) = (.‘1 0) x(t)

, che ammette, in base a quanto osservato nel paragrafo precedente, 1'ori-

gine dello spazio di stato come unico punto di equilibrio. [Le traiettorie
dello stato in evoluzione libera, a partire da uno stato iniziale arbitra-
rio X, possono essere calcolate, ad esemplo servendosi dei risultati
dell'analisi modale. Utilizzando le notazioni del paragrafo IIL.2 si ha:

/\1::] . ?\2:)\.*1:-]
/
(V.16) (1 0
U& = 0 ) “]J - 1
e quindi:
(V.17) x(t) = m sen (t + @) v, + mcos (1t + ) u,

dove m e © sono costanti dipendenti dallo stato iniziale. Le traietto-
rie sono circonferenze concentriche all'origine come quella di fig.V.2.

§ x

I\
o e hI
m cos P /

Fig. V.2
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E chiaro che 1'origine & stabile nel senso della definizione da-
ta, in quanto la (V.7) & verificata scegliendo 8, < €,
Sia dato ora un sistema descritto da:

o 1 2
(v.18) (1) = (_1 9 )x(t)
che ammette gli infiniti punti di equilibrio: ‘
: S .
(V.19) : x, = ( a) a€eR
-\ a

Le traiettorie dello stato in evoluzione libera in questocaso so-
no date da:

(V.20) 0 x{t)=c,u, tetc,u

272

ove:

(v.21) - . v, = (.?) - Uy = (_]1)

e c,c % sono costanti dipendenti dallo stato iniziale.

oiché la componente secondo la direzione di v, conserva, ad
ogni istante t, il medesimo valore c, v, mentre quella lungo la dire-
zione di v, tende a zero, & immediato rendersi conto che la-traiettoria
in evoluzione libera coincide con il segmento a tratto pieno indicato in
fig.V.3a, dallo stato iniziale x, allo stato fipale c, », (raggiunto pe-

raltro, in un tempo infinito).

I x;
o Uy
o 2 N
N TR

\

\\ ~ %

Us
0 =
L
.
~
~
e ded)

['ig.V.3a
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- X

Fig.V.3b

Poiché si & visto che, nei sistemi lineari, tutti gli stati di equi-
librio hanno la stessa proprieta di stabilita, ci si puo limitare a consi-
derarne uno solo di essi, in particolare 1'origine.

Dall'esame della figura risulta che l'evoluzione libera x(t) ri-
mane tutta contenuta in un cerchio di raggio € attorno alpuntodi equi-
librio 0 purche la perturbazione iniziale sia contenuta in un cerchio
di raggio & opportunamente scelto.

Si conclude che 1'origine dello spazio di stato e, quindi, tutti gli
stati di equilibrio del sistema in esame sono stabili.

Si richiama 1'attenzione sul fatto che in entrambi gli esempi le
traiettorie aventi origine da x; si mantengono limitate come richiesto
per la stabilitd, ma o non convergono ad alcuno stato o convergono ad
uno stato finale diverso da quello di equilibrio considerato,

V.4 - Stabilitd asintotica di uno stato di equilibrio.

Accanto alla definizione di stabilita introdotia nel paragrafo pre-
cedente & importante considerarne una pit restrittiva. Pit precisamente
si introduce il concetto di stabilita asintotice di uno stato di equilibrio
x, imponendo che:

a) esso sia stabile;
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b) esista un numero 8 _ tale che:
(v.22) llxo <%, I1< 8, = lim ||x(-x,Il=0
(S .

essendo x(t) la risposta in evoluzione libera a partire dallo stato ini-
ziale x(0) = % 5" : ; ' .

In altri termipi, in questo tipo di stabilita si richiede non solo
che la traiettoria si mantenga vicina alla posizione di equilibrio ma che
la distanza da essa si riduca a zero per t tendente all'infinito.

Si noti che la stabilita asintotica & un concetto di tipo locale; in
altre parole affinché si abbia convergenza verso lo stato di equilibrio oc-
corre che lo stato iniziale non si discosti da esso piu di un opportuno va-
lore. E per questo che si usa precisare che lo stato di equilibrio & local-
mente asintoticamente stabile (o stabile in piccolo). Se invece accade
che per qualunque stato iniziale x, 1'evoluzione libera converge verso
lo stato di equilibrio, quest'ultimo si dice globalmente asintoticamente
stabile (o stabile in grande); in tal caso, in luogo della (V.22)deve sus-
sistere la:

(v.23) Vix, €% : lim ”x'(t)-xe“ =0

Lo
Nel caso dei sistemi lineari stazionari si verificano i seguenti
fatti:
— si puo avere stabilita asintotica solo per lo stato di equilibrio == ]
e solo quando quest'ultimo é l'unico stato di equilibrio del sistema;

— la stabilité asintotica locale dello stato X, = 0 implica la sua stabi-

lita asintotica globale.

: Per quanto riguarda il primo punto, va osservato infatti che, se
* vi sono pid stati di equilibrio (un sottospazio lineare, per quanto detto
nel paragrafo V.2), uno qualsiasi di essi x_ & punto di accumulazione
di altri stati di equilibrio. Di conseguenza, comunque piccolo sia 3, e-
siste sempre la possibilita di scegliere x, coincidente conunaltro sta-
to di equilibrio % # x_. Per definizione di punto di equilibrio risulta
allora x(t) = %_ perogni t 20 e quindi non si ha la convergenza ver-
so x . Da cio emerge che si pud avere asintoticita solo quando lo sta-
to di equilibrio & un punto isolato. Nel caso dei sistemi lineari stazio-
nari, come si & visto nel paragrafo V.2, questo avviene solo nel caso in
cui l'origine dello spazio di stato é I'unico punto di equilibrio del siste-
o - ; .

La dimostrazione che la stabilita asintotica locale implica quel-
la globale puo essere effettuata con gli stessi argomenti utilizzati nel
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paragrafo precedente, servendosi in particolare del cambiamentodi varia-
bile (V.13). : ' '

. E infine utile notare che le condizioni (a) e (b), che caratteriz-
zano la stabilita asintotica, non sono indipendenti né! caso dei sistemi
lineari stazionari, Si‘pud provare infatti che la condizione (b) implica la
(a), nel seguente modo. '

L'esistenza del limite previsto dalla condizione (b) corrisponde
al fatto che, comunque si fissi un ‘n > 0, esiste un numero T > 0 tale
che (si ricordi che x_ = 0): :

(V.24) xg <8, =[x < : Ve 2T

D'altra parte, sull'intervallo [0, T] la funzione x(t) &continuae quin-
di esiste un numero k > 0 tale che:

(V.25) I xW]f<k Vi e [0, T]

Dalle due ultime disuguaglianze supponendo - come &sempre possibile -
k > 5, consegue che: '

(V.26) Ixll< 8, = [lx@Il<k. Vi 20

" Questa & precisamente la condizione di stabilita (a) nella forma prevista

dalla (V.12) (con €=k, &= 8.).

V.5 - La stabilitd «interna» dei sistemi lineari.

E conveniente a questo punto riassumere iprincipalirisultati ac-
quisiti per il caso dei sistemi lineari stazionari:

a) o il punto di equilibrio é unico e coincide con l'origine dello spazio;

-esso allora pud essere stabile, o stabile asintoticamente, o instabile;

b) oppure i punti di equilibrio sono infiniti e costituiscono un sottospa’-
zio; essi allora possono essere o tutti stabili o tutti instabili (non si puo
mai avere la stabilita asintotica). :

E ovvio che nel primo dei due casi, esistendo un sole punto di
equilibrio, si possono attribuire le proprieta di stabilitd di quest'ultimo
al sistema. ‘Tuttavia una tale attribuzione € anche lecitanel secondo ca-
S0, in quanto, pur essendovi infiniti punti di equilibrio, il sussistere o
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meno della proprieta di stabilita & indipendente dal particolare punto di .
equilibrio considerato. -

A
Nel riferire la stabilita al sistema anziché ai singoli stati @i e-

quilibrio, occorre tener presente che il sistema stesso va considerato in.

evoluzione libera (in quanto i punti di equilibrio e la .loro sta%gih_t‘é S0no.
per definizione riferiti a tale tipo di evoluzione). Il sistema sitrovadun-
que nella situazione di ingresso nullo e, per sottolineare questo fatto,
si usa parlare di stabilita interna.

Le considerazioni precedenti portano, in modo naturale, alle se- -

guenti definizioni: un sistema lineare stazionario é stabile internamen-
te, asinfoticamente stabile internamente, instabile internamente, a se-
conda che l'origine dello spazio di stato sia stabile, asintoticamente

stabile o instabile, o ‘ : ff‘.. ot
Si passera ora a dare delle condizioni necessarie e suflicienti

bilita interna,
e Bil:;icord?indo che la matrice di transizione del sistema @.(t) ne de-
scrive il comportamento in evoluzione libera (nt?llo stato) eq indicando
con || @®(t)|| una sua norma (si veda in proposito l'A.ppenduce é.v.]_;),
si puo enunciare la seguente condizione: un sistema lineare stazionario

¢ stabile, internamente, se € solo se esiste una costante k >0 tale
che:
(v.27). oIl <k ve20

Per provare che tale condizione & sufficiente, siosservi che, se
vale.la (V,27), per ogni evoluzione libera si puo scrivere:

v.28)  |xIl = [le@ x 1l < He@Il - xg Il <k {Ixl

e pertanto, fissato comunque € > 0, se si sceglie 8,= €/k, sipud
scrivere:

(v.29) Ix, Il <8, = llx®Wil <e Vi20

che corrisponde alla (V.7), con Ry = 0. .
Per la prova della necessita, basta tenere presente che se non

i i llodi
le la (V.27), esiste almeno un elemento {"h ®(t), ad esempioque
| ;Esio (i, k), che & illimitato (cfr. Appendice A.V.1). Di conseguenza,

scegliendo x, nel seguente modo: _
Xg; =0 jFk

(V.BO) =7 >0

Xok
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per-quanto piccolo si scelga 7 la corrispondente risposta in evoluzione
libera x(t) avra la componente i-esima illimitata, il che &contrarioal-
la condizione (V.7), «

In modo simile si pud provare che un sistema lineare stazionario
é asintoticamente stabile internamente, se e solo se: *

(v lim || [[=0

Questa condizione garantisce infatti che:

(v.32) lim {1x@)1= lim 1] 00) x,]|=0

e cioe la (V.22) per lo stato x, = 0. Ricordando che nei sistemi lineari
stazionari questa condizione. & da sola condizione di stabilita asintoti-
ca per uno stato di equilibric (cfr. osservazioni alla fine del paragrafo
V.4), ne consegue la sufficienza della condizione (V.31). -

D'altra parte, se questa non vale, almeno un elemento della fun-
zione @®(t) o non ammette limite per t = ©, o ammette limite diverso
da zero. Ripetendo il ragionamento utilizzato per la prova dellanecessi-
ta del precedente risultato si conclude che, in tal caso, la' (V.22) non
puo essere verificata, * :

Se ora si tiene presente il legame tra la matrice di transizione
®(t) e lamatrice A che figura nell'equazione differenziale che descri-
ve il comportamento in evoluzione libera del sistema [cfr. (V.9), ad e-
sempio] si puo facilmente stabilire che:

a) un sistema lineare stazionario ¢ stabile internamente se e solo se
tutte le radici semplici del polinomio minimo della matrice A hanno par-
te reale non positiva e tutte quelle multiple hanno parte reale negativa;

b) un sistema lineare é asintoticamente stabile internamente se e solo
se tutte le radici del polinomio minimo della matrice A hanno parte rea-
le negativa,

Si noti che nella condizione (b) non interviene una differenza-
zione delle radici in semplici e multiple. Pertanto la condizione pudes-
sere riferita indifferentemente alle radici del polinomio minimo, a quel-
le del polinomio caratteristico o agli autovalori di A.

Per verificare la validita di queste asserzioni, basta tenere pre-
sente l'espressione (II.112) di & (t) = eA!, ottenute antitrasformando

la (I11.110),
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¥.6 - LLa stabilité cesternon nei sistemi lineari,

Accanto al tipo di stabilita presentato nei paragrafi precedenti, . -

basato sulla considerazione della risposta nello stato in evoluzione li~
bera, & usuale introdurne anche uno basato sulla considerazione dellari-

sposta nell'uscita in evoluzione forzata. Pid precisamente, siconsidera .

il comportamento in evoluzione forzata corrispondente a stati iniziali ar-

bitrari e ad ingressi limitati e, .sostanzialmente, si richiede che, in tale -

situazione, le corrispondenti risposte in uscita si mantengano anch'es-
se limitate. Per tale motivo & usuale riferirsi a questo tipo.di stabilita
~ con la denominazione «stabilita ingresso-limitato uscita-limitata»; per
brevita qui si usera la dizione di stabilitd esterna. *
Pil precisamente; si consideri un sistema descrittodella funzio-
ne di transizione dello stato (V.1) e dalla trasforrazione di uscita:

(v.33) _ y(t) = 1 [x(t), vlt)]

Tale sistema si dice stabile esternamente se, comungue si sceglie un
M > 0 e comunque si sceglie il valore x, assuntodallostatoall'istan-
te t =0, esiste un numero N > 0, eventualmente dipendente da M e
da x,, tale che, se la funzione ingresso & limitata da M per tuttii t 2
> 0, “allora la corrispondente funzione di uscita risulta limitata da N
per tuttii t > 0, quale che sia lo stato iniziale x,.'In formule, dun-

que:

(v.34) VM >0, vx,eX, BNM.xn>0 :

lo@Il<M, Ve 20 =>|[y@I <Ny ., Y20, Vx eX

dove con y(t) si & indicata la risposta in uscita corrispondente all'in-
gresso w ed allo stato iniziale x(0) = x. :

Una proprieta di stabilita esterna pid debole di quella definita
sopra, si otticne se nella relazione precedente si suppone che il valore
dello stato iniziale sia fissato. In questo ambito & particolarmente in-
teressante riferirsi alla situazione in cui x, = 0; si parla intal caso
di stabilité esterna, nello stato zero. in formule, la condizione (V.34)
diviene:

(V.35)  VM>0, 3N, >0 :

Ho@w ]| <M, Ve20=> [ly@]|l <M, , Ve20

N
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se con y(t) siindica questa volta la risposta in uscita corrispondente
all'ingresso v ed allo stato iniziale x(0) =0, -
Si passera ora a dare condizioni necessarie e sufficienti per la

stabilita esterna di un sistema lineare stazionario. Indicata con:

(v.36) y() = ¥Q) x, + f

W(t-7)o(r)dr
(4] ’ z

la risposta in uscita di tale sistema si pud dimostrare che un sistema li-
neare stazionardp € stabile esternamente se e solo se:

a) esiste una costante kl >0 tale che:
(v.37) lewil<k, = vizo

b) esis_!:e una costante l(2 >0 tale che:
2 t '
(v.38) [ W) |]dr <k, Ve20
5 :

Per provare, che tale condizione-¢ sufficiente, ‘si osservi che
dalla (V.36) si ha, per ogni t >0, ’

0

(V.39) Hy @1 < |lww) xol|| + ] fg\\’(t -7)e(r)dr || <

<@l lxgll+ [ 1wl oo lla-

0
Se ora risulta:
(V.40) le@ ] <M Ve 0
dalle (V.37) e (V.38), si ha:
(V.41) O < kg eI+ k, M

e cioé la condizione espressa dalla (V.34), con N =k -

+k2 M. ; M.Hn z k;””u” +
f’er l'a prova della necessita della (V.37) si osservi che, se es-

sa non & valida, esiste almeno un elemento di ¥(t), ad esempio quello

F
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di posto (i, k), che & illimitato. Di conseguenza, scegliendo x, come -

nelle (V. 30) ed v(t) =0, Vt 2 0, siottiene una uscita illimitata. -

Per la prova della necessita della (V.38) si osservi che, se essa
non ¢ valida, comunque si fissi un numero k > 0 esiste un T (dipen-
dente da k) tale che:

T
(V.42 fuw(»,-)ndwk
(1]

Scegliendo come norma di W(7) l'espressione:

' p
(V.43) 1l W) || = max _Zl iwij(.'r}|
i =
.risultla:
' T
(V.44) f max 2 lWi,-(T) |dr >k
. a Jn

Di conseguenza, per almeno un valore di i, sia esso h, si ha:
o ,

- T
(V.45) f ]w ('r) ld7>k
. ; o =1

Si consideri ora un ingresso v tale che sia!”:

1A

u.(ﬂ‘sgnw (T - 7) o« &8 S E

(V.46) ’
Uj(’f) =0 ; g 2> T

La componente h-esima della risposta.(\’..BG) a partire dallo stato inizia-

le x(0) =0, assume, all'istante T, il valore:

ji=

(V.47) yh(T)ﬂ[ % Whj(T'T)Uj(T}de
0

"

i id T ]
=[ lw,. (T - 7) |d7= f 3 w0 |dr
o =1 o

(1) - La funzione sgnx & definita nel modo seguente:

sgnx=-1.i<o ' sgnx =0 x=0 ; sgnx=l x>0
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Per la (V.45) si ha allora:

va48) oy (T)>k

Essendo k arbitrario, tale disuguaglianza prova che y non & li-.
mitata su [0, @), Poiche l'i ingresso cui essa corr:sponde soddisfa in-
vece la l:mltazwne'

(V.49) )]} g1 Vr 20

I‘lSlI].tﬂ provato che, se la (V.38) non & soddisfatta, 11 sistema non & sta-
bile esternamente.

Da questa stessa prova si deduce immediatamente che un siste-
ma lineare stazionario é stabile esternamente nello stato zero se e solo
se vale la condizione (b).

Tenendo ora presente il legame tra le matrici w(t), W(t) e le
matrici A, B, € che caratterizzano un modello differenziale del siste-
ma in esame [si vedano, ad esempio, le (III.13), (III.14)] & possibile da-
re una diversa caratterizzazione delle condizioni (a) e (b) distabilita e-
sterna, Infatti, in tal caso, come si ¢ visto (cfr, pag.92) le trasformate
di Laplace delle funzioni p(t) e w(t) sono funzioni razionali proprle
di s, E allora facile constatare che un sistema lineare stazionario é
stabile esternamente se e solo se:

a) tutti i poli semplici di W(s) hanno parte reale non positiva e tutti

quelli multipli hanno parte reale negativa;

b) tutti i poli di \'f{s) hanno parte reale negativa,

La condizione (b) é da sola necessaria ¢ sufficiente per la sta-
bilita esterna nello stato zero,

La verifica di queste condizioni & una conseguenza diretta delle
espressioni delle antitrasformate delle funzioni razionali.

Per la stabilita esterna nello stato zero & possibile. dare anche
un'ulteriore caratterizzazione, accanto a quelle espresse dalle due con-
dizioni (b) di cui sopra. Si puo infatti facilmente provare che esse sono
entrambe equivalenti alla condizione che il limite di || W(t)]| per t —o
sia 0. Per la verifica basta riferirsi, ad esempio, alla condizione sui
poli di W(s). Se W(s) ha solo poh con parte reale negativa,ne conse-
gue che 11 [lw@ || =0; se quest'ultima relazione & vera, viceversa,
W(s), che o una funzione razwnale ha tutti i policon parte reale nega-
tiva. Riassumendo queste varie osservazioni, per comodita del lettore,
si pud affermare che un sistema lineare smzéouarib é'stabile esternamen-
te nello stato zero se ¢ solo se una qualunque delle tre seguenti condi-
zioni é soddis fatta:
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— esiste una costante k > 0 tale che:

(v.38") fI'HV_l(T)Hd'r <k V20
o

~ tutti i poli della matrice deuc funzioni di trasferimento harma parte. :

reale negativa:

— la matrice delle risposte impulsive ammette il limite:

(v.50) lim [[w)]] =0

Prima di concludere il paragrafo & interessante analizzare i le-
gami che sussistono tra i due Hpi di stabilita esterna sopra introdotti,
Discende direttamente dalle definizioni che un sistema stabile esterna-
mente & anche stabile esternamente nello stato zero. In generale non &
vero il viceversa; questo tuttavia si verifica se il sistema in questione
é raggiungibile, come si pud constatare con la seguente dlmostraz.mne
per assurdo.

se il sistema &
raggiungibile e
osservabile

S‘mbiliu‘l e e s s e i i e g Stabilith
intems
asintotica ~, estema

AN 7
pe il sistemn & N i //// se il sistema
raggiungibile e© N\ F ¢ ragginngibile
osservabile NN P
. \.:\\ s
\ /
Stabilita
esterna

nello atato 1]

Fig.V.4
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Si supponga che un sistema sia raggiungibile, stabile esterna-
mente nello stato zero e non stabile esternamente. Per un tale sistema
verificata la condizione (b) [cfr.(V.38)], ma non la (a) [efr. (V.37)],
ciog.almeno un elemento della matrice ¥.(t), quellodiposto (i, k) &illi-
mitato. Di conseguenza la risposta in uscita in uscita in evoluzione li-
bera-a partire dallo stato iniziale x,. sceltocome nelle (V,30) & illimita-
ta. Essendo perd, .per. 1potesa tale stato raggiungibile,esistono un istan-

te finito T > 0 ed un ingresso limitato .v* che trasferisce 1'origine 0

dello spazio di stato in x, all'istante T. Se si conmdera quindi il par-
ticolare ingresso limitato: _

v¥() , 0t <T
(v.51) . ult) =
J o T <t

 la corrispondente risposta in uscita a partire dallo stato x, = 0 coinci-

de, per t 2 T, con quella in evoluzione libera a partire dalle stato x
all'istante T ed & percié illimitata. Dunque ad uningresso limitato (e
a stato iniziale 0) corrisponde un'uscita illimitata e quindi il sistema
instabile esternamente nello stato zero, Cid contrasta con |'ipotesi e
prova quanto asserito,

Per chiarezza, i legami tra i due tipi di stabilité esterna sono e-
videnziati in fig.V.4. .

V.7 - Sulle proprietd di stabilitd interna delle realizzazioni di u-
na matrice di risposte impulsive.

Si & pit volte messo in evidenza che taluni sistemi possono es-
sere descritti in modo completo dalla matrice delle risposte impulsive;
in pamcolare, nel Capitolo IV, si & chiarito il significato in cui cié va
inteso e si sono prec:lsate le condizioni (raggiungibilita e osservabilita)
sotto le quall cid i verifica.

Si & mostrato, d'altra parte, nel paragrafo precedente, che le con-
dizioni affinche un sistema sia stabile esternamente nello stato zero
coinvolgono la sola matrice delle risposte impulsive. Taloraanzi sisot-
tolinea questo fatto attribuendo direttamente la proprieta di stabilita al-
la stessa matrice delle risposte impulsive e si dice che W(t) & stabile
o instabile a seconda che soddisfa o no ad una delle tre condizioni elen-
cate alla fine del paragrafo precedente.

Appare allora interessante il problema di esaminare se dalle pro-
prietd di stabilita esterna nello stato zero (ossia, dalla stabilitadi W (t))
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1 possono dedurre informazioni sulle proprieta di stabilita -interna, E

eviden inizi 3
te, per quanto detto all'inizio,, che tale problema & ben posto solo +: = |.°

con rlfe}'imfanto alla clas§e dei sistemi raggiungibili e osservabili. -
h:zm;,:oniri;:;l;;io;he si puo‘stabxhre in pr(?posito & il seguente: lereg- |
ma . i una matrice W(t) stabile caratterizzanc un sistes

wntoticamente stabile, internamente. Talora si enuncia questo ri:*
syllta‘to anche. dicendo che nei sistemi raggiungibili e osservabili,la. o
bilita esterna nello stato zero implica quella interna as‘im.or.ira'ﬁ s

Per dimostrare questo risultato si osservi che, se W() ¢ iR

(V.52 CeAtB =W() VteR

D'alira parte, 1'ipotesi si stabilita di 8 R e
(V.50) o, il che & lo stesso: ilitadi W(t) implica la validita della

(V,.S.S} li_.mm W) =0

Da quest'ultima, tenendo i i
. » tenendo presente che ogni elemento di una W(t iz-
zabile ha la forma indicata nella nota a pag.141, si ha a::cl?e' .

. di W(t)
| =
'_—Eomm dtl 0

(V.54)

i20

Tenuto conto ora della (V.52) e posto i =h + k si ha:

di W(t)

(V.55)
dti

C AieAtB = C A gAt Ak B.

dove l'ultimo passaggio & senti
ggio é consentito dal fatto che: A ed e?tc
| ¢ ‘ com -
no [cfr. (IIL.5) per la verifica di cid]. .
Si consideri ora la matrice:

C

CA

(\{.56) s(t) = . eAt (B AB ... A" 1 B) = QeAtp

C An-!
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in cuj simboli @ e P, introdotti per’brevitd, sono di ovvia interpreta-

zione. Le (V.54) e (V.55) implicano allora:.

lim S(t) =0

t e

(V.57)
Se la terna A, B, C costituisce una realizzazione minima, essa indivi-
dua un sistema raggiungibile ed osservabile (cfr. pag.l144). Di conse-
guenza il primo fattore a secondo membro nella (V.56) ha le n colonne
linearmente indipendenti e cosi il terzo fattore ha le n righe linearmen-
te- indipendenti. Si pud quindi isolare eA' nel modo seguente:

(V.58) eAt=[Q'Q)-1 Q" s(t)P' [PP')"!

A questo _puﬁto la (V.57) implica:

lim eAt=0

(v.59)
L= @
e ciog, per i risultati stabiliti nel paragrafo V.5, la stabilita asintotica
della realizzazione minima A, B, C. Essendo tutte lerealizzazioni mi-
nime una classe di equivalenze rispetto ad una trasformazione di coor-
dinate nello spazio di stato, tale proprieta di stabilita interna & valida
per qualungue di esse.
: Tenendo ora conto che la (V.59) implica sempre la (V.53)(la sta-

 bilita asintotica interna implica sempre la stabilita di W (1)) sipuodrias-

sumere quanto discusso sopra nel diagramma difig.V.4. In esso, per com-
pletezza,, sono anche indicati i legami tra stapilita interna -asintotica e
stabilitd esterna, L'implicazione della prima verso la seconda e conse-
guenza del fatto che la (V.59), oltre ad implicare la (V.53) [e quindi la
(V.38)) implica anche la limitatezza di ¥(t) = C eAt [e quindi la for-
mula (V.37)] (1), ' .

Il legame tra stabilita esterna e stabilita interna asintotica si
pud dedurre dai lati inferiori del diagramma stesso.

V.8 - Cenni sui criteri di stabilita.

Nei paragrafi V.5 e V.0 sono state messe apunto condizioni (ne-
cessarie e sufficienti) per la verifica della stabilita di un assegnato si-

stema lineare stazionario,

(1) - Si noti che il legame cosi stabilito & pit generale di quello deducibile atwraverso
la stabilita esterna nello stato zero,
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Per l'impiego di tali condizioni & richiesta, nel caso della. sta-
bilita interna (asintotica o non), la conoscenza della matrice di transi-

zione @(t) e, nel caso della stabilita esterna, la conoscenza della ma-
trice delle risposte impulsive W(t) (stabilita nello stato zero) o anche
di entrambe le funzioni ¥(t) e W(t) (stabilitd in un qualsiasi stato).:

Se il sistema di cui si desidera analizzare la stabilita ¢ assegna- -
to mediante un modello differenziale |'impiego di talicondizioni compor-

ta dunque sostanzialmente la conoscenza della soluzione di” equazioni

del tipo (I1.56). Cié & vero anche se si adottano quelle formulazioni del- -
le condizioni di stabilita che si riferiscono o alle radici del polinomio

minimo-di A oaipolidi ¥(s) edi W(s). La determinazione di tali
grandezze ¢ infatti il punto essenziale nella soluzione di taliequazioni.

E importante perd, dal punto di vista applicativo, disporre di cri-
teri per la verifica delle condizioni di stabilita che nonrichiedanoil cal-
colo esplicito delle soluzioni dell'equazione (11.56). Una tale: esigenza
si inquadra chiaramente-nello spirito della cosiddetta teoria qualitativa,
sulla quale si & gia avuto occasione di sofférmarsi (cfr., ad esempio, pa-
ragrafo IV.5), e nella quale si cerca di individuare determinate caratte-
ristiche globali delle soluzioni di una data equazione differenziale (la

stabilita & proprio una di queste) evitandoil calcolo esplicito delle solu-

zioni stesse, ;

Per essere piu precisi, e riferendosi ai casi di maggiorinteresse,
cio che si desidera, ai fini dello studio della stabilita, sono criteri per
verificare:

a) se tutti gli autovalori di una assegnata matrice-quadrata A abbiano o,
meno parte reale negativa (caso della stabilita interna asintotica);

b) se tutte le radici di un assegnato polinomio p(s) abbianoomeno par-

te reale negativa (caso della stabilita esterna nello stato zero);

senza calcolare-esplicitamente tali autovalori o radici.

Va subito osservato, peraltro, che un criterio della classe (b) puo
essere utilizzato per effettuare anche la verifica della condizione di cui
in (a), se si riflette che gli autovalori di A sono le radicidel polinomio
ls1- A ] ;
Per una presentazione dei criteri pit diffusi tra quelli che con-
sentono di verificare la condizione (b), si rinvia al Capitolo X del volu-
me di A. Lepschy e A.Ruberti: Lezioni di Controlli Automatici, Siderea,
Roma, 1973.
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Esistano anche criteri per la verifica diretta della condizione (a),

.I che 51 collegano al cosiddetto metodo diretto di Lyapunov per lo studio

della stabilita e dei quali qui non si fa cenno in queste note per i limiti

che ci si & imposti‘!’,

(1) - Cir., ad esempio, il volume di A. Ruberti: Elementi di Teoria dellaStabilita (Capi-
tolo 111), La Goliardica, Roma, 1968.



APPENDICE V

A.Y.1- Norma di un vettore,

Si ricorda innanzitutto che, dato uno spazio vettoriale X defini-
to su un campo F, la norma di un vettore x & una funzione X - R, il

cui valore viene indicato con || x||, che soddisfa ai seguentipostulati:

(1) llx|] >0 Vx eX

(2) ; l[x|]=0 x=

3) Hax|l=lal-[|xll VxeX, VaceF
(4) lx+yll < lxli+ yll Vx,y eX

La norma in uno spazio vettoriale X viene uti].izz_ata, nel Capi-
tolo V, per definire:
a) una distanze tra due elementi a e b di X conla relazione (1)

(5) d(a, b)=}|a-bll

In conseguenza si pud allora dire che una successione di vettori {x, }
di X converge di norma a x se:

lim |{x, -x|l =0
(®) lin |Ix,
b) il concetto di limitatezza per una funzione che assuma valori in X.

. . N “ T
Precisamente, se § & una funzione R — X si dira che # ¢ limitata sul-
Vintervallo [ty, 1,] se esiste un numero reale k >0 tale che:

(1) - Si veda in proposito il testo di A. Ghizzetti - L, Marchetti - A. Ossicini: Lezioni di
complementi di Analisi motemasica, Veschi, Roma, 1972,
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A7) e ] < k Ve figit]

Viceversa, si dice che f & illimitata sull'intervallo (b5 t,] se, co-
munque si fissi un numero reale k arbitrariamente grande, esiste un va-
lore t e [ty t,] tale che: ' '

® 11D > k

A.Y.2 - Equivalenza delle norme su spazi a dimensioni finite.

Se lo spazio X € a dimensione finita le norme che possono es-

‘sere ivi definite godono della seguente importante proprieta (di cui si

omette, per brevita, la dimostrazione (1)): comunque si considerino due
norme g 1 HB , esistono due numeri reali k, >0 e k, >0ta-
1i che: )

©) ky lxlla< Hxllg <X, lxll, Vx eX

In virtd di questa proprieta, st verifica che, se vale la (5)per una
assegnata norma 1 . Ha, allora, per ogni altra norma H y ||Jg , si ha:

(10) . : limm ||xn-x||ﬁ=0

ovverosia, la convergenza di x ad x é indipendente dalla norma pre-
scelta. :
Una proprieta analoga si verifica anche a proposito della limita-
tezza o illimitatezza di f; si verifica infatti che, comunque si conside-
rino due norme Hilae |ﬁ: -

D {3k |[1®]] <k, Vee lty,t,)) <=
{3k [EW <k, Viel,t,])

Per tali motivi & usuale dire che le norme in wno spazio vettoria-
e @ dimensione finite sono equivalenti.

L'utilita di questo fatto si manifesta sia nella possibilita di pre-
sentare i risultati indipendentemente dalla norma prescelta, siadi servir-

(1) - Si vada in Srs)posit.u. ;d esempio, il testo di H.L. Royden, Real Analysis, Mc Mil-
lan (Lendon), 1968, pp. 181-197.
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si, nelle dimostrazioni, delle norme di volta in volta piti convenienti, Per
illustrare ad esempio questi punti si consideri ladefinizione (b) di limi-
tatezza di una funzione f : R =C"., Assumendo come norma in C® la
funzione: '

12 . x| = max |x,]

¢ immediato constatare che f & limitata se e solo se esiste un k > 0

talt_e che:

(13) I£.(0)] <k Vi, Vi€ [t b))
mentre & illimitata se; comunque si scelga k > 0, esistono un indice j
ed un istante € [LO, t,]) tali che:

(14) It ®) | >k

In altri termini una §: R —C" & limitata in norma se e solo se
ogni sua componente ¢ limitata in modulo; cid vale per ogninormain C®.

A.Y.3 - Norma di una matrice.

Considerando una matrice come rappresentazione di una trasfor-
_mazione lineare tra spazi vettoriali a dimensione finita ¢ usuale definir-
ne una norma al seguente modo, Se A & upa matrice m X n ad elemen-
ti complessi, ﬁ una norwa in C" l|-||" una norma in C®, la
grandezza: '

A L
(15) A
xec || x|
viene detta norma di A, indotta dalle norme prescelte su C» e Cm,
immediato constatare che la norma || A || soddisfa la relazione:

(16) | Ax []" < HAH-Hx“' Vx e C"
Purcheé sia chiarito dal particolare contesto, gli apiu che contraddmun-

guono le norme su' C* e C™ possono venire omessi. '
Si puo inoltre provare-che, definite comunque due matrici Ae B
per le quali abbiano senso le operazioni A+ Be A-B, siha:

..
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(17) l[A+8Bl < IAll+ [IB]]

LAY

Fal

1 C'aB' < [IAl]-]!B]

In corrlspondenza alle norme che vengono conmderate usualmen-
te per i vettori in C":

19) Il = 2 x|
(20) - nxnaz‘/él x?
(21) | 1x 1l = max |x, |

se si assumono concordemente tali norme anche in C™, si puo dimo-
strare che ha, nell'ordine:

(22) ALl = max (5 fa )

J 1=
(23) . 1Al = ‘[ma.&.smo autovalore di A* A
(24) HAllo = max (£ Ja, D

i S

Le considerazioni svolte a proposito della limitatezza di funzio-
ni a valori vettoriali possono essere facilmente estese al casodifunzio-
ni a valori matriciali. Poiché a proposito delle norme definibili per una
matrice vale una relazione analoga alla (9), si dira che una funzione F:
R ~Cm*n & limitata (o illimitata) se, scelta arbitrariame nte una norma,
vale una relazione analoga alla (7) (o alla (8)). 'Cosi tenendo presente
la (22) o la (24), si pud anche concludere che F & limitata se esiste un
k > 0 tale che:

(25) I, W] <k

e viceversa, illimitata se, comungue si scelga k > 0, esistono un

Vi, NI Ve g &

te [ty t,] e due indici r ed s, tali che:

(26) lf, (0 >k

e
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