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CAPITOLO !

FONDAMENTI.

1.1 - Generdlita.

Si considerino le equazioni:

508 = £(t, x(t), u()
(1.1)

y(t) = nt, x(1), ult)

cincul teR, x(t)eX, uell e y(t) €Y. Come £ noto, le funzioni f ed 1 ,

insieme allo spazio di stato X, individuano unarappresentazione regola-
re o differenziale di un sistema S. i

Un primo problema che ci si pud porrenell'analisi di tali rappre-
sentazioni, una volta stabilita l'esistenza e l'unicitd delle soluzioni
della (1.1), & quello di calcolare, in corrispondenzaad un dato stato ini-
ziale x(ty) e ad un dato ingresse..u.-L'evoluzione_dello stato x(t) e
quindi dell'uscita y(t) per t > ty4

In molti problemi applicativi, tuttavia, ha interesse non tanto la
conoscenza della scluzione analitica o numerica ai tale problema, quan-
to la possibilitd di stabilire delle proprieta..significative dell'evoluzio-
ne dello stato e dell' uscita. Dal punto di vista matematice un problema
di tale tipo pud essere inquadrato nell'ambito della teoria qualitativa

z e R T e

delle ganezioni- renziali (iniziata da Pgi{lffd&é attorno al TS'E?O), che
si propeone di stabilire m%@_gj_e__ll‘insieme delle soluziopi di una e-
e il caleoloesatto o gpprossimato.

quazione differenziale senza effettu .0.4

Uno dei problemi di maggior rilievo nell'analisi di una rappre-
sentazione regolare (come pure nella teoria qualitativa delle equazioni
differenziali) é quello relativo allo studio di proprietd di limitatezzq e
del comportamento asintotico delle soluzioni. Tale problema, esamina-
to sotto diversi aspetti, costituisce l'oggefto della teoria della_stabi-
Hita. . : :

RS
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2 Generalit& ’ i1

Prima di presentare la trattazione formale conviene chiarire in-
tuitivamente il concetto di stabilitd.

In termini mélto generali, lo studio della stabilitd di un sistema
consiste nella valutazmne e qualitativas di alcunj_ (ISDEttl del suo com-
portamento in presenza di «perturﬁazlonl» agenti su di esso,

Per esamlndre,alcune formulazioni matematiche dei problemi di

analisi della stabilitd, sia x{t) = ®(t, tg, Xg, u) la soluzione della {1.1)

_Aapkiet,
cormspondente ad uno stato iniziale x(tg_) = xQ fissato e ad una asse-
gnata funzione d' ingresso u. .

Ci si pud allora porre il problema di esaminare come varia la so-
luzione della (1.1) rispetto a quella considerata al variare dello siq‘co
inizidle entro un prefissato intomo dello stato Xg. In partlcolqre se
xg t AXO & un punto dello spazio di stato epr‘ossuno» ad x4, ci si puf)
chiedere se la soluzione ad esso corrispondente @{t, ty, xq + & xg, u) si
mantiene o meno ¢prossimas a Q(t, ty, xg, u), per t 2 ty, e sotto quali
condizioni @(t, tgr Xg T Axo, u) tende a coincidere, per t— o, con O {t,
to, g, U u). In altri termini tale problema consiste nell'esaminare, fissato
1'ingresso, 1 eff to di-ung pertarbazmnﬁ A % sullo stato mlzwle

AT

sal o lo stato Mhizials Xo e che all Ingresso

u(t) sia sovrapposta, per te€fty,t,), una grandezza disturbante 8(t), fun- .

zione incognita appartenente ad una classe di funzioni assegnata:
U(t) + 8\1 (t) ' te (tOI tl)

ult) Lottt .
Ci si pud allorag chiedere se la soluzione @ft, tgr X 4) simantie-
" ne 0 meno z-pfossima» alla soluzione @f(t, to i Xgu u) per t> tg e sotto
quali condizioni esse-tendono a coincidere per t=-®, gl varigre di 8,0y
entro la classe prefissata. In altri termini ¢i si pud .chiedere quale sia
l effetto d1 una perturﬂbgﬂg}l@o‘{g‘gﬂ \8 (t) agente sull'ingresso.
E chiaro che'"se si fa rifen'mento o tempi successivi a ty, l ef-
fetto della perturbazione bu,( t). agente sull'ingresso si pud studiare e-
quivalentemente esaminando 1'effetto di perturbazioni sullo stato inizia-
le, con51demndo come stato iniziale lo stato all'istante t;, x(t, =0 (ty,
ty, xo,u Loty )), in cui cessa la perturbazioné sull' ingresso. Frobleml a-
naloghi si possono porre anche nel caso in cui la perturbazione & (t)
sull'ingresso si manifesta in tutti gli istanti successivi a ty, ossia nel
cqso di perturbazioni persistenti sull‘ingresso {in tal coso non ci si

iniziale).
Appare allora naturale chiemare stabile un sistema la cul evo-
N (s Do T FRVI
luzione é poco sensibile a perturbazioni sulloe stato iniziale o sull'in

gresso, ossia in cui piccole perturbazioni danno luogo a piccole varia-

&
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per effetto di una piccola perturbazmne la sua evoluzione si allontana

dalla situazione dinamica corrispondente all'assenza della perturbazio-
ne. - ’ :

zioni nella sua evoluzione. Viceversa un sistema si dird Mbjlﬁ se,

Il corpo della tecria della stabilitd & costituito essenzialmente
di: ' ‘

a) def:mz:on:, per sviluppare in modo rigoroso la teoria occorre definire

- in modo preciso cosa significa stabilitd, instabilitd, e distinguere diver-
sl tipl di stabilitd. Ci saranne diversi tipi di stabilitd perché ci potran-

no essere diversi modi di reagire alie perturbazioni e ci potranno essere
esigenze pit o meno forti da soddisfare.

b) condizioni; dopo le definizioni, & necessario stablllre quali condi-
zioni debbano essere soddisfatte in una rappresentazione e nei suoi pa-
rametri affinché si abbia un tipo o.1'altro di stabilitd, Queste prendono
appunto il nome di condizioni di stabilitd.

¢) criteri; dopo aver stabilito le condizioni di stabilitd & importante po-
ter verificare se tali condizioni sono soddisfatie o meno, senza calcola-
re esplicitamente le uscite. I procedimenti che consentono di effettuare
questa verifica prendono il nome di criteri di stabilitd, -

Il contributo fondamentale nella teoria moderna della stabilita &
dovuto al matematico russo Lycxpunov il quale, nel 1)&22_ scrisseunace-
lebre memoria sulla stabilitd del movimento, che & rimasta il punto d1

partenza della teoria della stabilitd. La teoria di Lyapunov si & dimo-
strata la pil efficace per lo studio della stabilitd nei problemi applica-
tivi, in particolare in quelli ingegneristici, Questa teoria & stata srisco-
pertas dagli ingegneri negli anni_ '50 e da allora via via. trasferita sul .
piano applicativo; oggi & praticamente 1'unica teoria che permette di af-
frontare i problemi di stabilitd su una base mdatematica serla, non solo
nei casj hnearl, ma anche in quelli non linegari.

1.2 - Situazioni dinamiche di interesse.

In tutta la trattazione seguente si assumerd che il sistemg S al-

lo studio sia descritto mediante una rappresentazmne ingresso-stato-u-
soita: -

(2.1) x(t)=9(t, ty, xp, u

(2.1") y{t) = 7t x(t), u(t))

Le situazioni dinamiche di maggiore interesse nella tecria- della
stabilitd sono le seguenti: -



L1

4‘““ Moto .(o movimento) : & l'insieme co-

W

Situazioni dinamiche di interesse L2

Traiettoria : & l'insieme cosl definito: ‘
(2.2) 8= {xeX:x =0 ty xq w} .
. Essa € 1'in=‘siﬁé'me. di tutti i valeri assunti dallo stato 'nell‘evolu-
zione a partire dovun particelare stato iniziale ed in corris.po?fienza .cz.c'l
un particolare ingresso; essa dipende ovviamente anche dall istante i-
niziale. La traiettoria & un luogo di punti nello spazio di stato; nel co-
so bidimensionalé™(n = 2), ad es., la traiettoria pud essere rappresenta-
ta come ung curva nel piano cartesiano (xl, Xz) (vedi fig. 2.1).

Come gid osservate, clascuna -
tratettoria & legataal particolare sta- .
to iniziale ed al particolare ingresso
che caratterizzano l'evoluzione dello
stato.

si definito:

(2,3) o ={(t, x(t)) € TxX:te Tlty), //j\\ e

7=
' x(t)=q)(t,t0,x0,u)} . .

i Essa ¢ l'insieme delle coppie
1 di valori {t, %), nelle quali x ¢ il
valore assunto all'istdnte t dallo sta- Fig. 2.1
to nell'evoluzione a partire da un
particolare stato inizialé ed in corrispondenzaad un particolare ingres-
so, La differenza sostanziale rispetto &lla traiettoria risiede nel fattc?
che questa volta si considera, accanto allo stato, anche l: istante di
tempo in cui il valore dello state viene assunto. Il moto € un l}logo
di punti nell'insieme T X X;nel caso.bidimensiopaLe, ad es., pud es-
sere rappresentato come una curva nello spazio cartesianoc (t, Xy xz)
~ (vedi fig. 2.2).

X1

%0 | /\—/ t
° \/

X2 . Fig. 2.2

iraiettorie chiuse hanno spes-

Situazijoni dinamiche di interesse )

AN

i

A e

E chiare che la proiezione del moto sul piano (xl, Xz) réstitui-
sce la traiettoria.

L¢ distinzione tra trafettoria e moto & fondamentale e se ne ve-
dranno presto le applicazioni, Nel primo caso interessa soltanto cono-
scere il luogo dei punti delle spazio di stato percorso dal sistema nellg
sua evoluzione; nel secondo caso interessa anche sapere in quale istan-
te ciascun punto dello spazio di stato viene raggiunto,

Motao periodico : un moto si dice periodico se esiste un valore T per cui
si abbia: .

(2.4) et + 0T, ty, xg. u) = 0t ty, xq, u)
per ogni intero _n e perogni t€T (ty). 11 pil piccolo T per cuila (2.4)

¢ soddisfatta si chiama periodo del moto. Ovviamente la traiettoria cor-
rispondente ad un moto perio-

dico & chiusa, in -quanto lo
stato riassume le stesse po- 4 x2
sizioni periodicamente. Le

- 80 un nome -convenzionale

: vare una definizione che faccia riferimento @ un

molto diffuso in certi capitoli

dellateoriadellastabilitd: Sz

¢lo limite, Nel caso bidimen- )
DA . . N X1
sionale un ciclo limite pud .

assumere la configurazione

indicata in fig., 2.3.

- Fig.2.3

© Stato di equilibrio ' uno stato x_ si dice di_equilibrio se, nell'el:,&lu»;

T,&S?,W,l,,il?@r,awgmnmmgxigin@.,si.:;t__fc"ii@. stato, lo.sTato del Sistema si mantie-
“costantemente pari ad- x_, In termini formali, uno stato di equilibrio
& qualsigsi elemento x_ 31X che soddisfa la condizione:

(2.5) L ox =0k E,Qmi‘-.ii

i

- o

‘perogni teT (to). Gli stati di equilibrio sono dunque le soluzioni della
(2.9). ’ : ‘ ) CTTT

Con'riferimento alle definizioni date in precedenza, si pud dire
che gli stati'di equilibrio sono traiettorie degeneri (costituité da un solo

“elemento di X) corrispondenti ad ingressi nulli su T (ty). Ovvero, in al-

‘tri termini, gli stati di equilibrio sono le traiettorie corrispondenti a mo-
ti periedici degeneri (moti periodici di periodo nullo).

- La definizione qui presentata fa riferimeénto al caso di ingresso
nullé (evoluzione libera). Non vi & tuttavia alé¢una difficoltd ‘a conside-

ingresso costante su
T{tg): in tal caso la (2.5) va sostituita dalla: Lo



5 . Situgzioni dinamiche di interesse L2

(2.8). Cox, = 0l tgs xg, O
avendo indicato.con @ il valore costante dell! ingresso.

E chiaro allorc che gli stati di equilibrio dipendono dal partico-
lare valore dellq costante {; non si perde di generalitd, tuttavia, a stu-
diare il caso definito dalla (2.5) in quanto si pud sempre pensare il va-
lore di @ che figura nella (2.6) come parametro del sistema.

N

1.3 - Definizioni di stabilitd.

Si daranno ora le principali definizioni di stabilitd secondo Lya-
punov. In tutta la trattazione seguente, salvo esplicito avviso, 'si indi-
cherd con x(t) il valore assunto dalla funzione @(t, tg, xg, 0) e cioé
il valore assunto dallo stato in evoluzione libera all' istante t, a par-

tire da uno state iniziale x5 = x(to). Si assumerd inoltre che lo spazio

di stato X sic uno spazio vettoriale normato.

Stabilita di uno stato .di equilibrio: uno stato di equilibric x, sidice
stabile se:

(3.1) Ve ., dsle ty)
Hxltg) - =, ]|<8(b ty) > Hx(t)—x H<e | YiteTlty

cicé se comunque si fissi un €>0 esiste un &, che potradipendereda
€ e dall'istante iniziale tg, tale che, se x(tg)-x_ & in norma minore
di & allora x(t)-x_ & in norma minore di €, per ogni t 2 tg.

Una esemplificazione grafica di questa definizione & data in fi-
gura 3.1 con riferimentc al caso bidimensionale. Sia x_ uno stato di e-

quilibrio; esso & stabile se, scelto un fntorno del punto x, di raggio €,

piccolo a piacere (fig. 3.1-a), & possibile trovare un intorno di raggio &
-'che dipenderd dal valore € prescelto e dall’ istante iniziale tg- (fi-
gura 3.1-b), tale che, se x(t;) & interno al cerchio di raggio & (figura
3.1-c) cxllom la traiettoria in evoluzicne libera avente origine da x(to)
si mantiene interna al cerchio di raggio € (fig. 3.1-d).

In altre parole, fissato un intorno di x, piccole quanto si vo-
glia, 1'evoluzione libera dello stato si mantiene confinata a tale intorno
purché il valore dello stato jniziale- x.(to) non si discosti troppo dal va-
lore di equilibrio X

Nello studio della stabilitd di uno stato di equilibrio & abituale
dare alla quantitd x(t )wx il nome di perturbazign_z_eﬂyzzmle e, in con-
seqguenza, alla evoliizione dello stato @lt, tO, x{tg), 0) il nome di evo-
luzione (libera) perturbata. ' i

‘ﬁpnfo‘ d1 equ1 ibrio: quello che si richiede & solo una lim

Definizioni di stabilita

<)

ay
Fig. 3 1

Sl sottolinea il fatto che nellq deflmzmne presentata sopra _non

v1ine r1ch1esto che l'evoluzione perturbata . ritorni necessariamente . al,

itatezza locale,
»&il}‘-m,to,zlo del punto di eguilibrig. - | T e

i osser

. t vi che, in generale, 8 0. dipende da@to, poiché si conside-

no sistemi.non stazionari, Vi sono casi in cui Hon dlpende da 't e
0

quando cid avviene si dice che la stab111ta di x_ ¢ umforme rispetto ul

. tempo. E evidente che nei sistemi'stazionari la “stabilTes & sommas ™ o

sempre i-
forme. e un

Stabilitd asintotica di uno stato di equilibrio :

uno stato di equilibrio X,
si dice stdbile asintoticamente se esso € stabil

e e se, inoltre:

(%-2) . 35 ”x 0)—x “<5 :>11m H erH?O
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In oltri termini, uno stato di equilibrio x, & stabile asintotica-
mente se & stabile (nel senso della definizione precedente) e se, inol-
tre, quando la gerturbazione iniziale & limitata (da un numero 50 che pud
dipendere qnc"he da to) l'evoluzione perturbata converge, per t—, allo

. stato x_ ste$so. Da un punto di vista fisico si pud dire che, in queste
caso, perturbazioni limitate non solo danno effetti limitati, ma assicura-
no che l'gzvoluzione converga asintoticamente al punto di equilibric.

E importante notare che, in generale, la proprietd- indicata con

la (3.2) & indipendente da quella indicata con la {3.1). Pud cicé -aversi
convergenza ad X, dell' evoluzione perturbata anche se X non & sta-
bile (basti riflettere al fatto che la stabilitd di X, impone una condi-

zione su x(t) per ogni valore di t mentre la (3.2) impone una condi-

zione su x(t) solo per valori di t molto elevati). Per sottolineare que-
sto fatto si usa parlare di guasi-stabilitd asintotica. nel caso in-cui lo
stato x_ soddisfi alla sola cond Sulla base di questa ter-

ione (3,2)

Syl

minologia.si pud allora dire che uno stato di equilibrio & stabile asintos,

ticamente se & simultaneamente stabile e quasi-stabile asintoticamente.

Anche nel caso di stabilitd asintotica & possibile analizzare lo
dipendenza da t, ed introdurre concetti di .uniformitd. Per illustrare
questo punte si osservi che l'esistenza del limite indicato nella (3.2)
implica ed & ivmpl'ic-‘ata dal fatto che, fissato comunque .un valore >0,
esista in vcorr'ispdnde'nzq‘ un istante di tempo t, tale che risulti ﬂx(t)-
-%, H< M perogni t>t . Il valore t, dipende da. 7 (come previsto
dalla definizione di limite) ma pud dipendere anche.dall'iStante iniziale

_tge Sulla base di queste considerazioni si pud allora concludere che la
dipendenza da t, della proprietd in esame si manifestasianel fatto che
dipende da ty 1'ampiezza dell'intorno cuj deve appartenere la perturba-
zione iniziale (il valore 5;) sia nel fatto che dipende da t; la rapidi-
td di convergenza a 0 di [jx(t)-x, H (quest'ultima pud essere misurata
dall'ampiezza dell' intervallo di tempo che intercorre tra ty e t, e cio
dalla differenza t_ < tgy). Se entrambi &, e {t - ty) non dipendono da
ty. st usa parlare di quasi-stabilitd, asintoti‘ca{ynijc_)gz_r}le.

Combinando il concetto ora introdotto con quellodi stabilitd uni-
forme, si dice che unc stato di equilibrio x, € stabile asintoticamente
uniformemente se esso é stabile uniformemente e quasi-stabile asintoti-
‘camente uniformemente. )

Stabilitd asintotica globale : uno stato di equilibrio si dice stabile a-
sintoticamente globalmente se esso € stabile e se, inolire:

(323 . ¥xlp)ex ,  lim lx-z ll=0

t—o

In altri termini, uno stato di equilibrio x_ & stabile asintotica-
mente globalmente se & stabile e se l'evoluzione perturbata converge

Definizioni di stability

asintoticamen , i
1o Dioticay ChFe allo stcrto, Xo . q‘uale che siql
. laro che la definizione di stabili

SZﬁz irigbti:firtlgléggfogzit'oigiu fortei pliil restrittiva, di quellq imposta

; ene I3 sl N \ .
ca‘.l,aws.e.cgndq‘(S't_a_bi_l_itd__lpcglcé‘_')—:frﬂ gﬁfoﬁa‘f;élgvaer(:mbl\ll'l'lf " oate) Imel-
stabilitd & asintotica ma non globale s 15 tndividuare
zic di stato delle regioni tali che, l
no, si ha convergenza verso il pu
si ha divergenza. Tali regioni pre
chiaramente, ve ne & una per ogni
b%’litd asintotica globale lg region
zio.

entitd della perturbazione
ta asintotica glohgle- im-

on vicevers in cui la
51 possond individuare nello spa-
se lo stato iniziale & qod esse inter-
nto di equilibrio, mentre se éesterno
ndono 11‘nomeT clliie\gi_o_nzdl' stabilita e,
punto di equilibrio, NeT"Eass di sta-
e di stabilita comprende tutto lo spa-

Stabilitd esponenziale : uno stato di equilibric x
e

sponenzialmente se esiste un valore A> 0 iqgle che:

(3.4) Ve d yle) :A/\,__,, % 5‘(6, 1':0)

si dice stabile e-

”x(to) - X, < 6(e) = ”‘X(t) S || < & oM teto)

Yie T(ty) .
In altri termini uno stato di equilibrio
Felf)gpl evo‘luzmne perturbata che ha origine nell'intorno di tale stato
¢ limitata, in normq, da una funzione esponenziale decrescente, Si no-

i 1 . ?
;l che 1 evo;luzmne perturbata tende asintoticamente ad x_, ma 3
lette che vi tenda secondo ung legge di tipo esp el non é

si dice stabile esponenzialmente

de secondo . onenziale: essa vi ten-
secondounalegge che ¢ ¢maggi e
ziale. i gatoratas da una legge di tipo esponen-

nenzjalepgo es;ere 1.ntere.ssante mostrare il fatto che la stability espo-
_i,l,g.,,w._._u...@QC”G asintoticq uniforme. A questo scopo slTr;:omi;)clcon
, sservare che, se vale la (3.4), vale a maggior ragione la:

Y e J§(e); S

ito -5, <3005 Thto-x, <, wrer, %
; '-)\{-t X
filen quarllto 3e ( 0') € sempre inferiore ad 1). Questa relazione coinci-
uécolnl a(3.1) ed, inoltre, in essq il valore 8 nop dipende da 't : g
buod ailora concludere che Per x_ sussiste la stcxbilitaﬁhifd'riﬁe;Sioclon-

51de_r1 poi nuovamente g {3.4) e si attribuisca ad € up valore

to & grazie alla convergenza ¢ zero di ie'}\(,t'm] si pud dreedilr'reiics}f:'-
(3.5) e <@ 5 11w [[ew-x =0
t=w €

e.cioé che 3 i- i i ; :
¥e © quasi-stabile asintoticamente. Per quanto riguarda il

A.RUBERTI -A.ISIDORI: Teoria della Stabilita 2
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mite che figura nella (3.5) & immediato dedurre, grazie ancora alla (3.4)

I isull - < er ogni t mag-
che, fissato.comungue. 7 >0, rlsgltq ! x(t)-x 1< p
&~ £s) | giore del valore t_ dato dalle formula:

7

. 1 €
(3.6) LP =t e

N

-' i V , pertanto, la
Di conseguenza la differenza ty~to non dlplende da lto he »;?::mplem 2
quasi—stcxbilitd asintotica di x_ & anche wﬂiﬁg&r_g\e, il che ¢

prova di quanto asserito.

L

Stabilitd di un moto ¢ un moto:

(

sy W) e TN e T {tg), (8 = 0 to xo W)

si dice stabile se:

o R

v b

rhemt B

Rl

3 st

o ¥

" giata al moto originario o(t,

=»]

;,Jw

a'.?‘g ! (3'8)

T Questo non significa
w

Ve>0, 35 tg):
HX'X0H< S(V&to) = H.q)(tlt[)lxlu)u o(t, tO'XO’u) H< € VtéT(tO) :

La definizione & sostanzial-
menie simile o quella data
per gli stati di equilibrio; lo
aspetto essenziale che oc-
corre tener presente g il se-
quenfe: un moto & stabilese,
per piccole perturbazioni del_-
lo stato iniziale, ad ogni I~
stante t successivo all'istan-
te tq 'evoluzione perturba-
ta si mantiene vicind alla
evoluzioné non perturbata.

@ (t,t0,x0,u)

P (t,to.x-“)

che, se la traiettoria dasso-

tg: Xor u) e quella associata
al moto perturbato @(t, ty, X, . 22
w) sono vicine, il moto sia

sssariameunte stabile: in- o
?ftct‘;glz due traiettorie potrebbero essere vicu.ve ma percors}(et ct:on xleggue)
temporale diversd. Ad un dato istante t la dLs'tcm(zcz tr?' @3,2)0 ¢« X
e Ot gy, X u) potrebbe essere superiore ad "€ (cfr, .1q. 2).

O\

3

i.4 Alcune proprietd delle rappresentazioni lineari 11

Armds «

. . ;ﬂv'%}mu‘ f
1.4 - Alcune proprietd delle roppresentazioni lineari. ‘

Si dedurranno ora alcune interessanti proprietd delle rappresen-
tazioni lineari.

Proposizione 4.T. In una rappresentazione lineare l'ingieme deglistati
di eguilibrio-e un sottospazio dello spazio di state, In particolare, ['ori-

e

gine dello spazic di stato é sempre uno stato di‘equilibrio.

Prova. Se %,, ed x,_ sono due statl di equilibric della rappresenta-

zione in questione, si 'ﬁa, per definizione: ‘W)
Q.

Vte Tty &0

YteT (to) Teoan

——

Xe1 = (P(t, tO' Xe 0)

1!

Xep = Olt ty %, 0)

da cui, per la linear

'}:Q,QJL(P(& tg. x, 0)] rispetto ad x, si deduce che:
) ’ AT il

Cyx , toyx, = oft, tg, o %o, TS 0) Yt €7T(t0)

essendo cy € C e cy € €. Ne consegue che lo stato ¢, X, + CyXe,
& uno stato di equilibrie, il che prova 1'asserto.

Proposizione 4.2, In una rappresentazione lineare, seesistg pit di uno
stato di equilibrio, la stabilitd di uno qualsiasi di essiimplicaed & im-
plicata .dcx‘ quella di un gualsigsi altro.

Prova. E sufficiente provare che la stabilitd di un qualsiasi stato X,
implica ed & implicata da quella dell’ origine 0 dello spazio di stato.

1 s I . ~ e m——— ) -
A tal fine, si ricordi che, se x_ & uno.stato di equilibric stabile, co-
munque si scelga €, esiste &(€, ty) tale che:. '

Hag-x, 1< 8 2 {lolt, tg, x5 0V -x H<e  VieT(ty)

Il secondo membro di questa proposizione, tenendo presente il
fatto che:

xg = Ot tg, xg, 0)

el
e la linearita di @(t, t;, x, 0) rispetto ad x pud essere rescritto co-
me: o
tlQ(tl tOI X0~Xelo) H<€

Posto.allora:

Xg- X, T Zg

si pud scrivere che:



S
2y

12 Alcune proprietd delle rappresentazioni lineard 1.4

Ny R N \,5"‘:;.&:" ¢, £ "‘)«"? -

. d8 (g, ty) lzo ll< 8 = llofttgzg0l<e

vte Tlty) .
Quest' ultlma proposizione esprime appunto la stabllltﬂ aell ori-
gine 0 dello §pa21o di stato della rappresentazione in questlone il che
-prova la prima parte dell' enunciato. Lo seconda parte pud essere fgcil-
mente provata ripéncorrendo la-stessa dimostrczione in senso inverso.

Proposizione 4 3. In una rappresentazione lineare uno stato di equilibrio
¢ stabile se e solo se esiste und coppw di numeripositivi € e $ peri
quali si abbia:

PR

@y kg 1<F 2 ot tg, xg, Ol <e wreTity .
Commente. Si noti che que‘stc condizione & pil debole della (3.1) in quan-
to fa riferimento ad unc‘rwsola coppia di valori €, 8.

Si noti inoltre che nella(4.1), grozie al risultato precedente, si

fa riferimento all'origine © dello spazio di stato anziché al particolare
stato di equilibrio X i

- Prova. Risulta evidente che, se la (3. 1) & soddisfatta (per x_=0)}, vale

anche la (4.1). Per provare il viceversa, si moltiplichino per un numero
a> 0 entrambi i termini a primo e secondo membro della (4.1); ne risul-
terd, ove si tenga presente la linearitd di @{t, to. %, 0) rispetto ad x,la
proposizione:
Haxgll<a® = llo ty, ax,, 0)[/<ak vieT(ty) .
Essendo o« arbitrario, & lecito considerare la quantitd @€ come
una quantitd arbitraria positiva. Posto allora:

ag = —
— 8
6{e) = ad = g—
£

XXy T oz

la proposizione precedente assicura che, comunque si scelga €>0, esi
ste 5(€) tale che:

llzg 1l < 86 > [0 ty, 24, 0) |l < FteT(ty)

e cio® la (3.1) particoldrizzata al caso in esame.

Proposizione 4.4. In una rappresentazione lineare:

- si pud avere stabilitd asintoticg solp per lo stato di equilibric x_=0
e solo quando quest’ultimo & 1'unico stato di equlhbrlo del 51stemcr,

1.4 Alcune proprietd delle rappresentazioni lineari : 13

- la stabilitd asintotica locala dello stuto x,= 0 implicala sua stablll-

" t& asintotica globale,

iesaatETy

Prova. Per quanto riguardail primo punto, va osservato che, se vi sono

. pilt stati di equilibrio {un sottospazio lineare, per quanto mostmto in pre—

cedenza), uno qualsiasi di essi
stati di equilibrioc. Di conseguenza, comunque pzccolo siq 8

esiste
sempre la possﬂalhta di sceghere Xg comc1dente Con . un.- qltro stato di

equilibrio | ¥ # %

0, . Per'definizione di punto di equilibrio risulta allom
X (t)-— % t“ér“‘é““m t > to e quindi non si pud avere convergenza verso
. Da c1o si deduce che la quasi- Stﬁbllltﬂ asintotica si pud avere solo

qucmao lo stato di equilibrio € un punto isolato.Nel caso di rappresenta-
zioni lineari questo avviene solo quando ["6Figine dello spazio di stato
& l'unice punto di equilibrio del sistema.

La dimostrazione che la stabilitd asintotica locale implica quel-
la globale pud essere effettuata con gli stessi argomenti utilizzati nella
prova precedente.

Proposizione 4.5. In una rappresentazione lineare 1'origine dello spazio
di stato ¢ stabile egponenzialmente se e solo se & stabile asintoticamen-
te. o e e

F 7 S I

Prova. La necessitd della condizione & gid stata mostrata in generale
nello studic della relazione tra le due proprietd di stabilitd menzionate.

Per quanto riguarda la sufficienza, si tenga innanzitutto presen-
te che, per definizione, unc stato di equilibrio stabile asintoticamente u-
niformemente & stabile uniformemente e quasi-stabile asintoticamente u-
niformemente. La prima di queste proprietd, nel caso di rappresentazioni

" lineari e con riferimento all' origine dello spazio distato, si traduce nel-

la condizione (¢fr, Proposizione 4.3) che esistano due numeri positivi €
e & (di cul & non dipendente da ty) per cui valge la:-

(4.2)  lxll<& = llott, tg, %0, 0 |I< & YteTl(y,) .
La seconda di queste proprietd si traduce nella cqndizione» che esistaun
numero positivo &, {non dipendente da tg) e, in corrispondenza ad ogni

numero positivo 7, un valore t (dipendente da M ma non da tg) per cui
valga la:

(4.3) Hxoll <8 2 [l tg, xg, 0) <7 Yie>t +T(n).
Introducendo ora l'ipotesi che la rappresentazione sia lineare, €

utile notare che dalle (4.2) e (4.3) (cir. prova della Proposizione 4.3},

scelto comungue un numero positivo «, discendono le implicazioni:

@2y xgll<a®2 ottty x, 0l <a®

.

Y2t
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a2)  lxgll<as, » oty x,0ll<an  vizi+Tin) .

Partendo. dalle (4.2'), (4.3) e (4.3") si dedurrd ora che, se HxOH

& limitato opportundmente & possibile dare per {|9f, ty, xg, O)H una li- -

mitazione del tlpo indicato in fig. 4. 1

by oo tto,xo.O)H

© Fig, 4.1

SG/Z-

80/4_

5 /81

T T T
to to+ T to+ 2T to+ 37T

Se mfattl si assume Hh o ||< 3 e si sceglie nella {4.3) 7= 50/ 2, ri-
sultall

(4'4) H(P(t: tOIXOIO) |

per t 2ttt

D'altiu parte, scelto a=1/2 nella{4.3') si ha

v

§ .
(4.5) 7 ’HX0H< 70”>||rp(t, Ly Xg s O)”< 4_a per t2> t0~}—F

Grazie alla (4.4), si pud assumere che la condizione a sinistra & veri-
ficata all'istante t +t ; dungue sipud dedurre (sostituendo tg+t al
posto di ty nella (4 5)) s :
§
a

HCD(t, to: Xgu O)H< —4— pear t 2

Allo stesso modo si procede per tutti gli intervalli successivi.

Per quanto riguarda 'intervallo [to, tgt T], la limitazione in-
dicata: ‘ ’

H(p(\t: t01x0,0)|]<b per tZtO

ud re ottenuta dalla {4.2') scegliendo a=3 /€ ,purché sia HXOH <
b

Puo esser
< b/s.

(1) - Si tenga presente che la scelta di 1 influisce sul valore di T

1.4 Alcune proptietd delle rappresentazioni lineari 15

Se allora on H e infericre al pill piccolo dei due numeri Sa e
3y 5/5, vale la limitazione indicata in fig. 4.1, Talelimitazione pud es-
sere a sua volta maggiorata con la funzione:

-2 (4T
S e !

a

come & facile verificare osservando che tale funzione assume, negli i-
stanti to+t, ty+2t, ..., i valori 8, 84/2,
Si conclude allora che, posto:

- = : 2
5=min{50,36 s/er 82'8091“2 . A= hr;

si Ha:h

(4.6) lxttll< 8 = [[x(nl<eehtizto) VteT(t,)

la quale, nei casi di rappresentazioni lineari, garantisce la stabilitd e-
sponenziale dell' origine dello spazio di statol, g

Prima di concludere  questo patagrafo, si ritiene utile far notare
che, sic nel caso in cui vi sia un solo stato di equilibrio {I' origine 0,
che pud essere stabile, stabile asintoticamente oppure instabile) o che
vi siano mflmtl statx di equlhbrlo (un sottospazio di X, i cui elementi
possono essere o tufti stablh o tutti 1nstab111) ¢ lecito attribuire le.
prietd di stablllta alla ra-f_‘

#iin qucmto il sussistere o meno di unag o l'ultrcr delle proprietd di sta-
bilitd é indipendente dallo stato di equilibrio considerato. Si potrd allo-
ra parlare di stabilitd, stabilitd asintotica, instabilitd diuna rappresen-.

) _tg_zl_one lineare.

.5 - Condizioni di stabilitd per roppresentazioni lineari a di-
mensione finita. '

In questo paragrafo si considererd il caso dirappresentazioni li-
neari a dimensione finita e si dedurranno le condizioni che devono es-
sere soddisfatte affinché sussistqno l'una o 1'altra delle diverse pro-
prietd di stabilitd illustrate nel paragrafo 1.2, L'evdluzione libera del-

(1) - 1l passaggio dalla {4.6) alla {3.4) & identico a quello che consente di passare
dalla {(4.1) alla (3.1).



16 Condizioni di stabilitd per rappresentazioni lineari a dimensione finita 1.5

lo stato « partire da uno stato iniziale s, si esprime, come & noto, nel-
la forma:

’
IR

(5.1) ST el g uxg, 0) = Bt tg) X
+ .

nella quale ®(*,*) & una matrice nXn di funzioni definitesu (T X T)*,

E quindi possi‘bile,_wcmzi opportuno, enunciare le condizioni . di stabilita

sotto forma di proprietd della matrice di fransizione dello stato.

Teorema 5.1. L'origine dello spazio 4i stato, in unarappresentazione li-
neare a dimensic?ne finita, & stabile seﬁso}g_";g'e esiste unu costante k,
eventualmente dipendente da tg, tale che si abbia:

(5.2) A o, el <kity) Yot e T(tg)

Prova. Per provare che tale condizione & sufficiente, si osservi che, se
vale la (5.2), per vgni evoluzione libera si pud scrivere:

=110 tg) 2o 1< l@ ) I 1w 1< Rty g ]
da ¢ui, fissato €>0, se si sceglie 6= e/k(ty), si ha
Hxoll <% » |knll<e . ¥t eT(ty)

e ciod la (4.1), .

Per provare la necessitd della (5.2) si mostrerd che, se la condi-
zione non € soddisfatta, allora si ha instabilitd. A tale scopo, cccorre
tradurre in termini formali sia il fatto che la (5.2) non sia soddisfatta,sia
il concetto di instubilitd. Per quanto riguarda il primo punto, si osservi
che negare la (5.2) equivale ad asserire che in corrispondenza ad ogni
po te Tl (ty) tale che '](IJ(T, tO)HZ k; ricordando poi le definizioni di
norma nello spazio €7, cid equivale ad aSserire che, in corrispondenza
ad ogni k>0, esiste un elemento di ®{°,*) - ad es. quello di posto (i,
k) - od un istante t tale che si ubbia:

costante k>0 (comsm(TJe elevata) € possibile trovare un istante di tem- |

lo, (Tt)l2k .

Per quanto riguarda l'instabilitd si osservi che negare la {3.1) e-
quivale ad asserire che esiste un valere €20 in corrispondenzaal quale,
comungue (piccolo) si scelga 3> 0 & possibile trovare uno statd inizia-
le x; soddisfacente la condizione on - X H< & ed un istante di tem-
po t € T(ty) tale che risulti:

H(p(—t—l torxo 10)‘erZE v

1.5 Condizict:i 41 stubilitdl per rarpresentozioni lineari o dimensione finit 17

Cid premssso, & facile mostrare che se non ésoddisfattala(5.2),
21 ha instabilitd. Si consideri infatti in numerce € > 0 prefissato e sia
71> 0 un'numero piccolo a piacere; se non vale la (5.2) si ha che:

- - 2
(5.3) vo, 30 ¢ o (Gl —
. m

Considerando inoltre uno stato iniziale Xy definito nel modo se-
guente:

_ xq, =0 per 3 7k
(5.4) - ' )
ka = 77/’2
sl ha che:
(5.5)  [lot, tg,xq, O = [ @18, tg) x, |1 2 [0, (¢, tg) [ m /2

Calcolando il terzo membro della (5.5) per t =Y si concludé gl-

~ lora che, per ogni >0, & possibile trovare un xy soddisfacente la

condizioneg ]‘ngH.< 7 (lo stato x, definito con la (5.4)) ed un istaate
di tempo t tale che risulti { p(t, tor Xq 0) H 2 € e cloé 1'instabilita
dell'origine dello spazie di stato delle rappresentazione in esame.

¢

Teorema 5.2, LL'origine dello spazio di stato, in una rdppresénmzione li-

. neare a dimensione finita, é stabile asintoticamente se e solo seesiste

una costante k, eventualmente dipendente da tg, tale che sia:

(5.6) @ &, 1)1 < kiiy) VteT (t)

(5,7 im ®(t, t,) =0

£ W -

Prova. LLa prima condizione @ ovviamente quella delteoremaprecedente.
Per quanto riguerda la seconda, si osservi che, in base alla(5.1), se va-
le la (5.7} si ha: ’ h

t

lim Hx(t)” =0

e cioé la guasi-stubilitd usintotice dell'origine dello spaziodistate. La
prova che la (5.7} & anche necessaria si pu® condurre in-modo analogo a
quanto fatio nel teorema precedente, considerando un opportunc stae ini-

zigale, <«

(B3]

A RUBERTI-AISIDORI! : Teoria della stabilitd
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'ﬁw”.»u»wf Yord S{pase amartt .

Passando ora a particolarizzare i risultati enunciati nei Teoremi
5.1 e 5.2 per il caso di rappresentazioni Stazionarie, & conveniente di-
stinguere i sistemi g tempo-continuo da quellla tempo- -discreto e riferir-
si alla forma impli¢ita della rappresentazione conlospazio di stato (va-
lida, nel caso di t¢mpo-continuo, in ipotesi di regolaritd).

Tenendo pfesente che, nel caso di tempo continuo,

r By k-1 ) .
R t At t
A= 3 5 R, —— e !

e .

i=1k=1 & (k-1)!

ot

& facile verificare i sequenti risultati.

Teorema 5.3. L'origine dello spazio di stato in una rappresentazione li-
neqre e stazionaria, a dimensione finita, regolare & stabile se e solo se:

a) gli autovalori di. A_con molteplicitd geometricaunitaria (m, = 1) han-
no parte reale negativa g nulla; . o

b) gli qutovalori di AV con molteplicitd geometricamaggiore di uno hap-

no_parte regle negativa.

Teorema 5.4. L'origine dello spazio di stato in una rappresentazione li-
neare e stazionaria, a dimensione finita, regolare & stabile gsintoticg-
mente se e solo se gli autovcxlon di A hcmno tutti parte. re(ﬂe negatlva

Commento. Riflettendo alla collocazione degli autovalori di A nel pia-

. no complesso, 1 due teoremi precedenti possono essere riassunti nel se-
“+guente modo. Si ha stabilitd asintotica se e solo se gli autovalori di A

sono tuttl g sinistra dell'usse immaginaric: si ha stabilitd se non vi so-

no auiovalor a destrd dell'asse immaginario e se glieventuali autovglos-

i sull'asse immaginario hanno, molteplicita geoge,p:;ca Jnitaria.
Nel caso dei sistemi a t@mpo %lscreto i rlsultatl cormsponde-ntl
sond i sequenti:

Teorema 5.5. L'qgrigine.dello spazio di stafo in una mppresentazmne li-
neare.e stazionaria, a dlmensmne finita, di un sistema a tempo dlscreto
& stcrblle se e solo se:

a) gli autovalori di A con molteplicitd geometrica unitarighanno modu-

b) gli autovdlori di. A con molteplicitd geometrica maggiore di__ur;rovhq‘r}_—
no modulo inferiore ad uno.

L1
= 14

Koyt Ar o« R T S
- — LAt . B ) ‘
x= (,:*"‘r\ T end [ U;; A

X Na
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Teorema 5.6, L'origine dello spazio di stato in una rappresentazione
neare e stazionaria, a dimensicne finita, diun sistema a tempo discreto

& stcblle asintoticamente se.e solo se gli autovalorl di A hcmno tutti mo-

dulo 1r'ffénore ad uno <

I risultati precedent»i si provanc immediatamente tehends ‘presen-
te che:

t : mi t(k-l) Ty t-kE
At= ¥ ¥ R, — Al”
(=1 k=1 & (k-1 1

Commento. Con riferimento alla disposizione diqutovalorinel pigno com-
plesso, si ha stabilitd asintotica se e solo se questi sono tutti interni
al cerchio unitario; si ha stabilitd se non vi sono autovalori esterni al
cerchio unitaric e se quelli eventualmente presenti sul.cerchio unitario
hanno molteplicitd geometrica non.superiore ad uno. <«

Prima di concludere questo paragrafo, si ritiene linportante sot-
tolinzare il fatto che, come del resto & implicito nelle -definizioni stes-
se, le proprietd di stabilitd sono relative alla particolare rappresentazio- .
ne con 210 dl stato che si sta esammcmdo e, pertanto, :possono ri-
sultare rse se si passa a considerare un'altra rappresentuzmne con
lo spazm di stato delle stesso sistema. :

Nel caso delle rappresentqziom lineari « dlmensmne finita ha
particolare interesse considerare la classe delle rappresentazioniche si
ottengono, a partire dd una assegnata, mediante una tragsformazione dlv
coordmczte nello spazio di stato ed esaminare se le proprietddi stabilita
siconservano nell'ambito di tale classe.

In proposito @ opportuno ricordare che, se sieffettuauna trasfor-
mazione di coordinate nello spdzio di state introducendo una nuova va-
riabile: '

{5.8) (1) = T x (D

{con . T(*) matrice nXn non-singolare di funzioni definite su T), la
matrice ®(-;¢) di transizione dello stato si trasforma nella:

(5.9)° SR D= T e D T ()

Con riferimento a qusste notaziont & crllom immediato verificare
il sequente risultato.

Proposizione 5.1. Sia data una rappresentazione lineare a dimensione fi-
nitd nella quale l'origine dello spazio sia stabile (asintoticamente). In
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OgIll Qltxc Qppfe o} dedotta me deIlte una tIdeOrIE.leiorle '
: V ]] : &gt ] .] ( :

i - T SEntdZi ne dG essd 3. st(xtO;eSA '[I_m_’lll

. ”-,4.., poit .:,,b,.e‘ M

i oine d
di coordinate del;tipo (5.8) 'origine d
toticamente) se esistono .due

(5.10) Hrwll <k, eeT

| | teT
(5.11) T @l Sk ¥
Prova. Dalla (5.9) & immediato constatare che:

. . .

18 @ ol < HToll-llet el )

r cui, se valgono le (5.10) e {5.11), dalla (5.2) discende' .Almmedmta—:
pe ; -

mente che:

No i, 1)1l <y Ky VtAeT(to)
e, rispettivamente, dalla (5.7), che:

lim @t tg) =0

p— 0

. ' ita (asintotd dell'origine dello
Queste condizioni gssicurano la stebilitd (qsintotica)

spazio di stato nellg nuova rappresentazione. <)

o dunque una condizione
oprietd di stabilitd nel-
si pud osservare, la

La Proposizione soprd enuPciutadeiglgxr
sufficiente affinché si abbia invcmcmzc‘r ? o e
“|'gmbito di una.classe di mppresen‘tmmﬁ o sEevae. o
1 individuata & pin ristretta di quella ¢ e e
e 1 razioni deducibill mediante trasformcx:zl oordina
o }119 rsgszs edri stato. Se, tuttavig, la Fappresentazione asseg ,
te nedo . ‘

in Considerazi ltantq rappresen-’
tazionaria e si vogliono prendere in cqn31d§rq21onzs7opu6 A
‘;Mgim‘i’ st&zioncr‘rie',vil' risultato della Proposizione -
dzioni sigziondrl :
forzate nel modo seguente.

: i i a dimensione fi-
izione 5.2. Sia data und rappresentazione _lmgfnj:mt_o e
; P‘r’:poidziovnaria nella quale l'origine dellq_spfleo staz.lomri,a  Srabe
lasin: : ogni al appresentazione .
) . ate). In ogni altrar ‘ : stazionarla d¢ *280
(Gsiﬂt: tlszi)ieante una trasformazione di coo.rdmatgl origine
dedotta me

di stato & stabile (asintotic.amente). | |
| | - V N asformazio-
E conéeguenza del fatto che, in que sto ‘cc:isto, nella tr
P;O;iq;:oordinute (5.8) la matrice T(t) nsulté:dlir;f;ste' .
rtlcm’co le (5 10) e.(5.11) sono sicuramente s©
i . . )

endente da t e,per-
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1.6 - Il metods di Lyapunov.

I risultati del paragrafo precedente consentono di stabilire se

. un'assegnata rappresentazione lineare sia stabile oppure no, a seconda
che siano verificate o meno opportune condizioni sulla. matrice. di tran-
sizione dello stato. In molti problemi applicativi, tuttavia, una rappre-
sentazione con lo spazio di stato pud essere disponibilé soltanto in for-
ma implicita (llequazione x (t + 1) =£(t, x (1), v (t)) nel caso di tempo-
-discreto o l'equazione X (t) = £{t, x (t), w(t) nel caso di tempo-conti-
nuo): in questo caso, per poter verificare se le condizioni di stabilitd
siuno soddisfatte o meno, occorre preventivamente risdlvere le equazio-
ni che definiscono la rappresentazione in esame e dedurre cosila forma
esplicitg della rappresentazione stessa. Considerazioni di questo gene-
re giustificano immediatamente, da un punto di vista pratico, l'interesse
a ricercare griteri che.consentano di verificare la stabilitd a pattire da

© caratteristiche della funzione £(:,*,*).stessa, senza che sia necessa-

rio risolvere la corrispondente equazione D,

) Il pit noto di questi criteri & quello che va sotto il nome di me-
todo di Lyapynov: tale metodo verrd esposto in questo paragrafo con ri-
ferimentd a rappresentazioni staziongrie g dimensione finita, regolari
(nel caso di sistemi « tempo-continuo) anche se la sua validitd & stata
estesa a classi pill generali di sistemi.

Rappresentazioni di questo genere sono individuate, nel caso di
tempo-continuo, da una equazione del tipo:

x (1) = $0c (1), wlt)

.con x(t) € C". Poiché ai fini dello studio della stabilita, si considera

il caso in cui w(t) =0, & abituale riscrivere l'équazione in esame nel-
la forma:

(6.1) ' x (1) = £ (x (1)

ed a questa si fard riferimento nel sequito. :

Per poter presentare il teorema fondamentale di Lyapunov sulla
stabilitd & necessario introdurre preliminarmente alcuni concetti, Pid
precisamente, si consideri una fupzione scalare del vettore di stato x:

i V (x)

(1) - ¥ Tecremi 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, che sono riferiti o proprietd della matrice A, potreb-
bero apparire criteri di stabilitd che soddisfano alle esigenze sopra menzionate, In ef~
fetti essi fanno riferimento a proprietd degli autovalori di A, lacul determinazione co-
stituisce il primo e pill importante passo nella soluzione della equazione (x(t) = Ax (1)
o x(t+1) = Ax(t)); per tale motivo, di fatto, questi risultati vengono classificati tra

le condizioni di stabilit& relative g proprieta della forma esplicita di una rappresenta-
zione.,



22 1l metode di Lyapunov 1.6

Kl

e si supponga che questa funzione sia continug e derivabile (rispetto al-
le n componenti x/X, ..., X,) in unaregione. {1 C C™attomo alpun-.

to x_. Peruna funzmne di ques’co tipo & abitiale dare le seguenti:

)

Definizione 6.1, L‘Ic};funzione V(x) si dice definita positiva in ‘S (xe, 1)
se: v ' E

a) Vix_ ) =0 _ , ‘
b) Vix) >0 ; x # X, L x € Slx,, 1) = {x,:”Hx - xe‘H <r}
ciod se V(xe) & uguale a zéro e.se V{(x) & npositiva per tutti gli x di-

versi da x_ e contenuti nell'insieme S{x_, 1) (una-sfera di centro X,
e raggio r}. < ) . Co-

In cltri termini, si considera un particolare punto .x - dello spa-
zio di stato ed, intorno a questo punto, unc sfera di raggio r; se la fun-
zione V & nulla al centro dellx sfera e in tutti gli altri punti & maggio-
re di zero, si dice definitd positiva in quella sfera.

Definizione 6.2. La funzione V(x) si dice definitanegativa se - V (x) &
definita positiva. Cid vuol dire che V(x) in X, &uguale a zero enegli
altri punti di S(x ol ry & minore di zeto.

Definizione 6.3. La funzione V{x) si dice semidefinita pos1t1vc1 in
S(x_, 1) se:

a) Vix,) =0
b) Vx) 20 ; x#x_ , xeSx, 1)

La semldefmltezza & un vincelo pil. lgsco: nel punto X, la V(x) ¢ an-
cora zero, mentre negli altri punti di § (x o ) & magglore ouguale a ze~

ro. <

La definizione di funzione semidefinita negativa pud essere da-
ta in modoe analogo.

Esempio. St supponga:

e sia:

- 1.6 1l metodo di Lyapunov 23
*
x-=
L

allora la V(%) & chiaramente definita positiva intorno alllorigine, per-
ché nell'origine si annulla e nell'intorno di esso assume valorl solo po-
sitivi.

La stessa funzione, se si assume:

x,

¢ semidefinita positiva perché si annulla non sole nell'origine, ma an-
che in qualsiasi punto dell'asse di X g Cioé si annulla per:
X} T X, = 0 .

x, #0

<

e negli altri punti é invece positiva. <«

"Se si considera ora soluzione x(-) della equazione (6.1), la
funzione: :

(6.2) -V (x (£

risulta'una funzione reale della variabile reale t, continua e derivabile
per ogni t tale che sia x(t) €Q. La derivata della (6. 2)rlspetto al tem-
po si calcola semplicemente con la formula:

dV (x (t n '8\} dx, n
(6»3) ,.__(i_(..l)_ = 3 : =3
~dt i=1 ox, dt i=

oV
1 EXi

£, (x (1)

essendo fi(x(t)) la i-esime riga di §(x(t)). L'ultimo. membro, anziché
funzione di t, pud anche essere riguardato come funzione d’e_lla sola x,
ponendo:

(6.0 P
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Alla V(x), che & una funzione scalare del vettore x, sipossa-
no ancora — ovviamente — riferire i concetti di definitezza positiva, ecc.
presentati sopra. e )
' Introdotta questa terminologia sulle funzioni si pud enunciare il
teorema di Lyapunsv:

Teoremag 6.1, Uno stato %, di equilibrio di una rappresentazione sta-
zlonarig a dimensione fmltu regolare & stabile se. esiste una funzione
V (x) definita posmva in un opportuno intorno "S(x o r) e tale che V(x)
sia semidefinita negativa nello stesso 1ntomo 4

Commento. Si tratta di un criterio sufficiente-e non- -neeessario, Sesi rie-
sce a trovare una funzione V (x) che soddisfa alle comhzlom tichieste
allora lo stato x_ & stabile; se non si riesce a trovare una tale funzic-
ne non ci si pud pronunciare,

Commento. Ovviamente si pud dare ung formulazmne del teoremcr con V (x}
definita negativa ¢ V(x) semidefinita positiva: in altri termidi & arbi-
trario il segno di partenza. <1

Prova, Si presenterd una prova di tipa geometrico, limitatg al caso n=2;
le considerazioni che vengono svolte hanno, tuttavia, validitd generale.

Si consideri una funzione V (x) defimta positiva .in. un--interme---

S(xe, 1)..e la corrispondente superficie V=V (x,, x,) nellospazio car-
“t&81ano (xy, x5 V) (chr, fig.6.1). : .

v

Fig.6.1
Zoe x2

X1

| o o . A
Intersecando tale superficie con piani perpendicolariall'asse V,

definiti dalla equazione:

vEk

S (x R ) Calcolando i valori
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si ottengono delle curve le cui proiezioni sul-piano (x 1 X ) prendono il
nome di Iinee di Ilvello della funzione V (x). Tali prozezmnl possono

essere form‘j'mente rappresentate con la relazione:

= {x.EX:V(x) =_k}.

Essendo la funzione V(x) definita positiva, le linee di livello
risultanc chiuse, almeno per k sufficientemente piccolo, &4, inoltre, se
k < k la linea di livello relativa a k1 é interna a quella relativa a
kz' La situazione si presenta ciod come in fig. 6.2,

Fig.6.2

In base alla continuitd della funzione V(x), si pud osservare
che, fissato comunque un valore R compreso tra O ed r esiste cer-
tamente un valore k tale che la linea di livello Uk siatuttainternaad
S(x_ R,) (basta considerare il valore minimo di V(x) sul contorno di
Sx- ot By) e prendere per k un
vulore ad esso inferiore). Inol- .
tre, per il fatto che U, & una ' -~
curvg chiusache cornprende X, »7 Six, Ra) ~
al suo interno, & sempre poss1- -
bile trovare un valore R, tale
che S(xa, R,) siq tutta inter-
na alla linea di livelloU Que-
ste entitd . sono rappresentcxte ’
nellg—fig..6.3.

. S8i consideri ora una
traiettoria dello stato avente o-
rigine in un punto x, internoad -

delld funzione V(x) nei punti
di questa traiettoria si ottiene Fig.6.3 "

A.RUBERTI - A.ISIDORI : Tecria della stabilita 4
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la funzione definita con la (6.2). Poiché la derivata rispetto al tempo di
tale funzione & negativg o nullg (per ipotesi) per-tuttii"valori del tempo

1.6 1l metodo di Lyapunov 27

q.he.la \domcmdcx: se In una rappresentazione assegndta uno stato di equi-
librio & stabile (o stabile asintoticamente) si pudessere certi_che alme-

per citi % (1) € S (x, Fr) si deduce ché, sul medesimo intervallo di tem- no una funzione di Lyapunov esista? In effetti & stato dimostrato che,
po, la funzione V.(x(t)) & non crescente. Grgzie a questo fatto ed alla almeno nel caso di rappresentazioni stazionarie e « dimensione finita,
continuitd di V (x(t)) rispetto a t, si pud concludere che per ogni t la - la risposta a questa domanda é'“,cw_ripﬂ_'e_;rfl_'ﬁ‘c_‘x‘tiéd: St pud allora dire che I'esi-§
funzione V-{x(t)) si mantiene inferiore ad. U, o, il che ¢ lo stesso, fﬁgﬁ%ﬁ@g&g@%mmnedhx@m -Yv_é..‘CQﬁdiZiQna“ necessqria et
che per ogni t lo stato x(t) risulta interno ad S(x_, R ). ﬁgﬂicieﬁfﬁé fabilitd. : : o R

Si & cosi mostrato che, se V{x) & definitapositivae V (x) & se- ) Accanto ai teoremi di stabilitd sono stati presentati anche teo-
mi-definita negativa in S(x_, r), allora: C - remi dLiQSLQPJAIE« Il pit noto & il sequente:

R s ) !

.:..Il}'mmamgmﬁ:«?.~~(-gmv). Unc.v stat? N ..di equilibrio di yna rappresenta-
zione stazionaria a dimensione finita regolare & instabile se esiste una
funzione V(x) tale che ,V(x) sia defini i{ivg in un opportund in- -
1 xJ. tale che ,V ‘xﬁwsig.wg,&%gqﬂ@%g@gﬂq in un opportuno in- -
tomo S (xe, 1) *ed, inoltre, l'insieme dei punti nei quali V(x) assume.va-..
Yori positivi abbia X, come punto di accumulazione.

g -x <R, = [l -x <Ry VteTl)

e, quindi, la stabilitd di x . <1

Per quanto riguarda la stabilitd asintotica, il teorema preceden-

te viene rinforzato nel seguente modo: ‘ o A ]

: . . Prova. Il lettore interessato pud consultare: V. Hahn, Stability of Motion

Teorema 6.2. Uno stato x_ di equilibrio di una rappresentazione sta- (Springer, 1967), pag.103. < i ’

zionuria a dimensione finita regolare & stabile asintoticamente se esiste ’ )

una funzione V{x) definite~positi¥a in un opportuno intorno S’(xe, r) di
x, tale che V(x) sia definitg neggtive nello stesso intomo.

e N AT

" Prima di concludere il paragrafo & opportuno osSservare che tutti
i risultat! enunciati in precedenza poss >ssere provati anche nel ca-
‘5o di rappresentazioni di sistemi & te / i, i

o della (6.1) . : (}’w e 10, per le quali, in luo-
go della (6.1), andrd considerata 1'efuasianet

Prova. Se V(x) & definita negativa, la funzione (6.2) & di fatto decre-
scente lungo la traiettoric x(t); poiché V(x(t)) > O per ogni x(t) #

#x_ in S(xe, r) si'pud allora asserire che, se xg €8 (xy, Ry (6.5) x(t+ 1) = §lx (1))

4 ] I risultati rimangano inalterati purché -allq funzione (6.3) siso-
tang - Vi) =v{x®) =0 stituisca la funzione: ( \0/(:3 "

Dall'ultima di queste uguaglianze, poiché in §({x_, r) la funzione Vi) - , (6.6) VL)) - V)= VI @] - V(b))
si annulla solo quando x = x,, si pud concludere che: : ’:' : e '
i il che porta a considerare, in luogo dellg (6.4) la funzione:

1‘|x0—xell<32 > lim x(1) = x, Dy A

(6.7) AV (x) = V(£x)) - V(x) L A Lf ey
e cioé la quasi-stabilitd asintotica di x_. <« : ' . PNY A LU ST

dngataie d s

L'utflitd dei risultati stabiliti con i teoremi precedenti diviene
concreta, 'suldpwig_gg_gp_p‘lig_gyiyg, ove si sappig costruire, . per. il sistema
in esame, una funzione V (x)..che soddisfi.wlle condizioni previste per
assicurare lu stabilitd o la stabilitd asintotica. In effetti un notevole
sforzo a livello di studio & stato fatto, e si-continua a fare, allo “scopo
di fornire metodi per la costruzioné di funzioni. di questo® genere (che-
prendono il nome di funzioni di Lyapunov). Parallelamente, si pone an-

1.7 - Applicazione del metods di Lyapunov al caso di rappresen-
tazioni lineari e stozionarie. '

Si premettono alcune considerazioni.-Una funzione V (x) si chia-
ma forma quadratica omogenea ge & del tipo: -
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Fe e ‘.l 7 <, 0 -
brg frr Yy )
}{ ! Lo I : g )
"‘»,f«’»; - A J s n ",;‘}:;"km.c{ﬂ wlire '3'”""”5,,'/‘:“:‘ o
n n
(7.1) Vix)= 2 'Z p. x.x
, i=1 =1 U710

In tal caso la V(x) si pud esprimere sinteticamente nel modo
sequente: ? ’ :

Peoom
(7.2) Vix) =x'"Px PSQV,' - B?

ove P & una matrice avente per elementi i coefficienti p., della (7.1).
Se si considerano gli n? termini che tompaiono nella (7.1), fi-
gurano sia XX, che X X, per cui si hanno termini del tipo:
IR SR ITEE (pU+pj1)
Questo significa che, in realtd, della matrice P non interessa-
no i valori dei coefficienti, ma 1ntgessq solo la sommg di quelli simme-
tricirispetto glla diggongle. Quindi in pdftlcolare per deflnlre un.a “for-
“ma quadratica si possono prendere mgtrici simmetriche, cor :3}:)‘
Una matrice P si dice definita (semldefmlta)posni” Ta fun-
zione (7.2) & definita (semidefinita) positiva, :
@ " "Per riconoscere se una matrice P & definita positiva ci si pud
4= quvalere del seguente:

Teorerhn,gmz,‘lm Syﬁl;geg,tm. Condjzione necessarig ¢ sufficiente affinché
una forma quadratica del tipo (7.2), sia definita positiva, dche gli n mi-

nori:
Dy=»y
, Pip Pip
(7.3) D, =
] Boyg  Pox
UML?/QJ&)
o Piin P Py
Dy = 1Py Py Po -

Pgp Pz Pa

della matrice P siono tutid positivi.
poL e

Commento. In questo teorema si considera una matrice P simmetrica, Se
non & simmetrica la condizione & necessaria e non sufficiente. <

—r wr Ewn ey ey - ) o €
Uy o Qus™ Awy \ . 'f—ru e
A& Ks - w2 Xugy= Q= W 1
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Si enuncerd ora un criterig necessario e sufficiente di stabilita
aszntotlcg,ula cui dimostrazione ~ —per quanto mguarda la sufficienza ~ si
basa appunto sulla costruzione di unafunzione di Lyapunov deltipo (7.2).
Per la dimostrazione della necessitd occorre premettere un risultato re-
lativo-alla soluzione delle equazioni lineari matriciali.

Lemma 7.1. Siano R, §, T, tre matrici n X n adelementi in C.L'equau-
zione: : '

(7.4) RX-X§8=
nell’ mcognlta matucmle X, che ha dlmeusmne nXn, ammette solnzio-

ne. unm_a,se. le. due matrici R ed 8 .non hanno alcun autovalore in co-
mune. <

. Teorema 7.2. Sia dota una rappresentazione:

7.5 500 = Ax ()

L'origine dello spazio di stato & stablle asintoticamente se e solo se,
fissata comungue una matrice s1mmetncc P definita positiva, l'equa-
zione: L Uy A

(7.6) JA'Q+ QA =-P

nell'incognita @ ammette soluzione unicg, simmetrica e definita posi-
tiva. :

Prove. La condizione & sufficiente. Si supponga che, fissata P simme-
trica e definita-positiva, la {(7.6) ammetta soluzione unica, simmeirica e
definita positiva " Q. Allora & definita positiva la funzione:
(7.7} Vix) = x'Qx

La funzione V(x) risulta in questo caso data da:

(7.8) Vi) =x" Gx+x'Qx

Poiché si ha:
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x (1) = Ax(t)
x' (1) = x' (1) A

i
§

K

b

2

la (7.8) & pari a:
(7.9) ¥ x) =i.x;'~-A' Ax+x'QAx=x' (A" Q+QA)x =-x"Px

ove 1'ultimo passdggio & glustificato dal fatto che vale la {7.6).

Siccome P & definita positiva per ipotesi, la funzione V(x) &
definita negativa e quindi le ipotesi del Teoremd di Lyapunov sonc sod-
disfatte. Si pud allora concludere che l'origine dello spazio di stato del-
la rappresentazione {7.5) & stabile asintoticamente; in effetti la proprie-
td & globale in quanto la rappresentazione in questione & lineare (cfr.
Proposizione (4.4)).

La condizione & necessaria. 81 incominci con l'osservare che,
se la rappresentazione in questione & stabile, gli autovalori di A hanno
tutti parte reale. negativa. In tal caso le matrici A' e -A non hanno
autovalofi in comune e quindi, grazie al Lemma 7.1, |'equazione (7.6)
ammette soluzione unica. E facile constatare, per sostituzione diretta,’

che la matrice: A AT:( f“’;/ﬁ P'A‘{ATJA') s
LE———_,_ET:‘_"__ — "
«w 1 _ A,é . -
{7.10) Q :/ eA tPeAt dt ~W({ fpe T'L~Dj
0

(definibile in gyuanto l'integrando & continuo su [0, @ ed infinitesimo,
per t =@, di ordine superiore a qualsiasi potenza di t) risolve detta
equazione. Si ha infatti:

@® «©

AteA't P eAtdt +f oAt P oAt Adt =

(7.11) A'Q@ + QA =/
0 0

. :
d ' .
=] — [eAtPeAtldi = [eAtP A £ - P

o dt 0

Individuata cosl, con la (7.10), la soluzione unica della (7.6),

per completars la prova basta mostrare che questa & definita positiva. In ‘

proposito si pud osservare, con semplici passaggi, che:

@ R ©
(7.12) x' Qx =/ x'e“)"tPeAt‘x-dtzz\/l ' () Pz(t)dt > O
0 T 0
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. -y
in quanto, essendo pér ipotesi P definita positiva, l'integrando
z'(t) Pz (t) & una funzione a valori sempre positivi.

Commento. Il precedente teorema fornisce un criteric di stabilitd asin-
totica che opera direttamente su A. Si applicafissando una matrice ar-
bitraric P, e vedendo se la (7.6) ammette soluzione. unica, simmetrica
e definita positiva. In pratica, per semplicitd, si pud assumere come ma-
trice 'P la matrice identitd. Risolvendo l'equazione matriciale (7.8) si
ottiene un sistema in n(n + 1)/2 equazioni le cuiincognite sono gli e-
lementi di @. Una volta ottenuti tali elementi, va ad essi applicato il
teorema di Silvester per stabilire se la @ ¢ definita positiva o no. <

Si considererd ora un semplice esempio di applicazione di que-
sto risultato.

Esempio. Sia data una rappresentazione lineare, g dimensione finita, sta-
zionaria, con: :

10 1
A= 1 -2 1
0 0 -1

L'equazione matricialve:
A'Q+ QA =-P
porendo P =1 e:
a9 G
B @= Qi dgp Qg3
Q33 g3 da3

fornisce il sequente sistema:
teqp t2gpp -l
=3y, ta, =0
Ay Ty Fdg-2a,=0
-dqg, =-1
Qg+ dgy-30ay =0
2q13+ 2q23—2q33=<1
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Tale sistema & immedi atamente risolubile perché triangolore &
~onsente di trovare: .

e /21 3 14 \

Q= = g 4
REAY
: la 4 36

Applicando“a questa matrice il criterio di Sylvester si ottiene:

(R}

D, =21
D2 = 180
D. = 47/16

3

concludendo cosl che la matrice & definita positiva. Si pud allora usse-
rire, grazie al risultato dél Teorema 7.2, che la rappresentazicne & sta-
bile asintoticamente. <1

Nel caso di sistemi a tempo-discreto vale il seguente rfsultqto
analogo:

Teorema 7.3. Sia duta uaa rappresentuzione:
(7.13) ' x{t F1) = Ax(t)
I.'origine detlo spazio di stato & stabile asintotictiaente se e solo se,

fissata comungue una matrice simmetrica P definita positiva, l'egua-
zione:

(7.14) A'QA-Q@=-P

nell'incognita @ ammette soluzione unica, simmetrica e definita posi-

v,

Provd. Per nravare 1 sufficienza, si applica il teoremadi Lycpunov nel-
la versions Lelqtlva sistemi ¢ tempo-discreto, usando, in luogo della
funsione V{x), la (6.7). La prova & allora del tutto an-alogqaquella del

leorem:y plecedﬂ\nte _

Per provace la necessitd, si pud osservare che, se la rappresen-
tazicne data & stabile, comunque si fissi P definita positiva, la (7.14)
ammette la soluzione (upica in base ad un risultato analogo o quello e-
spresso dal Lemma 7.1):

'
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(7.15) Q= > (AYFP Ak
k=0 ‘

(la verifica si effettua per sostituzione diretta). Inoltre, se P & definitg

positive, anche @ lo &, come si pud verificare facilmente costruendo la
funzione:

M8

' k)Pz(k) >0

(7.16) “Qx= 5 x'(AVEP(A)K x =
k =0 0

k

[.8 « Criteri di Routh e di Jury.

Il criterio di Routh & un criterio per stabilire se le radici. di.un
agsegnato polmomlo d (X) S0n0 tuite con parte. r,e,uleneq@xtwa Essopud

P emar mpsirre AT

evidentements essere appllcuto al polinomio ccrrattemstlco

SERNEY

- per la verifica della. stqbillta _agsintotica di una rcxppresentazmne lineare
e stazionaria di un sistema a tempo-continuo.
All'esposizione di tale criterio & conveniente premettere una

condgﬂtggn,a,gg(‘egﬁmm, che assume la forma seguente: ;fut-f‘ fn e
- le radici del polinomio: (ARG (e
) fat Lo

®.1) dN) =a A" +a A+t a htagr o A

hanno tutte parte reale. negativa selo.se.glin+ 1 coefficienti a

ordyeser
o “n 1 a, hcmno tuttlrlo S1e550.58000-

Se la verlflca prevista da questa condiziene risulta soddisfatta, -
" & allora possibile passare al criterio di Routh vero e proprio.

Questo criterio si esprime con riferimento al segnodegli elemen-
ti della prima é¢olonna della sequente tabella:

- e

icrn;! { an_\\2 . C S
ER N G La b /an -jS

b n-2/ b\9—4 7 )

€3 Ch-s

ARUBERTI- A.ISIDORI : Teoria della Stabilit& S
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nella quale gli elementi delle prime due righe sono formati con i coeffi-
cienti del polinomio (8.1), quelli della terza si ottengono dalle due righe
precedenti con le,éormule:

! - ~2
S P B . -1 n n
b = = !
n-2 a
9n-1 n-1 Tn-1 n-3H
: . a a_ _a
Tn-1 c‘n-ti_CI G'\-S = -1 » nos
n-4 - K
(8.2) n-1 -1 91 Ynos
a a
n-2k
D1 Tnozk ” T Tnook-d -1 n
bn-Zk a a
n-1

n-1 1 9 “Oho2k-1

quelli della quarta riga si costruiscono a partire dalla seconda e dalla
terza con formule perfettamente unaloghe e cosl viaper le righe succes-
sive, ) ‘ o
Si intende che nello schema non figurano elementi che non pos-
sono essere calcolati con le (8.2) o analoghe, come avviene, ad esen-
pio, per la terza rigd in corrispondenza alla posizione n+1/2 (per n di-
spari) o n+2/2 (per n pari). -
Le formule (8.2) cadeno in difetto quando il denominatore & ze-
_10 e, clo&, quando il primo elemento di una riga € nulle. In questo. gasg
lcr tabella non si pud continuare (cfr. pid innanzi circa la possibilita di
costruire tabelle complete quando le (8.2} cadpno in difet'to). .
A ciascuna riga dello schema cosl costruito conviene assoclare
un indice, uguale al pedice del suo primo elemento (n per la \prima, n-1
permibg&shecondcr ecc.); & facile constatare che la riga i—esir{m é c?omp'ostu
di 1+2)/2 odi (1+1)/2 elementi (ad seconda che i sia pum.o dispa-
ri); T'ultima riga, quella di indice 0, ha un solo elemento; le tighe so-
no quindi n+ 1. N '
La regola che ora si esporrd non si altera se tutti l,C.Qeffl(?l?l’ltl
di una generica riga sono moltiplicati per una stessa cOstlar?te';\aosrtwa,
cid che pud essere fatto allo scopo di avere valori numerici pill maneg-
gevoli ovvero per semplificare il calcolo delle (8.2) moltiplicqndole ad
esempio per il valore assoluto del denomincatore. ' o
Inoltre la regola rimane valida se si opera un cc.xmb‘mme‘r_lto “di
scala della variabile passando ad un polinomio nella variabile AY=K A.
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Fatte queste precisazioni il criterio pud essere enunciato mnel
modo sequente(!):

— condizione necessaria e sufficiente affinché glizeridel polinomio(8.1)
abbiano tutti parte reale negativa € che, supposto & >0 tuttiglin+ 1
elementi della prima colonna della tabella SIgRG posrEvi, |

b

Si mette in evidenza il fatto che questa condiziocne implica che
la tabella possa essere completata e, cioé, che non si incontri il.caso
degenere di un elemento.nullo nella primq colonna (in caso contrario, in-
fatti, non si disporrebbe di tutti ‘gli ‘n+1 elementi cui applicare la re-
gola). . S ‘

L'algoritmo di Routh, che porta alla costruzione della tabella,

oltre a fornire gli elementi per la verifica della stabilitd, secondo il cri-’
terio ora esposto, consente nel caso di.instabilitd di ottenere indicazio-

ni sul numero di radici con parte reale positiva e sulle eventuali radici

simmetriche rispetto all'origine (immaginarie coniugate, reali opposte o
a quaterne simmetiriche). '

A questo proposito si pud anzitutto osservare che se la tabella
pud venire completata (e, cio@, non si incontra il caso degenere di ele-
menti nulli nella prima colonna) si pud escludere 1'esistenza. di radici
, confpatte t&ale)nulla ed il numero delle radici con partereale positiva.é.
dofo dal humera.delle. variazioni Ji.segna.che.si-presentane. nella- prima.-
colonna della.tabeHea:- - -

Se la tabella non pud essere completata conviene distinguere due
casi. Uno & quello in cui é nullo il primo elemento di una riga ma non
, tuttl gli altri elementi della riga stessa; in questo caso si pué costruire

la tabella per un polinomio ottenuto da quello di partenza moltiplicando

3
1

}

per il fattore (A.+ z) (con z positivo); a questo polinomio la regola |-

xS et

delle variazioni di se
di cazioni complete sul polinomid di partenza, in quanto il numero di ra-
dici con parte reale positiva & rimasto inalterato passando al nuovo po-
linomio: un altro metodo consiste nel sostituire all'elemento nullo una
quantitd g infinitesima e nel proseguire la costruzione della tabella ap-
plicando poi agli elementi della sua primacolonna la regola sopra espo-
sta. :

L'altro caso & quello in cui sono pulli tutti gli elementi di una
i&%&; In questo caso il polinomio di partenza & il prodotto di un polino-
“mio .P LX), sulla parte reale delle cui radici si ottenigono indicazioni
dg;i»_éegni”degli'elemen’ci della prima: colonna dellq tabella cgglryitg fino

|

(1) - La prova del criterio di Routh pud essere dedotta a partire dal me,todo. di Lyapu~
nov, Il lettore interessato pud consultare L.Schwarz, B. Friedland, Linear Systems (Mc
Graw Hill, 1985), pagg. 413-418.

.

k}no risulta generq_l_gnente applicabile e fornisce in-f

I

E :
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alla rigg nollase di un polinomic xP o (A), in cui figurano solamen
tenze.pari. ¢ che.si costruisce moltlphccmdo gli elementi della rig
cedente quella nulla’ per potenze di A uguali al loro pedice; detto, ciod,
i l'indice (necessgricmente dispari) della riga costituita da elementi
tutfi nulli e detti ai 1 a; 14, 4 ecc. glielementi dellariga ‘pr'eceden—
te, il polinomio P 5 €

PZ(M:.: aHI}\i“ ta, A-1 +qim3)\i‘3+...+ ag

11 polmomlo Pz, come tutti quelll costituiti da 'sole potenzepari, ha ra-
dici a due _Cpposte (quindi a coppie dl immqgmarie coniugateo g, quater-
ne aventl partl reall e immaginarie dello stesso valore assoluto e con
tutte le quattro combinazioni di segno); se il polinomio P2 ¢ di gradoe
basso (2 o 4) se ne possond trovare facilmente le radici (la situazione
si verifica, ad esempio, in corrispondenza al caso, nonraro, di una cop-
pia di radici immaginarie coniugate); comunque, in generale, & possibi-
le stabilire quante sono le sue radici con parte reale positiva contando
le variazioni di segno che si presentanc q partire dallariga i~esima del-
la prirna colonnd dellcz tcxbellcr completatcx sostituendo agli elementi del-

------

%«.
Esempi. Si daranno ora alcuni esempi di appliccxzione di quanto sopra
presentato.

Routh con l'indicazione a sinistra dell'indice di ciascuna riga ed a de-
stra del fattore per il quale tutti gli elementi della riga stessa sono sta-
ti divisi; ad ogni esempio seque inclire una breve illustrazione.

a) caso del polinomio A5 + 8 A%+ 25A% + 40 A2 + 34 A+ 12

1 25 .34 (1) b o4
74 2 10 37
3 20 32,5 ()
2 6,75 3 (1)
1 23,61 : W
0 3 (1)

Tutte le radici hanno parte reale negativa.

Per ogni esempio & rlportctta, accanto al polincmio, lc tabella di

1.8 Criteri di Routh é di Jury 37

(

b) caso del polinomio A% + FA%+ 1703 + 17 }\2 + 36N+ 30 .

5 1 7 3% (1)
4 7 C17 300 (1)

3 14,'57' 3,17 (1)

2 225,5 437,1 ' (14,57)

1 | -s653,6 e

0 437,1 (1 -

51 hanno due variazioni di segno nella prima colonna e quindi 2
radici hanno parte reale positiva e 3 parte reale neqgativa.

c) caso del polinomio A* + A3+ A2+ ) +1

p4+p3+p2+p+1

4 1 1 1
1

3 1 1

2 0 1

Le 1ad1c1 non sono tutte con parte reale negqtiva, si pud anche
dire che n%n si hcmno coppie di radici simmetriche rlspetto alltorigine.
Per calcolare il numero delle radici con parte reale pOsitiva, si pud so-
stituire a zero una quantitd € sufficientemente piccola, ottenendo.

41 1 1 1
3] 1 1
2| ¢ 1
i s
€
0 1

Se €>0, (6-1)/e<0 (supponendo € < 1), si hanno quindi
due variazioni che si osservano per ¢ —0; considerazioni analoghe val-
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gono per € < 0. Dungue si hanno. due radici éon parte reale positwa e
due con parte reale negativa.

Allo stesso r;sultato si pud pervenire analizzando un polinomio
ottenuto moltlpllccmdo ‘quello dato per un altro polinomio 16 cuiradiciab—

biano posizidne notq sul piano A« Scelto per quest'ultimo ad esempio

il binomio A + 2 in modo che il nuovo polinomio sia:

AT 3N 303+ 302 4+ 30+ 2

si ha
5 1 3 3
4 3 3 2
3] 2 7/3
2 -1/2 2
1 31/3
0 2

Si hanno due variazioni'di segho e quindi due -radici con parte
reale positiva. Una delle tre radici con parte reale negativa é evidente-
mente quella del binomio A + 2.

d) caso del polinomio AS+ A4+ A+ 224+ A+ 1

4 1 1 1
3 0 0

La riga di indice 3 ha tutti gli elementi nulli; questo fatto de-
nunzia la presenza di quattro radici a due a due simmetriche rispetto al-
1'origine. I polinomio P di grado 1, ha la radice con parte reale ne-
gativa non essendoci vquazmnl di segno fra i primielementi.delle righe
di indice 5 e 4.

Per quanto riguarda il polinomio P or le sue radici possono es-
sere determinate direttamente risolvendo la: ’

P2=p4+p2+1’—‘0

Le radici risultano:
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{3

1
t =t §——
2 772

Si hamno quindi due radici con,parte reale positiva. Quest'ultimo
risultato si pud ottenere anche completando la tabella dopo aver sosti-

. tulto agli elementi della riga di indice 3 i coefficientidelladerivata di

P ,i siottiene in tal caso lg tabella

' s 01 1 1
sl 1 1
3 4 2
2 172 1
1| -8
0 1

che presenta appunto due variazioni dopo la riga 3. <

Il criterio di Jury & un criterio per stabilire se le radici di un as-
segnato polinomic d{\) sono tutte.con modulo inferiore ad uno. Esso
pud evidentemente essere applicgto al polinomio caratteristico perla ve-
rifica della stabilitd asintotice di una rappresentazione lineare e stazio-
narig di un sistema a tempo-disereto.

Tale criterio comporta la costruzione di una tabella del tipo:

s
%

oz !un-i g n!
@y Ay ;C‘o.zi
et
n-2 bn—lr«"
by bo )
cn—‘Z
€ Cn-3 C-n‘4 Cn—-S €o

........................

S3 S2 SI SO
tG t1 tZ
t2 tl JE0
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dove:
a a, S % G
bo=| | . by fes b, =
9y "{IO a, 9 a, a
(8.3) _— :
‘bO bn—l . .
Co = - f ecc. |
b1 Po ’

Cid posto, condizione necessaria e sufficiente-perché le radicidi d(\) -
abbiano modulo minore di | & che sia: i

d(1) >0
(8.4) 1R d(-1) > 0
ed iﬁoltre: ' '
la_| > Jag |-
[bol> b, ]
(8.5)
gl > It

Commento. | criteri di stabilitd esposti sopra possono essere utilizzati,
con varianti pitt o meno immediate, anche per risolvere altri problemi re-
lativi all'allocazione (sul piano complesso) degli qutovalori di una ma-
trice A o delle radici di un polinomio d{A).

Per esempio, si potrebbe considerare il casc in cui si desidera ve-
rificare se le radici sono a sinistra di un asse che si trova adistanza a
dall'¢sse immaginario {(v. fig.8.1).

4 Im D\}

Fig.8.1

&~ Re D\E]

¢

- (8.6)
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Questo problema ha un interesse notevole perché non solo per~
mette di dire che tutti i modi naturali tendono a zero per t tendente al-
l'infinito, ma anche che il modo meno smorzato, quello ciocé che tende
pil lentamente a zero, & un modo cui & associata una legge temporale
del tipo e~* (con costante di tempo 1/a). Questoin certe applicazio-
ni tecniche pud essere interessante: ad esempio quando si richiede che
gli effetti dei disturbi agenti in un sistema decadano con tGna sufficien-
te rapidita. Il criterio di Routh permette dirisolvere immediatamente que-
sto problema senza nessuna complicazione. Basta infatti porre nel poli-
nomio (8.1) al posto di A, la quantitd A - a e studiareil polinomio ri-
sultante: i : :

A0 - @)= - a)tta, (- a)™ e ag

con il suddetto criterio. Lo stesso risultato pud essere peraltro conse-
guito utilizzando l'equazione matriciale di Lyapunov (7.6) con A+ al
in luogo di A.

Un altro problemq interessante & quello di stabilire se le radici
sono contenute nella zona indicata in fig.8.2.

4 Im [A]

seny =h

o Re [A]

Fig.8.2

Questo caso corrisponde a imporre che i modi pseudoperiodici ab-
biano un coefficiente di smorzamento non inferiore ad un certo valore . .
Mentre nel caso di fig.B.l si possono avere coefficienti di smorzamento
sia grandi che molto piccoli, ora, nel caso difig.8.2, siimponeun vinco-
lo ben-definito sullo smorzamento dei modi pseudoperiodici. Anche que-
sto caso puo essere trattato mediante opportuna applicazione del crite-
rio di Routh, verificando se le radici del polinomio:
T

A.RUBERTI- A.ISIDORI : Teoria della Stabilit& 5
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: Lo . [t B
I\]"C }\’} '\‘\‘ ‘\ & *
SR v
(8.7) d(hel¥)yd(hetty

nell‘incognitd Ay ",di-b,bia—no tutte parte reals negativa oppure ‘no.
E infatti immediato constatare che, se Ay, Ay A, soncle ra-
dici di d (M), le zadici del polinomio (8.7) saranno rispettivamente

)\le‘j‘/’, A e TiV A, e3¥, A, etV L, A e-t¥ A eIV, Queste ultime ri- -

sulteranno con parte reale negativa se e solo se le radiei di d{\) sono
‘comprese nel settore indicato in $g.8.2. :

1.9 - Analisi della stobilita di rappresentazioni now-lineari per
mezzo dell’approssimazione lineare.

E molto diffusa sul piano pratico 'abitudine a ricondurre lo stu-
dio della proprietd di stabilit® locale (intorno: ad un punto di equilibrio
o ad un moto) all'analisi della stabilitd di unarappresentazione lineariz-
zata. Il metodo di Lyapunov fornisce alcuni importanti risultati generali

sui limiti di validita di questa procedura, dando le condizioni nelle qua-
1i dalle proprietd di stabilitd della rappresentazione linearizzata st pos- ..
sono inferire proprietd di stabilitd locali della rappresentazione origing< .

ria,
ciata ad una data rappresentazione non-lineare, -si consideri il caso in
cui questa ultima ~ supposta regolare — sia assegnata in forma implicita
mediante l'equazione differenziale:

(9.1) x(t) = f(x (1))

e si assuma che §(x). sia dotata di derivate parziali prime continue 1i-

spetto alle componenti di x, Sia inoltre X, tuno state di equilibrio,
ciog uno stato che soddisfa la relazione:

{9,2) f(xe)‘ =0
Definendo un cambiamento di variabile:

(9,3) £it) = x (1) - x,

& considerando lo sviluppo di ¥(x) in serie di Taylor attorno "l punto
xe, dalla (9.1) si pud scrivere, per ciascuna delle componenti di E):

Per introdurre il concetto di rappresentazione linearizzate asso-
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i=1 2

{9 A5 : T o 'éfi (x)} ' :
94 o= TG )]+ 2 Gt x,, £
. ., .

-~:avencllo. indicato con h, (xe,,;f), una espressione opportuna del resto del-
lo sviluppo in serie. ’ T

Le derivate parziali delle funzioni f,(x) i
e 4 r g -
nenti x di .x possono essere ordi : l1 }SDettO @he compo
; ! inate nella matrice quadrata:

df, . 9f,

Bx.! an
9.5) - Jx) = '

CES 3t

axl o an

?h? prende il nome di matrice Jacobiana della funzione £(x); anche essa
8, in generale, una funzione di x. Tenendo orq presente la {9.2) e po-
nerido x = x, nella (9.5) si ha, dalla (9.4):

. i

(9.6) £ =J(x ) W+ (x: €(1)

Se si assume ora che il resto presente nella (9.8) siquna funzio-

medi £ infinitesing, per {|£]]~0, di ordine superiore a || £|

che sia: € cloe

(@) SRR 1

Nelloo — TET - °

te Iagigr}-elvole assumere che, se £ (t) si mantiene innormapiccolo {cioe
a ’ 1] ~ I3 y 5
e che la quantitd h(xe, £(t) si possa ritenere trascurabile rispetto

a I{x) £t : o
sione:” £(t). nella (9.6)), alla (9.6) stessa si possa;ostltulrel‘espres-

(9.8) CEM =) £

che 'puo essere ‘interpretata come forma implicita di ung rappresentazio-
ne lineare, a dimensione finita, stazionaria.
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La (9.8) prende il nome di rappresentazione linearizzata associa-

ta alla (o linearizzazione della) rappresentazione non-lineare (9.1). Per
il modo in cui & statg dedotta, si pud concludere che la rappresentazione
linearizzata & in grado“di fornire una descrizione approssimatadelle evo-
luzioni dello stato rélative alla rappresentazione data e che questa ap-
prossimazione & tanto pill valida quanto pid laevoluzione stessa si man-

tiene in un intorno sufficientemente ristretto dello stato di equilibrio X -

Utilizzando la rappresentazione linearizzata & possibile stabili-
re un certo numero di risultati a proposito della stabilita. Ilprimo di que-
sti concerne i punti di equilibrio ed & espresso dal sequente:

i Teorema 9.1. Se la matrice Jacobiana J(x ei) é non singolare, lo stato di
equilibrio X, & isolato.

Prova. Se X, non fosse isolato allorcx, fissato comunque un intorno di
X, - esmterebbero in esso valor xe tali da annullare la funzione f(x).
Se & valida la (9.8), dovrebbero allora esistere valori f; =x! - x, -tali
da soddisfare la: : :

—

0=J(x]) ¢ —

il che sarebbs.vero solo se J (xe) fosse singolare. Di consequenza, se
J(x ) non & singolare, tali valori non-possono esistere ed X, & un pun-

to di equilibrio isolato. <i

Commento. -Si noti che non & in generale vera la proprietd inversa: pud
accadere infatti che se X & isolato, J (xe) & singolare. A questo pro-
proposito si pud esaminare il sequente caso:

. _ 2
Xy =X
X :XZ

2
in cui-l'unico stato di equilibrio & x_ ='(0,0) mentre

© f2x, 0\ [0 0
J(xe):< > = )
Noo \o 1

X —X_e

& singolare. <«
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II risultato del teorema precedente & interessante in quanto, co-
me & noto, si pud avere stabilitd asintotica per un punto di equilibrio,
solo se questo & un punte isolato, L'uso delle rappresentazioni lineariz-

- zate consente peraltro di ottenere anche risultati 4 maggior interesse ai

fini dello studio della stabilitd. Questi sono basati sui seguenti:

Teorema 9.2, La stabilitd asintotica dell'origine dello spazio di stato
nella rappresentazione linearizzata implica la stabilitd asintotica locale
dello stato x_ nella rappresentazione originaria.

Prova. E basata sull'applicazione del Teorema 7.2.8i COllSldreI‘l ung for-
ma quadratica, nella variabile ¢, del tipo:

(9.9) Vig) = £ Qe ~i;h§}ﬂ

e si caleoli la funzione V(&) corrispondente all'equazione (9.6). Si ha
allora: :

(9.10) V(@O =& )Q+@J(x )] &+h(x, £)Q &+
+ & Qh(xe, &) '

Se la rappresentazione linearizzata & stabile, esiste certamente
(vedi Tecrema 7.2) una matrice @ tale che sia:

(9.11) £&'QéE>0 . per £#Q
{9.12) & [J'(xe)Q+@J(xe)]f<O , 'per & #0

D'altra parte, se vale la (9.7), il secondoe terzo addendo nella
(9.10) sono infinitesimi (per || & H ~0) di ordine superiore a || & /2 men-
tre il primo addendo € infinitesimo dello stesso ordine di H ¢ IQ. Ne con-
segue che esiste certamente un intorno. S(0, r) del punto &=0 (cioé
del punto x = X, rispetto alla variabile originaria) in cui il segno del-
la (9.10) coincide con il segno del primo addendo a secondomembro. Te-
nendo allorg presente le (S.11) e (9.12) si pud concludere che la (9.9) &
una funzione di Liyapunov per la rappresentazione in esame, il che com-
pleta la prova. 4

1 .

Teorema 9.3. Se la rappresentazione linearizzata & instabile a causa del
fatto che J{x ) ha almeno un autovalore con parte reale positiva, allo-
ra nella rapprésentazmne originaria lo stato di equilibrio X, ¢instabile.
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Prova. E analoga a quella del Teorema precedente.

Commento. L'enp,.n..ciato del Teorema 9.3 non pud essere esteso sosti-
tuendo alla ipotesiche J (xe) abbia almeno un autovalore con parte rea-
le negativa l‘i‘po-ie»si, pin debole, che la rappresentazione linearizzata
siasipstabile. Se’si assumesse questa nuova ipotesi J(x_) potrebbe a-
vere anche non avere autovalori con parte positiva ed avere autovalori
con parte reale nulla di moltiplicitd geometrica non unitaria. In tal caso
'equazione matriciale di Lyapunov corrispondente alla rappresentazio-
ne linearizzata non ammetterebbe soluzione e quindi non sarebbe . pil
possibile ricorrere all'impiego del Teorema 7.2 cosl come indicatonella
prova precedente. <

Per illustrare questi risulfati é utile esaminare alcuni esempi:

Esempio. Si desidera studiare la stabilitd degh stati di equlllbno della
seguente rappresentuazione:

X, =x%~1

R S

*, = x7-x]
.o_ g o
Xy T XY~ X5 - X4

GH stati di equilibrio sono i sequenti:

1\ -1\ 1 -1

xelz, 1 xe2= 1 xe3= »_l { xe4_~ -1

0/ 0 _ 0 0

|

La matrice Jacobiana assume l'es[ﬁressip’ne:
2x, 0 0
J(x):\ 2%y -2x, 0
2%, -2x, -l
ed | suoi autovalori risultano essere 2x1, - 2% —1
In corrlspondenza ad x o1t Xog Xg almeno uno degli autovalori

& "Oslh\/o pertanto, grazie al Teorema 9. 3 si conclude che lo stato di

quilibrio & instabile. Nel caso X, Vviceversa, tutti gli autovalori so-
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no negativi e cig, grazm al Teorema 9.2, cxssmurala stabilitdlocale del-
lo stato di equilibrio. «

I teoremi 9.2 e 9.3 non contemplano il verificarsi del casoin cui,
nella rappresentazione linearizzata, la matrice J (xe) non ha autovalo-
ri con parte reale positiva ma ha qualche autovalore con parte reale nul-

ta. Tale situazione pud corrispondere sia ad un caso inctilarappresen?

tazione linearizzata & stgbile ma non asintoticamente {gli autovalori di
J(x_) con parte reale nulla hanno molteplicitd geometrica unitaria) sia
ad un caso in cui la rappresentazione linearizzata & instabile (gli auto-
valori di J (xe) con parte reale nulla hanno molteplicitd geometrica non
unitaria). Questo caso prende il nome di ¢aso critico e ncn pud essere
studiato mediante il ricorso alla rappresentazione linearizzata; per ave-
re indicazioni sulla stabilitd & opportunc cercare di applicare i teoremi
di Lyapunov direttamente sulla rappresentazione originaria.

Esempio. Sia data la rappresentazione:

- 3
T 7YX
X, = A X,

con A <90. La matrice jacobiana, cqlcolcxtcx nell'unico stato di equ111~

brio x_ = (0,0) assume l'espressione:
3yx2 0\ 0 0
i) = = 1
0 Ao 0 b
X=X

ed ha un autovalore nullo. Si & quindi in presenza di un caso critico.

Si consideri allora la forma quadratica: . gt
. : 1 oo

Vi

Vix) = -;—(x% ~.’)’x§)
in corrispondenza alla quale si ha:

T ;yxgi-yxxg
Se v <0, risulta V(x)> 0-e Vix) <0 perogni x # 0 di conse-

guenza, per il Tecrema 6.2, lo stato x_ & stabile asintoticamente. Se



48 Analisi della stabilitd di rappresentazioni nen-lineari 1.9

[ T
viceversa ¥ > 0 risulta V(x) >0 perogni x #0 e Vi{x) > 0 per lo
meno nei punti della retta x, =0 (escluso 'origine); lo stato di equi-
librio & allora punto di accumulazione di punti in cul V(x) >0 e quin-
di, per il .Teorema 6.3, & instabile. <« )
A9

1.10 - Le regioni di stobilitd asintotica.

‘E stato gid osservato nel paragrafo I.3cheil concetto di stabili-
td asintotica di un punto di equilibrio esprime una proprietd locale; la
definizione stessa, in particolare, specifica che se un punto di equili-
brio & stabile asintoticamente esiste un intorno sferico di raggio’ 3 _ del
punto per il quale si verifica che tutte le traiettorie aventi origine cxlsuo
internc convergono, per t — ®, al punto di equilibrio stesso.

Dal punto di vista applicc:tivo & spesso molto importante sapere
non solo che esiste almenc un Intorne sferico di X, che gode di questa
proprietd ma anche individuare, se possibile, il luogo dituttiipunti del-
lo spazio di stato a partire dai quali le traiettorie convergono verso X_.
Tale insieme & gid stato indicato come regione di stabilitd asmtotzca
associata allo stato di equilibrio X »

In effetti, in taluni casi & possibile individuare precisamente la
regione di stabilitd asintotica di uno stato di equilibric mentre in altri,
poiché la determinazione precisa potrebbe implicare calcoli di notevole
complessitd, si preferisce determinarne una approssimagzione per difetto.
All'esame di alcune di queste situazioni & dedicato il presente paragru-
fo.

In proposito, & utile considerare innanzitutto il seguente:—

Teorema 10.1 (L Salle). Sia data una funzione V(x) e sia il 1u0qo
detf punti in cui V(x) < 1.
Si supponga inoltre Ql lirditata e che sia:
Vix) >0 pel: x el , x #x_

V (x) <0 per ’?GQL" x?ﬁxe'

Allora lo stato di equilibrio x, & stabile asintoticamente ed oghi trajet=

toria ¢he ha origine all'interno di Ql converge ad x_ per t—®

Prova. E sostanzialmente basata sugl stessiargomenti adattinelle Pro-
ve dei Teoremi 6.1 e 6.2. Lu frontiera della regione Ql coincide, per
definizione, con la linea di livello V, e, per 'ipotesi di limitatezza di
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), & una linea chiusa. Sullg bas
to dedurre, applicando gli stessi
che una traiettoria avente origine

e di questa considerazione & immedia-
argomenti gid utilizzati in precedenza,
in Q converge, per t—~®, ad At <

Si dCIIE[ ora un Sempl' i i l. e (l Jjueste ' -
) ice esemp o dl app lcqzion i i
. o ’ L J u St crite

Esempio. Si consideri lg rappresentazione:
X =x, (xg - 1)
: — 2
X, =X, (xI -1
per la quale i punti di equilibrio sono:

=00 L x =MD, %= (10D, x, = (1D x, = (1,-1)

Il punto Xy © stabile asintoticamente in quanto la matrice jaco-‘

x2-1 2%, X | .

. -1 :

J(xo):( 2" 1 2> =( 0
2xx x%-l x=x, 0 -1

biana:

2

ha autovalori negativi.
Si vuole determinare una
litd del punto xo (la quale
Xg0 X3 x,).
Consu‘leruta una funzione:

approssimazione dellaregione di stabi-
. Per ovvie ragioni, non conterrd i punti x,,

V(xl, X,) =x%+ xg

si ha:
. OV
V(xl, x,) = ?fl(xl’ X2)+ fz(xll x,) =
2 .
— 20,2 V
" = 2x1(.xz-_l) +‘ 2x§.(x%—l) =- 2(xf+xg)+4(x2xg)

La funzione V{xy x,) & definita positiva in tutto il piano.

A.RUBERTI- A.ISIDORI : Teoria della Stabilitd
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. . o n
La funzione V (Xl’ Xz) & definita negativa per valori di (x7 +
+ x2) sufficientemente piccoli (potendosi in tal caso trascurare la quan-
tita 4x%3’(%};_ ma non per tutti 1 valori di (x, ?‘2)' o
E peraltro abbastanza facile, data la simmetria nspettc: ad'x, ed
x'Z, valutare il luogo dei punti in cui Vix,, Xz_) & nulla. Dall equaz;o—
ne: :

-

22D +4GxD) =0

posto:- )

1 2 !
- 2 . = R
&=x1- ) . MEXeT
si ha:

. 1 1 1 '
—2(§+77+1)+4<§')7‘+3-§+—2—,77+7.>=4§-77-1=0

Quest'ultimg equazione rappresenta, nel piane (£, m), unaiper
bole riferita agli assi. Di conseguenza & facile concludere, sulla base
delle trasformazioni di coordinate sopra introdotte, che i luoghi in cu
vV {x 1 X5) & nulla assumono 1a forma indicata in fig.10.1.
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La linea di livello:

V(xi-, xz‘,) =1

coincide con il cerchio avente centro in (0,0) e raqgio‘unitario.f’_oiché :
al suo interno V{(x,, x2) é definita positiva e V(x 1 x,) édefinitane-
gativa, si pud concludere che essa delimita un insieme coptenuto nella
regione di stabilitd. <« ’

Oltre al risultato espresso dal Teorema 10.1, che consente una
valutazione per difetto della regione di stabilitd, sono anche disponibili
risultati che consentono una valutazione esatta. Il pit importante di essi
& guello espresso dal Teorema seguente:

Teorema 10.2 (Zubov). Se esiste una funzione V (x) continua e dotata
di derivate parziali prime con le seguenti proprieté:

a) V(x) & definita in un dominio semplicemente connesso {) contenente
al suo interno il punto di equilibrio x 1

b) V(xe) = 0,’
c) 0 <V(x) <1, perogni x # x, interno ad Q;

d) Vix) = 1 nei punti di frontieradi Q e, inoltre, se O & illimitato

1i =1
Hx]ﬂg‘w Vix) =1

e) V(x) risolve, in corrispondenza ad almeno una funzione W (x) positi-

va per x # x e nulla per x = X I'equazione differenziale alle deriva-
te parziali:

(10.1) T =- Wi (1- Vi) ¥ 1+ [JE]f?

allora {1 coincide con la regione di stabilitd relativa ad X -

Comménto. Il criterio contenuto nel Teorema precedente si basa sulla
individuazione. di una coppia di funzioni V(%) e W(x) per le quali sia
possibile verificare 1'uguaglianza {10.1). Se cid épossibile, il lucgo dei
punti in cui V{x) = 1 fornisce la frontiera della regione di stabilita.

Come si & precisato nell'enunciate la (10.1) é una equazione al-.
le derivate parziali nell'incognita V (x), come & immediato constatare
osservando che il primo membro assume la forma (6.4).

Si noti infine che una funzicne -V (x) che soddisfi leipotesi de!
Teorema & certamente una funzione di Lyapunov. V(x) & infatti positi-
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va per ogni x # x_ interno ad Q mentre la funzione V (%), in base ul-

lq espressione che risulta dal secondo membro della {10.1), & negativa
per ogni x # x_ interno ad ; quest'ultima proprietd & conseguenza
del fatto che W( ): & positiva per ogni x # x oo Che (1-V(x)) éposi-
tiva per ogni x # xe' interno ad () e che ﬁ T [T¢G)I? épositiva per
ogni x. Il Teorema afferma dunque che la linea di livello corrisponden-
te al valore 1 per lq funzione di Lyupunov V (x) &lafrontiera della re-
gione di stablhtq

Prova. Il lettore interessato pud consultare: W Hahn, Stablhty of Motion
"(Springer, 1967), pagg. 161-165. <

A titolo di applicazione & utile considerare il sequente:
"Esempio. Sia data la rappresentazione:
Ry =-x, + 2}{% Xy
5 =" %9

in cui il solo punto di equilibrio & x_ = (0,0). Quest'ultimo & stabile in
quanto la matrice jacobiana:

© 0 -1 /.., -o~1/

ha autovalori negativi.
Scegliendo:

x% + x% .
SEETSIE

si ottiene per V(x) l'equazione alle derivate parziali:

W(x,, x,) =

Bv 2V
( X3 +2x x2)+
Bx'lA 3x2

(X)——(x1+x)(1~V)

*'F facile verificare, per sostituzione, che la soluzione di questa
equazione assume’'l'espressione:
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2 : 2

[ Xy L .
Vix,, =1- - —_——
{x,,.x,) =1-exp 5 2(1—x1x2)}

Si osservi ora che la funzione 'V (xl, Xz) assume valori unitari
nei punti del piano in cui & Xy X, = 1, -cioé lungo le due 1perb011 equi-
latere indicate in fig.10.2. Risulta inoltre: .

lim V(xl,x2)=1

“x””‘w

Nella zona compresa tra le due iperbeli (zona tratteggiata) 1’ argomento
della funzione exp [ ] nella V(x y Xz) assume valori negativi, il che
implica che la funzione stessa assume valori inferiori ad 1. La funzio-
ne V{x, xz) soddisfa.allora in tale regione le condizioni previste dal
Teorema 10.2.

xe

A

Vg, x2) = |

Y
O ’™a

Vixzg, x2) =1

Fig.10.2

Poich# peraltro W(x) & definita positiva in tutto X, si pud con-
cludere che tutte le condizioni previste dal Teorema 6.2 sono soddisfat-
te e che la zona tratteggiata di fig.10.2 coincide con lu regione di sta-
bilitd del punto di equilibrio.
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Accanto ai metodi che consentono di valutare la regiene di sta-
bilitd asintotica, nel caso di stabilitd locale, esistono anche criteri che
consentono di stabilire in quali casi la stabilitd é globale (in quali cao-
si, cio®, la regione di-stabilitd asintotica coincide con l'intero spazio
di stato). Il pit serr}j’pl,ice e noto di questi criteri & il sequente:

Teorema 10.3. Sia data una funzione V(x) che goda delle seguentipro-
prieta:
a) V(x) >0 perogni x # xg Vix,))=0;

e

b) V(x) <0 perogni x #x_, Vix))=0; T

e

¢) lm V)= R A tORPE P
x‘ - © -

Allora il punto di equilibrio X, & stabile asintoticamente globalmente.

Prova. E ancora conveniente riferirsi ad una prova di tipo geometrico.

Se:

lim V(x) =

bl

ogni linea di livello é una linea chiusa (se cid non fosse, esisterebbe u-
na direzione lungo la quale, per Hx H—*OO la funzione V (x) tendereb-
be ad un valore finito). E allora possibile utilizzare ancora gli stessi
argomenti gid esposti nelle prove dei Teoremi 6.1 e 6.2 per concludere
che ogni traiettoria avente origine all'interno di un'arbitrarfa linea di li-
vello U, tende ad x, per t—~®. Poiché U, ¢ arbitraria ne conse-
gue la stabilitd asintotica globale di x_.

Esempio. Sia data la rappresentazione:

X =-x; +tx, .
. . g
Xp T X "Xyt Xg
che ammette il solo punto di equilibrio x = (0,0).
Sceltq una funzione: (e e

c )= o2 4 g2
Vixy x,) =x] + x5

si ottiene:

'\‘/(xl, x,) = - 2}(%— 2x§ - 2}{;‘1

3
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Poiché V(xl, x ) & definita pos1t1va in tutto X, V(xl, x,) &
definita negativo in tutto X e:

lim '\/'()c1,>('2)'=Oo ,
lflse

I'origine dello spazio di stato & stabile asintoticamente ;;lobclmente. <

Un altro risultato di notevole interesse per lo studio dellastabi-
litd asintotica globale & il seguentes

Teorema 10.4 (K¥asovskii). Sia data una mppresentqzione del tipo:
x () =4 [x ()]

e si supponga f(x) dotata di derivate parziali prime continue. Se esiste
una costante o> 0 tale che, per oani x,. gli autovalori della matTice:

o N

A e Q.—(\\

Kix) = 3(x) + J'(x)

abbiano parte reale inferiore a ~a, alloralo state di equilibrio x, = 0e
stabile asintoticamente glebalmente,

Prova. Il lettore interessato pud consultare W.Hahn, Stability of Motzon
(Sprmger 1967), pag.135. .

Esempio. Sia data la rappresentazione:

X, =- 3x1 + X,
. 3
Xp =Ry "Xy~ Xy

che ammette l'origine come wnico punto di equilibrio, 81 caleoli ora la
matrice J(x) + J' (x) prevista nell’enunciato del Teorema 10.4; si ot-
tiene:

-6 2
JG) + 3 (x) =
2 -2-6x§

il cui polinomio caratteristico vale:

d,x) = (A+6) (A +2+6x2) -4 = 2+ (8+6x2) A+ (8+36x7)
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Per individuare se esiste una costante a che soddisfa il crite-
rio di Krasovckii, cpnviens utilizzare le osservazioni svolte nel Com-
mento dlla fine del*par.8. Si tratta allora di vedere se esiste a >0 tale
che d{A-a, x) al:‘»fbiicx le radici con parte reale negativa per ogni valo-
re di-x. Poichsd: * i

d(h-a,x)= A2+ [8+6x2-2al A+ [8+36 x2+a?-(8+6%2) al

particolarizzando il criterio di Routh al caso di un‘pol‘morr'xio di-secondo
grado, si-conclude che la condizione pud essere soddisfatiasee solo se
esiste a > 0 per il quale sia:

8+ 6x§-’2a >0
8+-35x§+az—(8+6x%) a >0

_ Scegliendo per esempio a = 1, tali disequaglionza si riducono
alle:

B +6x2 >0
1+30x2>0

che sono soddisfatte per ogni x. Si pud allora concludere che per ogni
x gli autovalori di J(x) + J'{x) hanno parte reale inferiore a -1 e, per
il Teorema 10.4, che lo stato x_ = 0 & stabile asintoticamente global-
mente. ’ -

1.11 - La stebilita «esterna» nelle rappresentazioni lineari.

Accanto al tipo di stabilitd presentato nei paragrafi precedenti,
basato sulla considerazione della risposta nello stato in evoluzione li-
bera, & usuale introdurne anche uno basato sullaconsiderazionedellari-
sposta nell'uscita in evoluzione forzata. Pil precisamente, 8i considera
il comportamento in evoluzione forzata corrispondente a stati iniziali ar-
bitrari e ad ingressi limitati e, s.ostcnzialniente, si richiede che, in tale
situazione, le corrispondenti risposte in uscita si mantengano anch'es-
se limitate. Per tale motivo & usuale riferirsi a questo tipo di stabilitd
con la denominazione ¢stabilitd ingresso-limitato uscita-limitatas; per
brevit& qui si userd la dizione di stablhtc estema Qﬂt{‘" )

R
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Pil precisamente, si consideri ﬁn sistema descritto della funzio-
ne di transizione dello stato (2.1') e dallatrasformazione diuscita (2.1%).

. tale sistema si dice stabile esternamente se, comunqgue . si sceglie un

M > 0 e-comunque 31 sceglle il valore %o assuntodallo statoall'istan-
“te tg ‘esiste un numero N > 0, eventualmente dipendente da M da %y
e da to, tale che, se la funzione ingresso. & limitata da M pertuttii t
2tq. allora la corrispondente funzione di uscitaq risulta limitata da N
per tutti i t 2t,;, quale che sia lo stato iniziale Zge In formule, dun-
que:

(L1 YM>0, ¥xoeX, dANy o >0

Hu@f <M, YteT(ty) = Hywl <N, xgito ! VieT(ty)

dove con y(t) si & indicata la risposta in uscita corrlspondcnte all'in-
gresso u ed allo stato iniziale x(to) = %o

Una proprietd di stabilitd esterna pit debole di quella definita
sopra, si ottiene se nella relazione precedente si suppone che il valore
dello state iniziale sia fissato. In questo ambito & particolarmente in-
teressante riferirsi glla situazione in cui x, = = 0: si parla in tal caso
di stabilitd esterna, nello s stato zero, In formule lacondizione (11.1) di-
viene:

+(11.2) YyM>0, 4N, >0

M, tq

luwll <M, Yretiey) = lywll<m,, ,VteT(to)

se con y(t) siindica questa volta la risposta in usc1tc1 cormspondente
all'ingresse u ed allo stato iniziale x(t ) =0,

Si passerd ora a dare condizioni necessarie e sufficienti per la
stabilitd esterna di una rappresentanza lineare, adimensione fmltu, sta-
zionaria,; di un sistemd a tempo- contmuo Inchcuta con:

. ' -t
s y(t)=‘I‘(t)X0+f, Wit-7)u(r)dr
A : ' Jo

la risposta in uscita di tale sistema si pud dimostrare il sequente:

Teorema 11.71. Una rappresentazione lineare, a dimensione fmlta stazio-
naria & stabile esternamente se e solo se:

A .RUBRERTI - AISIDORI ¢ Teoria della Stabilita 8
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a) esiste una costante k, >0 tale:.che:
(11.4) CAlewli<x, - vezo

b) esiste una cos:ff'ante k, >0 tale che:
(11.5) f AW lar<k, Yt >0
0 . .

Prova. Per provare che tale condizione & sufficiente, siosserviche,dal-
la {11.3) si ha, per ogni t > 0,

(11.6) Hy Wl < [lwm x Il + Hft W-7) ulr)drl]<

< lvwll-lll+ [ Wil lomilar
.Se ora r.isulta: ) | |
(11.7) Ho )] <M Y20

dalle (11.4) e (11.5), si ha:

(11.8) y (011 < ey Lxg I+ kg M

e ciod la condizicne espressa dalla (11.1), con N, =k, HxOH +
+k, M. : "o
Per la prova della necessitd della {(11.4) si osservi che, se es-
sa non & valida, esiste almeno un elementoe di ¥ (t), ad esempio quello
di posto (i, k), che & illimitato. Di consequenza, scegliendo xq come
nella prova del Teorema (5.1} ed w(t) =0, Yt >0, siottiene una uscita
illimitata.

Per la prova della necesgitd della (11.5) si osservi che, se essa
non & valida, comunque si fissi un numerc k > 0 esiste un T (dipen-
dente da k) tale che: '

T
(11.9) f W |ldr >k
0 EO

.11 ) La stabilitd «esterna» nelle gpprossimazioni lineari 53

- Scegliendo come norma di W(7) l'espressione:

: )
(11.10) |lw ()il =mcirx §1 ‘Wij(’T)l
risulta:
T P
(11.11) f max Z - fwy(n]dr > K
: o T

Di consequenza, per almeno un valore di i, sia esso h, siha:

. T p :
(it12) f S fw, (M]dT >k
. o =1 ’

Si consideri orq un ingresso wu(*) tale che sia‘l):

: uj(T)=sgnwhj(T~fr) . 0<T<T
(11.13) ‘ ) .

uj('r) =0 , 7> T
La com-ponénte h-esima della risposta (11.3) a partire dallo stato ini-
zigle x(0) =0, assume, oll'istante T, il valore:

. T p
S (11.14)  y, (T) Zf 21 W (T-7) v (r)dr =

o =

i=

T p T p
=f b lwhj(T-'r-)[d7'=f T lwy (M)ar
o =1 o =1t %

Per la (11.12) si ha allora:
(11.15) oy (T >k
Essendo k arbitrario, tale disuguaglianza prova che y(+) non

& limitata su [0, ®). Poiché l'ingresso cui essa corrisponde soddisfa
invece la limitazione:

(1) .- La funzione sgnx & definita nel modo seguente:

sqnx:—l,x<0 H sqpx=0,x=0 ; sgnx=1,'x?0
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(11.16) He(r)ll < 1 Y7 >0

risulta provato che, se la (11.5) non & soddisfatta, il sistema non & sta-
bile esternqmente. & - : -

+ -
Commento. Da questa stessa prova si deduce immediatamente che un si-
stema lineare stazionario & stabile esternamente nello stato zero se e
solo se vale la condizione (b). <

Tenendo ora presente il legname tra le matrici W (1), W(t) e le
mairici A, B, € che caratterizzano una rapprésentazione implicita del
sistema in esame & possibile dare una diversa caratterizzazione delle
condizioni (a) e (b) di stabilitd esterna. Infatti, in tal caso le trasfor-
mate di Laplace delle funzioni ¥{t) e w(t) sono funzionirazionalipro-
prie di s. E allora facile constatare che: :

Corollario 11.1. Una rappresentazione lineare, « dlmensmne finita, sta-
zionaria & stabile esternamente se e solo se:

a) tutti i poli semplici di ¥ (s} hanno parte reale non positiva e tutti
quelli multipli hanno parte reale negativa;

b) -tutti 1 poli di W (s) hanno parte reale negativa.

La condizione (b} & da sola necessaria e sufficiente per la sta-
bilitd esterna nello stato zero. <«

La verifica di queste condizioni & una conseguenza diretta del-
le espressioni delle antitrasformate delle funzioni razionali.

Per la stabilitd esterna nello stato zero & possibile dare anche
un'ulteriore caratterizzazioné, accanto a quelle espresse dalle due con-
dizioni (b) di cui sopra. Si pud infatti facilmente provare che esse so-
no entrambe equivalenti alia condizione che il limite di HW (1) H per t—
- gia 0. Per la verifica basta riferirsi, ad esempio, alla condizione
sui poh di W(s). Se W(s) ha solo poli con parte reale negativa, ne
consegue che lim HW H = 0; se quest'ultima relazione & vera, vi-
ceversn, W (s), t3he & una funzione ruzionale, ha tutti i poli con parte
reale negativa. Riassumendo queste varie osservuzmm,per comoditddel
lettore, si pud affermare:

-Corollario 11.2. Una rappresentazione lineare, a dimensione finitg, sta-
zionaria, & stabile esternamente nello stato zero se e solo se e solose
una qualunque delle tre sequenti condizioni & soddisfatta:
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— esiste una costante k > 0 tale che:

' t
(11.17) / w(r)|ldr <k Yt20
O,

.

— tutti 1 poli della matrice delle funzioni di trasfeiiments hanno parte
reale negativa: :

"~ la matrice delle risposte impulsive ammette il limite:

(11.18) im [wn] =0 RS
¢t~ @

Prima di concludere il paragrafo & interessante analizzare i le-
gami che sussistonc tra i due tipi di stabilita esterna sopra introdotti,
Discende direttamente dalle definizioni che una rappresentazione stabi-
le esternamente & anche stabile esternamente nello stato zero. In gene-
rale non & vero il viceversa; questo tuttavia si verifica se la rappresen-
tazione in questione & raggiungibile, come si pud constatare con la se-
guente dimostruzione per assurdo.

La mppresenta--
zione se &rqg:
mngibx]e e ogJ

Stabilitd <SS EmTTT Stabilita

interng erna

r - ; » esterna
asintotica . >

/7

s
AN Ve
AN /,//
La rappresenta- N\ ‘ //// L a rappresenta-
zione se &rag- N\ L o7 ziene & raggiun-
giungibile e o8-  \.\ Q P gibile
servablle NN . 7/
AN
Stabilitd
esterna

nello stato 0

Fiq.11.1



62 ' La stabilitd sesterna» nelle approssimazioni lineari 111

Si supponga che una rappresentazione sia raggiungibile, stabile
esternamente nello state zero e non stabile esternamente. Perun tale si-
stema risulta verifieata la condizione (b) [cff. {T1.5)], ma non la (a)

lefr. (11.4)], ciod @lmeno un elemento della matrice ¥(t), quello di pe-

sto (i, k), & illimifato. Di conseguenza la risposta in uscita in evolu-
zione libera a partire dallo stato iniziale Xg scelto come™ nella prova
‘del Teorema (5.1) & illimitata. Essendo perd, per ipotesi, tale stato rag-
glungibile, esistono un istante finito T >0 ed un ingresso limitato u¥
che trasferisce l'origine § dello spazio di stato in X all 'istante T.
Se si considera quindi il particolare ingresso lmutqto

X () , 0<t<T
(11,19) w(t) = :
0 , T<t

la corrispondente risposta in uscita a partire dallo stato xq = 0 coinci-
de, per t > T, con quella in evoluzione libera a partire dallo stato Xg
all'istante T ed & percid illimitata. Dunque ad un ingresso limitato (ed
o stato iniziale 0) corrisponde un'uscite illimitata e quindi la rappre-
sentazione & instabile esternamente nello stato zero. Cid contrasta con
1'ipotesi e prova quanto asserito.

Per chiarezza, i legami tra i due tipi di stabilitd esterna sono
evidenziati in fig.11.1,

.12 - Sulle proprieta di stabilita interna delle realizzazioni di
ung matrice di risposte impulsive.

Si é pitt volte messo in evidenza che. talune rappresentazioni
possono essere descritte in modo completo dalla matrice delle risposte
impulsive; si & anche chiarito il significato in cui ¢id va inteso e si so-
no precisate le condizieni {raggiungibilitd e osservab111tc1) sotto le qua-
1i cid si verifica.

Si & mostrato, d'alira parte, nel paragra{o precedente, che le con-
dizioni affinché un sistema sia stabile esternamente nello stato zero
coinvolgono la sola matrice delle risposte impulsive. Talora anzi si sot-
tolinea questo fatto attribuendo direttamente la proprietd di stabilitd al-
la stessa matrice delle risposte impulsive e si dice che W(t) & stabile
¢ instabile a seconda che soddisfa 0 no ad una delle tre condizioni elen-
cate alla fine del puragrafo precedente.

Appare allora interessante il problema di esaminare se dalle pro-

ristd di stabilitd esterna nello stato zero (essia, dalla stabilitaddi W(t))

V™
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si possono dedurre informazioni sulle proprietd di stabilitd interna. E
evidente, per quanto detto all'inizio, che tale problema & ben posto solo
con riferimento alla classe delle rappresentazioni raggiungibili e osser-
vabili, ‘

11 risultato che si pud stabilire in proposite & il sequente: lerea-
lizzazioni minime di una matrice W(t) stabile caratterizzano una rap-
presentazione asintoticamente stabile, internamente. Talora si enuncia
questo risultato anche dicendo che nelle rappresentazioni raggiungibili
e osservabili, la ‘stctbilitél esterna nello state zero implica quella interna
asintotica.

‘Per dlmostrare questo risultato si osservi che, se W(t) & una
matrice di risposte impulsive realizzabile esistona tre matrici A, B, C
tali che:

(12.1) . ceAtB=WH) YieR

D'altra parte, l'ipotesi di stabilit& di» W(t) “implica la validitd della
(11.18) o, il che & lo stesso: '

(12.2) ‘ - lim W(t) =0

t=®

Da quest'ultima, tenendo presente la (12.1), si deduce anche che:

A

WA {{‘ ,/l; . 1[(6)._\_". fras €8
0 at wi(t) . €
(123) lim —_— =0 120 !(_‘ o
£~ g 1[ €} 2-@56#@
Tenuto conto ancora della (12.1) e posto i =h + k si ha poi:
d Wt ,
(12.4) - ati( D o cAteAtBECAReA AR B
dove 1l'ultimo passaggio & consentito dal fatto che A ed eAt commu-
tano. :
Si consideri ora la matrice:
Lo
CA
(12.5) S(t) = ) eAt (B AB ... A" B) = Qe P
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in-cul simboli § e P, introdotti per brevitd, sono di ovvia interpreta-
zione. Le (12.3) e (12.4) implicano gllora: )

v
R

(12.6) ;7 lm S =0
! t =~ I

5 . :
Se la terna A, B, Q,‘cgftituisce una realizzazione minima, essq indivi-
du'a una rappresentdmf® raggiungibile ed osservabile. Di consequenza il
primo fattore a secondo membro nella (12.5) ha le n colonne linearmen-
te indipendenti e cosi il terzo fattore ha le n-righe linearmente indipen-
denti. Si pud quindi isolare e¢A! nel modo segluente:

(12.7) eft=T@ @l '@ s() P [PP']-!
A questo punto la (12.6) implica:

{12.8) lim eAt =19

t—~ ®

& ciog, per i risultati stabiliti nel paragrafo 7, la stabilitd asintoticadel-
la rappresentazione associaty alla reqlizzazione minima A, B, €. Essen-
do tutte le realizzazioni minime una classe di equivalenze tispetto ad
una trasformazione di coordinagte nello spazio di staté, tale proprietd di
stabilitd interna & valida per qualunque di esse.

Tenendo ora conto che la (12.8) implica sempre 1a(12.2) (la stcr—i,

bilitd asintotica interna implica sempre la dtabilitd di W (1) sipudrias-
sumere quanto discusso sopra nel diagramma di fig. 11.1. In esso, per
completezza, sono anche indicati i legami tra stabilitd interna asintoti-
ca e stabilita esterna. L'implicazione dellq prima verso la seconda &
conseguenza del fatto che la (12.8), olire ad implicare la (12.2) implica
anche la limitatezza di W (i) = € e At, :

‘ Il legame tra stabilitd esterna e stabilitd interna asintotica si
pud dedurre dai lati inferiori del diagramma-stesso.

CAPITOLO il

STABILITA' DELLE RAPPRESENTAZHON@ DI SISTEMI
INTERCONNESS] (rappresentazioni lineari).

1.7 - Considerazioni introduttive.

Lo scopo di questa introduzione é quello di mostrare che, nello
studio della stabilitd asintoticq di un sistema interconnesso, nel caso
in cui le singole parti siano dotate di rappresentazioni lineari a dimen-~
sione finita e le interconnessioni siano anch'esse lineari, & sempre pos-
sibile e talora conveniente ridursi allo studio dellastabilitddi un siste-
ma interconnesso avente la struttura indicata in fig.l.1, nella quale S &
un sistema dotato di rappresentazione lineare a dimensione finita.

S)‘(" An o Bé B

Fig.1.1

A tale scopo & sufficiente osservare che un generico sistema in-~
terconnesso del tipo precisato & sempre rappresentabile mediante un gra-
fo di flusso, nel quale ciascun nodo individua una variabile (eventual-
mente anche vettoriale) e ciascun ramo individua un sistema (eventual-
mente assegnato mediante una rappresentazione con lo spazio di stato).

Per passare da un grafo assegnato glla struttura di fig.1l.1 &
sufficiente individuare i cicli chiusi presenti nel grafo e procedere poi
ad effettuare tutte le.operazioni di taglio di nodo che sono necessarie
per passare dal grafo assegnato ad uno privo di cicli chiusi. Il grafo co-
sl ottenuto presenta allora, in generale, la struttura indicata in fig.1.2,
nellg quale, accanto glle variabili di ingresso e di uscita v ed y sono

A.RUBERTI- A.ISIDORI : Tecria della Stabilita 9
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state esplicitate, per ciascuno dei nodi-tdgliati, una variabile s, asso-
ciata alla relativa sorqente ed una variabile P, associata la relativo
pozzo. Alla struttura'com individuata si pud dare una descrizione pid
piu compatta aggregqndo in un unica variabile s le variabili s, ed in
un'unica variabile p le variabili p,- Sipud cioé pensare ad una strut-
turg del tipo indicato (con il simbolismo degli schem a blocchi anziché
dei grafi di flusso) 1n fig.1.3. ’

.V . ’ e
U <—o et o—-> y

{32 S 17 3¢ 77
| 1)

Fig.1.2

Per ritormnare da guesta struttura a quella originaria & sufficien-
te ripristinare le connessioni interrotte con il taglio deinodieciog, con
" riferimento al simbolismo adottato in fig,1.3, istituire un legame unita-
rio tra la variabile p e la variabile s (vedi fig.1.4).

g . S
=t B s ‘ P
s ) P . l
Fig.1.3 © Fig.l.4

Il passaggio da un grafo di flusso generico ad una struttura aven- .

te la forma indicata in fig.14 & in genere convenientein quanto cidcom-
porta la semplificazione del problema di determinare una rtappresenta-
" zione ingresso-stato-uscita del sistema interconnesso -a partire dalle
rappresentazioni ingresso stato uscita delle singole parti. Il sistema in-
dicato con S in fig.1.4 & infatti privo, per ipotesi, di cicli chidsi; una
sua rappresentazione ingresso-stato-uscita si determina alloramolto fa-
cilmente definendo come vettore di stato per § il vettore che si ottie-
ne aggregando i vettori di stato delle singole parti e individuando poi
i parametri della rappresentazione sulla base di unasemplice ispezione
dzlle rappresentumom delle smgole parii e delle relazioni di intercon-
asssione :
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Tutto quanto precede pud-essere ulteriormente .chiarito conside-
rando un semplice:

Esempio. Sia dato il sistema interconnesso indicato in fig.1.5 e siano:

x, = Ax * B,u,
¥y = Cixg

le rappresentazioni con lo spazio di stato delle singole parti.

Sa
1 81 /;2\ Sa 1
) W ] y
Se Sy
Fig.l.5

Procedende al taglio dei nodi per eliminare i cicli chiusi si per-
viene al grafo di fig.1.5.

Tig.1.B

1l sistema associato ol grafo di fig.1.6 seconde la struttura di
fig.1l.3 & allora descritte da una rappresentazione ingresso-stato-uscita
del tlpo
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%, A, 0 0 0 0B C) (x;\ [B 0
x,\ [ByC, A, 0ByC, 0 0 x,| [0 O
s |0 0 oA 0 0 0 x| |0 Ba <u>
, e 0.0 A, O O x, | |0 B, [\s.
% 0 .0By;C, 0 A, -0 x| |0 o
%4 6 0 0 0 0 A x5/ 0 B/
x
o
y 6 o ¢, 0 0 0 X
(p):<o c, 0 oc50> x,
Xs
X5

immediatamente deducibile per ispezione delle relazioni diinterconnes--

sione. <«

Una volta determinata la rappresentazione con lo spazio di sta-
to di S, che sard della forma:

u s

() | ‘
() = Ax() + (B, B)) < U ):'A xre D £ G 2O

s (1)
(1.1 : NS

/oy /€ Vo
()
P('t) cp PC¢)~ XCH

per passare ad una rappresentazione con lo spazio di stato del sistema
di fig.1.4 & necessario tenere presente la relazione diinterconnessione:

s(t) =p(t)

grazie alla quale si ottiene:

v
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| ()= (A+ B, C)x(0+ B, utt
(1.2) |
* y(®) =€ x(1)

. E possibile allora concludere, a questo punto, che le proprietd
di stabilitd del sistema di fig.1.4 coincidono con le proprietd di stabili- .

_t& di un sistema avente la struttura indicata in fig.1.1, nel quale S in- °

dichi il sistema definito dalla rappresentaziene ingresso-stato-uscita:

x (t)

i

Ax(t) + B_ult)
(1.3)

y (1)

- €, x (1)

La rappresentazione con lo spazio di statodel sistema di fig.l.1

assumerebbe infatti in questo caso la forma: - ) [
. : Ay I
st YO e, g b E

(1) = (A+B_C)x()+ B, ut) oL
(1.4) - ' -
y(t):-cpx(t)

equivalente, ai fini dello studio della stabilitq, alla rappresentazione

del sistema di fig.1.4.

Commenta. Si & ritenuto utile segnalare la possibilitd di ridurre, ai fini’

dello studio delle stabilitd, un sistema interconnesso allo schema di fi-
gura 1.1 piuttosto che ad altri equivalenti, in vistadel notevole interes-
se che l'analisi dello schema di fig.1.1 riveste nell'ambito dello studio
delle proprietd delle strutture di controllo a controreazione.

Commento. E interessante osservare che le proprietd di stabilitd del si-

stemea—indicato in.fig.1.3 sono immediatamente deducibili a partire dalld

conoscenza delle proprietd di stqblhta delle slngole parti del sistema
mterconne%so. .

E infatti possibile mostrare che in conseguenza del falto che il
sistema S non contiene cicli chiusi, 11 polinomio caratteristico asso-
ciato alla matrice A che figura nella rappresentazione (1.1) del siste-
ma S pud essere espresso come prodotto dei polm_oml caratteristici as-

soctati-alle singole matrici A che flgurcmo nelle rappresentuzloni del-
le gingole parti.. (Per provare qucmto asserito si pud osservare che un

" grafo prive di cicli chiusi puod essere semplificato, sino ad ottenere che

clascun ingresso sia colleguto a clascuna uscita da un singolo ramo,me-
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diante operazioni di eliminazione di nodi e che queste godono ~ nei‘ri- '10“’{ s e
‘guardi dei legami tra polinomi caratteristici ~ della stessa proprietd so- (2.3) ‘ dAP (s) = det (sh-A) T
. bra enuncmta)
' In con'seguenza di cid le radici con parte reale positiva del poli- relativo alla rappresentazione del sistema ad d_anello aperto ed il polino-
“» nomio ccrmttems‘uco di A si ottengono aggregando le radici con parte - mio caratteristico: , ,
" reale posmvd di ciascuno dei polinomi caratteristici delle matrici Ai,‘ o ooy Y A
]m particolare, se le rappresentazioni di ogni parte del sistema sono sta- (2-4) , doy(s) =det (st-A+BC) - @‘ vvvvv [
blll asintoticamente, lo & cmche la rappresentazwne del sistema_S_{non . S WA T v e vsly < a e
altrettcmto si pud dire per il sistema di fig.1.4, che differisce da S nella . relativo alla IappreSentazlone del sistema dd anello chiuso.
| interconnessione tra la variabile p ela Yarlablle s). ’ In proposito, si ha la seguente: T

ot

Propos:zzone 2.1. Tm i polinomi (2.3) e (2.4) sussiste la relazione:

11,2 - Una proprietd dei sistemi reqzionati. : A A(—« o idiama o gl L
e, (0139 ' ’ ) o o dC»H (s).
; - ) (2.5}, —— =det (I + F(s))"
: Lo scopo del presente paragrafo & quello di stabilire una impor- - ' dAp s) )

» ¢ tante relazione che consente l'analisi delle proprietd di stabilitd di una ~ A T AT e

rappresentazione con lo spazio di stato del sistema reazionato indicato nella quale &: :

in fig.l.1 a partire dalla conoscenza delle proprietd di St(Iblllf:CI di una o .

rappresentazione con lo spazio di stato del sistema S non reaz’ionato.(». . (2.9) F(s) = Clsl- A)lB

Commento. - Si noti che la {2.6) coincide con la matrice d1 tmsfenmento
ult) + wmit) v (1 del sistema 8.

.

Fig.2.1 5 et . .
: - Prove. Si incomincierd con il mostrare che, se P -8 una matrice n X m
e @ &unamdtrice m X n, vale la relazione:

axn T PQ) =det(I_, +QP)

Ao dnhan

Come & noto, se € data una rappresentazione con lo spazioc di (2.7) det (1
S nella forma:

. All , si ideri ' ¥
50 = Ax(t) £ Bm (D) oﬁscc‘a‘EO | si consideri l_%dentita /

y(t) = Cx (t)

(1.1

mXm

' g
o X
=1
i
TN
o
\_,/

& possibile, per il sistema di fig.2.1, associare unarappresentazione con

. lo spazio di stato nella forma: dalla quale discende che:

x(D=(A-BC)x(t) + Buld) 0
mXm

Sivuole ora stabilire un légame tra il polinomio caratteristico asso-
ciato alla matrice A e quello associate alla matrice A - BC, ciog tra
il polinomio caratteristico:

Si consideri poi ancora 1'identitd:
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Ine (/i £ F(5)
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I m Xm -Q B im Xm Q Im Xm 0
P o P 1, +PQ

nXn / nXn
£
dalla quale discende che:

! -Q

mXm

P {

nXn

(2.8 . det =det (I, + PQ

Confrontando allora le (2.8) ed.(2.8'V<'discende immediatamente

la (2.7). C )

Utilizzando la relazione ora provata & immediatato verificare i

sequenti successivi sviluppi: .
poe(rTeay a0

. : f"- \‘f g ;
(s) = dot (s~ A + BC) = &F (EI-A(E

PN A% ST

=det (sl - A) det [1'+{(s1-A)! B;C] = &1 rKCy

e Tan,

dCH

= det (s1- A)det [1+C(sl-A)r!B] =
=det (sl-A)det [1+ E(s)] =

= dAP (S) det [l +F (S)]

che provano la (2.5). <«

sela uscita (criterio di Nygquis#).

In questo paragrafo si mostrerd come la proprietd (2.5) pud esse-
re usata per dedurre un criterio di stabilitd che pud essere utilizzato
quando si disponga della rappresentazione qrafica dellafunzione F (i w}.
Come precisato nel titolo, si fariferimento ~ inizialmente — al casoin cui
il sistema S ha un solo ingresso ed una sola uscita. In questo caso la
(2.5) si riscrive nella forma: '

' Lawpea i Jafve
: 7 dey(s) -
(3.1) ——— =14 F(s)

dapls) \__-.
M

, .
| |
e . -I[“% MC’V.\ i Mﬂ(’ \ f,\.-«.:{p A e T //;,xk ales dran

}’W(D l\Aw:.«w </1/~&?(/. ‘144
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11 criterio che si vuole esaminare ¢ basato sulla considerazione

“della variazione di fase della funzione a secondo membro della (3.1)

quando la variabile s percorre l'asse immaginario, da -®© a +®

A tal fine & conveniente innanzitutto osservare che si considera
un polinomio p(s) a coefficienti reali e si attribuiscono alla variabile
complessa s  valori immaginari puri ponendo s = jw siottiene una fun-
zione complessa p(jw) della variabile reale @ il cui argomento (fo-
se), quando @ variada -® g + % subisce una variazione la cui en-
titd pud essere facilmente valutata se si conosce il numero diradici con
parte reale positiva del polinomio stesso. In proposito si osservi infatti
che, scritto p(s) nella forma: :

(3.2) p(s) =k (s-5,) (s-5,)e(s-5) »
. - _X] J
e cioe: ' .
. ) Sw.l' .
(3.29 pliw) =k (w-s)(w-s,)... w-s) K

& possibile interpretare geometricamente la quantitd ¢ secondo membro
nella (3.2') .come prodotto della costante k per i vettoriche congiungo-
no gli zeri s 11 Sogieee Py al punto corrente dell'asse immaginario (di or-
dinata o).

E chiaro che quando il punto corrente percorre l'asse immagina-
rioda -® g +9%, ciascuno dei vettori considerati compie una.rotazio-
ne di 7 in senso antiorario per i vettori corrispondenti aradici con par-
te reale negativa (cfr. fig.3.1a) ed in senso orario per quelli corrisponden-
ti alle radici con parte reale positiva {cfr. fig.3.1b). Da queste conside-
razioni segue che se il polinomio di grado n ha a_ radici con parte
reale positiva e le rimanenti n --n_ con parte reale negativa, il vettore
rappresentativo di p (jw) ruota di un angolo pari alla somma delle ro-
tazioni dei suoi fattori e cioé, assumendo come pogsitive le rotazioni in
senso antiorario, ruota di -n_ 7 per le radici con partereale positiva e
di (n- np)ﬂ per le radici con parte reale negativa e, dunque, comples-
sivamente di: '

g

(3.3) ‘ 9=(n-2n)7 !

Questa relazione consente dunque, come si & detto, di-porre in
relazione la variazione di fase della funzione p{jw), quando w varia
da -© g +®, con il numero di radici con parte reale positiva di p(s)
Si noti anche che la (3.3) & stata dedotta nella tacita ipotesi che o (s)

non abbia radici sull'asse immaginario.
e

ARUBERTI- A. ISIDORI : Teoria della Stabilitd 10
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Tormdndo ora alla (3.1), & facile mostrare che, utilizzando oppor-
tunamente la {3.3), & possibile vclutare lq variazione di fase della fun-

zione a secondo membro quando s percorre l'asse immcqmdrio da -0 g

+ 0, Questa & evldentemente pari alla differenza tra lavariazione di fa-

se Poy del numeratore dCH(Jw) e ¢,up del denominatore ‘dAP(Ja));

dellg funzione razicnale a primo membro. In proposito si ha:
(3.4) 7 T Popy = (n -2 Z“'p) T
(3.5) Ppp =(m-2P) L

avendo indicato con Z_ il numeto di radici con parte reale positiva di
(s) econ P_ il numero di raflici con parte reale positiva di d (s)
ed avendo ancora tac1tumente suppdsto che nessuno dei due polmomi in

questione abbia radici sull'asse immaginario (sirimuoverdpil tardi que--

sta limitazione).

In definitiva, Ia voriazione di {fase dellu £unz1one 1+ Fllw) &

pari a:

(3.8) Py po :‘(Zp‘pp)2'ff

Si noti che il secondo membro della (3.6) & pari ad ' un multiplo intero
dell‘rmgolo giro; conviene allora valutare Py, p in termini di angoli gi-
i, E inoltre abituale, in quesio contesto, consideraré positivi i giri com-
plutl in senso orario. Con queste convenzioni la (3.6) pud -essere rias-
sunta dicendo che i] numero N di giri che il vettore 1 + F (j w)compie

attorno aII'Qrigine in senso orarg‘o quando w variada -® g +© & pari ‘
alla differenza tra-<il numerc delle radici con parte reale positiva di |
| (‘dCH>(s)‘ e quello delle radici con parte_reale positiva di dAP (s):

! R Pr4p s

(-2m @ P i:é'

L ! k!

Si osservi inolire che la curva descritta dall estremo del vettore

1 + F(jo) coincide con quella descritta dall'estremo del vettore Fljw)

traslata verso destra di uno spostamento unitario ¢ quindi le rotazioni

della 1 + F{jw) cttorno all'origine coincidono con quelle della F (j w)
atlorno al punto (<1.4+30) (cfr. fig.3.2).

Alla regola espressa dalla (3.7) ci si pud collegare per *dedurre

dei criteri di stabilitd. Infatti condizione necessariae sufficiente per la

stabilitd del sistema reazionato & che le radici del polinomio caratteri-

PN
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stico d (s) abbiano tutte parte reale negativa e che qu1nd1 con leno-

< tazioni sopra introdotte, sia:

(3.8) . Z =0

jo

T (jo-pq)

P8

P2 ) P8

Fig.3.1

Fig.3.2

Basta quindi introdurre questa condizione nel_l'espressiorie del-
le rotazioni dei vettori 1+ F od F, pertrovire un criteria di stabilitd
relativo appunto alle rotazioni delle rcxppresentazlonl polari di quelle
funzioni.
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In proposito si pud® enunciare la seqguente:

Proposizione 3.1. ‘Condizione necessaria e-sufficiente affinché la rap-
presentazione (2.2} di un sistema reazionato sia stabile asintoticamen-
‘te & che il numero di giri, valutato per w variabile da -® a +®, che
estremo del vettore rappresentativo delle funzione | + F(jw) compie
intorno all’origine, pari al numero di giri che il vettore rappresentativo
della funzione di trasferimento a ciclo aperto F(jw) compie-intorno al.
punto (-1; j0), sia uguale ed opposto al numero di autovalori con par-
te reale positiva.della matrice A che caratterizza la rappresentazione
(2.1) del sistema non reazionato. o

. Questo enunciato si compendia usualmente nella formula:

(3.9) 4 | N=-P

- Nel caso particolare, ma di notevole interesse, in cul la rappre-
sentazione del sistema non reazionato & stabile asintoticamente e cioe
lg matrice A non ha autovalori con parte reale positiva (Pp =0), il cri-
terio si enuncia dicendo che la rappresentazione polare di 1 + F (§ )

non deve circondare 1'origine o che quella di F (j w) nondeve circonda--

re il punto (- 1; j0); deve essere, clod:
(3.9") : A N=0

Il criterio & stato enunciato per la primavoltanel 1932 da Nyquist
sotto questa forma (ciod con riferimento al c_czs‘o particolare specificato)
oggi si tende a dare il nome di criterio di Nyquist (generalizzate) alla e-
nunciazione pit estensiva compendiata nella formula (3.9) riservando la
denominazione di criterio ridotto per il caso in-cui si applica la (3.9").

La valutazione del numero N delle rotazioni in _gene-rcxle» -non
presenta difficoltd se la rappresentazione su cui si opera é quella pola-
re; nel caso in cui si disponga di rappresentazioni diverse si possono
comunque adottare opportuni procedimenti. Si vu.oleb sin d'ora precisare
come occorra procedere quando la funzione F pussa per il punto impro-
prio oppure per il punto (- 1; j0) (o per ambedue).

Il primo caso (passaggio pér il punto improprio) corrisponde alla
presenza di radici di d, (s) sull'asse immaginario (caso abbastanza
frequente per quanto riguarda la presenza di una radice nell'origine do-
vuta ed un elemento integratore). Scegliendo, quindi, nelpiano s unper-
corso uncinato che. eviti le radici sull'asse immaginario (lasciandole,ad
esempio, alla propria sinistrd: cfr. fig.3.3 per il caso di una radice nel-
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1*origine), al percorso infinitesimo intorno alla radice nulla (fig.3.3a)
corrisponde un percorso (cfr. fig.3.3b) che lascia alla propria sinistra il
punto improprio cesi.come quello.infinitesimo lasciava alla propria sini-
stra la radice nulle. Si,pud anche dire pil rapidamente che la chiusura
all’infinito va fatta in’senso orario, se il percorsec uncinato ha lasciato
la radice alla sinistra. La rotazione corrispondente a questo percorso &
di tante volte 77 quante volte ne indica la molteplicitd dellaradice con-
siderata.

j o ' Pimlrg o)l
,““"""“Ts\ .,;
w=0- \‘ . . e = e
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\ R,
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L\ w =40 i
} B o —d >
r’ ' @=-® ; ‘Re[F (o))
' !
7
4
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=
+ e
\5 — _"’/
a) b)

Fig.3.3

1l caso corrispondente ad una coppia di radici coniugate {sempli-
ci) sull'asse immaginario (di ordinata *j coo) é esemplificato in figura
3.4(1), ' o

Passando ora a considerare il caso in cui la curva F {j w) passa
per il punto {-1, i0) si pud anzitutto dire che 'la rappresentazione &
senza dubbio non stabile asintoticamente in quanto dCH (s) ha almeno

) - E chiaro che scegliendo percorsi che lascino alla propria sinistra le radici di F

con parte reale nulla tali radici non devono essere considerate nel computo di P_ che
figura nella (3.9). Se { percorsi uncinati fossero stati scelti in modo dalusciare 1& radi-
ci alla destra, i percorsi all'infinito sarebbero stati da considerare in senso antiorario
(dando luogo cosl ad una diversa valutazione di N) e naturalmente le radici avrebbero
dovuto essere contdte in P_. Per semplificare l'applicazione del criterio . (siccome
spesso si hanno radici con ]?arte reale nulla ma non maggiore di 0) sipreferisce appli-
care il criterio scegliendo percorsi che lasciano le radici a sinistra.

;
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una radice con pcrrtc reale nulla. E interessante, perd, indagare se sussi-
sta o meno la proprietd di stabilitd semplice e cioé se accanto alla radi-
ce (o alle radici) con parte reale nulla ce ne siano o no con parte reale
positiva. Cid pud essere fatto deformando la curva nell'intorno del pun-
to (-1;3j0) in modo da lasciare quest'ultimo alla sinistra, sequendo la
curva nel senso delle « crescenti, e applicando il criterio di Nyquist,
Se dopo questa deformazione si constata che la (3.9) non & soddisfattq,
si pud senz'altro affermare che la rappresentazione & instabile (in quan-
to dCH(s) ha radici con parte reale positiva). Se viceversa la (3.9) &

soddisfatta, d .. {s) non ha radici con parte reale positiva e quindi,per
-valutare la stabilitd, occorre conoscere la molteplicitd geometrica delle
radici con parte reale nulla, .In.questo caso la scluzione delproblemanon
pud in generale essere ottenuta dall'analisi del grafico di F(j o), - fatta
eccezione per il caso in cui, nel passaggio per il punto (< 1; ;0), lafun-
zione F{j w) subisce una variazione di fase di = (m senso orario); a

‘L

A

A
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O
- ;mx

questo corrisponde infatti la presenza di una radice con parte reale nul-
lqsempllce nel polinomio d (s) e cloé con molteplicitd algebrica u-
e
pitariar poiché la molteplicitd algebmca & sempre non inferiore a quella
geometrica, si pud allora concludere che la radice con parte reale nulla
in questione ha molteplicitd geometrlccx unitaria e non dd luogo a insta-
bilitd,
~ Le considerazioni p.rece-denti consentono di rimuovere l'ipotesi,
adottata nello scrivere la (3.7), di assenza di radici con parte reale nul-
lain d, (s) oin d (s) Per completezza, & utile tuttavia osserva-
re che tcxh conmdercxzmm verrebbero meno nel caso particolare in cuiu-
memam e
ng stessa rac}lce con parte réale nully | fosse comune a d,plsled o (s). L

"In tal caso infatti Ja curva 1 + F(jw) non passerebbe ne per il punto

improprio, né per 1'origine ma, tuttavida, la (3.7) non sarebbe applicabile.
Anche in questo cqso pemltro é possibile trarre immediutainente le con-

reale nulla e la curva ?f?w) non. pasa(pex il. punto 1mpropno, necesﬂu
séﬁ;gmente d.CH.(s) ammette la stessa radice e quindi il sistemq non. eikf
stabile asintoticamente. )

‘Dltre alla valutazione di N, l'applicazione delcriterio richiede
la canoscenza preliminare del numero P di radici di d,,(s) con par-?
te reale positiva. Infatti, salvo nel caso in cui le rotazioni sono orarie ™
e quindi st pud affermare senz'altro che la rappresentazione & instabile,
1'applicazione della (3.9) richiede che le rotazioni siano uguali a ~P
La valutazione di P_ pud in generale, essere risolta applicando alfc
rappresentazione del sistema non reazionato uno dei diversi criteri di
stabilitd esaminati nel capitolo precedente e si-presenta pill o meno a- -
gevole a seconda che sia o no disponibile direttamente la rappresenta-
zione in questione.

‘Esempi. A titolé di esempio si considereranno ora alcuni casi di appli-

cazione del criterio. i )
Si considerano anzitutto sistemi di cui consti che d, g (s) non

ha radici con parte reale positiva e ai quali, quindi, si pud applicare di-
. Tettamente il criterio ridotto.

In flg 3.5 & riportato un caso in cui F(jw) si manuene sempre

~al finito: per le curve di figura Mapplicazione del criterio & immediata,

in quanto per quella interna risulta N =0 e quindi,il sistema corrispon-
dente & stabile, e per quella esterna N =+ 2 e quindi il 51sterna & in-
stabile.

A In fig.3.6 & riportato un caso in cui dAp (s) ha una radice al-
l'origine; in corrispondenza la curva polare di F(jw) & aperta e per
valutare le rotazioni bisogna introdurre un arco di chiusura all'infinito
che colleghi 0 a OJr in senso orario dopo di che l'applicazione & im-

-
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g mediata e perfettamente analoga a quella relativa alla figura precedente .. .
; (N =0 per la curva interna ed N =+ 2 per quella esternal.
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In fig.3.7 si hanno due casi in cui d ip (s) haunaradice doppia
nell'origine; in corrisporidenza la rotazicne all'infinito & di 27 ed N &
rispettivamente, .0:e + 2; 1l sistema € stabile nel primo caso e msta—
bile nel secorxdo.,' S

Nel CCISO,Idl f1g.3.8 sf ha un intreccio pitt'complesso in cui, il
punto (-1;;0) risulta interno al percorso chiuso formato da due archi
= non-corrispondenti, peré, « valeri con’clgul di @ - dell'interna curva.
Seguendo il percerse si trova N =0 e) quindi, il sistema & stabile.

Per il caso, invece, in cui non si pud applicare il criterio ridot-
to, in ﬁg.3.9 si considera una F{jw) piuttosto complicata, che consta
corrisponda ad un caso in cui d, (s} ha due-radici conparte reale po-

pIm [ F(j0)]

o

i
-1;40 ‘1
{Re[F (0)]
3
!
.Fig.3.9
sitiva (P = 2). Seguendo il tracciato si compiono, complessivamente

2 giri in senso antiorario intorno al punto (-1; i0) e, quindi, la condi-
zione (3.9) risulta soddisfatta ed il sistema & stabile.
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11.4 - Ulteriori considerazioni pratiche a preposito dell’ impiego
del criterio di Nyquist.

Influenza del guadagno di F (s} sulla stabilitd. E- interessante
svolgere dlcune considerazioni legate al problema dell'esame di come la
stabilitd di un sistema di struttura fissa (cioé con una F ¢s)di formada-
ta) dipende dai parametri della F (s) stesso ed in particolare dal gua-
dagno. Ci si limita a considerare l'influenza della modifica del .guada-
gno sia per l'importanza del parametro sia per lafacilitd di variarlo (con
un amplificatore in cascata sulla catena di azione- diretfa) sia infine per-
ché Tanalisi di tale influenza & particolarmente semplice; infatti varian-
do il guadagno varia-solo lampiezza del vettore F (j w) e non la sua fa- -
se cosicché le CUrve Conservano | la stessa forma. A questoproposito,an-
zi, si pud dire che sarebbe possxblle condurre 'analisi tenendo fissa la
curva e variando la scala di rappresentazione (cioé spostanto il punto
-1:30). ) '

In rapporto alle variazioni del guadagno usualmente i sistemi si
distinguono in quelli a Stabllita regolare ed in quelli a stabzhta condi-

zionata. I primi sono caratterizzati da un solo valore critico kc “del gua-

“dagno per il quale si & al limite di stabilitd, cosicché il sistema & sta-

bile per 0 <k < k ed instabile per k > k ; questa situazione si ve-
rifica quando la pcxrte della curva cornspondente alle w posmve ha u-
na sola intersezione con il semiasse reale negativo.

La denominazione di regolare & dovuta al faito che in questi ca-

-si 1'effetto della variazione di guadagno corrisponde all'intuizione fisi-

ca pil diretta che associa il manifestarsi della instabilitd o valori trop-
po elevati del seqnale di reazione quando questo éin opp05121one aquel-
lo di ingresso.

Casi di sistemi a stabilitd regolare sono quelli corrispondenti al-
le figg. 3.5 e 3.6 (per i quali le curve sono rappresentate per due valori
di quadagno) e 3.7a (peril quale risulta evidente che aumentando il gua-
dagno si circonda il punto -.1; j0).

Nei sistemi a stabilitd condizionata invece si hanno pid inter-
sezioni della F(jw) (per @ > 0) con il semiasse reale negative e,
quindi, pid valori critici del guadagno.

Cid ayviene, ad esempio, nel caso di fig.3.8 ¢, come si vede,
l'instabilitd pud manifestarsi non sclo per aqumenti ma altresi per dimi-
nuzioni di guadagno. In altri termini il campo di variazione de!l guada-
gno si pu¢ dividere in intervalli contigui, da un valore critico al guc-

.cessivo, tali che il sistema & alternativamente stabile ed instabile.

E bene osservare che i due casiconsideratinon esduriscano tut- .
te le possibilitd; sipug verificare, infatti, anche il caso di fig.4.1a in
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cul (per w > 0) sihauna sola intersezione della F(jw)conilsemias-
se reale negativoy ma il sistema non € a stabilitd regolare, perché é sta-
bile per i valori elevati del guadagno ed instabile per valori bassi. Talo-
ra per indicare qiesto tipo di dipendenza della stabilitd dal guadagno si
usa 1'es‘pressioné di stabilitd paradossale. L'espressione si usa talora
anche per casi di stabilitd condizionata del tipo di gquello di fig.4.1 b,
permettere in eviﬁenza il fatto che al crescere del gquadagno dopo I'ulti-
mo valore critico il sistema si mantiene stabille. :
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1l caso considerato ha un interesse prevalentemente teorico: in-
“fatti i.modelli che si adottano sono quasi sempre qpprossim‘qti e in essi
si trascura l'influenza di costantt di tempo molto piccole (corrisponden-
ti a poli negativi lontanidall'asse immaginario); se sene tenesse conto la
curva taglierebbe il semiasse negativo anche nell'intorno dell' origine
{cfr. « titolo di esempio l'andamento tratteggiato in fig.4.1a e b)esica-
drebbe cosi in casi comuni di stabilitd condizionata {in cui all'aumenta-
re del guadagno oltre un certo limite si ha instabilitd).
b Per gli stessi motivi, sistemi la cui F {jw) non taglia il se-
miasse. reale negative (eome quello di fig.4.2) e che quindi sembrerebbe-
ro stabili per qualsiasi valore del guadagno, rientrano, in effettl, tra
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quelli ¢ stabilitd regolare guan- ﬂ m[Fye)]
do si tiene conto con maggior
precisicne del comportamento al-
le frequenze piu elevate (cioé
intorno all'origine del piano di
).

Sui procedimenti per la valuta-
zione di N. Perapplicareil cri-
terio di Nyquist & necessario,
come si & visto, determinare il
numero N delle rotazioni com-
piute da unvettore applicato nel
punto -1; ;0 quando il suo e-
stremo segue il diagramma po- .
lare della F(jw) al variare di w Fig.4.2

dg ~® g 4+,

Ung prima osservazione da fare in proposito & che, data la sim-
metria rispetto all"asse reale della parte corrispondente a valori positivi
di @ e di quella corrispondente a valori negativi, & sufficiente valuta-
re la rotazione quando w varlada 0 a +° eraddoppiareil numero co-

Re [F (jw )]

sl ottenuto.

Nel caso in cui si disponga del diagramma polare la valutazione
si pud effettuare in modo diretto, ténendo conto ovviamente di eventuali
archi all'infinito. ’ . :

Quando perd si dispone di altre rappresentazioni {(modulo e fase,
parte reale ed immaginaria ecc.) occorre, in generale, o ricostruire il dia-
gramma polare (il che & sempre possibile, anche se talvolta inutilmente
laboriosoe) ovvero tradurre le proprietd connesse al circondamento del pun-

.to (-1:30) in proprietd direttamente verificabili sui diagmmmi assegna-

ti.

Cia & particolarmente semplice per il caso dei sistemi a stabili-
t& regolare, per i quali (cfr. fig.4.3a) alla proprietd di non circondare il
punto (- 1; j0) corrisponde quella che la intersezione con il semiasse
reale negativo sia o destra del punto stesso. Tale intersezione é carat-
terizzata dal fatto che ivi la fase- & uguale a -7 e, quindi, la condizio-
ne di stabilitd si pud esprimere dicendo che: '

[Fiw)[ <1 quando Fljw) =-m

Questa condizione & immediatamente verificabile sul dicgramma
di Bode (cfr. fig.4.3b): basta infatti constatare che il modulo di F sia
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minoré di 1 e quindi il suo logaritmo sia negativo in corrispondenza al
valore di « per '11.<;q,uale 1q fase vale -

3
1

S Tln\?(lo{)\

-1

—]

i LE )]

-1;30

P Re LF @)

a) . b)

Fig.4.3

Appare chiaro che un procedimento analogo si pu§ cxppl‘icctre per
i sistemiia cui F(jw) ha una rappresentazione polare ‘che interseca
una sola volta il cerchio unitario (fig.4.4a). In questo caso al manccfto
circondamento del punto (- 1; 7O) corrisponde la condizione che la in-
tersezione avvenga sul semicerchio inferiore e, quindi, che:

Flw)>-7 quando. lF(jw)\: 1

Anche questa condizione si verifica immediatamente sul diagram-
ma di Bode (cfr. fig.4.4b).

— Considerazioni sui margini di stabilitd. Quanto si & dettoin qug'sto pg—
ragrafo & riferito alla stabilitd di rappresentazioni lineari e stazionarie

i cui parametri siano esattamente definiti; la stabilitdrisulta quindi una

caratteristica che la rappresentazione puo possedere o no ed i varl cri-

teri indicati consentono appunto di verificare se il modello la possiede.
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Si pone perd il problema di garantirsi del fatto che sia stabile
anche il sistema effettivo al quale il modello corrisponde in una manie-
ra pur sempre approssimata. Prescindendo dalle delicate questioni con-
unesse alla linearizzazione, si pud osservare che i coefficienti del mo-
dello sono sempre noti con un margine di incertezza dovuto alla impre-
cisione di misure o alla tolleranza della esecuzione dei vari componenti
rispetto «i dati di progetto; bisogna inolire tener conto del fatto che i
parametri possono variare nel tempo per effeito di variazioni delle con-
dizioni ambientali o di quelle operative.

= chiaro, quindi, l'interesse ad esaminare se la rappresentazio-
ne si conserva stabile anche quando i coéfficienti sonec variatl in corri-
spondenza alle variazioni dei parametri che possono essere attribuite
alle diverse ragioni esaminate. Si-tratterd, dunque, di valutare in termi-
ni quantitativi, cioé attraversc margini di stabilitd oppertunamente defi-
niti, la distanza del modello dalla situazione al limite di stabilitd. La-
difficoltd di risolvere questo problema sta nel fatto che questa misura
della distanza dalle condizioni limite deve essere fatta tenendo conto
degli effetti delle variazioni paramétriche prevedibili sulle grandezze o
sulle curve che si prendono in considerazione per applicare i criteri di
stabilitd.
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Nella sezione precedente si & visto che uno dei parametri di cul
& facile valutare gli effetti sul comportamento del sistema dal punte di
vista della stabilitd é il guadagno della funzione di trasferimento a ci-
clo aperto; infatti \{qfiazioni di guadagno si possono ricondurre sostan-
zialmente a variazioni della scala di rappresentazione delle curve pola-
ri e ciod, ad una diversa posizione relativa del punto (-1; j0) rispetto
alla curva Flw). .. . A

Nel conduite 1'analisi delltinfluenza del gquadagno sulmargine di
stabilitd conviene riferirsi anzitutto ol caso dei sistemi o stabilitd re-
golare. In questo caso (cfr. fig.4.3a) il sistema & stabile se la interse-
zione della curva polare con il semiasse reale megativo &€ a destra - del
punte (-1; j0) .e siccome, variando il quadagno, il punto P si avvicina
o si allontana da (- 1; §0), viene spontanec individuare il margine di
stabilitd rispetto alle variazioni di guadagno(” nella. distanza di P dal
‘puntoc (-1; j0). Detto m' questo margine, essorisulta espressoin fun-
zione di F (j w) dalla: - , ‘

e

m! =1-|F(ae)l
qu_cndo:

{F(jw)=—7r

La variazione AKX del guadagno dal valore effettive K al va-
lore limite Kc, cul corrisponde il passaggio della curva per il punto
(-1; ;0), rapportata a K, risulta:

AK
= m'
K g

[s]

Il margine si pud valutare anche con riferimento al rapporto fra
K, e K che esprime il valore massimo del fattore per cul si pud molti-
plicare F{(jw) prima di raggiungere la condizione ai limiti di stabilita.
usualmente di questo margine si usa dare 1'espressione logaritmica de-
finendo quindi un:

{1) - Spesso {1 margine di stabilitd rispetto alle variazioni di guadagno viene detto pidl
semplicemente, margine di guadagno, attribuendo in questa dizione alla parola gquada-
gno il significato di modulo della F(j®) e quindi in senso strettamente collegato «
quello in cui si parlerd plii innanzi di margine di fase. e
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Questo si pud esprimere in funzione della F(j w) mediante la formula:

1
quando:
[FGo) =7

Quindi sul diagramma polare di fig.4.5q il margine m' & misura-
to dal segmento PC (da assumersi come positivo o negativo a seconda

AinlF o))

dim[F (o))

P ln @

0
Re[F‘(Jw):I

a)

Fig.4.5

che P sia a destra o a sinistra di C), mentre il margine m" & l'op-
posto del logaritmo di OP & quindi & anch'esso positivo se OP & mi-
noredi 1 eciod P &adestradi C. Il margine m" si rile;/a diret-
tamente sul diagramma di Bode (fig.4.5b) dove & dato dall'opposto del-
l'ordinata del punto P del diagramma dei moduli; data questa sua in-
terpretazione diretta sul diagramma di Bode e5s0 viene espresso nelle

A.RUBERTI -~ A.ISIDORI : Teocria della Stabilitd 12
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- unitd di misura'di questo diagramma ciod in neper o in decibel (usual-
mente in dectbel), . R

i
: - AIm[F(iw)]

-1;30

Re [ F ()]

o

Fig.4.6

Naturalmente il considerare il margine di stabilitd rispetto alle

" sole varigzioni di quadagno non & esauriente. Si considera ad esempio
il caso di fig.4.5 in cui due sistemi hanno lo stesso margine di stabili-
d rispetto al guadagno (cioé uguali valori di '), mentre risulta intui-

tivo attribuire al sistema cui corrisponde la curva b un margine com-

plessivo molto minore: a pari valose di K, infatti, unastessa variazio-
ne dei fattori che influenzano la fase pud portare alla instabilitd questo
sistema e non l'altro. Per tener conto di quésto aspetto é abituale in-
trodurre un margine anche per le variazioni di fase, ¢id che pud essere
giustificuto sulla base delle seguenti considerazioni sul verificarsidel-
la instabilitd nei sistemi a stabilitd regolare. Quando il sistema & al li-
‘mite di stabilitd, e cicéla F(jw) passa per il punto (- 1; j0) in cor-
rispondenza ad un certo valore w_ di ®, un segnale sinusoidale di
quella pulsazione pud circolare nel sistema in evoluzione libera (ciog
con ingresso nullo); si consideri infatti, ad esempio, la {ig.4.7 e siap-
plichi un segnale sinusoidale di pulsazione @, in A":ilsegnale com—
pare allora in B cambiato di segno, perché la F (j coc) vale -1, ed in
A' combiate ulteriormente di ségno per l'azione del comparatore;il se-
gnale in A' & dunque uguale a quello in A", Lua possibilitd di questa
libera circolazione del segnale sinusoidale di pulsazione w, porta al
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fatto che il sistema, abbandonato a se stesso in condizioni iniziali di-
verse da quelle di riposo, diviene sede di unaoscillazione di quella pul-
sazione {con ampiezza dipendente dalle condizioni iniziali stesse).

u=0
+ At A" . B
—{ F(jw) —

Fig.4.7

Si pud dire allora che il passaqggio all'instabilitd si manifesta,nei
sistemi a stabilitd regolare che si*stanno considerando, in corrisponden-
za al verificarsi contemporaneo (cioé per una stessa pulsazione) di due
condizioni e cioé che il modulo della F sia unitario e la sua fase sia
..rn't !

Per definire i margini di stabilita si pud pensare, quindi di far ri-
ferimento alla situazione in cul € scoddisfatta una delle due condizioni
e valutare il margine che rimane per il verificarsi dell'altra. Il margine
di quadagno & appunto siato definito considerando il punto di F{w)in
cul la fase vale -7 e valutando il margine relativo al verificarsi della
altra condizione (cioé |F‘(j w)| =1). Simmetricamente si usa definire
un margine di fase, considerando la situazione 'in corrispondenza alla
quale il modulo di F(jw) &uguale ad 1 e valutando quale margine vi
sia per il verificarsi della condizione F(jw) =- . Precisamente si
definisce margine di fase la quantitd: .

Y

\

! = [Fle)-(m= [ FGw) tr

quando:

IFGw)l=1

Questa si valuta immedictamente sul diagramma di Nyquist consideran-
do la intersezione con il cerchio di centro in O ‘e-di raggio unitario{cir.
punto C' in fig.4.5a) ed identificande m, con l'angolo COC' che ri-
sulta positivo quande il-punto C' & ad ordinata negativa; altrettanto fa-
cilmente ‘mg, si valuta anche nei diagrammi di Bode, come ordinata del
punto C' (cfr. fig.4.5b) riferita alla retta - 7 e quindi assumendolo co-
me positivo quande C' & al di sopra di tale retta. ‘ )

) Conviene osservare che mentre i due m _ misuranoin manieradi-
retta il margine di stabilitd rispetto alle variazioni di un parametro ben
definito (e cice il guadagno), altrettanto non si pud dire del margine -di
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fase, il quale tiene conto globalmente del margine di stabilitd rispetto’

alle variaziont di tutti i parametri che influenzano lo sfasamento.

»
1

Yy

4 ImA[R(J"-’)] AIl’n[l—"(rja))]

-1; jo

o PUP‘Z relral] / Ups |

a) _b)

A ImlF )]

' "\ -1;50
Y | /\ /N _
P’z\/ Re [F(jo)]

/

Fig.4.8

Quando sipassa ¢ considerare il casodi sistemi a stabilic con-
dizionata, in cui si verificano pid intersezioni conl'asse delle asA01s§e,
lu-situazione € pil delicata e non sempre & conveniente far rlferlmento

-a margini di stabilitd definiti come in precedenza. Volendo farlo occor-
re esaminare la situazione particolare in cui ci si trova e, eventualmen-
te, definire pill margini. Si consideri, a titolo di esempio, il caso df. fi-
gura 4.8a in cul si hanno tre punti di intersezione con 'asse delle a-
scisse; delle varie situazioni possibili si consideri quella in cui il va-
lore di K & tale che il punto Pz si trovi a sinistra di (-1; j0) ed il
punto P a destra. Si vede immediagtamente che occorre definire il mar-
gine di stablhtq sia con riferimento a P, (ck. fig.4.8b) sia con riferi-
mento a P (cfr. fig.4.8¢) ed inoltre nspetto ad aumenti di guadagno
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in P ed a diminuzioni in PQ' per quest'ultimo caso, quindi, il margi-
ne va preso con segno opposto a quello consuierctto per i sistemi a sta-
bilitd regolare,

Considerazioni cmaloghe valgono per 1l margine di fase gquando
la F{jw) interseca in pid punu il cerchio unitario con centro nell’ori-
gine (il che si pud verificare anche per sistemi a stabilitd regolare),

11.5 - Stabilitd dei sistemi reazionati a pil ingréssi e pid vscite. -

Nel caso di sistemi a pil ingressi e pil uscite si pud ancora ap-
plicare, in linea di principio, il criterio di stabilitd di Nyquistpurché, in
lnogo della rappresentazione polare della funzione 1 + F(jw) si consi-
dert quella della funzione det(l + F(jw)). La formula (3.7) conserva
la suq validita purché con N siindichi il numero di_giri che il.vettore.

det (1 + F (jw)). comple__qttomo all’ origine m senso orario quando w va-

ri a -’rOO'g Z}2 e 1nd1ccmo ancora rlspettlvamente, I Rdme
“1o &3 radiel con parte reale” pOSltl’\IC[ di d_ (s) (polinomio caratteristico
relativo al sistema reazionato) e di 'd,A;**(s’) (polinomio caratteristico re-
lativo al sisfema non reazionato). Anch& le considerazioni-svolte relati-
vamente alla presenza di radici con parte reale nulla in d P (s) (che cor-
risponde al passaggio della curva det(l + F(jw)) per il punto impro-
prio) o in dCH (s) {che corrisponde al passaggio della curva det (} +
+ F (jw)) per l'origine) rimangono inalterate,

Da un punto di vista pratico si presenta la-difficoltd della vclu-
tazione del determinante di una funzione razionale (\la funzione I+ F(s))
e del tracciamento del relativo diagramma polare E tuttavia possibile,
sotto ipotes! particolari, sostituire al computo del numero di giri compiu-
to dalla funzione det(} + F(jw)) quello dei numeri di giri compiuti da

‘alcune funzioni il cui grafico & pit immediatamente dlsponlblle All'esa-

me di tali situazioni & dedicato il presente paragrafo.

Per introdurre questo argemento & utile partire dalla considera-
zione del caso particolare in cui la matrice di trasferimento del sistema
non reqzionato € diagonale, In tale situazione risulta immediato procede-
re al calcolo della funzione det [ + F(jw)}, medicnte I'espressione:

Get I+ FGa)l = (14 £, 00D (1 +iuGel.. (141 (o) =

i

M+, G)

cqe=1

Di conseguenza, in base a note proprietd deil numeri COleeSSl si potrd
dlre che: :
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) m
QT 14 = Z 9 ‘
c{i:eLLH—F(jw)] (21 LEE e
3 .
ovyerosia: ~© 5
P m
{"N = T v ] .
b 1=t * \

essendo N il numero d1 giri che il vettore det[l + F(jw)) compie at-
torno all'origine, in senso orario, quando w varia da -® g +® ¢
il numero dei giri che il vettore 1 + f (J w) compie attorno all'origine
(ovvero il vettore £, (jw) compie attorno al punto. - 1) nellemedesime
condizioni. Il calcolo di N viené cosi ricondotte al calcolo delle rota-

zioni compiute dalle funzioni f (] ), che occupano qli elementi dia- -

gonali della matrice F(jw).

Ci si domanda ora se &:possibile ricondursi aduna tale possibi-
litd anche in situazioni pil generali. Da un punto di vistaintuitivo,sem-
brerebbe ragionevole ritenere che tale possibilitd sia verificata quando
i valori assunti dagli elementi diagonali di F (j w)} sono preponderanti
rispetto ad i valori assunti dagli elementi fuori della diagonale. In effet-
ti tale congettura intuitiva trova conferma in un preciso risultato che
pud essere stabilito una volta che vengano date le séquenti definizioni
formali di matrice dominante diagonale.

asiea s

Definizione 5.1. Una matrice Z(s) di funzioni di variabile complessa,
con:dimeunsioni m X m, ¢ detta dominante diagonagle riga in un .insie-
me §) di punti del piano complesso se valgono le sequenti condizioni:,

{ - N Dot

4 N A
iAg
,[‘?i i Gon

G5 E O |z, ()]

e,

m

z
i=1
§F#L

perogni s €{l eper i =1,2,..., m.

Definizione 5.2. Una matrice Z(s) di funzioni di variabile complessa,
con dimensioni m X m, & detta dommqnte dlgggonale colonna in un in-
-sieme 0 di puntt del piano complesso se valgono le seguenti condizio-
ni:

Do,
m : Qlag
(5.2) lz () > 2 |z, ()] _ CoLoma
j=1 /\ { ; \\\
i#1 - f t}; !

perogni s €Q eper' i =1,2,..., m. 2
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Commento. Una matrice 2 dunque dominante diagonale riga in {2 se, per
ogni s € {, il valore del modulo dell'elemento diagonale, in ciascuna
riga, & superiore alla somma dei moduli degli elementi fuori della diago-
nale. Se una proprietd analoga sussiste per cmscuna colonna, lamatrice

é, dommcmte dlaqonale colonna. <«

Commem‘o. Se l'insieme Q comprende anche il puntoall'irifinito, le de-
finizioni 5.1 e 5.2 devono essere estese richiedendo innanzitutto che la
matrice Z (s) ammetta limite finito per s — ® e, quindi, che le (5.1) ¢
(5.2) sussistano anche in corrispondenza a tali valeri limiti e cioé si ab-
bia: '

. m - )
(say lim o @)]> 1w 27 ()]
' sr®@ gmw 1Z
' JAL
o1 :
(5.2 m fz, ()> lim 2 |z (s}
- s—® g @ j:l .
jAL

per i = 1,2,...,m. <«

Premesse queste Conslderazlonl & ora possibile enunciare un ri-
sultato fondamentale ai fini del problema qui considerato:
Tak

w-&@ Teorema 5.3 (Gershgonn) Se Z(s) & una matnce dominante diagonale,

riga o colonna nei p_"ﬁmh\&?fflell‘assevlmmagmano }sul piano complesso, il
numero N di giri compiuto attorno all'origine dal vettore rappresentati-
vo della funzione det [Z (jw)] per w che variada -® a +® & pa-
ri alla somma del numeri v, di qgiri compiuti dai singoli vettori rappre-
sentativi delle funzioni zZ, (] w) relahve ugh elementi diagonali.In sim-
boli:

- - m . .
(5.3) ’ N = § v,

Prova. Il lettore interessato pud consultare in proposito: H. H. Rosen-
brok, Computer aided control systems deszgn (Academic Press, 1974),
pagg. 24-27. <« -
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i
Gruzie al risultato espresso dal Teorema preéedente & allora pos-

sibile, nel caso_in cui la matrice 1] + F(j w)b &.dominante dingongle (rf;
ga o colonncr) vclut’are il numero N di rotazioni compiute dal vettore

“Tappreseniativo della funzione det(l + F(jw)) come somma.delle rota-.

zioni ¥, compiute dalle funzioni l+f (j w).
~'"““‘"“MPe-r~otpplicz:rre FUEETo Tisulfato & parfiré da una rappresentazione

grafica delle funzioni che costituiscono gli elementi della matrice F(jw),

& utile servirsi di una procedura {proposta da Rosenbrok) che consenta
di valutare direttamente la dominanza diagonale dit | + F (j @). In propo-
sito considerando dapprima il caso della dominanza riga, si osservi che
la (5.1), posto | + F(s) in luogo di Z(s) ed ,é_,_: jw si pud riscrive-
re come: . a C

(5.4) 1+, Gw)| > 4, (@)

essendo:

La quantit& a secondo membro & pari al valore della somma dei
moduli degli elementi appartenenti alla riga i-esima di F{j w), escluso
l'elemento diagonale. La quantitd a primo membro & pari al valore del
modulo del vettore che ha crigine nel punto -1 del piano complesso e
termina nell‘estremo del vettore £, () (vedi fig.5.1).

o+, (] £ )

31 (w)

'F‘ig.S.I
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La (5.4) & allora soddisfatta, come si pud constatare facilmente
dall'esame della fig.5.1 stessa,se.il.Gerchio-che-he-centro.nelllestiamo

del vettore £ (w) eraggio.d, {(i.)non include il punto -1,
Naturalmente un< verlhcc d1 questo genere deve essere rlpetutu

e At e A

Fig.5.2

I cerchi di raggio dl(w) individuano, attorno alla curva rappre-
sentativa di . (@), una fascia, detta fascia di ueng,,,gbmqﬂrnlﬂzgm se questa
non include il punto -1 si pud affermare che " Ta (5.4) & soddisfatta. E

allora fucile concludere che, se per ogni | elemento diagonale di F (jw)

OIS

@}_‘jasme di_Gersghorin.non.includono L punto. =1, la matrice . I+ F()w)

ot

e dommcmte diagonale riga,.
Una vemflca gmflca “del tutto analoga si pud eseguire anche per
il caso della dominanza diagonale colonna sostituendo, al secondo mem-

bro della (5.4), la crucmtxta

n

difw) = 7 I, ()]

1L

Cid premesso, risulta naturale procedere nel sequente modo, al
fini della valutazione della stabilitd, nel caso in cul si abbiaa che fare

AA.RQBERTI— A.ISIDORI: Teoria della Stabilitd 13
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con un sistema reazmnqto a pid ingressi e piu usc1te

— s} tracciano i dlag[‘dmml polari delle funzioni f (J w), peri=1,...,’'n
e i =1, ..,n; .,~

- si costruiscono le fascie di Gershgorin attorno gi diagrammi degli ele-
menti diagonali; . ™ .

- si veriflca che le fascie di Gershgorm non mcludano il punto - 1:

TPV

~ si passa a valutare il numero v, di rotuzion.i compiute dal vettore
£.6 w) attorno al punto -1, per @ che varia da -® a +o;

— si verifica se & soddisfatta la relazione:

v, =-P

(5.5) v =Py

LIV

i

essendo P_ il numero di padici.con pc;rte reale. positiva del polmomlo

dAP( ) )
777" Se le verifiche di cuil al terzo e quinto passo danno esito posi-

tivo, si pué concludere che il sistema reazionato & stabile asintotica-
_.mente.. ST

In proposito & opportunoc osservare che & sufficiente esequire le

operazioni indicate al secondo e terzo passo o soltanto per il casodel-

ltx dominanza.riga (fascie di Gershgorm relative ai cerchi di raggio
(w)) o soltonto.per.quello dellu dominanza colonna (fascie di Gersh-

gorm relative ai cerchi di raggm di(w)) “Seta verifica delld dninin an-
zd & negativa (quqlcund delle fascie di Gershgorin include il punto -1}
non si pud procedere ulteriormente poighé&non sono soddisfatte le ipo-
tesi di applicabilitd che Teorema 5.3, Mnmemquygn;ggqﬂg POSILvG,.
WMM(’;‘;TSL ¢.necessaria e .sutficiente ai fini del sussistere della stabili-
t& asintotica del sxstemu reczxonato se essa & verificata il sistemarea-
zmnato stabile asintoticamente mentre se non lo & il polinomio dCH(s)

ha un numero di radici con parte reale posmva pcm a:

(5.8) th*—“— ‘le?” K\

Esempi.

Si consideri la matrice di funzioni di trasfenmento relativa al si-
stema ad anello aperto:

IL.5.
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LI gt
SEE oL T
© 1o P T
4s+4 -2
. 1+5s5+6s% 1+5s5+6s?
Fls) =
a -2 - 4s+4
‘ 1+5s+6s?

. 1+5s+6s2

Trattandosi di una matrice simmetrica, la proprietd di dominanza diago-
nale riga coincide con la proprietd di dominanza diagonale colonnd. Inel-
tre, trattandosi di una matrice 2X 2, la verifica della dominanza pud
essers limitata alla considerazione di una solariga (o colonnd),

La condizione di dominanza: ) ’

L+, Ga)> e, Ga)l

pud venire analizzata ricorrendo al tracciamento della fascia di Gersh-
gorin, come indicato in fig.5.3. :

Poiché il punto (-1,0), nel diagramma a sinistra, non & com-
preso nella fascia di' Gershgorin, si deduce’ che la matrice | + E(jw) &
dominante diagonale e che, di conseguenza,

N=n,+n,

. In questo caso risulta inoltre hl Zn, = C.. Sipudalloraconclu-
dere che, se P_ =0, larappresentazione del sistema ad anello chiuso
& stabile asintoticamente,

Si consideri ora la. matrice di funzioni di trasferimento relativa
al sistema ad anello aperto:

.

20 S

Js+3s%+ 83 . 2s+s?
F(s) = © :
5 . - 20
2s+s? 2s+3s%+s3

Anche in questo caso valgOno fe considerazioni di simmetria
svolte a proposito dell'esempio precedente. I grafici delle funzioni di w
e la fascia di Gershgorin relativa alla funzione f,;(j@) sono riportate

in fig.5.4. /
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Poiché il punto (- 1,0),. nel diagramma a sinistra, "¢ compresoc
nella fascia di Gershgorin, non si pud asserire che la matrice 1+ F (jw)
sia dominante"dialggnale ‘e, pertanto, non si pud applicare il criterio di
stabilitd nella forma-semplificata.

Per valutdre la stabilitd della rappresentazione del sistema ad
anello chiuso occorre allora procedere in altro modo. Poiché si tratta di
un caso in cui la matrice F(s) & 2X2, & molto agevole effettuare il
calcolo il determmcmte di’ l + F(s), ottenendo

det{l + F (s)')

il

(145, (N2 (1, (e =

(0+2s+3s24+s92- 25(s+1)2

(28+3s%+5%2

56+ 6s5+13s4+5253+9952+305 +375

(2s+3s%24+s%)2

Ricordando ora che vale la (3.7), si proceda al calcolo det nume-
ro delle radici con parte reale positiva presenti nei polinomi a numera-
tore ed a denominatore della funzione det [1+ F(s)]. Per il numerato-
re, utilizzando il criterio di Routh e le notazioni adottate negli esempi
del par. 8 del Cap.l, si ottiene la tabella:

6 1 13 " 99 375 (1)

5 6 52 30 (1
4 26 - s64 2250 (6)

3 -127 - =794 'j (1.625)
2 - 2831 - 15875 . (7.05)
1 | 23452 R - (283.1)
0 | -15875 _ ' (1)

da cui & immediato dedurre la presenza di tre radici con pcrrte reale po-
sitiva. I]ﬁnumé:;\atore viceversa, non ha radici con parte reale positiva

ma solo due radici con parte reale nulla (si verifica per sostituzione di-

retta che il polinomio in questione ha radici in 0, in -1 ein -2, tut
te doppie). —
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" 8i conclude allora che il rapporto do, (s )/d {s) ha tre radi-
¢l con parte reale positiva o, il che & lo stesso che 1lpolmom10 d ( )
ha tre radici con parte reale positiva in pitdi quelle eventualmente po
sedute da d {s) (peraltro non noté). La rappresentdazione del sistema
ad anello chmso ¢ dunque certamente instabile,
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CAPITOLO 111

STABILST’A‘“;D‘ELLE RAPPRESENTAZIONI DI SISTEMI
INTERCONNESS! (rappresentazioni non lineari).

1.1 - Definizione del problema.

In questa sezione si studierd la stabilitd di un sistemaa contro-
reazione del tipo indicato in fig.l.l, caratterizzato dallapresenza, nella
catena diretta, di un dispositivo non lineare. Questo ultimo & supposto
istantaneo, stazionario, ad un solo valore ed & quindi descrivibile attra-

verso una funzione:

(1.1) I C m=fle)

che stabilisce il legame tra il valore dell'ingresso e quello dell'uscita
ad un qudlungue istante t.

uft) + e(t) | Dispositivo | m{) | Sistema y )
non-lineare . linecre

Fiq.i.l

1l sistema lineare pud essere descritto mediante equazioni diffe-
renziali ingresso -stato - uscita, del tipo:

X0 = Ax(0) + Bm (1)
(1.2) : ,
y(t) = Cx(t)
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(con A, B, C rispettivamenfe nXn, nX1, 1Xn) ovvero, in ipotesi di
completa raggiungibilitd e completa osservabilitd dello spazio di stato
associato alla (1.2), dalla funzione di trasferimento:

(1.3) G(s)=C(sl-A)!B
Nef.sequ‘i‘to si assumeranno valide tali ipotesi. -
La rappresentazione ingresso-stato uscita del sistema di fig.l.1

.si ottiene combinando le (1.2) con la (1.1) ed assume la forma:

(0 = Ax(t) + BEGH® - Cx(0)

(1.4)
y (1) = Cx(t)
Mops )
Se iavl‘i'nearitd'soddisfa la condizione:
(1.5) £0) =0

JLorigine dello spazio di stato del sistema descritto dalle (1, WM 3
LAn-punto. di equilibrio. Ha senso qumdl 1nvest1g<1re se & possibile sta-~
bilire condizioni sotto le quali detto punto. di equilibrio &asintoticamen-
te stabile, o, anche, asintoticamente stabile in grande (globalmente) A

tale studio & dedlcata la presente sezione,

0.2 - Le congettura di Aizerman.

1l problema formulato nel paragrafo precedente fu inizialmente
considerato dal matematico M.A. Aizerman il quale, nel’ 1948, enuncio
una fomosa congettura intesa a risolvere il problema riconducendone lo
studio a quello di un caso lineare.

Congettura. Si supponga di considerare il casoparticelare in cui la fun-
zione (1.1) risulta lineare (caratterizzata quindi da una relazione:

(2.1) | A m=ke

(1) - 8i ammette anche, implicitamente, che la funzione {1.1) sia tale garantire l'esi-
stenza e l'unicitd delle soluzioni delle (1.4) e che questa soddisfi alle condizioni che
caruttemzzcmo le rappresentazioni ingresso-stato~uscita,
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nella quale k assume il ruolo di coefficiente diguadagno)e si suppon-
ga che il sistema corrispondente sia, ad anello chiuso, asintoticamente
stabile per tutti i+alori di k compresi nell'intervallo:v

1

(2.2) v k, <k <k,

E corretto concludere che l'origine dello spazio di stato del sistemacon-
tenente il dispositivo non lineare & asintoticamente stabile in grande se
la funzione non lineare soddisfa la condizione:

f(e)
(2.3) k, < - <k,

perogni e #0? «l

In altre parole, & lecito giudicare la stabilita di un sistema non
lineare considerando un sistema lineare associatoin cuiil guadagno del-
1'anello di reazione possa assumere tutti i possibili valori assunti dal
rapporto f(e)/e? In aliri termini ancorag, riferendosial grafico di fig.2.l,

Fig.2.1

se il grafico della funzione (1.1) & tutto incluso nella regione delimita-
ta da due rette di pendenza k,; e k, ese il sistemalineare che si ot-
tiene sostituendo alla (1.1) un elemento lineare di guadagno k & stabi-
le per tutti i valori di. k compresi nell'intervallo {k 1 kz)' si pud di-
re che & thIbl].e anche il sistema non lineare?

E stato mostrato che tale congettura &, in generale, falsai & in-
fatti pOSSLbll?e costruire sistemi che soddisfano alle condizioni poste
dalla congettura ma che non ne rispettano le conclusioni.

-(2.5) - 0<
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Al & 1& dell'importanza, puramente storica, di tale congettura,
rimane tuttavia l'interesse allo studio del problema della stabilitd del
sistema di fig.l.l nei termini considerati da Aizerman. Se non & vera la

~ congettura, & possibile stabilire altre condizioni per la stabilitd asinto-

tica in grande del sistema di fig.l.1, guando la funzione (1.1) sia carat-
terizzata mediante un vincolo del tipo (2.3) (o del tipo indicato in figu-
ra 2.1)? Tcle prob]ema prende cmche il nome di problema d¢ del]a sta};ul,mg
Caratterizza il dispositive non-lineare preclsundo soltanto 11 settore al
quale appartiene il grafico della funzione (1.1). L'interesse di cxo da un
punto di vista ingegneristico, & evidente.

Prima di passare all'esposizione di condizioni che ne consento-
no la soluzione & opportuno, per familiariznzarsi con il problema, analiz-
zare alcuni tipi di non linearitd che possono presentarsi comunemente.
In un fenomeno di saturazione (cfr. fig.2.2a) si ha:

f(e)

e

(2.4  0¢<

<k {per e #0)

menire in uno di soglia (cfr. fig.2.2b),

f(e)

e

<k (per e #0)

bile) : - bie)

Pendenza =k

¢ / Penden;d =k
0 e / 0 e )

a) i b)

Fig.2.2

Le (2.4) e (2.5) Anon sono precisamente della forma (2.3) per la

presenza del segno di uguaglianza; & possibile tuttaviaricondursi ades-

sa ponendo, per la prima, kA =0 e k =k + ¢ e, per laseconda, k =-
=t e k,=k, con €>0 plccolo a pmcere Si esamineranno a fondo
nella sezione successiva, le consequenze di tali posizioni.
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108 La congettura di Aizerman . .
(3.2) | 1+ e G+ -
. as s —_—
A fle) . \' . K
g sia una funzione reale positiva.
* M’ memxmm\a
: N .
7 \\ Commento, Una funziore F(s) di Varmblle complessa si dlce reale po-
N : sitiva se: & wef e fTrell
\ o
- . ' I 1) non ha poli con parte reale posmva.
o] 3
I
\ - ‘ Co- 2) suoi poli con parte reale nulla sono tutti semp11c1 & con residui reah .
\\/ Pendenza =-k1 ‘ e positivi;- - A 4
\ - A . . o
: : f 3)' ReF{(jw)] >0 per 0 <w <®, }:
! Prova. Il Teorema di Popov viene in genere provato mostrando l'esisten-

za di una funzione di Lyagpunov per il sistema in esame. Il lettore inte-
Fig.2.3 : ressato pud consultare il volume di J.L. Willems: ¢ Stability Theory of
: Dynamical Systems» (Nelson 1970), alle pagg.149-152. <«

Si noti infine che, per una non linearitd di tlpo cubico (cfr. figu-

2.3) lta: L'applicazione di questo rlsultato al problema della stablllta as-
ra , Tisulta:

solust«a si traduce in un criterio dj faéile impiego. Per esaminare questo
punto conviene distinguere dlcune situazioni ed, innanzitutto, partire
dalla «considerazione del caso in cui-lg funzggue.- J,s) hon, ha poli con

; 1le positiva g nulla. In questo caso o condizione sullcz funz1one

da cui si vede che, nella (2.3), & anche possibile che uno dei due valo- 1. 2) si riduce alla condizione: Wor ot olly 7 Ay i)
ri k,, k, assuma valore infinito.

< @ (pef e £0) .

[)]

(2.6) Tk <

(3.3) Re{(l-!-ajw)G(j w)’+%] >0 .Ywa[o, )

{113 - Il Teorema di Popov. ‘che pud essere utilizzata molto facilmente se si dispone del diagramma
: : ’ . ch Nyquist della funzione G (i w)
11 criterio di stabilitd che si discuterd pin avanti deriva dal se- Posto:

Juente risultato, stabilito da V.M. Popov nel 1959: . (3.4) Glw) = RelGUw] + jIm“[G(j )]

Teorema. Sia dato il sistema descrltto dalle equazioni (l 4). L 'origine

te stabile in grande se: e definita una funzione G(j @) avente come parte reale la funzione
dello spazio di stato é.asintoticamente stapile In gr

Re [G(j w)] e come parte immaginaria la funzione jw *Im[G( w)l:

a) esiste un numero reale k > 0 tale che si possa scrivere:

' ' - 1(e)
3.1 - - 0 < —

(3.5) Gllw)=RelGlHw)] +iwim [Gea)]

<_ k la condizione (37.3) si riduce ad una condizione grafica sulla a(i w). in—
dicate con x ed y la parte reale e, rispettivamente,il coefficiente del-

la parte immaginaria di tale funzione, la (3.3) diviene evidentemente:

e

b) esiste un numero redale - a tale ¢he la funzlone( b,

(1) - Sono esclusi eyentuali valori di @ tali che il fattore (1 + as) sicancellicon un
uguale fattore a denlominatore nella G(s).
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1
(3.6) X-ay+ ? >0
ovvero: ox
(3.7) i 5 1
. X>ay- —
L

Tale condizione equivale, nel piano complesso, alla condizione
che i punti di coofdinate (x, y) (vettori rappresentativi di G(jw)) si
trovino alla destra di una retta che interseca_l'asse reale sul punto
(-1/k) e di pendenza a. La (3.3) & quindi soddisfatta se il graficd™
G(jw) & tutto compreso nel semipiano a destra di tale retta {cfr. figura
3.1). : '

. }“ Iy
Pendenza = a Q"K/
G} o)
-1/K
5= Re
Fig. 3.1

Con questa intérprotazione della (3.3) il Teorema di Popoy pud
essere utilizzato, nel caso in esame, nel presenta modo:

- si stabilisce se la non-linearitd soddisfa ad nna b(;[ldlaloﬂe del tipo
(3.1) ¢ si determing kjn

- si (‘OS’(EUISCP a partire dal qrqflco della funzione G(jw), il cjrﬁfico
modificate G (j @);

— si verifica so & possibile tracciare unu retta, passcmte per il punto
(-1/k +i0) che lasci il grafico di G w) alla sua destra.

7 Se cid é possibile le condizioni previste dal Teorema di Pobov
zone soddisfatte e, quindi, si pud asserire che x = 0 & uno stato di e-

\
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quilibrio asintoticamente stabile in grande per il sistema in esame. Si

“noti che, essendo. la_condizione sufﬁc‘zente, nulla si pud dire nel caso
_ che non sia possibile soddisfare alle condizioni del Teorema.

L.a procedura sopra descritta € una procedura dkmegm,gdg%d}» st
bll,li;q‘g;b_‘gn sistema gssegngto. Si pud tuttavia invertire il procedimento

et A

per ottenere mdlccxzmm relative alla sintesi della fun710ne non - lmeare
(1.1}, i passi sono i seguenti:

- si costruisce, a partire dal grafico della funzione G(jw), il grafico
modificato G{j w);

— si verifica se € possibile tracciare una retta -che lasei 1] grafico di
Gliw) alla sua destra;

— si determina 1'intersezione - 1/k di tale retta con l'asse reale.

Se cid & possibhile, il'valore k & tale che, per tutte le non li-
nearitd che soddisfano alle condizioni:

(e}
e

(3.8) 0 < < k.

il sistema in esame ha in x = 0 uno stato di equilibric asintoticamen-
te stabile in grande. Si badi ancora che, essendo la condizione suffi-
ciente, non & escluso che non lihearitd esterne al settore previsto dalla
(3.8) possano comunque assicurare la stabilitd.

E interessante confrontare 1'applicazione del criterio di Popov
con ilgg_tgr_&di_yguist relativo al caso linecxre Riferendosi al cosi—

fle) = ke il (,1‘1'[81‘10 di Nyqulst comporta la verifica che in corrispon-
denza a tale intersezione (Im [G(w)] =0) si abbia:

(3.9) ERe [G(w)] >-1

In termini di funzione G{jw), poiché questa differisce dalla
G(jw) solo in quanto la parte immaginaria & moltiplicata per w, la (3.9)
si riscrive negli stessi termini:

3

(3.10) kRe [G(Gw)]l'>-1
Poicha inoltre, considerato un qualsiasi numero reale k >k si
ha:
fle) —
(3.11) S 0< =k <%k
e
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atfinché valga la (3.}0) & sufficiente che valga la relazione:

(312) i RelGh@)] z-

i vede quindi che, nel caso lineare, utilizzando il crfiiterio di Nyquist,

si ha stabilitd asintotica allorcheé 1'intersezione della curva rappresen-

tqtiva di G{j@) con l'asse reale si trova alla destra-delpunto {- 1/k + -

+j0). Questa osservazione consente di stabilire facilmente il legatne
tra i due criteri.

111.4 - Estensioni del criterio.

Il Teorema enunciato nel paragrafo precedente puoressere utiliz-

zato per trattare casi pill generali di quello considerato sopra.
Nel caso che la funzione G(s) abbia poli con:parte reqle nul-
la, semplici, e non abbia poli con parte reale positiva, il risultato del
" Tedrema pud essere utilizeato direttamente imponendo, oltre alla condi-
zione (3.3) (o alla traduzione di questa in forma grafica), anche la con-
dizione che 1 poli con parte reale nulla della- (3.2) abbiano sesidul.reqali

e positivi. Nel'€aso particolare, ma di notevole interesse, in cui 1'uni-

co polo di G(s) sull'asse immaginario sia un polonelllorigine, il resi-

duo corrispondente:

(4.1) R, = lim s(l + as) G(s) = lim s G(s)

s 0 s 0 .
¢ pari evidentemente al guadagno IE della fuﬁzione; di conseguenzd,
alla (3.3) si dovrd aggiungere la conc iZidnels

(4.2)

Nel caso in cui la.funzione G(s). abbia anche _poli con parte
.reule positiva, il risultato del Teorema precedente pud essere utilizza-

to avvalendosi delle seguenti considerazioni. Sig dato il sistema di fi-

gura 1.1, descritto dalle (1.1) e {1.2), e si ponga in esso:
(4.3) (1) = £le (©) + hy (1) - hy (1)

essende h una costante reale.

’

/
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. Talef sostituzione cvviamente lascia inalterate le equazioni che
descrivono il sistema (e quindi la stabilitd dell'origine dello spazio di
stato); ad essa corrisponde -lo schema di fig.4.1. Aifinidello studiodel-

. la stabilitd (cioé quande u(t) = 0) detto schema pud essere modificato

spos‘fccmdo u'n\o dei due blocchi che controreaziona il sistema lineare; si
perviene cosi lo schema di fig.4.2. l

u(y e (8 ’ P—
il Y(t)
> ) " Gls) >
h g
h
Fig.4.1
SE(*) + + m (t) G(s) .y(t) -
h B .
-h h
Fig.4.2
u(t)
: . ~ (t)
_—+ (") G(s) 4
Fig.4.3

Chiaramente, detto schema € ancora del tipo irlldiCC[tO in fig.1.1,

purche‘m consideri un sistema lineare (cfr. fig.4.3) avente funzione di:
trasferimento:

(4.4 S - 86

1 +h G(s)

15
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ed un dispositivo non-lineare caratterizzato da una funzione:

(4.5) 7 f(e) =1i(e) - he

Al mstemc‘x éosi ottenuto si pud applicare il Teorema di Popov.
Si noti che, in questo caso, alla condlzlone {3.11) va sostituita la con-
dizione:

'g(e)

e -

<k

(4.6) 0 <

(4.7) - h <

Nella (3.2) in luogo di. G (s) .va sostitnitalafunzione G (s) for-

_nita dalla (4.4).
Queste considerazioni consentono di genercxhzzare il Teorema di
Popov sia al caso in cui la funzione G(s) abbia policonparte reale po-
sitiva, sia al caso in cui il vincolo sulla funzione non lineare’ sia del ti-
po (4.7) anziché del tipo (3.11) (il primo & pil generale del secondo se
si ammettono, come & lecito, valori negativi di k). Leapplicazioni che

ne scaturiscono possono essere molteplici e si differenziano, in genere,

a seconda che si tratti di problemi di verifica di stabilitdo di sintesi di

sistemi stabili. . : .
Cosi ad esempio, se & data una non linearitd del tipo indicato in

fig.4.4, con k, < 0, ver la verifica della stabilitd é sufficiente porre:

b=k,
(4.8)

o Pendenza = ko

" Fig.4.4 ~o |7 .
. o —— —

. - 6\/ L
/ ~
/ ™~ - \A/Pendenza =k
. . VAR T
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-e stabilire se, per qualche valore regle di a, la funzione:

) G(s) 1
(4.9) . (]. + CLS) m + —k—-

& una funzione reale positiva. A tal fine, verificato preliminarmente che
la. (4.9) abbia soltanto poli con parte negativa e al pitipoli con parte rea- -

" le nulla semplici e con residui reali positivi, si pud applicare il prg;ce-
dimento grafico descritto nel paragrafo precedente, riferito perdalla G{g)

anziché alla G(s). :
Cosl pure, se & data una furizione G(s), per la sintesi di un&
sistema stabile si determina innanzituttc se & possibile trovare valeri di

"h in corrispondenza ai quali la {4.9) abbia soltanto poli con parte reale

neqatwa e al pit poli con parte reale nulla semplici e con residui reali
positivi (in tale circostanza-é evidentemente possibile prescindere dal-

1'addendo 1/k). In caso affermativo si passa a stabilire se esiste un

valore di k che renda soddisfatta l'ulteriore condizicne prevista dal’

criterio (servendosi del procedimento grafico descritto in precedenza).

Se il risultato & ancora positivo, i valori di h e k cosi trovati
md1v1duano, tramite le (4.8) e (4.9} il settore de! piano in cui pud esse-
re compreso il grafico della non linearitd affinché si abbia stabilita.

. L'aver potuto generahzzare il Teorema di Popov acasi in cui la
hmxtcxzmne sulla funzione non lineare @ del tipo (4.7), consente, in pcr—'
ticolare, di trattqre ‘quelle funzioni{cfr. par 2) in cui sia:

. ’ f .
(4.10) P A
e
poqendo: E
. h = - £
(4.11) '
o k=k,+¢€

con € > 0 piccolo a piacere; in questo caso i poli dell_d funzione (4.9)
sono le radici dell'equazione:

4.12) - . . 1-8G(s) =0
Ricordando ii fatto che. G(s) € una funzione razionale propria

e la teoria del luogo delle radici (negativo) constata facilmente che, se
G(s) ha tutti i poli con parte reale negativa, per € sufficlentemente

piccole gnche la (4.12) ha tutte le radici con parte reale negativa. Il
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criterio di Popov si riduce quindi ad escxmmare se &épossibile trowzre un
valore reale a tale che risulti:.

T T Glhw) 1
{4.13) Re' (L+7aj w)[——-————l+ — 20 w ef0, ©)
' Lo Glaw)i *k 1
Detta condizione pud venire tradotta in forma grafica esaminan-
_do se esiste una.rétta, pussante per il punto (", 1/k +j0), che lasci al-
la sua destra la curva rappresentativa della funzione:

' [ GG@) 1. - [w.Glw) }
(4.1 Re[l-ecow)}*’wlm[l—eeﬁw)

In effetti, perd, per £ —~0 .la funzione G(jw)/1 - € G w) converge (u-

- niformemente in w) alla funzione G{j w).. Da questo & possibile de-
durre che, in corrispondenza ad ogni coppia di valori a e k che sod-
disfano la (4.13) esiste una coppia di valori a.e k che soddisfano la
(3.3), e viceversa. Tenuto conto di cid, il criterio graficopud essere di-
rettamente applicato alla funzione {3.5).

Esempio. Sia dato lo schema indicato in figura:

C+ e 10 i
—»Q——a fle) . -~
s-1

Si vogliono determinare limitazioni per la non linearitd . istanta-
nea in modo tale che la rappresentazione risulti stabile cxsintoticamen-
te.

Poiché la funzione G(s) presenta un polo con parte reale posi-
tiva, occorre in questo caso utilizzare l‘estenswne del criterio che pre-

vede la sostituzione di G(s) con la £unz1one G(s) data dalla (4. 4) Si
ha in questo caso:

~ S sc1 10
- 10 . s-1+10h
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~y
Per valori di h -2 0.1 la G(s) non ha piipoli con parte reale
positiva; per h = 0.1 haun polo con parte reale nulla ma il corrispon-
dente residuo (guadagno della G( )). & reale e positivo, il che & in qc-
cordo con qugnto richiesto a proposito del carattere reale positivo della
funzione (3.2). Posto allora h = 0.1 si pud procedere al calecolo délla
funzione modificata: ’

Gliw) = Re [E(jw)’] +jewIm [E(j w)]

che assume in questo caso la forma:

10
(Jw)—0+1w —_ =-310
% ,

Pciché la funzione degenera nel punto di ascissa - 10 dell'asse
immaginario, si pud tracciare la retta di Popov con:

1
k

=0

e ciog con k = o™,
Corrispondentemente, per f{e) risulta la limitazione:

0.1 <fle) <@ '
entro la quale la rappresentazione & stabile asintoticamente.

Esempio. Sia dato lo schema indicate in figura:

+ o 1+
—_— f{e) =
. 1+s?

) Si vogliono determindre le limitazioni per la non linearitd istan-
tanea in modo tale che la rappresentazione risulti stabile asintoticamen-
te. ' :

In questo caso G{s) ha due poli immaginari puri mai corrispon-
denti residui:
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risultano non reali. Occorre allora procedere all'applicazione del crite-.
rio nella forma estesg. ‘Per determinare se esistono valori di h in corri-
spondenza ai quali-;G(s) non abbia poli con parte reale positiva o nul-
la & utile prendere inesame il luogo delle radici associato alla funzione
G(s), che assume la forma sequente: :

.+j

~ .

Al variare di h da 0 ad ® ipolidi G(s) percorranoiramidel
luogo nel senso indicato dalle frecce. E quindi sufficienteper h un qual-
siasi valore positivo per assicurare che G(s) abbia poli con parte rea-
le negativa.

Per esequire un tracciamento qualitativo del diagramma polare
della funziene G(j @) modificata conviene procedere dapprima al trac-
‘ciamento di tale diagramma relativamente alla funzione G(j @ )modifica-
ta, che in questo caso assume la forma:

W Lag A

Glw) = ——g + jo —ompax vy ]

w) = — w = ! 3

J 1- 6()2 J 1~ o / . m-;m;‘
Lot

11 diagramma polare di questa funzione presenta un andamento
del tipo indicato nella figura sequente: ’

v
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che risultg tutto a destra di una retta passante per l'origine e di penden-
za unitaria. Se ora si considera la funzione:

Glw)  (1+hGGw!
1+hGliw) (4 hGa)

N :
Gliw) =
& facile verificare che sussistono le relazioni:

Re[S(w)] = BelGe)] +hlGGw)|*
[1+hGGw)|?

Im [G(jew)]
[1+hGlw)|?

Im [G(w)]

o
grazie alle quali la funzione Gl w) modificata si puod porre nella for-
ma:

Gliw)+h|G(w)|?
Il+hGlw)l?

Re[g(jw)] +3jwln [é(jw)] =

Per ogni @ l'espressione a secondo membro individua un nume--
ro complesso cui corrisponde un vettore che si trova comunque alla de-

st§a della retta passante per !'origine e di pendenza unitaria (vedi figu-
ra). :

4 ,
OB=7T—""""773 s
|1+hG(Jw)| /
. s/
7/
//
0l N
y >
/
/s
// B
_7 \
G(j ») \\
s Y
//
4 hle(;‘w)!zr
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La condizione di Popov éAcllora soddisfatta con 1/k =0 ed_;x =

= 1 e, pertanto, si pud concludere che non-linearitd che soddisfino la
limitazione: s )

IR <p < lf(e)

<
& .

assicurane la stabilitd asintotica.

.
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