
GEOMETRIA A - ESERCIZI (6a, 7a, 8a SETTIMANA)

1. Sia A := {A ∈M3(R) |A = −tA} lo spazio vettoriale delle matrici 3× 3 antisim-
metriche. Sia F : R[x]≤2 → A l’applicazione lineare cosı̀ definita

F (a+ bx+ cx2) =

 0 a+ b− c a+ c
−a− b+ c 0 2a− b+ 4c
−a− c −2a+ b− 4c 0


(a) Scrivere la matrice associata a F nelle basi canoniche di R[x]≤2 e A, rispetti-

vamente.
(b) Determinare una base per il nucleo e per l’immagine di F, rispettivamente.
(c) Determinare, se esistono, i polinomi di R[x]≤2 la cui immagine tramite F è la

matrice

 0 −1 2
1 0 7
−2 −7 0

.

2. Si consideri lo spazio R3 con la base canonica {e1, e2, e3}.
(a) Determinare tutti gli endomorfismi non iniettivi F : R3 → R3 avente un

autovalore λ = 1 con relativo autovettore v = (1, 0, 1) e tali che F (e1− e3) =
e1 + e2 − e3.

(b) Tra gli endomorfismi trovati in (a) determinare, se esistono, quelli diagonaliz-
zabili.

3. Sia D ⊂ M3(R) lo spazio vettoriale delle matrici 3 × 3 diagonali. Sia F : D →
R[x]≤2 l’applicazione lineare cosı̀ definita

F (

 a 0 0
0 b 0
0 0 c

) = a+ b+ (b+ c)x+ (c− a)x2

(a) Determinare una base per il nucleo e per l’immagine di F, rispettivamente.
(b) Scrivere la matrice associata a F nelle basi canoniche di D e R[x]≤2, rispetti-

vamente.
(c) Determinare la matrice Mv←b(F ), dove v = {1 + x− x2,−1 + x2, x+ x2}

e b = {

 1 0 0
0 2 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

 0 0 0
0 2 0
0 0 −1

}.
4. Sia B =

(
1 1
−1 0

)
∈ M2(R) e sia f : M2(R)→ M2(R) l’applicazione lineare

cosı̀ definita
f(A) = BA

(a) Scrivere la matrice associata a f rispetto alla base canonica.
(b) Sia U il sottospazio generato dalle matrici I2 e B. Verificare che f(U) = U.
(c) Dopo aver verificato che l’insieme {I2, B} è linearmente indipendente, com-

pletarlo a una base per M2(R).
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5. Sia F : R3 → R3 l’endomorfismo la cui matrice rispetto alla base v è Mv(F ) = 3 −1 1
−1 4 −1
2 3 0


dove v = {v1 = (1, 2, 2), v2 = (2, 1,−2), v3 = (2,−2, 1)}.

(a) Scrivere la matrice associata a F nella base canonica.
(b) Dire, giustificando la risposta, se F è iniettiva e/o suriettiva.

6. Sia S ⊂ M2(R) lo spazio vettoriale delle matrici simmetriche 2× 2. Sia F : S →
R[x]≤2 l’applicazione lineare cosı̀ definita

F (

(
a b
b c

)
) = a+ b+ (a+ 2b+ c)x+ (a− c)x2

(a) Determinare una base per il nucleo e per l’immagine di F, rispettivamente.
(b) Scrivere la matrice associata a F nelle basi canoniche di S e R[x]≤2, rispetti-

vamente.
(c) Determinare l’insieme F−1(p(x)), dove p(x) = 2 + x− x2, ovvero trovare la

controimmagine del polinomio p(x).

7. Si consideri l’endomorfismo F : R3 → R3 avente come nucleo il sottospazio
generato dai vettori v1 = (1, 1, 1) e v2 = (0, 1, 1) e tale che F (v3) = e1+2e2+3e3,
dove {e1, e2, e3} è la base canonica di R3 e v3 = (1, 0,−1).
(a) Scrivere la matrice A associata all’endomorfismo F nella base canonica.
(b) Trovare una base per l’immagine di F .
(c) Dopo aver stabilito che i vettori {v1, v2, v3} sono una base per R3, scrivere la

matrice del cambio di coordinate dalla base canonica alla base {v1, v2, v3}.
8. Sia F : R3 → R3 l’applicazione lineare la cui matrice rispetto alla base canonica è

A =

 1 0 0
k k + 1 1
−1 2 k


(a) Determinare N(F ), Im(F ) e una loro base al variare di k ∈ R.
(b) Dire se esistono valori del parametro k ∈ R per i quali Im(F ) sia isomorfo a

R[x]≤2.

9. SiaW ⊂ R4 il sottospazio generato dai vettoriw1 = (1, 0, 1, 1),w2 = (1, 0, 1,−1).
Sia {e1, e2, e3, e4} la base canonica di R4 e sia F : R4 → R4 un endomorfismo
tale che F (e1) = 2e1, F (e2) = −e2, N(F ) =W .
(a) Provare che F è univocamente determinata dalle condizioni date.
(b) Determinare la matrice associata a F nella base canonica.
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GEOMETRIA A - ESERCIZI (9a, 10a, 11a SETTIMANA)

1. Si consideri la matrice Hermitiana

A =

(
3 2 + i

2− i 7

)
(a) Trovare gli autovalori di A.
(b) Trovare due autovettori ortogonali.
(c) Trovare la matrice unitaria U tale che tUAU sia diagonale.

2. Si consideri la matrice Hermitiana

A =

 1 0 0
0 1 1 + i
0 1− i 3


Trovare una matrice unitaria U tale che tUAU sia diagonale.

3. Una matrice A è detta antihermitiana se tA = −A.
(a) Provare che B −tB è antihermitiana per ogni matrice complessa quadrata B.
(b) Se A è antihermitiana provare che A2 e iA sono hermitiane.
(c) Se A è antihermitiana provare che gli autovalori di A sono immaginari puri,

ovvero sono della forma iλ con λ numero reale.

4. Sia

A =

 1 i 0
−i 1 0
0 0 1


Dire se A è unitaria. In caso contrario determinare una base ortonormale (rispetto
al prodotto hermitiano standard) per lo spazio col(A).

5. Si consideri lo spazio euclideo R3 e l’applicazione f : R3 → R3 cosı̀ definita:

f((x, y, z)) = (x+ 1,

√
2

2
y −
√
2

2
z,

√
2

2
y +

√
2

2
z + 1)

(a) Dire, giustificando la risposta, se f è un’isometria.
(b) SianoA = (1,−1, 0), B = (1, 1, 1) ∈ R3. Trovare la distanza d(f(A), f(B)).
(c) Dire, giustificando la risposta, se f ha punti fissi e in caso di risposta positiva

trovarli.

6. Scrivere:
(a) le equazioni della rotazione ρ del piano di centro P = (1, 2) e angolo π

3 .
(Ricordiamo che ρ è detta rotazione di centro P se ρ(P ) = P )

(b) le equazioni della riflessione con asse la retta r : x− y + 1 = 0
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7. Sia C una conica di R2 di equazione

2x2 + 2y2 + 2xy − 4x− 4y + 1 = 0

(a) Determinare il tipo di conica.
(b) Ridurre C a forma canonica metrica.
(c) Determinare l’isometria che trasforma C nella forma canonica trovata.


