ESAME DI EFM 3-7-2012
1) Si trovi la soluzione del seguente problema
Au =0 |z| > 2,
u=2cosf+3sinf |z|=2,
1im|x‘4+oo u(x) =0
dove z € R? e (p, ) sono le coordinate polari. Si determini il valore di SUP| |2 U(T)-

2) Si determini la soluzione del seguente problema

Up — um—() O<ax<l1,t>0,
u(0,1) =

u(l,t)—l—i—e ,

u(z,0) = sin 27z .

3) Si trovi la soluzione del seguente problema

Upp — Ugy = € 'sinz, z>0,t>0,
u(z,0) =sinz,

ug(z,0) = e %,

u(0,t) =0.

4) Utilizzando il metodo delle caratteristiche si trovi una soluzione locale del
seguente problema in R?

Uy, + 2 saglay = U+ 1,
u(l,z9) = x9.

SOLUZIONI
Si prega di segnalarmi eventuali errori.
1) Utilizzando il metodo di separazione di variabili in coordinate polari si ottine
e la famiglia di funzioni armoniche
—+oo
A+ Blogp+ Z p" (an sinn + b, cosnb) + p~" (¢, sinnb + d,, cosnd) .
n=1
Le condizioni del problema ci impongono A = B = a,, = b, = 0 ed inoltre ¢; = 6
dy = 4 e tutti gli altri ¢, e d, nulli.
In definitiva
6sinf +4cosf) 6y + 4x
p a2
Poiché la w si annulla all’infinito per ogni € > 0 esiste un R tale che |u|(z) <
€ per ogni x tale che |x| > R. Scegliendo € piccolo a sufficienza il problema il
sup della soluzione sul dominio illimitato coincide con supy.|,<pu(z). Il bordo
di questa corona circolare e’ costituito da due circonferenze inoltre sappiamo che
sup|,j=p w(z) < €. Quindi applicando il principio del massimo otteniamo che il
valore richiesto coincide con

U:

sup u(x)
|z|=2

= sup 2cosf+ 3sinf
0€[0,27]

= sup 3V1—-a?2+ 2«

ae[—1,1]
1



(la scelta del segno — davanti alla radice non €’ rilevante ai fini del calcolo del
massimo). Il massimo globale di quest’ultima funzione e’ ottenuto nel punto interno

di coordinata a = % ed il corrispondente valore del massimo e’ v/13.

2) Scriviamo la soluzione come u = v + 4 dove % := 1 + ze~*. Otteniamo che v
risolve il problema

I e 0<z<1,t>0

v(0,t) =v(1,t) =0
v(x,0) =sin(2rr) —x — 1.

Sviluppo il termine forzante in serie di Fourier di soli seni
re = Z fn(t)sinnrx
n

dove
2e~t(—1)nt!
nm '

1
fn(t) = 2671‘//0 ysin(nmy)dy =

Sviluppo anche il dato iniziale in serie di Fourier di soli seni
+oo
sin(2rx) — 1 —2x = Z by, sin(nma)
n=1
+o0 2(1 n 2(—1)n+1)

_ 6 sin(mz) + (1 + %) sin(2m) — Z

- sin(nma) .

nm
n=3

Cerco la soluzione della forma
+oo
u(z,t) = Z an(t) sin(nmx) .
n=1

Inserendo questa forma della soluzione nell’equazione si ottiene che i coefficienti a,,
devono soddisfare le equazioni disaccoppiate

{ an(t) + (nﬁ)2an(t) = fn(t)

la cui soluzione ¢’

t
an(t) = 6*(7171')% (bn Jr/ fn(s)e(mr)%ds) )
0

Con semplici integrazioni questa espressione pué essere sviluppata ottenendo cosi
infine la soluzione. Tralasciamo questi ultimi calcoli e 1i lasciamo al volenteroso
lettore.

3) Scriviamo la soluzione come somma di due funzioni u!(x,t) ed u?(x,t) definite
per z € R ed antisimmetriche in z ossia tali che u’(x,t) = —u’(—x,t). Se u = u'+u?
la condizione u(0,t) = 0 sard automaticamente soddisfatta. La funzione u! risolve
il problema

u}tiu'}wzoy reRt>0
ul(x,0) = sinx,
uj (x,0) = h(z)

dove



la cui soluzione ristretta al primo quadrante e’

1 _ [ lin@+t) +sin(z )]+ (e -7, x>t
u(z,t) = { 5 [sin(z +t) +sin(z — )] + ;

La funzione u? risolve il problema

u?, —u2, =e lsinx, zeR,t>0,
u?(x,0) =0,
u?(z,0) =0,

la cui soluzione e’
1 t r+s
uz(x,t):f/ ds/ dye~®siny
2 0 r—s
1
=1 [2 sinx — eft<cos(a: —t) —cos(x +t) + sin(x + t) + sin(z — t))] .
4) La condizione di applicabilitd del metodo delle caratteristiche e’
Z1
(xg, 2@) (1,00 =23 #0

che e’ soddisfatta per x5 > 0. Le equazioni caratteristiche sono

o 2
r1 = T3,
. T
x2_2;1?127
z=z+1.

Derivando la prima ed utilizzando la seconda si ottiene &7 = z7 il cui integrale
generale e’ x1(s) = c1e® + coe®. Utilizzando la prima equazione si ottiene anche
x2(s) = Ve1e® — coe® notando che abbiamo scelto il segno + davanti alla radice
poiché cerchiamo una soluzione locale ed il valore della funzione e’ specificato per
9 > 0. Infine la terza equazione pud essere integrata indipendentemente ottenendo
z(s) = ce®* — 1. Anche in questo caso la scelta del segno e’ stata fatta ricordando
che la soluzione locale sara positiva. La condizione iniziale che dobbiamo imporre €’
21(0) =1, 22(0) = 29 e 2(0) = 2. Da questo otteniamo ¢; = 1+(;g)2’ co = 17(212)2,
¢ = 1+29. dato un punto (1, z2) nella regione nella quale sard definita la soluzione

locale, dobbiamo determinare 29 ed s* tali che x1(s*) = 71 e 22(s*) = z2. Con un

1 « 2 3
pé di algebra si ottiene 2§ = (1 + 23 — 23)* ed e = % la soluzione
14+(14-z5—a?

[N

cercata sara
T+ x%

——1.
L+ (1+a5—at)?

u(r1,r2) = 2(s") = [1 + (1425 — x%)%}



