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Capitolo 1

Alcune proprieta degli insiemi di
misura nulla.

Sia X un insieme e p una misura definita su X (cioé, quella che qualcu-
no chiamerebbe misura esterna su X). Indichiamo con M, (X) c P(X) la
collezione dei sottoinsiemi di X p-misurabili.

Teorema 1.1. Sia Ac X tale che p(A) =0. Allora Ae M, (X).

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che per ogni B € P(X) vale:
u(B)=pu(BnA)+upu(B~NA). (1.1)
Poiché B = (BnA)u (B~ A), dalla subadditivita della misura p segue che:
u(B) <u(BnA)+ (BN A). (1.2)
Distinguiamo ora due casi:

e Caso u(B) = +oo: da segue che:
+oo=pu(B)<pu(BnA)+u(BNA), (1.3)

quindi vale
w(BnA)+pu(BNA) =+oo. (1.4)

Ci6 mostra che (1.1)) in questo caso equivale all’'uguaglianza +oo = +00
e quindi é verificata.

e Caso u(B) < +o0: poiché Bn A c A, dalla monotonia della misura g
segue che p(Bn A) < pu(A). Per ipotesi u(A) =0, quindi:

0<u(BnA)<pu(A)=0, (1.5)
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Alcune proprieta degli insiemi di misura nulla

dunque vale:
p(BnA)=0. (1.6)

Inoltre, poiché B\ A c B, sempre dalla monotonia di u segue che:

w(B~A) < p(B). (1.7)
Usando e ([1.7), Pequazione diventa:
u(B) < p(BnA)+u(B~A)=u(B~A)<u(B). (1.8)

Quindi pu(B) = u(BnA) +u(B\ A), ovvero segue (1.1)).
[

Lemma 1.2. Sia p una misura su X e siano E,F c X. Supponiamo che
w(E) =0. Allora vale:

W(E) + u(F) = (B F). (1.9
Dimostrazione. L’ipotesi u(F) =0 ci da:
p(E) + p(F) = p(F). (1.10)

Dalla monotonia di p segue:
p(F)<u(EUF). (1.11)
La subadditivita di p ci da:
p(EUF) <u(E)+ p(F). (1.12)
Riassumendo le osservazioni precedenti:
p(E) +p(F) = p(F) <p(EU F) < p(E) + p(F), (1.13)
ovvero vale ([1.10)). m

Indichiamo con £” la misura di Lebesgue definita su R*. Vediamo alcuni
esempi di insiemi di misura nulla:

Lemma 1.3. Sia a € R*. Allora L"({a}) = 0.
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Dimostrazione. Indichiamo con B(a,€) la palla n-dimensionale di raggio € e
centro a. Allora per ogni € > 0 vale che {a} c B(a,¢€). Dalla monotonia di p
segue che per ogni € > 0:

0<L"({a}) < L™(B(a,€)) = cpe™ (1.14)
per un’opportuna costante ¢, indipendente da e. Andando al limite per

e — 0% in (|1.14)) otteniamo che £"({a}) = 0.
[

Lemma 1.4. L’insieme Q dei numeri razionali ha misura di Lebesque L1
nulla.

Dimostrazione. 1 numeri razionali formano un insieme numerabile: Q =
Urss{rr}. Dalla subadditivita della misura di Lebesgue segue che:

0<LYQ) =L (upsi{ra}) < 30 L1 ({re})- (1.15)
k=1
Dal lemma precedente sappiamo che L£'({ry}) =0, da cui segue che:
0<LY(Q)<> 0=0 (1.16)
k=1

e quindi la tesi. O



Capitolo 2

Misure concentrate 1 alcuni
punti.

Lemma 2.1. Sia X un insieme e p una misura su X. Sia by un elemento
di X tale che 0 < u({b1}) < +o00. Se la misura p € concentrata in by, ovvero
per ogni E ¢ X tale che En{b;} =@ vale u(E) =0, allora:

po=p({01})0,, (2.1)

dove Oy, € la misura di Dirac concentrata nel punto b.

Dimostrazione. Sia p una misura su X concentrata in b; € X. Vediamo come
agisce su P(X). Sia E c X:

e se by ¢ E, allora u(E) =0 per ipotesi;

e supponiamo che by € E. Poiché En {b} = {b;}, allora:
pCE 0 {b1}) = p({01}). (2.2)

Poiché¢ (E'~{b1})n{b1} =@ e pu é una misura concentrata in by, vale:
p(E~{b})=0. (2.3)

Dal fatto che {b;} c F e u é monotona segue che:

u({br}) < p(E). (2.4)
Inoltre, vale che E'= (En{b;})u(FE~{b}) e u é subadditiva, quindi:
W(E) < p (B (b)) + (B (b)) (2.5
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Misure concentrate in alcuni punti

Da e (2.3):
p(En{bi}) +p(ENA{bi}) = p({b1}). (2.6)
Riassumendo:
p({b1}) <p(E) <p(En{bi}) + p(E~{bi}) = p({0:}). (2.7)

Da ({2.7) possiamo concludere che p(E) = pu({b1}).

In conclusione:
0 se by ¢ E;
E — 3
() { u({by})  se by € E.

Vediamo ora come agisce su P(X) la misura p({by})dp,-

(2.8)

e se by ¢ I, allora pu({b1})dy, (E) = 0;

e se by € E, allora u({b1})d0p, (E) = u({b1}).

Confrontando le due misure, possiamo affermare che:

n= /’L({bl})(sbl'
]

Lemma 2.2. Sia X un insieme, p una misura su X. Siano by, ..., b, elementi
distintt di X, con n > 2, taly che:

1. 0< p({b;}) < +o0 per ognii=1,...,n;
2. {b;} sono insiemi p-misurabili per ogni i =1,...,n;

3. la misura p é concentrata su {by,...,b,}, ovvero per ogni E c X tale
che En{by,....,b,} =@ vale p(E) = 0.

Allora: .
=2l () (2.9

Dimostrazione. Sia p una misura su X che verifichi le ipotesi 1, 2 e 3.
Vediamo come agisce su P(X). Sia £ c X:

e se En{by,...,b,} =@, allora u(E) =0 per ipotesi;
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e supponiamo che En{bi,...,b,} = {b;,,...,b;,} per un opportuno insieme
di indici non vuoto {i1,...,3,} c {1,...,n} tale che se r # s allora i, # is.
Per ipotesi gli insiemi {b;} sono misurabili per ogni i =1, ...,n, dunque
anche {by, ..., b,} € misurabile in quanto unione finita di insiemi misura-
bili. La definizione di p-misurabilita ci garantisce che, per ogni F c X,
vale:

w(E) = pu(En{by,....;b,}) + u(E ~{b1,....,0.})
= pw({biy, -, by, }) + (B~ {br, ... by })

Poiché p é concentrata su {by, ..., b, }, abbiamo che pu(E~{by,...,b,}) = 0.
L’equazione (22.10)) diventa:

H(E) = p({biy ey, ) = (0 {03,)). (2.11)

Gli insiemi {b;, }, per j = 1,..., p, sono misurabili e a due a due disgiunti,
quindi possiamo sfruttare 'additivita di p ed avere:

(2.10)

() = 2 (b ) (212)

In conclusione:

] 0 se {b1,...,bn} N E = @;
/’L(E) B { Z?zl ,U/({sz}) se {bl, ...,bn} Nk = {bil, 7b1p}

(2.13)

Vediamo ora come agisce su P(X) la misura Y-, u({b;})d,. Sia £ c X,
allora:

(imbi})abi) (E) = imbz})&iw» (2.14)
e Se {b1,....,bp,}nE =g, allora Y u({b;})dy,(E) = 0;
o se {by,...0n} N E ={b;,....b;,}, vale:

| Isedie{ir,....ip);
R bt 219
quindi:

u({b:))6 (E) = im{bz,}). (2.16)

n
i=1
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Confrontando le due misure, possiamo affermare che:

i imbi})é@.
O

Se togliamo lipotesi di misurabilitd degli insiemi {b;} allora il lemma
precedente non é pia vero, in generale. Il prossimo esempio ci mostra che
togliendo tale ipotesi non é detto che valga ancora 1'uguaglianza (2.9)).

Esempio 2.3. Sia X = {bg,b1,by}. L’insieme delle parti di X é:
P(X) ={a;{bo}; {b1}; {b2}; {bo, br }; {bo, ba}; {b1, ba}; {bo, b1, b2} }.

Definiamo la misura p: P(X) — [0, +00] cosi:

1(2) =0;
p({bo}) = 0;
p({b1}) = 1;
1({b2}) = 2;
p({bo,b1}) = 1;
p({bo, b2}) = 2;
p({b1,b2}) = 2;
1({bo, b1,b2}) = 2.

Vogliamo ora mostrare che:

1. g é una misura su X;
2. M, ={a;{bo}; {b1,b2}; X} (quindi {b1} e {b2} non sono misurabili);
3. T'uguaglianza (2.9) non é verificata.

1. Per definizione pu(@) = 0. Siano E,,F c X pern =1,....,+00 e E C
U/ E;. Dobbiamo mostrare che:

+00
u(E) <3 n(E;). (2.17)
i=1
Nel caso in cui pu(FE) =0, (2.17)) é sicuramente verificata in quanto ogni
insieme F,, € P(X) ha misura non negativa per definizione.

Sia p(£) = 1. Dalla definizione di p possiamo notare che by € E. Poiché
E cuUl% E,, esiste k € N tale che by € Ej e quindi u(Ej) > 1. Allora:

W(E) =1 < ju(By) < iu(m. (2.18)
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Misure concentrate in alcuni punti

L’ultimo caso da analizzare é u(E) = 2. Sempre dalla definizione di p
segue che by € ¥ e poiché E c Ut E,, allora esiste h € N tale che by € E},
e u(Ey) = 2. Dunque:

+00
p(E) =2 =p(By) < ) u(Ey). (2.19)
n=1
Abbiamo mostrato che x4 é una misura su X.

. L’insieme vuoto e I'insieme {by} hanno misura nulla; dal Teorema
segue che @, {bo} € M,,. Poiché anche i loro complementari sono misu-
rabili, X, {b1,b2} e M,,.

Mostriamo che {b;} ¢ M,. Se {b;} fosse misurabile, allora per ogni
B c X risulterebbe:

W(B) = p(B n (b)) + u(B~ (b)), (2.20)
Se prendessi B = {by, by}, allora p(B) =2,

Bo{bi}={b} = pu(Bn{b})=1,

B Abi} ={b} = p(B~{bi}) =2.
L’equazione (2.20)) diventerebbe:

2= u(B) = (B {bi}) + p(Ba}}) = 1+2 =3, (2.21)

ma ci6 non é possibile. Concludiamo che {b,} ¢ M,,.

Poiché {b1} = X ~ {bg, b2}, anche V'insieme {bg, b} non é p-misurabile,
perché se lo fosse dovrebbe esserlo anche il suo complementare {b; }.
Se {by} fosse p—misurabile allora, poiché {by} ¢ p-misurabile, avremmo
che anche {by, by} sarebbe y—misurabile in quanto unione di due insiemi
p~-misurabili, ma ci6 é assurdo in quanto abbiamo gia visto che {bg, bo} ¢
M,,.

Per concludere notiamo che:

{ba} = X~ {bo, b1},

Se per assurdo {bg, by} fosse p-misurabile, anche il suo complementare
lo sarebbero, dunque {b,} € M,, e cié contraddirebbe quanto affermato
prima. In conclusione {by,b;} ¢ M,,.

. Verifichiamo l'equazione (2.9) per E = {b;,by}. Per come abbiamo
definito p vale p({b1,b2}) = 2, mentre:

5 (011350 (01:823) = {01} (BB + (5210 (01, )
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= p({b1}) + p({b2}) =1+2=3,
quindi I'equazione (2.9) non é verificata per tale insieme E.

10



Capitolo 3
Similitudini in R".

Definizione 3.1. L’applicazione S : R® — R é una similitudine se esiste p €
(0,+00) tale che || S(z)-S(y) l|=p || x -y || per ogni z,y € R*. Indicheremo
con Lip(S) la costante p. Una similitudine con Lip(S) = 1 si dice isometria.

Osservazione 3.2. Sia S : R® — R” una similitudine con Lip(S) = p €
(0,+00). Allora S é iniettiva.

Dimostrazione. Mostriamo che dati z,y € R tali che S(z) = S(y), allora
x =y. Poiché S é una similitudine vale:

0=d(5(x),5(y)) = pd(z,y).
Dunque d(x,y) = 0 e dalle proprieta della distanza segue che x = y. O

Definizione 3.3. Sia A € (0,+00). O, : R* — R" é I'omotetia data da
O,(x) = Ax per ogni z € R™.
Definizione 3.4. Sia w ¢ R*. T, : R®» — R" é la traslazione data da

Tw(x) =z +w per ogni x € R™.

Definizione 3.5. La trasformazione Ort : R* — R™ é detta ortonormale se
é un’isometria lineare.

Teorema 3.6. Sia S : R" — R" una similitudine con Lip(S) = p, allora
esiste una trasformazione ortonormale Ort : R® — R”™ ed esiste w € R™ tale
che:

S=0,0T,00rt. (3.1)

Dimostrazione. Notiamo che:

S(x) = poS() = p | [5(2) - SO+ 25(0)|
11



Similitudini in R”

-0, (5[5() - SO+ -5(0)).
p p

Ponendo w = %S(O), otteniamo che:

S(x)=0, (Tw (%[S(m) - 5(0)])) |
Definiamo la funzione:
(@) = [S(@) - S(0)]
Possiamo allora scrivere S come la composizione di tre funzioni:

S(x) = O0,(Tuw(g(x))).

Per completare la dimostrazione del teorema basta mostrare che g é una
trasformazione ortonormale, ovvero é un funzione lineare ed isometrica. Pro-
cediamo per passi:

1. vale g(0) = 0, infatti: ¢g(0) = %[S(O) -5(0)] =0;

2. g é un’isometria, infatti:

| 9(x) - g(w) I %[S(x) ~S(0)] - 2[S(y) - S(O)] |

1
p
1 1
=| ;[S(x)—s(y)] ||=; IS(x) =Sy |-
Poiché S é una similitudine con costante di Lipschitz p segue:
1IIS() S) | Lo 1= I
—[1S@)-SW l==pllz-yl=lz-yl.
p p
Abbiamo cosi mostrato che:

I9(x) = g(y) =l z =y || per ogni z,yeR",
ovvero g ¢ una isometria di R™.

3. g conserva la norma. Verifichiamolo: dai punti 1. e 2. si ha:

I gC) [I=I1 9(2) = g(0) |I=ll = O f}=] = |

per ogni z € R™.

12
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4. g conserva il prodotto scalare. Per mostrarlo, abbiamo bisogno della
seguente uguaglianza:

1
{w,y) =5l = P+lyl*=lz-yl?). (3.2)
Verifichiamo (3.2]).
” r—Y ||2= (x—y,x—y)=(x,x—y)—(y,x—y)

= (z,x) = 2(z,y) + (w,y) =l z 17+ Ly I* -2(z, y).

Da qui segue (3.2]).
Applichiamo 'uguaglianza (3.2)) a g(x) e g(y) e ricordiamo che nel pun-
to precedente abbiamo mostrato che g conserva la norma. Otteniamo:

{9(2),9(y)) = %(H g@) I+ 1 g() I = 1 9(2) = 9(w) 1I*)

1
= §(H P+ yllP-lz-yl?) =(zy),
quindi:
(9(2),9(y)) = (x,y) per ogni z,y e R™.

5. Consideriamo la base canonica di R composta da ey, ..., e, e ricordiamo
che (e;, e;) = 0; ;. Dato che la funzione g conserva il prodotto scalare si
ha:

d;,; = (i, €5) = (g(e:), 9(e))) (3.3)
per cui anche g(ey), ..., g(e,) forma una base di R”. Dunque, esistono
01,...,0, € R" tali che:

9(x) = iemei). (3.4)

Perogni j=1,...n

6,= 30,4, z (a(e:),g(es))

i=1

- <§;ez-g<ei>,g<ej>> = (g(2). 9(e,)).

Poiché ¢ conserva il prodotto scalare, segue che:
0; = (x,e;) per ogni j=1,...n

Sostituendo nella (3.4) otteniamo come g agisce su x:

g(x) =Y (z,e)g(e;) per ogni z € R™.
i=1

13
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6. g ¢é lineare, infatti, dati x,y e R" e ¢, s € R, dal punto precedente segue
che:

g(tx + sy) = Z tr+sy,e;)gle) = Y (K, e;) + s(y, e:))g(e)
i=1 1=1

n

Zn:t:cezg(ez +§n:sy,ez Yg(e:) =t ) (z.ei)g ez)+52 y,ei)g(e)
i=1 i=1

=tg(x) +s9(y).

Abbiamo quindi mostrato che g conserva la norma ed é lineare, dunque é
un’applicazione ortonormale. O

Osservazione 3.7. Sia A € (0,+00) e sia O, : R* — R” 'omotetia tale che
O, (x) = Az, allora O,(R"™) = R”, cioé O, é suriettiva.

Dimostrazione. Sicuramente Oy(R") c R”. E sufficiente mostrare che Oy (R") >
R"™ ovvero che dato y € R" esiste x tale che y = Axz. Dato y € R”, basta
prendere x = +y. Infatti:

1 ()3 (3) -0 () -0

Osservazione 3.8. Sia w € R” e sia T, : R®» — R la traslazione tale che
Tw(z) =z +w, allora T,,(R") = R", cioé T, é suriettiva.

]

Dimostrazione. Sicuramente T,,(R") c R". E sufficiente mostrare che T}, (R™) >
R™, ovvero che dato y € R" esiste x tale che y = x + w. Dato y € R, basta
prendere x =y — w. Infatti:

y=y+(w-w)=(y-w)+w=T,(y-w)=T,(x).
0

Osservazione 3.9. Sia L : R® — R" lineare e iniettiva, allora L(R") =
R™, cio¢ L ¢ suriettiva. In particolare, ogni trasformazione ortonormale é
suriettiva.

Dimostrazione. Dal Primo Teorema di Isomorfismo sappiamo che:

Rn

LR) ker(L)

112
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e dato che L é iniettiva, ker(L) = {0}, quindi:
LR = X e
{0}

]

Teorema 3.10. Sia S :R" — R" una similitudine, allora S € suriettiva ed
intettiva. In particolare, ogni isometria di R™ € suriettiva e iniettiva.

Dimostrazione. Dall’Osservazione |3.2| sappiamo gia che 'applicazione S é
iniettiva. Inoltre, dal Teorema [3.6| segue che S é la composizione di una
traslazione, una omotetia e un’applicazione ortonormale. Nelle osservazioni
precedenti abbiamo mostrato che queste tre funzioni sono suriettive, per cui
si ha:

S(R") = Oy(Tu(Ort(R™))) = O,(Tu(R")) = O,(R") = R",

ovvero S é suriettiva.

Teorema 3.11. Sia S :R"* — R” una similitudine, allora:
S71:R" — R"
€ una similitudine con costante di Lipschitz:
Lip(S71) = [Lip(S)]™".

In particolare, se S € una isometria di R™, allora S~' € ancora un’isometria
di R™.

Dimostrazione. Sia S una similitudine e sia p = Lip(S) € (0,+00). Abbiamo
visto precedentemente che S é un’applicazione iniettiva e suriettiva; di con-
seguenza S é invertibile, cioé esiste S7' : R® — R”. Mostriamo che S-! é
una similitudine.

Siano w,v € R™. Poiché S é suriettiva, esistono x,y € R” tali che u = S(x) e
v =2S(y), ovvero S~ (u) = x e S71(v) = y. Allora, usando anche il fatto che
S é una similitudine:

d(u,v) = d(S(z),S(y)) = pd(z,y) = pd(S~' (u), S (v)).

Dividendo per p otteniamo:
1
~d(u,v) =d(57 (u), 57 (v)).
p

Ci6 mostra che S=! é una similitudine con costante di Lipschitz %. ]

15



Capitolo 4

Alcuni risultati di teoria della
misura.

4.1 Push forward, pull back di una o-algebra e
trasformazione di Boreliani in Boreliani.

Siano X, Y due insiemi; consideriamo un’applicazione f: X — Y. Definia-
mo la push-forward della o-algebra di X tramite f e mostriamo che essa é
una o-algebra d Y:

Proposizione 4.1. Sia f: X — Y e D una o-algebra di sottoinsiemi di X.
Definiamo l'insieme:

E={EcY:fY(F)eD}.
Allora € ¢ una o-algebra di sottoinsiemi di Y .

Dimostrazione. Mostriamo che & verifica tutte le proprieta della definizione
di o-algebra:

e ge&. Infatti: f71(2) =2 e @ €D poiché D é una o-algebra;
e Vel Infatti f~1(Y) =X e X €D poiché D é una o-algebra;

e & é chiuso rispetto all’operazione di complementare. Infatti, sia F €&,
allora f~1(FE) € D e poiché D é una o-algebra X \ f~1(E) € D. Vale:

XN fUE)= (YN E),

quindi f~Y(Y N E) €D, ovvero Y N E €&,

16



Alcuni risultati di teoria della misura misura.

e & é chiuso rispetto 'unione numerabile. Infatti, sia { £, } oy € €, allora
fY(E,) € D per ogni n € N. Poiché D é una o-algebra, si ha che
Unenf 1 (E,) € D. Vale:

UneN fﬁl(En) = fﬁl(UneNEn)a (41)
quindi in conclusione f~1(U,nEy,) € D, ovvero UynFE, € E.
O

Vediamo ora alcune proprieta delle funzioni g-misurabili che seguono dalla
Proposizione [4.1}

Corollario 4.2. Sia f: X — Y e sia p una misura su X. Indichiamo con
M la o—algebra degli insiemi p-misurabili di X e sia:

E={EcY:fY(E)eM]}.
Allora £ € una o—algebra di sottoinsiemi di'Y .

Dimostrazione. Basta prendere nella Proposizione precedente D = M. O

Quando Y é uno spazio metrico, indichiamo con A(Y") la collezione degli
aperti di Y e con B(Y') la collezione dei boreliani di Y.

Corollario 4.3. Sia f: X — Y e sia p una misura su X. Indichiamo con
M la o—algebra degli insiemi p-misurabili di X e sia:

E={EcY:f(E)eM}.

Sia inoltre Y uno spazio metrico e supponiamo che f sia p-misurabile, ovvero
per ogni aperto AcY risulta f~1(A) e M, cioé € > A(Y).
Allora €2 B(Y'), cioé per ogni boreliano B di Y risulta che f~'(B) e M.

Dimostrazione. Dalle ipotesi £ 5 A(Y"), inoltre £ é una o-algebra, quindi:

Eo N C=B(Y). (4.2)
C é una o-algebra,
CoA(Y).
In conclusione € o B(Y). O

Nei prossimi due corollari della Proposizione descriviamo alcune pro-
prieta delle funzioni boreliane.
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Corollario 4.4. Sia f: X — Y e sia X uno spazio metrico. Sia:
E={EcY:fY(F)eB(X)}.

Allora € € una o-algebra di Y.

Dimostrazione. Basta prendere nella Proposizione precedente D = B(X). [

Corollario 4.5. Siano X, Y due spazi metrici e sia f: X — Y. Definiamo
l'insieme:

E={EcY:f'(E)eB(X)).

Supponiamo che la funzione f sia boreliana, cioé per ogni aperto A c 'Y
risulta che f~1(A) e B(X), ovvero £ > A(Y).
Allora € > B(Y'), cioé per ogni B boreliano di Y seque che f~1(B) € B(X).

Dimostrazione. Dalle ipotesi £ 5 A(Y"), inoltre £ é una o-algebra, quindi:

Eo N C=B(Y). (4.3)
C é una o-algebra,
CoA(Y).
0

Definiamo la pull-back di una o-algebra di un insieme e mostriamo che
essa é ancora una o-algebra:

Proposizione 4.6. Sia f : X — Y una funzione biunivoca e sia £ una
o-algebra di sottoinsiems di Y. Definiamo ['insieme:

D={DcX:f(D)e&}.
Allora D ¢ una o-algebra di sottoinsiems di X.

Dimostrazione. Mostriamo che D verifica tutte le proprieta della definizione
di o-algebra:

e geD. Infatti: f(@) =3 e @ €& poiché £ é una o-algebra,

e X eD. Infatti, poiché f é surgettiva, f(X) =Y e Y €& poiché £ é una
o-algebra;

e D é chiuso rispetto all’operazione di complementare. Infatti, sia D € D,
allora f(D) € £ e poiché £ é una o-algebra Y \ f(D) € £. Poiché f ¢é
biunivoca, vale:

Y\ f(D) = f(X D),
quindi f(X \D)e&, ovvero X N\ D e D;
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e D & chiuso rispetto I'unione numerabile. Infatti, sia {D,}ny © D,
allora f(D,) € £ per ogni n € N. Poiché £ é una o-algebra, si ha che
Unenf(Dy) € E. Vale:

UneN f(Dn) = f(UneNDn)> (44)
quindi in conclusione f(U,nD,) €€ € UpenD,, € D.
H

Vediamo ora alcune proprieta delle funzioni v-misurabili che seguono dalla
Proposizione 4.6

Corollario 4.7. Sia f : X — Y biunivoca e sia v una misura su Y.
Indichiamo con V la o—algebra degli insiemi v-misurabili di Y e sia:

D={DcX:f(D)eV).
Allora D € una o—algebra di sottoinsiemi di X.
Dimostrazione. Basta prendere nella Proposizione [£.6) € = V. O

Corollario 4.8. Sia f: X — Y una funzione biunivoca e sia v una misura
su'Y. Indichiamo con V la o—algebra degli insiemi v-misurabili di Y e sia

D={DcX:f(D)eV}.

Sia inoltre X wuno spazio metrico e supponiamo che =1 sia v-misurabile,
ovvero per ogni aperto A c X risulta f(A) eV, cioé D> A(X).
Allora D > B(X), cioé per ogni boreliano B di X risulta che f(B) €.

Dimostrazione. Dalle ipotesi D 5 A(X), inoltre D é una o-algebra, quindi:

D> N C =B(X). (4.5)
C é una o—algebra,
CoA(Y).
O

Nei prossimi due corollari della Proposizione descriviamo alcune pro-
prieta delle funzioni boreliane.

Corollario 4.9. Sia f: X — Y wuna funzione biunivoca e sia Y uno spazio
metrico. Sia:
D={DcX:f(D)eB(Y)}.

Allora D € una o-algebra di X.
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Dimostrazione. Basta prendere nella Proposizione 4.6/ € = B(Y). O

Corollario 4.10. Siano X, Y due spazi metrici e sia f : X — Y una
funzione biunivoca. Defintamo linsieme:

D={DcX:f(D)eB(Y)).

Supponiamo che la funzione f~' sia boreliana, cioé per ogni aperto A ¢ X
risulta che f(A) e B(Y), ovvero D2 A(X).
Allora D 2 B(X), cioé per ogni B boreliano di X seque che f(B) € B(Y).

Dimostrazione. Dalle ipotesi D > A(X), inoltre D é una o-algebra, quindi:

Do N C =B(X). (4.6)
C é una o-algebra,
CoA(X).
O

Riassumiamo i risultati principali di questa sezione nel seguente Corolla-
rio:

Corollario 4.11. Siano X, Y due spazi metrici e sia f : X — Y wuna
funzione biunivoca. Supponiamo che f e f~1 siano funzioni boreliane. Allora
vale che:

e per ogni By, boreliano di'Y risulta che f~1(B,) € un boreliano di X,
e per ogni B, boreliano di X risulta che f(B;) é un boreliano di'Y .
Un caso particolare é il seguente:

Corollario 4.12. Siano X, Y due spazi metrici e sia f : X — Y un
omeomorfismo. Allora:

e per ogni By, boreliano di Y risulta che f~1(B,) € un boreliano di X,

e per ogni B, boreliano di X risulta che f(B;) é un boreliano di 'Y .

4.2 Gl insiemi A(R), A(RF) e alcune proprieta
di funzioni boreliane e misurabili.

Sia X un insieme e A una o-algebra di sottoinsiemi di X. Per k£ > 1 definiamo
I'insieme:

A(RF) = {f: X — R*: f71(A) € A per ogni aperto A c R¥}.
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Per k£ =1 abbiamo:
AR)={f: X — R: f1(A) e A per ogni aperto A c R}.
Proposizione 4.13. Sia f: X — R. Allora:
1. feA(R) se e solo se f~1((-o0,a)) € A per ogni a € R;
2. feA(R) se e solo se f~1((—o00,a]) € A per ogni a € R.

Dimostrazione. 1. Supponiamo che f € A(R). Basta prendere come aper-
to A = (-o0,a) e per definizione di A(R) segue che f=1((-o0, a)) € A.
Viceversa, supponiamo che f~!((-o00,a)) € A per ogni a € R. Sia AcR
un aperto, allora per ogni x € A esiste r, > 0 tale che B(x,r,) c A.
Notiamo che esistono «,, [, € Q tali che:

T =Ty < Qp <X <Py <x+T,. (4.7)
Vale sicuramente che = € (o, ;) c A. Sia:

I={(ay,B:) che verificano (4.7)) al variare di z € X} cQ x Q.

Vale ovviamente che:
U(a,B)el (o, B) c A. (4.8)

Inoltre, se x € A esistono ay, 5, € Q tali che z € (a,, £:) c A, quindi
(g, Be) € 1. Allora:

T € (al” Ba:) c U(a,ﬁ)e[(aa 6)7
quindi:
Ua, B)el (a, B) 2 A. (4.9)
Poiché I c Q x Q, la cardinalita di I é al pit quella di Q x Q, quindi é
al pia numerabile. Allora, da (4.8) e (4.9), segue che per ogni aperto
A cR esiste J c N ed esistono {a; }ies, {5 }ics € Q tali che:

Uies (i, Bi) = A (4.10)
Da segue che:
FHA) = 7 (Gier (4, 83)) = Yier 71 (i, i) -

Per mostrare che f~1(A) appartiene a A, poiché A é chiuso rispetto
all’'unione numerabile, basta mostrare che ogni termine f=!((a;,0;))
appartiene a A.

F7H (@i B3)) = F71 (=00, B) 0 (e, +00)) = f71 (=00, B))nf ™ ((ay, +00)) .

21



Alcuni risultati di teoria della misura misura.

Per ipotesi sappiamo che f~!((-o0,[3;)) € A. Se mostriamo che anche
f 1 ((c,+00)) € A, allora anche l'intersezione di questi due termini,
ovvero f~1 ((«y, B;)), appartiene a A e abbiamo concluso la dimostra-
zione.

£ (aoo)) = 7 (i oo o0 ) =i ([ 0o0)

i (& (e 1)) i [ (o )]

Per ipotesi f~! ((—oo, a; + %)) € A, quindi anche il complementare e I'u-
nione numerabile dei complementari appartengono a A. In conclusione

F1 ((a,+00)) € A.

2. Supponiamo che f e A(R). Notiamo che:
e e ) s (=)
n n

Poiché (—co,a+ 1) é un aperto di R, allora f~' ((-o0,a+21))eA. Aé
una o-algebra, quindi contiene anche 'intersezione numerabile di tale
insiemi e concludiamo che f=1 ((—o0,a]) € A.

Viceversa, supponiamo che f=!((-o0,a]) € A. Per ogni a € R risulta:

1
- =Ur | —o0,a——|,
(—00,a) n—l( 00, a n]

quindi:

o= i o ) (o).

Per ipotesi f~1 ((—oo, a-— %]) € A e anche 'unione numerabile di questi

insiemi appartiene a A, in quanto A é una o-algebra. Allora f=! ((-o0,a)) €
A per ogni a € R, ma per il punto 1 ci6 é equivalente a f € A(R).

]
Proposizione 4.14. Se esiste c € R tale che f(x) =c per ogni x € X, allora
feA(R).
Dimostrazione. Sia A un aperto di R. Risulta:
X €N seceA;
-1 _ 3
/ (A)_{Q eN sec¢A, (4.11)
quindi f~1(A) € A per ogni aperto A di R. H
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Proposizione 4.15. Sia B c X. Allora B € A se e solo se 1 € A(R).

Dimostrazione. Supponiamo che B € A, allora:

1 sexeB
1g(x) —{ 0 sez¢B (4.12)
OVVero:
1 subB
lg = { 0 suX\ B, (4.13)
Sia A un aperto di R, allora:
X se le AeOeA;
1 | B seleAeO¢A;
(1g) " (4) = X\B sel¢AeleA; (4.14)
& sel¢Ael¢A;.

Per ipotesi B € A; inoltre, poiché A é una o-algebra, anche X \ B, X e &
appartengono a A, dunque (13)_1 (A) € A per ogni A aperto di R, ovvero
1 € A(R).

Viceversa, supponiamo che 15 € A(R). Notiamo che:

Bof{reX: 1n(z)=1} = {xeX: 15(z) > %} - (13)_1([%,+oo))

o (o)) o ()]

L’insieme (1B)_1 (—oo, %) € A, poiché per ipotesi 1z € A(R). Anche il com-
1

plementare di (13)_1 (—oo,i), ovvero B, appartiene a A, poiché A é una
o-algebra. O]
Proposizione 4.16. Se f € A(R), allora vale che:

1. {zeX: f(x)<0}eA;

2. {lxeX: f(x)>0} eA;

3. 1<y € A(R);

4. 1{f20} € A(]R)

Dimostrazione. Notiamo che:

{zeX: f(z) <0} =f"((-00,0)).

L’insieme (—o00,0) é un aperto di R e poiché f € A(R) segue che f~1((-00,0)) €
A. L’insieme {x € X : f(x) > 0} é il complementare dell'insieme del punto
1, quindi appartiene a A in quanto A é una o-algebra. T punti 3 e 4 seguono
dalla Proposizione [4.15 O
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Proposizione 4.17. Se f ¢ A(R), allora:
1. -f e A(R);
2. 1f e A(R);
3. f2e A(R);
4. se f(x)#0 per ogni x € X, allora ; e A(R).
Dimostrazione. 1. Per ogni a € R vale:
(=) (00, a)) ={z e X: —f(z)<a}={zeX: f(x)>-a}
= [T ((ma,+00)) = [T (RN (=00, -a]) = X \ [ ((~o00,-a]).

Per ipotesi f € A(R), quindi dalla Proposizione segue che f~1 ((-o0,—-a]) €

A. Poiché A é una o-algebra, essa contiene anche il suo complemen-
tare, dunque X \ f71((-o00,-a]) € A. Abbiamo cosi mostrato che

f1((=00, a)) € A per ogni a € R, dunque (%f)_1 ((=o00, a)) € A per
ogni a € R e ci6 prova il punto 1.

2. Per ogni a € R vale:

(%f) (=00, a)) = {we X - %f(gc)<a}:{:ceX: f(z) < 2a)

= f_l ((_Oo’ 2&)) .
Per ipotesi f € A(R), quindi f~! ((-o0, 2a)) € A.

3. Se a <0, allora:
() (-0, @) ={ze X : fX(z) <a}=@eA.
Se a >0, allora:
(fQ)_1 ((mo0, a))={xeX: fA(z)<a}={reX: —Va< f(x)<+/a}

= [ ((-Va,Va)).

L’insieme (—\/a,+/a) é un aperto di R, quindi poiché f € A(R) segue
che (f2)7' ((~o0, a)) € A. In conclusione (f2)1((~o0, a)) per ogni
a€R.
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4. Sia a € (0, oo), allora:

(5) (oo an=oex:

1
[ORGE
1 1
{[E€X-f($)<07m<a}U{$€X- f({[‘)>07 m<a}.

Poiché a > 0 segue che:

(5) (oo

{xeX:f(m)<O,ﬁ<a}u{xeX: f(z) >0, ﬁ<a}:
1

(oo apu (5 40)).

Poiché f e A(R), allora f~1((-o0, a)) e f~1((%, +o0)) appartengono a
A e anche la loro intersezione appartiene a A, poiché A é una o-algebra.
Nel caso in cui a = 0, vale che:

(%)_1 ((=00, a)) = {ac € X: ﬁ < O} =

{zeX: f(z) <0} =f"((-00, 0)).

Poiché f e A(R), sappiamo che f~1((-o0, 0)) € A.
Nel caso in cui a < 0, vale che:

(%)_1 (-0, a)) = {x e X: f(lx) < a} =

{xeX: f(x) <0, é<f(x)}:f‘1((—oo, a))mf—l((l, +oo)).

a

Poiché f € A(R), vale che f~'((-oc0, a)) e f*l((%, +oo)) apparten-
gono a A e anche la loro intersezione appartiene a A, poiché A é una
o-algebra.

Proposizione 4.18. Dati f, g€ A(R), allora:
1. f+geAR);
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2. fge A(R).

Dimostrazione. 1. Notiamo che:

(f+9) " ((-o0, a)) ={ze X: f(z)+g(r) <a}.

Se x é tale che f(x)+ g(z) < a, allora f(x) < a - g(z), quindi esiste
r € Q tale che f(x) <r <a-g(x). Dunque g(z) < a —r, allora esiste
anche s € Q tale che g(x) < s < a—r. Riassumendo, esistono r, s € Q
tale che f(z) <7, g(x) <ser+s<a. Quindi, posto:

I={(r,s)eQxQ: r+s<a},

risulta che:

{reX: f(x)+tg(x)<alc |J ({xeX: f(z)<r}n{zeX: g(z)<s}).

(r,s)el
Inoltre dati (r,s) € I, se f(x) <r e g(x) < s, segue che f(z)+g(x) <
r+ s < a, quindi:
{reX: f(x)+g(z) <a}oUpser ({zeX: f(z)<rin{zeX: g(z)<s}).

In conclusione:

(f+9) ' ((~o0, a)) = Upsyer {2 e Xt f(z)<rin{zeX: g(x)<s}),

OvVVvero:

(f +9) (=00, @) = Uggper (f7 (=00, 1)) n g™t (=00, 5))). (4.15)

Gli insiemi f=1 ((-o0, 7)), g7' ((-o0, s)) appartengono a A in quanto
per ipotesi sappiamo che f, g € A(R). Allora anche la loro intersezione
appartiene a A poiché A é una c-algebra. L’insieme [ ha cardinalita
al pia uguale a quella di Q x @Q, cioé ha cardinalita al pia numerabile.
Possiamo allora concludere che 'unione al piti numerabile in (5.56|) é
contenuta in A. Abbiamo mostrato che (f+g) '((-o0, a)) € A e, dalla
Proposizione ci6 implica che f + g€ A(R).

2. Siano f, g € A(R). Notiamo che:
(f(@) +g(2)) - f(2)* + g(x)* = 2f (x)g (),
quindi:
fg= %{(f +9)* - [f*+ g1}
Dal punto 1 e dalla Proposizione segue che 2{(f+¢)>-[f?+¢?]} €

A(R).
O
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Proposizione 4.19. Sia f € A(R), allora:
1. fv0eA(R);
2. (-f)v0eA(R);
3. |f] € A(R).

Dimostrazione. 1. Notiamo che:

0@ = f@yvo-{ 10 w0

f(x)-0=0 se f(x) <0,

quindi fvO0 = f lip0y. Se f e A(R), dalla Proposizione segue
che 1¢1.01 € A(R), dunque dalla Proposizione segue che f 1i5.0 €
A(R).

(f Lips0p) () = f(2) 15201 () :{ flx)l=f(x) se f(x)=20;

2. Notiamo che:

(=D ¥0)@) = (D)@ 0= (o= I@ e H <0

(N L) (@) = (SF @) Lggany () = { A SEPCA a4

quindi (=f) v 0 = (=f)-1{<0y- Se f € A(R), dalla Proposizione
segue che 1.0y € A(R) e dalla Proposizione segue che —f € A(R).
Dunque dalla Proposizione segue che —f - 17y € A(R).

3. Data f, notiamo che:

) | f(@)  se f(x)>0;
|f|(ZL‘) - |f(ZL‘)| _{ —f(.%') se f(x) <0,

inoltre:
([f v O]+ [(=f)vO]) (z) = [f(z) v O]+ [(-f(x)) v O]
:{ f(x)+0 =f(x) se f(zx)>0;
0+(=f(z)) =-f(z) se f(z)<0,
Dunque:

[fI=LfvO]+[(=f) VO]
Se f e A(R), dal punto 1 e 2 di questa Proposizione segue che f v
0, (-f)v0eA(R). Infine, dalla Proposizione segue che [f v O]+
[(=f) v 0] e A(R). -
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Proposizione 4.20. Siano f, g€ A(R), allora:
1. fvgeAR);
2. frgeA(R).

Dimostrazione. 1. Dati f, g, notiamo che:

) v ofls) = flx) se f(x)2g(x);
(/v 9)(@) = f(2) v g(a) { o(z) se f(x) < g(x)

inoltre:
{l(f-9)vO]+g}(z) =[(f(z) - g(x)) vO] + g(x)
:{ [f(x)—g(x)]+g(x) =f(x) se f(z)2g(x);
[0] + g(x) =g(x) se f(x)<g(z),
Dunque:

fvg=[(f-g)v0]+g.
Se g € A(R), dalla Proposizione segue che —g € A(R). Se anche

f € A(R), dalla Proposizione segue che f—g = f+(-g) € A(R).
Allora dalla Proposizione segue che (f —g) v0e A(R) e di nuovo

dalla Proposizione segue che [(f -¢g) Vv 0]+ geA(R).

2. Dati f, g, notiamo che:

Ag)(x) = f(x)Ag(z) = g(z) se f(z)>g(z);
(09 = 1) r o) = { 47

se f(z) <g(x),
inoltre:
~{[-(f-9) v O]+ g}(z) = {[-(f(z) - g(x)) v O]} + g(x)
_ { -{0} + g() =g(z) se f(x)2g(v);
~{-(f(@)-g(2))} +9(x) =f(z) se f(z)<g(z),
Dunque:

frg=={-(f-9)]v0}+g.
Se g € A(R), dalla Proposizione segue che —g € A(R). Se anche
f € A(R), dalla Proposizione [4.18| segue che f—g = f+ (-g) € A(R)
e ancora dalla Proposizione [4.17| che —(f - g) € A(R). Allora dalla
Proposizione segue che [-(f —g)] v 0 e A(R). Dalla Proposizione

segue che —{[-(f-g)v0]} ¢ A(R) e infine dalla Proposizione [4.1§]
H[=(f-9)]v 0} +geA(R).

]
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Proposizione 4.21. Date f,: X — R, per k € N, supponiamo che:
o inf.; fr.(x) € R per ogni x € X;
o fre A(R) per ogni k € N.
Allora:
inf fi € A(R).

Dimostrazione. Per ogni a € R vale che:

() (oo, )= fre X o) <a).

k>1

Mostriamo ora che:
-1
(;g{fk) (=00, a)) = Ui [ ((~o0, a)). (4.16)

Se infys1 fr () < a, allora esiste k > 1 tale che fi(x) <a,cioéx e fif‘l((—oo, a)),

quindi = € Ui fi1((—o0, a)). Se z € Ui fil((—o0, a)), allora esiste k>1

tale che ffc‘l((—oo, a)), cioé infyyy fi(x) < fi(x) <a.

Per ipotesi f € A(R) per ogni k € N, quindi per ogni k € N vale che
fit((=o00, a)) € A. Poiché A é una o-algebra, ;% fi1((=o0, a)) € A per ogni
a € R, quindi da 1) segue che (infgs fk)_1 ((—o0, a)) per ogni a € R e
dalla Proposizione segue la tesi. O

Proposizione 4.22. Date f,: X — R, per k € N, supponiamo che:
o SUpys; fr(z) € R per ogni x € X;
e fre A(R) per ogni k e N.
Allora:
sup fr € A(R).

k>1

Dimostrazione. Per ogni a € R vale che:

(sup fk)_ ((-o00, a])={zreX: sku>11) fr(z) <a}.

k>1

Mostriamo ora che:

(supfk) ((=o0, a]) =i (=00, a). (117

k>1

29



Alcuni risultati di teoria della misura misura.

Se x & tale che supy,; fr(z) < a, allora per ogni k > 1 vale che fi(z) < a, cioé

z € fi1((-o0, a]), quindi x € niss (=00, a]). Se x € eSS (=00, al),

allora per ogni k > 1 vale che z € f;1((-o0, a]), cioé fr(z) < a per ogni k €N,
OVVero supys; fx(z) < a.

Per ipotesi fi, € A(R) per ogni k € N, quindi dalla Proposizione segue
che fi1((-o0, a]) € A. Poiché A & una o-algebra, n;%5 fi'((—o0, a]) € A, per
ogni a € R, e da (4.17) e dalla Proposizione segue la tesi. O

Proposizione 4.23. Date f,: X — R, per k € N, supponiamo che:
1. infgsp, fr(x) € R per ogni m e N e per ogni x € X;
2. fr e A(R) per ogni k e N;
3. SUP,,sq fgsm fr(z) € R per ogni x e X;
Allora:
liminf f, = sup inf f; € A(R).
k—+o0 m>1 k=m
Dimostrazione. Dalla Proposizione segue che per ogni m € N:

inf fi e A(R).

Allora possiamo applicare a infys,, fi la Proposizione 4.22| e otteniamo la
tesi. [

Proposizione 4.24. Date f,: X — R, per k € N, supponiamo che:
1. Supgs,, fe(x) € R per ogni m e N e per ogni x € X;
2. fr € A(R) per ogni k € N;
3. inf,51 SUPgs,, fu(2) € R per ogni x e X;

Allora:

limsup f; = inf sup fx € A(R).
k—+o0 m21 s

Dimostrazione. Dalla Proposizione [4.22| segue che per ogni m € N:

sup fr € A(R).

k>m

Allora possiamo applicare a supys,, fr la Proposizione e otteniamo la
tesi. [
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Osservazione 4.25. Sia X un insieme, p: P(X) — [0, +00] una misura su
X e M la collezione dei sottoinsiemi di X p-misurabili. Se consideriamo
A = M, allora A(R) coincide con l'insieme delle funzioni p-misurabili e le
proposizioni precedenti ci descrivono le proprietd delle funzioni py-misurabili.

Osservazione 4.26. Sia X uno spazio metrico e B(X) la o-algebra di Borel.
Se consideriamo A = B(X), A(R) ¢é l'insieme delle funzioni Boreliane e le
proposizioni precedenti ci descrivono le proprieta di tali funzioni.

Sia X un insieme e A una o-algebra di sottoinsiemi di X. Ricordiamo
che per k > 1 intero abbiamo definito I'insieme:

A(RF) = {f: X — R*: f71(A) € A per ogni aperto A c R¥}.

Proposizione 4.27. Sia g : R¥ — R una funzione continua e sia f: X —
Rk, fe A(RF). Allora go f € A(R).

Dimostrazione. Sia A un aperto di R, allora (go f)"1(A) = f1(¢g71(A)) € A.
Infatti, A é un aperto di R e g una funziona continua, quindi g-*(A) é un
aperto di R* e allora poiché f € A(RF) segue che f~1(g71(A)) € A. O

Come conseguenza di questa proposizione abbiamo che la componente i-
esima di una funzione di A(RF) appartiene a A(R). Infatti, sia 7; : R* — R
la proiezione sulla i-esima componente, ovvero m;(x) = z;. La funzione m; é
continua, quindi data f: X — Rk f e A(R¥), segue che m;o f: X — R
appartiene a A(R).

Corollario 4.28. Sia f: X — Rk, f e A(RF). Indichiamo con m; : RF — R
la proiezione sulla i-esima componente, ovvero mi(x) = x;. Allora w0 f :
X — R appartiene a A(R).

Vediamo che vale anche il viceversa. Dobbiamo perd prima dimostrare
un Lemma preliminare:

Lemma 4.29. Ogni aperto non vuoto A di R* é unione numerabile di ret-
tangoli con estremi razionali. Pii precisamente, esistono due successioni

{p}jen, {@@}jen, con pi, ¢ € QF, tali che pg <q perognii=1,....k, jeNe
U (P, q]) = A

Dimostrazione. Poiché A é un aperto, per ogni x € A esiste € > 0 tale che
B(x,€) c A, ovvero per ogni y tale che |y—z| < € vale che y € A. Notiamo che:

k
ly - I|2 = Z(?Jz‘ - %’)2,
=1
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quindi se scegliamo y € R* tale che (y; — 2;)? < % per ogni 7 = 1,..., k, allora
ly — x| <€, ovvero y € A. Scegliamo dunque a;, b; € Q tale che:

€ €
xi——<&i<(l}'i<bi<l’i+—.
VE VE
Per quanto detto prima vale che:
v ell®, (a; b;)c A
Definiamo ora:
I(A) = {(a, b) e QF x Q" : TI* ,(a;, b;) c A}.

Poiché I(A) c Q¥xQF, la cardinalita di I(A) é al pia numerabile. Osserviamo
che:

Uapyer(ay i (ai, bi) € A. (4.18)
Inoltre, per ogni x € A esiste (a, b) € [(A) tale che z € II¥  (a;, b;) quindi:
Uapyer(a) My (@i i) 2 A (4.19)
In conclusione:
Ylab)eI(4) I, (ai, b;) = A. (4.20)
[l

Proposizione 4.30. Sia f: X — R* tale che m; o f € A(R) per ogni i =
1,....k. Allora f e A(RF).

Dimostrazione. Siano aq, ...,ax, by, ..., b, numeri reali tali che a; < b; per ogni

1=1,...,k. Allora:

T (ai, b)) =0y (mie )7 ((ai, b)) (4.21)
Infatti:
S (0, b)) ={ze X = f(x) eI, (ai, by)} =
{reX: (mof)(x)e(a;, b)) Vi=1,.. . ky=nF {veX: (mof)(x)e(a; b)}
=iy (mio f)™ ((ai, b))
Poiché per ipotesi mo f € A(R), segue che (m; o f)~'((a;, b;)) € A. L’in-
sieme A é una o-algebra, quindi contiene anche l'intersezione di tale insie-

mi. In conclusione, da (4.21)) otteniamo che f~' (II%,(a;, b;)) € A per ogni
ay, ..., a, by, ..., b numeri reali tali che a; < b; per ogni v =1, ..., k.
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Sia ora un aperto A ¢ R¥. Dal Lemma4.29] sappiamo che esistono due succes-

sioni {p?} jen, {¢?}jen, con p?, ¢7 € QF, taliche p! < ¢ perognii=1,...,k, jeN
e
UiS I (p, ¢) = A.

Allora:
FHA) = FH(usTl (o), ) =i (T (o), q))).

Per quanto visto prima sappiamo che f~! (Hle(p{, qf)) € A per ogni j =
1,...,+00 e poiché A é una o-agebra anche 'unione di tali insiemi appartiene
a A. Abbiamo cosi dimostrato che f~'(A) € A per ogni A aperto di R e
segue la tesi. O]

Proposizione 4.31. Sia f: X — RF f e A(R¥) . Allora |f|: X — R
appartiene a A(R).

Dimostrazione. Notiamo che:
2 & 2
|f| =Z(7Tz'°f) .
i=1

Poiché f € A(RF), sappiamo che ogni sua componente 7o f, per ogni i =
1,...,k, appartiene a A(R). Dalla Proposizione[4.17)segue che (m;0 f)? € A(R),
per ogni ¢ = 1,...,n, e dalla Proposizione segue che Y& (m;0 )2 e A(R).
Definiamo la funzione g: R — R:

set<0;

0
g(t)={ Vi oset>0,

Poiché ¢ e¢ontinua, dalla Proposizione segue che go (XX (7m0 f)?) €
A(R). Poiché g(t) = \/t per t >0, allora:

go (z(w ‘ f)2) _ J (z@r . f)2) 1/l

e segue la tesi. O]

Proposizione 4.32. Sia f : X — RF. Supponiamo che esista I ¢ N tale
che per ogni n € I esistano E, c A, g,: X — Rk, g, € A(RF) tali che f =g,
su B, e UperFE, =X. Allora f € A(RF).
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Dimostrazione. Sia A un aperto di R*. Poiché X = u,; F, risulta:
frlA ) ={ze X : f(z) e A} =Upg{r e E,: f(x)e A}
Su E, f coincide con g,, dunque:
FHA) = vper{z e B+ gu(a) € A} = Uner[Enn g (A)].

Per ipotesi E, € A e g, € A(R), quindi g;'(A) € A. A é una o-algebra ed
¢ chiusa rispetto all'intersezione e all’unione numerabile, quindi U,¢[E, N
g1 (A)] € A. In conclusione, abbiamo mostrato che f~1(A) € A per ogni A
aperto di R e segue la tesi. O]

Corollario 4.33. Siano X un insieme, pu: P(X) — [0, +oo] una misura
su X e M la collezione degli insiemi p-misurabili. Sia f : X — RF e
suppontamo che esista I ¢ N tale che per ogni n € I esistono E, € M e
Gn : X — R* funzioni p-misurabili tali che g = f,, su E, e inoltre X = Uper E,.
Allora f € una funzione p-misurabile.

Dimostrazione. Basta applicare la Proposizione precedente prendendo A =

M. ]

Corollario 4.34. Siano X uno spazio metrico e B(X) la o-algebra di Borel
di X. Sia f: X — R* e supponiamo che esista I ¢ N tale che per ognin €
esistono E, e M e g, : X — RF funzioni boreliane tali che g = f, su E, e
wnoltre X = U, E,. Allora f € una funzione boreliana.

Dimostrazione. Basta applicare la Proposizione precedente prendendo A =
B(X). O
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Capitolo 5

Push forward di misure e alcune
applicazioni.

5.1 Push forward di una misura.

Definizione 5.1. Siano X,Y due insiemi e f: X - Y un’applicazione. Sia
(4 una misura su X, ovvero u verifica le due condizioni:

1. (@) =0;
2. se AcuirA; c X, allora u(A) < 377 u(A,;).

La misura push forward di p, che si indica con fyu , é la misura su Y definita
da:

(fyn)(B) = p(f~(B)) per ogni B e P(Y). (5.1)
Controlliamo che fyuu definita da (5.1)) ¢ una misura su Y, ovvero che:
Jip:P(Y) ~ [0, +o0]
e verifica le proprieta:

L fiu(o) = 0;
2. se BcU/xB; cY, allora fyu(B) < X5 fiu(B;).
Verifica:

L. fiu(@) = p(f(2)) = 1(@) =0 in quanto p é una misura su X;
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2. se Bcul¥B;cY, allora

fHB) c fHURB:) = Ui f7(B)).

Poiché i é una misura su X:
Fn(B) = (I (B) £ 3£ (B)) = 35 Fn(By)

Lemma 5.2. Sia f : X - Y una funzione e a € X. Assegniamo su X la
misura jb = 04. Allora:

J19a = d5(a)- (5.2)

Dimostrazione. Vediamo come agisce la misura fyd, su P(Y). Sia £ c Y.
Allora:

Fi0u(E) = 0,7 (E)) { ) e (53)
Poiché a e f-1(E) < f(a) € E segue:
£0.(F) { ) e (5.4)
Notiamo che:
@) ={ o AT 5
Confrontando (5.4) e (5:5) possiamo affermare che fy5,(E) = 65e)(E) per
ogni E Y e segue la test, 0

Lemma 5.3. Siano X e Y due insiemi e b € Y. Assegniamo su X una
misura di probabilitd p, ovvero w(X) =1, e sia f : X - Y la funzione
costante f(x)=0b per ogni x € X. Allora:

Dimostrazione. Notiamo che per ogni £ c Y vale:
X sebel)
-1 _ J
R Y 6.1)
quindi
e | u(X)=1 sebekFE;
B =utr () = M e 5:3)
Da (j5.8) possiamo concludere che:
O
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Lemma 5.4. Siano X e Y due insiemi e b € Y. Assegniamo su X una
misura p finita, ovvero pu(X) < +oo, e sia f: X = Y la funzione costante
f(x) =0 per ogni x € X. Allora:

fyp = p(X) . (5.10)

Dimostrazione. Notiamo che per ogni £ c Y vale:

HCR B o)
quindi
ey =utr ) = { 1) e (5.12)
Da possiamo concludere che:
fy = (X3, (5.13)

]

Lemma 5.5. Siano X un insieme e (1 una misura finita su X, ovvero pu(X) <
+o0. Sia
f: X >Rk

una funzione p-misurabile tale che:
F(X)={by,....,0,}

per opportuni elementi by, ..., b, € RF distinti, con n > 2. Allora:
=2 n(FH {Bi})) - (5.14)
i=1

Dimostrazione. Vediamo come agisce fyuu. Sia E c RF. Se En{b,...,b,} = &,
allora f~1(F) = @ e quindi u( f~1(E)) = u(@) = 0. Altrimenti, En{by,...,b,} =
{bi,, ..., bi, } per opportuni indici {7, ...,i,} ¢ {1,...,n} tali che per r # s vale
1, # 1. In questo caso:

FHE) = {03, 3) = FHU_ b)) = U 1 ({B3 1)),

quindi:

p(fHE)) = (i 7 ({bi, )
Proviamo ora che gli insiemi f~1({b;}) sono misurabili. Poiché gli insiemi
RE N {b;} sono aperti e f é y-misurabile, allora gli insiemi f~1(R*\ {b;}) sono
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p-misurabili. Vale: f~1(RF ~ {b;}) = X - f~1({b;}), quindi f~1({b;}) sono
p-misurabili. Possiamo allora sfruttare ’additivita di u:

p(fH(E)) = (Ui 1 ({0, }) = iu(fl({bij}))-

In conclusione:

se En{by,...,b,} = @;
E
Jyu(E) = {Zflu( FAY)) se B by by} = (b by ).

Vediamo come agisce la misura Y7, u(f~1({b;}))0p,. Dato E c Rk:
O UBDBIE = Yon (D) (E). (.16

Se En{by,....,b,} =@ allora §,,(E) =0 per ogni i = 1,...,n, quindi:

S (1 ({5)) i (E) = 0. (5.17)

i=1

Invece, se 0 {by,...,b,} = {bi,,....b;, } allora:

(5.15)

uE)={ oo b i) (515)
quindi:
S {b})) 6 (E g p(fF (b)) (5.19)

i=1

In conclusione per ogni E c RF:

(b)) 0 (E) =
=1
5.20
0 se En{by,...,b,} = @; (5.20)
Yian(fH({bi,})  se End{by, .. by} = {biy, ... bi, }.
Confrontando e otteniamo la tesi. O]

5.2 Misure concentrate su insiemi e misure ri-
strette a insiemi.

Lemma 5.6. Siano [ c N, Ec X e {H;};y;c X. Allora:

U(H;nE) = (U Hl-) nE.

iel iel
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Dimostrazione. Mostriamo che:

J(H,nE) c (U HZ-) nE.

iel iel

Sia x € U(H; n E), allora esiste i € I tale che x € H;n E, quindi:
iel
X € Hi7
rekl,

x € Uie[ Hi7
rekF,

allora:

OVVero T € (U Hi) nkE.
i€l
Mostriamo ora che:

U(HinE) > (U H) nE.

Sia z € (U Hi) n F, allora:

iel

x € User Hi,
rek,
quindi:
Ji.: x€ Hi*,
rek,
dunque x € H;, N E c U;je; (H; N E). O

Lemma 5.7. Siano Ec X e Hc X. Allora:
E~x(HnE)=(X~NH)nE.

Dimostrazione. Mostriamo che:
E~x(HnE)c(XNH)nE.

Sia x € E~ (Hn E), allora:
rekF,
r¢HNE,
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quindi:
rekcX,
x¢ H,
allora:
re X\ H,
{ rek,

Ci6 mostra che z e (X N\ H)n E.
Mostriamo ora l'altra inclusione. Sia x € (X \ H) n E, allora:

re X\ H,
relkcX,

quindi:

x¢ H,
rekl,

allora:
r¢HnE,
rekl,

Ci6 mostra che x e EN (HnE).
O

Proposizione 5.8. Sia X uno spazio metrico e E c X. Sia A(X) linsieme
degli aperti di X, A(E) Uinsieme degli aperti di E, ovvero:

AE)={AnE: Ac A(X)},

e siano B(X) e B(E) gli insiemi dei Boreliani di X ed E rispettivamente,

ovvero:
B(X) - N c,
C o— algebra di X,
Co>A(X).
B(E) = N Z.
Z o - algebra di F,
Zo A(E).
Allora:

B(E)>{BnE: BeB(X))}.
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Dimostrazione. Sia:
F={HcX: HnEeB(E)).
Mostriamo che F é una o-algebra su X.
e X e F, perchée XnE =F eB(F) in quanto B(F) é una o-algebra di F;
e e F perché anFE =@eB(F) in quanto B(E) é una o-algebra;

e se {H,}nen € F, allora U,y H, € F. Infatti per ogni n € N abbiamo che
H,nE eB(F) e poiché B(FE) é una o-algebra segue che U (H,nFE) ¢
neN

B(FE). Dal Lemma [5.6| abbiamo che:

U(HnmE)=(UHn)mE,

neN neN
quindi (Upey Hrn) N E € B(E) e Upey Hp € F.

e se H e F allora X \ H € F. Infatti, se Hn E € B(E), poiché¢ B(FE) é
una o-algebra su E, abbiamo che E~ (HnFE) e B(FE). Dal Lemma
abbiamo che:

E~x(HnE)=(X~NH)nE,

quindi (XNH)nEeB(E)e X\HeF.
Se Ae A(X), allora AnE e A(FE) c B(E), quindi A € F. Ci6 mostra che:
F o A(X).
Poich¢ F é anche una o-algebra segue che:
F o B(X).

Ci6 vuol dire che per ogni B € B(X) risulta che Bn E € B(FE) e abbiamo la
tesi. [

Proposizione 5.9. Sia X uno spazio metrico e sia £ c X. Allora:
B(E)c{BnE: BeB(X)}.

Dimostrazione. Sia:
G={BnE: BeB(X)}.

Mostriamo che G é una o-algebra di F.
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e Feg, infatti £ = X nFE e X € B(X) poiché B(X) é una o-algebra di
X.

e e, infatti =@ n E e @€ B(X) poiché B(X) é una o-algebra.

e sia {B, N E},n ¢ G, ovvero {B,}nen € B(X). Dal Lemma segue
che:
UJ(B.nE)= (U Bn) nE.
neN neN
Poiché B(X) é una o-algebra, U,ey By € B(X) e quindi U,en(B,NE) €
g.
e Sia BnE eGcon BeB(X),allora Ex(BnFE) e@. Infatti, dal Lemma

(.7 vale che:
Ex(BnE)=(X~B)nE.

Poiché B(X) é una o-algebra di X segue che X \ B € B(X), quindi
E~(BnE)eg.

Sia A* € A(F), allora esiste A € A(X) tale che A* = An E. Poiché¢ A ¢
A(X) c B(X), segue che A* € G, quindi:

A(E) cg.

Abbiamo mostrato che G é anche una o-algebra di £ e quindi B(E) cG. O

Mettendo insiemi i risultati delle due proposizioni precedenti otteniamo

Proposizione 5.10. Sia X uno spazio metrico e E ¢ X. Sia A(X) linsieme
degli aperti di X, A(E) Uinsieme degli aperti di E, ovvero:

AE)={AnE: Aec A(X)},

e siano B(X) e B(E) gli insiemi dei Boreliani di X ed E rispettivamente,
0VVero:

B(X) = A C,
C o algebra di X,
CoA(X).

B(E) = N Z.
Z o algebra di F,
ZoA(F).

Allora:

B(E)={BnE: BeB(X)}.
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Proposizione 5.11. Siano X,Y due spazi metrici, ¥ : X — Y un’ap-
plicazione continua e siano E ¢ X, F c Y tali che Y(E) c F. Allora
l'applicazione:

Yp: E—F

é continua.

Dimostrazione. Dato un insieme A* € A(F), esiste A € A(Y) tale che A* =
AnF. Allora:

(W) (A7) =Eny (A) = Eny ™ (AnF) = En[¢7(A) ny ! (F)]
=En[p i (F)ny(A)] = [Eny  (F)]ny i (A).
Per ipotesi ¢)(E) c F, quindi Eny~1(F) = E e possiamo concludere che:
(]e) " (A7) = Eny!(A).

L’applicazione ¢ é continua e A € A(X), quindi ¢1(A) € A(X). Allora
Eny1(A) € A(E) e possiamo concludere che data A* € A(F) vale che
(W) " (A*) € A(E), ovvero 9| ¢ un’applicazione continua. O

Proposizione 5.12. Siano X,Y due spazi metrici, v : X — Y un’ap-
plicazione Boreliana e siano E ¢ X, F c Y tali che Y (F) c F. Allora
l'applicazione:

Yp: BE—F

é Boreliana.

Dimostrazione. Dato un insieme A* € A(F), esiste A € A(Y) tale che A* =
AnF. Allora:

W) (A =Eny ™ (A) = Endy (AnF) = En[¢p(A) ny (F)]
=En[p i (F)ny(A)] = [Eny ™ (F)]ny™i(A).
Per ipotesi ¢)(E) c F, quindi Eny~1(F) = E e possiamo concludere che:
(¥lp)™ (A7) = Eny'(A).

L’applicazione 1) é Boreliana e inoltre A € A(Y), segue che ¢~1(A) € B(X)
e quindi che Envy1(A) € B(E). In conclusione, abbiamo mostrato che
data A* e A(F) vale che 9|3 (A*) € B(E), ovvero | é un’applicazione
Boreliana. [l
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Osservazione 5.13 (Misure concentrate su insiemi). Data la misura u sullo
spazio X:
pu: P(X) — [0, +00],

e dato un sottoinsieme G c X, definiamo la misura p concentrata su G-

pur G:P(X)—[0,+00],
(nrG)(E) = (GnE)

Verifichiamo che G é una misura su X:
o (ur G)(@)=0. Infatti: (ur G) (@) =u(Gna)=pu()=0.

o se Ac U2 A,, allora:

(ur G) (A) < fl(u - G) (4,). (5.21)

Infatti, basta notare che GNA c Gn (U} An) = U (GnAy,) (Pultima
uguaglianza segue dal Lemma e allora dal fatto che u é una misura
su X segue che:

u(GnA)< iu(GﬁAn). (5.22)

Notiamo che il primo termine di (5.21]) coincide con il primo termine
di (5.22) e il secondo termine di ([5.21)) coincide con il secondo termine
di (5.22)):

(nr G) (A) = (G A),
Yol (ur G) (An) = 2.5 (G n Ay),

e allora da (5.22)) segue (5.21)).

Verifichiamo ora che:

ovvero se 2 € M,,, allora per ogni H c X vale che:
(urG)(H)=(urG)(HnE)+(ur G)(HNE). (5.24)
Notiamo che il membro destro di si pud riscrivere come:
(urGY(HnE)+(urG)(HNE)=pw(Gn(HnE))+u(Gn(HNE))

=pu((GnH)NE)+pu((GNnH)\NE).
Dal fatto che E é 1 misurabile segue che per ogni B c X:

p(B) = pu(BnE)+ (BN E).
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Allora basta prendere nella precedente equazione B = Gn H e otteniamo che:
wW(GnH)=p((GnH)NE)+p((GnH) N E);

poiché il membro sinistro coincide con (ur™ G) (H) otteniamo I'equazione
(5.24).

Supponiamo di essere nel caso particolare in cui p = £*. La misura di Le-
besgue di R” ¢ Boreliana e da (5.23) segue che anche la misura di Lebesgue
concentrata su G lo é, infatti:

B(Rn) c ./Vlgn c Mﬁan.

Osservazione 5.14 (Misure ristrette a insiemi). Data una misura g su un
insieme X:

p: P(X) — [0, +00],

e dato un sottoinsieme E c X, definiamo la misura p ristretta a E:

i+ P(E) —> [0,+00]
(1) (H) = u(H) per ogni H c E.

Verifichiamo che u|g é una misura su E.

o ulp(@) = () =0.
e se AcU%l A, c Fc X, allora:

il (A) < i:mE(An). (5.25)

Infatti, la disuguaglianza (5.25)) é equivalente alla disuguaglianza:

u(A) < i:ﬂ(An» (5.26)

la quale é vera per ogni A c E poiché y é una misura.

Verifichiamo ora che:

Mu ﬂP(E) c MME'

Sia H c X, H e M,nP(E), dobbiamo mostrare che per ogni Z c £ c X vale
che:
1e(2) =ple(Z o H) + ple(Z ~ H). (5.27)
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Poiché¢ Zn H e Z \ E sono contenuti in E, 'equazione ([5.27)) ¢ equivalente a:
W(Z) = p(Z 0 H) + (2~ H), (5.29)

la quale é valida in quanto H € M,,.

Consideriamo il caso in cui p é la misura di Lebesgue su R” e sia X c R”.
Abbiamo gid mostrato che:

B(Rn) c Mﬁn c Mﬁm—X. (529)
Dal Lemma [5.10| segue che:
B(X)={BnX: BeB(R")},

allora per ogni B’ c B(X) esiste B € B(R") tale che B’ = Bn X. Da (5.29)
segue che B € M n-x, dunque:

B’ e M[,”I‘X?
B c X,

quindi B’ € M(znrx)). Ci6 prova che:

B(X) ¢ Mznrx)|x

5.3 Mappe di trasporto ammissibili e alcuni esem-
pi.

Teorema 5.15. Sia f:R"® - R". Sia I c N tale che I + & e per ogni i € 1
esiste un boreliano B; c R™ tale che U B; = R™ e se 1 # j allora B;n B; = @.
Supponiamo che per ogni i € I esiste un’isometria f; : R - R" tali che f = f;
su B;. Supponiamo che esiste un boreliano B c R" tale che L"(B) =0 e per
ogni 1 # j vale:

fi(BixB)n f;(Bj~ B) =@. (5.30)

Allora, dati E,G boreliani di R™, gli insiemi f~1(E) e f;(G n B;) per ogni
1€ I sono boreliani di R™ e vale:

LG A FUE)) = L({Uier f(G 1 B} 0 E). (5.31)

Dimostrazione. Utilizzando il fatto che: R"™ = u;;B; e su ogni B; vale che
f = f; otteniamo:

JUE) = {zeR": f(x) ¢ B}
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={zreB:f(r)e E}u|ui{reB;\B: f(zx)ecE}]
={zxeB: f(x)e E}u[ui{reB;\B: fi(x) € E}]
= [Bn fH(E)] u[ual(Bi~ B)n f71(E)]].

Dal Teorema segue che ogni isometria f; é iniettiva e surgettiva, quindi

vale 'uguaglianza:
Bix B = f7'(fi(Bi~ B)),

da cui segue che:
fUE) =[Bnf i (B)]ulualfi 1 (fi(Bi~ B)n f71(B)]]
=[Bn f(E)]uUefi (fi(Bi~x B)n E)].
In conclusione:
FUE)=[Bn fU(E)] oS (fi(Bix B)nE)]. (5.32)
Sia G un boreliano di R™.

GnfY(E)=Gn{[BnfE)]ulvifi (fi(Bix B)nE)]}
={Gn[Bn fUE)}u{Gn v fi ' (fi(Bix B)n E)]}
={[GnB]n fU(E)} u{vi[Gn 71 (fi(Bix B)n E)]}.

Poiché f; é biunivoca, vale G = f;71(f;(G)), quindi:
G fTH(E)={[GnB]n fH(E)} u{uialfi (fi(G) n 71 (fi(Bi~ B)n E)]}
={[GnB]n f(E)}u{ufi' (fi(G)n[fi(B:~ B)nE])}.

In conclusione:

G f(E) (5.33)
={[GnB]nf(E)}u{uifi' (fi(G)n[fi(Bi~ B)nE])}, '
allora:
LY(Gn fH(E)) (5.34)

= L"({[G n B]n fH(E) yo{uier f7 (fi(G) n[fi(Bi ~ B) n E])}).

Dall’inclusione:
[GnB]lnfYE)cB
e dall’ipotesi:

LY(B) =0
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segue che:
LY ([GnB]n fY(E))=0. (5.35)

Poiché le funzioni f; sono isometrie di R", sono anche iniettive, surietti-
ve e f71 é ancora un’isometria (vedi Teorema e Teorema [3.11). Allora
fi : R* > R™ é un omeomorfismo e per ogni boreliano H di R” si ha che
fi(H) e f71(H) sono boreliani.

Inoltre, poiché f = f; su B;, B; sono boreliani di R™, f; sono funzioni borelia-
ne e R = U/ B;, la funzione f:R" - R™ ¢ boreliana (vedi Corollario [£.34)).
Allora il fatto che E é un boreliano c¢i da che anche f~1(FE) é un boreliano.
Inoltre [G n B]n f~1(E) é intersezione finita di boreliani e dunque un bore-
liano.

Mostriamo ora che I’altro insieme che compare al secondo membro di ((5.33))
¢ un boreliano.
Poiché B; e B sono boreliani e vale:

Bi~ B=B;n(R"\ B),

I'insieme B;\ B é boreliano. Segue che f;(B;~ B) é boreliano e f;(B;~x B)nE
é boreliano in quanto intersezione di boreliani. Poiché GG é boreliano, segue
che f;(G) ¢é boreliano; quindi:

fi(G)n[fi(Bix B) n E]
é boreliano in quanto intersezione di boreliani,
fi(fi(G)n[fi(Bi~ B)n E])

é boreliano in quanto f; é un’applicazione boreliana e infine

Uier [;(fi(G) n [ fi(Bi~ B) n E])
¢ boreliano in quanto I é un insieme al pii numerabile.
Mostriamo ora che:

{lGnBInfHE}n{fi (f(G)n[f(BixB)nE]}=2.  (5.36)

Valgono:
Bn(B;\ B) =g, (5.37)

[GAB]nfYE)cGnBcB, (5.38)
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inoltre:

[ f@nf(BixB)nE]) € £ (fi(BinB)nE)  fi (fi(BixB)) = i?\B)-
5.39

Da (5.37), (5-38) e (5-39) segue (5.36).

L’uguaglianza (5.36]) ci permette di affermare che:

L (Gn fH(E))
= L"({[GnBln fHE) u{vif7 (fi(G) n [fi(Bix B)n E])})
=L"([GnB]n fUE)) + L7 (ier /7 (fi(G) n[f:(B; ~ B)n E])).
Da segue allora che:
LM (G fN(E)) =L (vierfi (f(G)n[fi(Bix B)n EY)).
Mostriamo ora che per 7 # j:
UG n[fi(Bix BYn E]) n fiH (fi(G)n[fi{(B;~ B)nE]) =@ (5.40)
Notiamo che:
G fi(Bix B)nE]) e f71(fi(BiN B)nE) c
f71(fi(B;~ B)) c B;~ B¢ B..
Poiché per ipotesi sappiamo che B;n B; = @ per i # j, vale (5.40).
L’equazione ci permette di affermare che:
L (G fHE)) =YL (7 (fi(G)n[fi(B:x B)nE])). (5.41)

iel
Le funzioni f;! sono isometrie, dunque conservano la misura di Lebesgue:

L (G fH(E)) =2 L (fi(G)n[fi(Bix B)n E]). (5.42)

iel
Per ipotesi sappiamo che, per ¢ # j, risulta:
fi(BixB)n f;(Bj\ B) = 2. (5.43)
Vale inoltre che:
fi(G)n[fi(Bi~xB)nE]c fi(Bi~xB)nEc fi(B;\ B). (5.44)
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Da e segue che per i # j:
{f(G)nfi(Bix B)n EJ} n{fi(G)n[fi(Bix B)nE]} =2.  (5.45)
L’uguaglianza ci permette di affermare che:
LG fHE)) =L (ier (fi(G) n[fi(Bi~ B)n E]))

=L" (Vier{[fi(G) n fi(B;~ B)]n E}).
Poiché f; é iniettiva, per ogni A, Ac X:

fi(A) 0 fi(A) = fi(An A),

quindi:
£1(G S ) = £ (alfEn B BB
=L" ({Uier fi(Gn [Bi~ B} nE). '
Mostriamo ora che:
L"({Uier fi(Gn(B;nB))}nE) =0. (5.47)

Gli insiemi Gn(B;nB), f;(Gn(B;nB)) sono boreliani, inoltre Gn(B;nB) c B
e L*(B) =0, quindi:
L"(Gn(B;nB))=0.

Poiché f; conserva la misura di Lebesgue,
L"(fi(Gn(B;nB))) =0.

Anche l'insieme U,e; f;(G n (B; n B)) é un boreliano e dalla subadditivita di
1 segue che:

En(UZ‘EIfZ‘(G N (Bz N B))) =0.
Inﬁne, Uie[fi(G n (Bz N B)) N E é un boreliano e Uie]fi(G N (Bz n B)) NnEc
Uier [i(G n (B;n B)) e possiamo concludere che vale (5.47).

Torniamo ora all’equazione ([5.47));essa non cambia se gli sommiamo un ter-
mine pari a zero come quello in ((5.47)):

L (Gn fY(E))

=L" {Uier fi(Gn(BixB)}nE)+ L"({Vies [i(GNn (B;nB))} n E).
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Dal Lemma [1.2| segue che:
L (Gn fH(E))

=L" ([{uier (G (Bi~ B))} n E]u [{uier fi(G 0 (Bin B))} n E])
=L ({[Vier fi( G 0 (Bi ~ B)) ] [Lier fi(Gn (Bin B)) ]} n E)
=L" ({Uier[fi(Gn(BixB))u fi(Gn(BinB))]} nE)
=L"{Yer fi([Gn(B;~xB)]Ju[Gn(B;,nB)])} nE)
=L" {Uier fi(GNB;))}nE).
Abbiamo cosi provato che vale (5.31]). O

Osservazione 5.16. Supponiamo di essere nelle ipotesi del Teorema [5.15] Sia
G un boreliano di R" e sia x = £ G la misura di Lebesgue di R" concentrata
su GG, ovvero:

p(E) = (L"r G)(E) =L (GnE),
per ogni boreliano E di R™. Allora:
(fip) (B) = (L7 {uier fi(G 0 Bi) }) (),

per ogni boreliano E di R™. Infatti, dato un boreliano F di R”, si ha che:

(f) (B) = u(fH(E)) = (L G) (fH(B)) = £ (Gn fH(E)).

Dal Teorema [5.15] segue che:

() (B) = £ ({U (G B»} - E) _ (cn - {U (G B»}) (B),

iel iel
per ogni boreliano E c R,

Introduciamo la seguente definizione:

Definizione 5.17. Dato un insieme X e date due misure su X, che indichia-
mo con fy e fi, diciamo che 'applicazione:

T: X — X
é una mappa di trasposto ammissibile se:

Tufo = f1.

Nei prossimi esempi vediamo alcune mappe di trasposto ammissibili.
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Esempio 5.18. Sia f : R — R un’isometria. Allora, usando la notazione
introdotta nel Teorema siamo nel caso: n=1, [ = {1}, B; =R, f; =
f, B =@. Sia G un boreliano di R e sia p = £ r G la misura di Lebesgue
concentrata su GG. Allora, dall’osservazione precedente, segue che:

(fyn) (B) = (L' r £(G)) (B), per ogni E c B(R)

ovvero fyu sui Boreliani di R ¢ la misura di Lebesgue concentrata su f(G).
Nel caso in cui G = [0, 1] e vogliamo ottenere f(G) = [1,2], possiamo prendere
come isometria la funzione f : R — R data da f(z) = x + 1, oppure la
funzione f(z)=2-x. Dunque, se fo=L"r[0,1] e fi = £L*r [1,2], le mappe
e f(r)=x+1e f(r)=2-2x sono ammissibili.

Sia m un intero, m > 2. Nel caso in cui G = [0,m] e vogliamo f(G) =
[1,1 + m], possiamo scegliere f(z) = 1+ x. Dunque, se fo = L* [0,m] e
fi=Lrr[1,m+1], la mappa f(x)=1+x é ammissibile.

Esempio 5.19. Sia m intero, m > 2 e consideriamo i due boreliani di R:

By =[0,1)u(m,+00),
By = (-00,0)u[1,m]

e le due isometrie fi9:R — R:

fi(x)=m+zx,

fo(z) = .
Sia f:R — R definita da:
r@=-{ 50w 3.9

Verifichiamo che valgono le ipotesi del Teorema Siamo nel cason=1e
I ={1;2}. Sicuramente vale che: B;uBy =R e B;n By = @. Inoltre, notiamo

che:
fi(By) =[m,1+m)u(2m,+00),

f2(B2) = (_0070) U [1>m]7
quindi:

fi(B1) n fa(By) = {m}.

fri({m}) = {0},
[y ({m}) = {m}.

Si ha che:

Se definiamo l'insieme:

B ={0;m},
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esso ¢ un boreliano, in quanto unione finita di chiusi, ha misura di Lebesgue
nulla e vale che:

Abbiamo cosi mostrato che valgono tutte le ipotesi del Teorema [5.15
Sia G = [0,m], allora:

GnB;=[0,m]n([0,1)u(m,+00)) = ([0,m]n[0,1))u([0,m]n(m,+00))=][0,1),
GnBy=[0,m]n((-c0,0)u[1,m]) = ([0,m] N (-00,0))u([0,m]n[1,m])=[1,m].

Allora:

Uier fi(G 0 B;) = fi(Gn Br) u fa(Gn By)
= f1([0,1)u fo([1,m]) =[m,1+m)u[l,m]=[1,1+m).

Se p = L1 [0,m] ¢ la misura di Lebesgue di R concentrata su [0,m],
dall’Osservazione [5.16| segue che:

fu(B) = (L7 [1,1+m)) (B),

per ogni boreliano E di R, ovvero fyu sui Boreliani di R é la misura di
Lebesgue di R concentrata su [1,1+ m]. Dunque, se fo = L7 [0,m] e
fi=L"r[1,m+1], la mappa definita in é ammissibile.
Esempio 5.20. Sia m intero, m > 2 e sia 0 < € < 1. Consideriamo i tre boreliani
di R:

Bl = [0, 1) @) (m, +OO) s

By = (—00,0)U[1l,m—¢€],

B3 =(m—¢€,m].

e le tre isometrie fi235: R — R:

filz)=m—-e+uz,

fo(z) ==,
fg(l') =1+x.
Sia f: R — R definita da:
fi(x) su By;
f(x) =1 falx) su By (5.49)
fs(x)  su Bs.

Verifichiamo che valgono le ipotesi del Teorema Siamo nel cason=1e
I ={1;2;3}. Notiamo che:

BlUBQUBng,

BlﬂBQZQ,
BlﬁBgzg,
BQQBQ,:@.
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Inoltre notiamo che:

fi(By)=[m-¢e,1+m-¢€)u(2m —¢€,+00),
fo(Bs) = (—00,0) U [1,m — €],
f3(Bs)=(1+m-¢,1+m].

Allora:
f1(B1) N fo(Bs) = {m —¢€},
f2(B2) n f3(B3) = @.

Poiché 1+e<1+1=2<m, vale che:
l+m<m-e+m.
Ci6 implica che:

fi(B1)n f3(B3) = @.

Poiché:
fit({m-e€}) = {0},
5 ({m=e}) = {m - e},

se definiamo l'insieme:

B={0;m-¢€}

vale che
[i(Bi~B)n fo(Bo B) = 2.

L’insieme B é Boreliano, in quanto unione di due chiusi, e ha misura di
Lebesgue nulla. Concludiamo che valgono tutte le ipotesi del Teorema [5.15
Consideriamo ora I'insieme Boreliano G = [0, m]. Calcolariamo le intersezioni
di G con i Boreliani B;, i€ I:

GnB;=[0,m]n([0,1)u(m,+00)) = ([0,m]n[0,1))u([0,m]n(m,+0)),

e poiché m > 2,
GnB;=[0,1)uz=[0,1).

L’intersezione di G con il secondo boreliano é:
GOBQ = [O,m]ﬂ((—oo,()) U [17m - E]) = ([0,771] N (—O0,0))U([O,TTL] N [Lm - 6]) ’

e poiché m > 2,
GnBy=gu[l,m-¢]=[1,m—¢€].

Infine:
GnB3=[0,m]n(m-em]=(m-em].
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Allora:
fi(GnB;) = fi([0,1)) v fo([L,m = €]) U f3((m —€,m])

i=1,2,3
=[m-em-e+1)u[l,m—-€e]u(m-e+1,m+1]
=[l,m-e+1l)u(m-e+1,m+1]=[1,m+1]~{m-e+1}.

Se =LY [0,m] é la misura di Lebesgue concentrata su [0,m], dall’Osser-
vazione possiamo concludere che:

(fip) (B) =L ([1,m+ 1]~ {m—e+1}), per ogni E cR,

ovvero fyu sui Boreliani di R é la misura di Lebesgue concentrata su [1,m +
1]~ {m—-e+1}. Dunque, se pg=L"r [0,m] e py = L7 [1,m+ 1], la mappa
definita in (5.49) é ammissibile (vedi il Lemma che segue).

Lemma 5.21. Sia:
pr: P(X) — [0, +00]

una misura su X e sia A c X tale che u(A) = 0. Allora, dato Ay c X, vale
che:
w(EnAy)=u(En(A10A)), per ogni Ec X,

ovvero:

ur Ay =pur (AjuA).
Dimostrazione. Dalla monotonia di p segue che:
p(EnAy) <u(En(AuA)).
Notiamo che:
EnAicEn(AuA)=(EnA)u(EnA)),
allora dalla subadditivita di p segue che:
P(EnA) <u(En(AjuA)) <u(EnA))+pu(EnA).
Per ipotesi A ha misura nulla e ci6 implica che:
0<u(EnA)<u(A)=0,
quindi u(E n A) = 0. Possiamo allora concludere che:
W(EnA) < p(En (Arn A)) < p(En Ay,

ovvero:

p(EnAr)=p(En(AuA)).
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Nel prossimo esempio lavoreremo con combinazioni lineari (a coefficienti
positivi) di delte di Dirac. Mostriamo alcune proprieta di tali combinazioni
lineari.

Proposizione 5.22. Siano ke N, \; € (0,+00) e
e P(X) — [0, +00]

misure su X, per ogni i =1,.... k. Definiamo u tale che:

M(E) = i/\iﬂi(E)v

per ogni £ c X. Allora p € una misura su X.

Dimostrazione. Se siamo nel caso in cui le misure p; sono tutte finite, ovvero:
wi(E) < +oo, perognii=1,...k EcX,

allora, poiché i coefficienti \; sono tutti positivi, segue che:

k
Z)\i,ui(E) € (0,+00), per ogni F c X.

i=1

Se invece esiste i, tale che p;, (E) = 400 per qualche E c X, poiché \;, > 0,
segue che:

ikiui(E) = +o00.
i=1
Da questo deduciamo che :
p: P(X)— [0, +00].
Verifichiamo che p é una misura:

e 1(E) = 0; infatti ogni p; é una misura, quindi ;(@) = 0e Y5, (@) \; =
Zle 0=0.

e se £ c{E;}jnc X, allora:

u(E) < iﬂ(Ei)' (5.50)

Infatti, se siamo nel caso in cui:
k
> 1(Ej) = +oo,
j=1
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allora (5.50]) ¢ equivalente a:
p(E) < +o0

ed é sicuramente verificata. Altrimenti siamo nella situazione in cui:
k
> u(E;) < +oo,
i=1

che é equivalente a:

kK

Z Z Aiti(Ej) < +oo0.

j=1i=1

wi(E

Notiamo che poiché \; > 0 ;) >0, allora per ogni p = 1,..., k segue

che: .
+o00
Z Aok (Ej) < Z > Aipti(Ej) < +oo,
7=1 j=114=1
quindi:
+o00
> Aotip(Ej) < +oo. (5.51)
j=1

Sappiamo che A, € (0,+00), quindi (5.51]) implica che:

io,up(Ej) < +00. (5.52)

j=1

Ci6 ci permette di affermare che:

Z;Aim(Ej) = A Z;Mz‘(Ej)- (5.53)
Jj= j=
Segue allora che:
+o00 k k +o0
ZM(E) Z;Z;MME) Z;Z;AME) Z;A X;uz(E)
7=11= =17 ? J

Poiché p;, per 2 =1,..., k, sono misure, possiamo continuare con:
+00 k
> u(E}) > Y Ngu(E) = u(E).
j=1 i=1

In conclusione, abbiamo mostrato che:

W(E) < izu(Ej).
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]

Proposizione 5.23. Siano ke N e uq, ...,y misure finite su X:
pi: P(X)—[0,+00), per ognii=1,.. k.

Inoltre, siano:
i € (0,+00), per ognii=1,... k.

Per ogni E c X, consideriamo:

Mm=§&m@)

Abbiamo gid mostrato che p é una misura su X. Poiché le misure py, ..., jix
sono finite, anche p € finita e inoltre vale che:

k
m MM c MH'
i=1

Dimostrazione. Mostriamo che la misura p é finita. Dato E c X, basta
notare che:

pw(E) = Z;AiUi(E)v

e poiché p;(E) € [0,400), A\; € (0,+00) per ogni ¢ = 1,...,k, abbiamo che
u(E) €[0,+00).

Vogliamo ora provare che:
‘ﬁlMM cM,.
Sia AeNk, M,,, allora per ogni B c X e per ogni i = 1,..., k risulta:
i(B) = pi(BnA) + (B~ A).
Sommando le equazioni per A\; e sommandole su ¢ troviamo che:
w(B) = pi(BnA)+ M (BN A)+ oo+ A (BN A) + A\up(B N A)

- (B A)+ p(B A),
quindi A e M,,. n

Ricordiamo che quando abbiamo come misura la delta di Dirac concen-
trata in un punto p, allora tutti gli insiemi sono misurabili:

peX,u=9, = M, =P(X).
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Corollario 5.24. Siano k € N e xy,...,x; € X. Siano A, ..., \x € (0,+00).
Consideriamo:

)
-
3

Allora:
M, =P(X).

Dimostrazione. Osserviamo che:

P(X) = ﬁP(X) = ﬁ/\/l(sz
Dalla Proposizione precedente segue allora che:
P(X)cM,.
Poiché vale anche che M, c P(X), possiamo concludere la tesi. O

Teorema 5.25. Sia f: X — R limitata. Sia h € N e siano x1,...,xp € X
punti distinti, ay, ..., ap € (0,+00). Consideriamo la misura:

Allora st ha: .
Jo =S if ). (5.54)

Dimostrazione. Siano F; c X, per ¢ =1, ..., k, disgiunti a due a due e tali che

k
X = U Ej; e siano ¢; € R. Sia ¢ la funzione semplice cosi definita:
i=1

k
qb = ZCZlEz
i=1

Allora: i .
f ¢ dp=> ciu(E;) =
X i=1 i=1

= (2

C; Z ajéxj (Ez)

J=1

Osserviamo che:
h h k
> aid(x;) =) a; Y cilp,(x)).
i=1 =1 =1

Inoltre:
_ 1 se Z; € Ei7
1Ei(xj)_{ 0 seux;¢FE,
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allora:
1Ei (zj) = 5:03‘ (Ei)7

e segue che:

h h k
Z;&j(b(l'j) = Z;aj Z;Cl(sx](Ez)

Dunque otteniamo l'uguaglianza:

h
[ & di= Y as0(y).
j=1

Data una funzione f limitata, se consideriamo ¢ e 1 funzioni semplici tali
che:

¢< [,
allora:

o(x;) < fx5) <P(xy),

quindi si ha:

h h h
fX¢ du=;ay¢(%‘)S/j_lajf(ﬂfj)ﬁj;aﬂﬁ(%):fx?bdﬂ‘

Indichiamo con S~(f) l'insieme delle funzioni semplici minoranti di f e con
S*(f) linsieme delle funzioni semplici maggioranti di f. Allora le disugua-
glianza precedenti garantiscono che:

h
sup ¢ dpu<y a;f(z;)< inf fxw dj.
=1

peS-(f) /X PeS*(f)

Consideriamo ora:

dove:
m = 1§f f.
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La funzione ¢ é semplice.
Se x € {x1,...,xp}, allora esiste i, tale che x = z;,, per cui:

h
f(@) = fzi) = f(wi)la,, (2) = ;f(xi)l{xi}(m)

= 2 f @)l (@) + mlx o, (2) = 6(2),

h
=1

=

ed esiste = x;, # T; per © # i,.
Se x € X N {x1,...,zp,}, allora:

f(x)2m=mlx (o, . 0n(7) =
h
- Z;f(m,)l{xz}(x) +MIx (o (@) = O(2).

Quindi ¢ minora f.

=

Ora consideriamo:

S = 3 H ) a0 (1)

= ;f(l‘j) ;aréxr({xj}) +m;aT5$T(X Az, Th))

= ;f(ﬂfj)aj-

Poiché:
5%({%}) = 5rj e 0y, (X ~A{xy,...,z}) = 0.

Da ci6 otteniamo che:

h
sup qu du = Z;ajf(:vj).

¢eS=(f)
Definiamo: .
Y= ;f(l‘j)l{x y+ M1x(oy,an)s
dove:
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La funzione v é semplice. Notiamo che:

se v €{xy,...,zp}, allora f(x) =¢(x),
mentre:
se z € X NA{xq,...,z}, allora f(x) < M =¢(z),

e ci6 mostra che 1) maggiora f.
Inoltre abbiamo che:

S dn= 3 Fna )« Mu(X S )

= 25 Fl) e, ({a)) + M Y2 0,0, (XN s, )

h

= f(xj)a;.

=1

Quindi possiamo affermare che:

YeS*(f)

h
inf f ¢ dup=> a;f(z;).

X j=1
Riassumendo, abbiamo mostrato che:

h
inf / du=> a;f(x;)= su du,
[ Y du ; if (25) S 9 du

e possiamo concludere che vale ([5.54)). O

Proposizione 5.26. Sia f: X — Y una funzione, siano yi1,y2 € Y, y1 # Yo
e siano ¢y, ¢y € (0,400). Data una misura p su X, supponiamo che la
push-forward di p tramite f sia:

qu = €10y, + C20y,.

Allora:
(7 {yi})) =,
1 (f({y2})) = e, (5.55)
(Y N {yr,921)) = 0.

Inoltre, gli insiemi f1({y1}), f'({y2}), f7(Y ~{y1,y2}) sono a due a due
disgiunti e vale che:

X=f{mbh) o ) v 1 {yn,pe)).
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Dimostrazione. Verifichiamo le uguaglianze in (5.55):

(7 (ynd) = (fip) ({wn}) = (a6 + e202) {un})

=c10y, {n}) + 20y, {tn}) =c1-1+¢ca-0=cq,
p(f {2}) = (fum) ({y2}) = (101 + e202) ({92})
=10y, ({11 }) + 20y, ({y2}) =c1-0+cy- 1 =co,
p(fH YNy, ge}) = (firr) (Y N A{yn,y2)) = (c1dy, +cady,) (Y N {y1,92})
=10y, (Y N {y1,92}) + 26y, (Y N {y1,92)) =c1-0+¢2-0=0.

Il fatto che gli insiemi f*({v1}), f1({y2}), f1(Y ~{y1,y2}) siano a due a
due disgiunti segue dal fatto che se An B =g, allora f~1(A)n f1(B) = @.
Inoltre:

A v ) v 1Y N 1))
= v u (Y N {y,2) = (V) = X.
]

Esempio 5.27. Siano fo = L' [-1,1] e fi = d_1 + 0; due misure su X.
Mostriamo che la mappa:

-1 sez<0,
v(r)=4 a sex=0,
1 se x>0

é ammissibile.

Verifichiamo che 1) sia una mappa Boreliana. Sia A un aperto di R, allora:

R se An{-1,1,a} ={-1,1,a},
(=00,0) se An{-1,1,a}={-1},
gg,}ﬂ)o) se im}—},i,oﬁ:}l}},
VA=Y (Coo,0] se An{-1La}={-1.a},
[0,+00) se An{-1,1,a}={1,a},
R~{0} se An{-1,1,a}={-1,1},
o) se An{-1,1,a} =@.

Allora, in ogni caso, ¥~1(A) € B(R).

Mostriamo che 1) é ammissibile.
U fo(E) = o™ (B)) = (L1 [-1,1]) (v '(B)) = £ ([-1, 1] ny ' (E)).
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Allora:

LY([-1,1]) =2 se An{-1,1,a} ={-1,1,a},
L1([-1,0)) =1 se An{-1,1,a} ={-1},
£1((0,1]) =1 se An{-1,1,a} = {1},
L1({0})=0 se An{-1,1,a} = {a},

Vafo(E) =3 pii21 o)) =1 se An{-11.a}={-1.a},
L£1([0,1]) =1 se An{-1,1,a} ={1,a},
LY([-1,1]~{0}) =2 se An{-1,1,a}={-1,1},
LY(2)=0 se An{-1,1,a} =@.

Segue che ¥y fo(E) = (0_1 +01) (E).

5.4 Integrale rispetto ad una misura push-forward.

Vogliamo ora analizzare le proprietda dell’integrale rispetto ad una misura
push-forward, in particolare vogliamo arrivare a mostrare che:

f ud(fyp) = f uof du, per ogni funzione Boreliana e limitata u: Y — R.
Y X

Dobbiamo prima mostrare alcuni risultati preliminari.

Proposizione 5.28. Sia f: X — Y wuna funzione e sia p una misura su
X. Dato EcY, se f71(E) e M, (X), allora E € My, (Y).

Dimostrazione. Sia E c Y tale che f~1(E) € M,(X). Vogliamo mostrare
che per ogni B c Y vale che:

(fyn) (B) = (fyn) (En B) + (fyp) (B~ E). (5.56)

Notiamo che:
(i) (BNE)=p(f(BnE))=u(f(B)nf(E)),

(fy) (BNE) = p ([N (BNE)) =u ([ (Ba(YNE))) =u(f(B)n (Y NE))
= u(FHBY O [X N FE)]) = (BN UE)).

Segue che:

(fy) (B B) + (fy) (BNE) = p(f1(B)n fH(E)) + 1 (fH(B) S fH(E))

Dalle ipotesi sappiamo che f~1(E) e M, (X), quindi per ogni Z c X risulta
che:

W(Z) = 1(Z n fHE)) + u(Z~ f1(E)). (5.57)
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Scegliendo in (5.57) Z = f~1(B), possiamo affermare che:

p(fH(B)) = u(fH(B)n fHE)) + (1 (BN fH(E)). (5.58)

In conclusione:
(fyr) (B) = p(f1(B)) = (F 1 (B)n fHE)) + (S (B) N [TH(E))

=(fip) (EnB)+(fyn) (BNE)
UJ

Proposizione 5.29. Siano X,Y due spazi metrici e sia f: X — Y una
funzione Boreliana. Assegnata una misura j di Borel su X, seque che:

B(Y) c Mfuu(y)v
ovvero ogni Boreliano di'Y ¢ fyu misurabile (la misura fyu é boreliana).

Dimostrazione. Dato E € B(Y') basta mostrare che f~1(E) e M,(X). Infat-
ti, noto cid, dalla Propositione precedente segue che E € My, e quindi la
tesi.

Poiché f é boreliana, la controimmagine di un boreliano é ancora un bo-
reliano, dunque f~'(E) € B(X). La misura g é boreliana su X, dunque
B(X) c M,,. Riassumendo abbiamo che:

fHE) € B(X) « Mu(X).
O

Proposizione 5.30. Siano X,Y due spazi metrici e siano due funzioni

boreliane:
f : X - Y7
g:Y —R.

Allora la funzione go f: X — R € boreliana.

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che per ogni B € B(R) vale che (go )™ (B) €

B(X). Notiamo che:

(go /)1 (B)=f"(s74(B)).

Poiché g é Boreliana, vale che g7 (B) € B(Y") e quindi, poiché f é Boreliana,
possiamo concludere che f~1(¢g71(B)) € B(X). O
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Proposizione 5.31. Siano X,Y due spazi metrici e siano due funzioni:

f:X_)Yv
g:Y —R

con g limitata. Allora la funzione go f : X — R € limitata.

Dimostrazione. Poiché g ¢é limitata, esiste M € R tale che |g(y)| < M per ogni
y € Y, quindi in particolare, prendendo y = f(x) al variare di x € X, vale che:

lg(f(z))]| <M, per ogni z € X.

]

Proposizione 5.32. Sia f: X — Y una funzione e p una misura finita su
X. Allora vale che:

(fyp) (V) = u(X)

e quindi fyu € una misura finita su'Y.

Dimostrazione. Basta notare che:

(fir) (Y) = n(f71(Y)) = p(X).
O

Proposizione 5.33. Sia X uno spazio metrico e sia h : X — R una fun-
zione Boreliana e limitata. Sia p una misura su X di Borel e finita. Allora
per ogni € > 0 esistono k € N, {A;}%, c B(X), {a;}f, c R, {B;}%, c R tali
che:

[ ]

A =X,

1

7

AinAj =2 per ogni i+ j,

S ila, (x) <h(z) < X8, Bila,(z) per ogni x e X,

definite le funzioni ¢(x) = Y aila (z), ¥(z) = X8, Bila (), vale

e [ o an= [ v dp<en(x) (5.59)

e quindi h ¢é integrabile rispetto alla misura .
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Dimostrazione. Sia € > 0. Poiché la funzione h é limitata esistono a € R e
k e N tali che:
hMX) cla,a+ke). (5.60)

Definiamo gli insiemi:
Ai=h™ ([a+(i-1)e,a+i€)), peri=1,.., k.

Gli insiemi A; sono Boreliani, in quanto [a+ (i —1)e,a +i€) é boreliano e h é
una funzione Boreliana. Verifichiamo ora che:

AinA; =g, perognii+j, 1,7=1,...k.
Supponiamo che 7 < j, allora poiché 7, j € N segue che:
1<i<i+1<j<k.
Allora i < j -1 e da qui segue che:
a+ie<a+(j-1)e (5.61)

Se per assurdo supponessimo che esiste x € A; n A;, dovrebbe verificarsi sia
che h(z) < a+ie e sia che a+ (j—1)e < h(z). Allora da (5.61)) seguirebbe che:

hx)<a+ie<a+ (j—1)e<h(x),

ovvero h(x) < h(x), ma ci6 ovviamente non é possibile. Segue allora che
A;nA; =@ per ogni i # j.

Verifichiamo ora che: i
i=1

Da (5.60) segue che per ogni x € X vale che h(z) € [a,a + ke) , ovvero:
a<h(z)<a+ke.
Allora esiste 7 intero, 1 <1i < k, tale che:
a+(i1-1)e<h(x) <a+ie, (5.63)

ovvero x € h™' ([a+ (i —1)e,a +i€)) = A;. Dunque, abbiamo provato che:
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L’altra inclusione é ovvia e segue ([5.62)).

Poniamo:
ozi=a+(z'—1)€,
B; = a + ie,

per ogni ¢ =1, ..., k e definiamo le funzioni:

7b(x) = Zi‘c:l ailAi(x)>

¢(z) = Zfﬂ Bila,(z).
Abbiamo gia visto che per ogni z € X vale (5.63)), quindi esiste i € {1, ..., k}
tale che:

() =ai=a+(-1De<h(x) <a+ie=pi=d(x).,
dunque:
Yp<h<¢in X. (5.64)
Rimane da mostrare la (5.59). Gli insiemi A; sono Boreliani e per ipotesi p é
una misura di Borel, quindi A; € B(X) ¢ M,,(X). Poiché gli insiemi A; sono
p-misurabili segue che ¢ e 1 sono funzioni semplici, quindi segue che:

k k k
[ odu= [ v =30 Bis(A) = 2 euu(A) = 325 - ()

M=

k
en(A;) =€ ; 1(A;).

Poiché gli insiemi A; sono p-misurabili e a due a due disgiunti, possiamo
continuare con:

~
1l
—_

[ odu- [ v du=€u(£JlAi)=6M(X),

quindi:
fX o du - /Xw dp < ep(X). (5.65)
Allora la ((5.65) é la (5.59). Dall’arbitrarietd di e segue che h é p-integrabile.
O

Proposizione 5.34. Siano X,Y due spazi metrici, f : X — Y una funzione
Boreliana e sia p una misura di Borel su X finita. Dati degli insiemi A; €
B(Y), peri =1,....k, a due a due disgiunti e tali che Y = UX, A; e dati
a; €R, peri=1,... k, defintamo la funzione:

k
¢ = Z ailAi-
i=1
Allora, vale che:
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o fT1(A)eB(X) peri=1,...k e sono a due a due disgiunti,
e X =UL f(A),
e fod=Yr ailpi(a,),
o [y ¢ d(fip)=[xdof du.
Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che:

X =)= (OA) ~Usa)

Inoltre, gli insiemi f~'(A;) sono Boreliani di X in quanto la funzione f ¢é
boreliana e gli insiemi A; sono boreliani di Y. Inoltre, gli insiemi f~'(A;)
sono a due a due disgiunti in quanto gli insiemi A; sono a due a due disgiunti.
Dato x € X, esiste i € {1,...,k} tale che x € f~1(A;) allora f(z) € A;, quindi
o(f(z)) = ;. Ci6 mostra che:

k
fod=D ailpi(ay.
i=1

Allora la funzione ¢ o f é semplice e questo implica che:

k
[ 60 F du=Y am(f(4),
=1
Possiamo allora concludere che:

Jo 0o F dn= Yo (40) = e () (4 = [ 6 d (i),

]

Proposizione 5.35. Siano X e Y due spazi metrici e sia p una misura
Boreliana su X e finita. Siano f : X — Y una funzione Boreliana e g :
Y — R una funzione Boreliana e limitata. Allora ['applicazione:

gof: X —R

¢ Boreliana e limitata e fyu € una misura su'Y di Borel e finita. Inoltre vale

e Lgof du=fyg d( fym)- (5.66)
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Dimostrazione. Dalle Proposizioni e segue che go f ¢ una funzio-
ne Boreliana e limitata. Dalle Proposizioni e segue che fyu é una
misura su Y di Borel e finita. Possiamo allora usare la Proposizione [5.33[ e
affermare che go f é p-integrabile su X; allo stesso modo g é fyu integrabile
su Y.

Sempre dalla Proposizionesegue che per ogni e > 0 esistono k € N, {A;}¥ | c
B(Y), {a;}r, cR, {B:}f, cRtaliche A;nA; =@ perognii=j, Ui, A; =Y,

k k
>aila(y) <g(y) < Bila,(y), per ogniyeY,
i=1 i=1

e infine, definite le funzioni:

w(y) = Zf:l ailAi (y)7
d(y) = iy Bila,(y) =

vale che:
Loatm- [ vatm<e (567)
Allora:
v (f(@)) <g(f(z)) <o (f(xz)), perognixeX,
quindi:

(Yo f)(x)<(gof)(x)<(¢pof)(x), perogni xe X.

Nella proprosizione precedente abbiamo visto che:

Ypof= Zgﬂ a;liaca,),
po f=¥i1Bils1ca,

inoltre f~1(A;) € B(X), per ogni i =1,....k, f71(A;)n f~1(A;) = @ per ogni
i#j, Uk f71(A;) = X e infine:

[odtu = [ oofan. (5.68)

v dtsun = [ wor du (5.69)
Allora, poiché 1) < g < ¢, segue che:

Lvatms [gathms< [ oatm. (5.70)

Poiché 1o f <go f <¢po f, vale che:
/Xwofdustgofd,us_/XqSofdu. (5.71)
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Da (5.68) e (5.69)) segue che l'ultima disuguaglianza si pu6 riscrivere come:
[vdathms [gofdus [ od(hm. (5.72)
Y X Y
Da (5.72) e (5.70) otteniamo che:
| [gofdu- [ gatrm
X X
Da (5.67) segue che per ogni € > 0:

\LQOfdu—f)(gd(fuu)|S€, (5.74)

fXQOfdu=fng(fuu)-

< [odUu- [vdGm. 6.7

ovvero:

]

5.5 Mappe di trasporto ottime e alcuni esempi.

Supponiamo di avere due misure fy, fi su uno spazio X e di avere una mappa
di trasporto ammissibile T': X — X. Definiamo il funzionale di costo:

[ =T dfi (@), (5.75)

Definizione 5.36. Siano X uno spazio e fy, fi due misure su X. Diciamo
che una mappa di trasposto ammissibile T : X — X & ottima se é la
soluzione del problema di Monge:

/};|3€—T(S€)| df1(z) =inf{/X]x—T(x)| dfi(z) | T: X — X ammissibili }
(5.76)

Vogliamo ora mostrare un test di ottimalita per 7' basato sul fatto che
I'estremo inferiore in (5.76)) ¢ sempre maggiore o uguale di:

sup{/udfl—fudfg |u:X—>R,Lip(u)§1}. (5.77)
X X
Proposizione 5.37. Siano X c R™ un insieme limitato, T : X — X un’ap-

plicazione Boreliana e p una misura di Borel su X finita. Data una funzione
u: X — R Lipschitziana con costante di Lipschitz Lip(u) < 1, allora vale

e Lu d(Tyu) - Lu du < L T (x) — 2| du(x). (5.78)
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Dimostrazione. Notiamo che dalla lipschitzianita di u e dal fatto che Lip(u) <
1 segue che:

u(a) —u(b) < |u(a) —u(db)| < Lip(u)|a—0b| < |a-1b], (5.79)

quindi:
u(a) —u(b) <|a—-"b|, per ogni a,be X. (5.80)

Da questa disuguaglianza segue che:
[ 1@ =al du@) > [ [T (@) - u(@)] dp(z)
- [ uT@) dp() - [ u@) du(a).

Poiché¢ X ¢ limitato e w é una funzione Lipschitziana su X, segue che u é
limitata su X. Inoltre v é anche Boreliana in quanto Lipschitziana; allora
possiamo usare la Proposizione [5.35| e segue che:

[ @) = aldu(@) > [ ud (@) () - [ w@)n().
[l

Proposizione 5.38. Siano X c R™ un insieme limitato e g, p1 due misure
di Borel su X tali che jo(X) = p1(X) < +o0. Allora:

sup{/ud,ul—fuduo|u:X—>]R,Lip(u)Sl}£
X X

(5.81)
inf{/ |T(z) - x| duo(x) | T: X — X Boreliana : p; = Tu,uo}.
b

Dimostrazione. Dalla Proposizione precedente sappiamo che per ogni fun-
zione lipschitziana u : X — R con Lip(u) < 1 e per ogni applicazione
T : X — X Boreliana e ammissibile vale che:

/Xudul—quduo:/Xud(Tﬂuo)—/XuduosL|T(x)—x| duo(z). (5.82)

Possiamo passare nel membro sinistro all’estremo superiore al variare di tutte
le funzioni u, poi passare all’estremo inferiore nel membro destro al variare
di tutte le applicazioni T' e otteniamo la tesi. O]

Utilizzando la Proposizione precedente, andiamo a trovare le mappe di
trasporto ottimo in alcuni semplici casi.
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Esempio 5.39. Sia n > 1 un intero e siano fo = L'r[0,n] e fi = L1 [1,1+n].
Definiamo la funzione:

W(z) =+ 1. (5.83)

Abbiamo gia mostrato che fi =1, fo, ovvero che 1) é una mappa ammissibile.
Mostriamo ora che 1 é una mappa ottima. Mostriamo innanzitutto che il
costo relativo a ¢ é n:

[ @) =al dfot) = ["1 dw=n.

[estremo superiore in ((5.81)) é almeno n: basta scegliere la funzione lipschi-
tziana u(t) =t e otteniamo che:

n+1 n t2 t=n+1 t2 t=n
IUdfl—fudeZI tdt—ftdt:[—] _[_] .
1 0 2 1= 2 li-o

Allora abbiamo trovato la mappa ammissibile v e la funzione u che verificano
I'uguaglianza in (5.81)), quindi ¢ & ottima per il nostro problema.
Per n > 1 un’altra mappa ottima per lo stesso problema é data dalla funzione:

r+n sexel0,1),

() = { x se x €[1,n]. (5:84)
Infatti: 0.1)
n sexel0,1),
¢(m)—x={0 se z€[1,n],

quindi il costo di ¢ é ancora n:

[ o) ol dfo(w) = [ mdw=n

Allora anche ¢ in (5.84) ¢ una mappa ottima; in realtd in questo caso pos-
siamo mostrare che esiste un numero infinito di mappe ottime. Per ogni
€, 0 <e< 1, definiamo la funzione:

T se <0,

n—e+x seaxel0,1),
fx)={ =z se xe[l,n—e€l,

l+x se x€(n-e€n],

n—e+xr sexr>n.

Per z € [0,n]:
n-e sexel0,1),
f(x)-z={0 se v e[l,n—el,
1 se xz€(n—e€mn].

73



Push forward di misure e alcune applicazioni

Allora:

[1r@-ddio= ["G@) -2y de= [-as [Todes [1ar=n

Quindi, anche la funzione f ha costo n e quindi é ottima.
Esempio 5.40. Siano po = L1 [0,1] e py = £ 7 [1,2]. Allora la mappa
P(t) =2 -1t é ottima. Infatti:

1
/;( () — [ dfo(x) = /(; |2 - 22| du.
Notiamo che poiché x <1, allora 2 —2x > 0 e segue che:

1

[ty ol df) = [ (@-20) dw=2-[20 =1

La mappa 1 ha costo pari a 1 = n ed é ottima, per le stesse considerazioni
fatte nell’esempio precedente.

FEsempio 5.41. Siano fo=L'r[-1,1] e fi =d_1 +J1. In questo caso la mappa
ottima é:
-1 sex<0,

¢(x):{1 se x> 0.

Vale che:
-1-2 sexz<0,

1-z se x>0,

oa)-a-
allora in [-1,1] abbiamo che:

x sexe[-1,0),

1+
(@) -2l :{ 1-z sexe(0,1].
Il costo di v é:

1 0 1
f l(x) - x| dfo(x)=f |(x) - x| dx=f (1+x) dx+f (1-xz) de
b -1 -1 0
2 =0 72 =1
=|:x+—:| +|:,ZE——:| :1'
2 r=-—1 2 x=0
Scegliamo la funzione lipschitziana u(z) = |x|. Allora vale che:

fu(x) dfl(m)=/u(m)(5_1+51)=u(—1)+u(1)=2,

[u(x) dfo(x) = [llu(m) dr = 1.
Quindi:
f uw(z) dfy(z) - f w(z) dfo(x) = 1.

Allora la mappa 1 é ottima, perché ¢ e u verificano 'uguaglianza in (5.81)).

74



	Alcune proprietá degli insiemi di misura nulla.
	Misure concentrate in alcuni punti.
	Similitudini in Rn.
	Alcuni risultati di teoria della misura.
	Push forward, pull back di una -algebra e trasformazione di Boreliani in Boreliani.
	Gli insiemi (R), (Rk) e alcune proprietá di funzioni boreliane e misurabili.

	Push forward di misure e alcune applicazioni.
	Push forward di una misura.
	Misure concentrate su insiemi e misure ristrette a insiemi.
	Mappe di trasporto ammissibili e alcuni esempi.
	Integrale rispetto ad una misura push-forward.
	Mappe di trasporto ottime e alcuni esempi.


