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La compressione frattale di immagini risale a 10-15 anni fa, [BH], [F], [F2]. Essa si fonda sulla constatazione che alcune figure  geometriche molto frastagliate (frattali) possono essere approssimate mediante un procedimento iterativo basato sul 

Teorema delle Contrazioni

Se X e' uno spazio metrico completo e G: X  ( X e' una contrazione, allora esiste uno ed un solo x*   ( X tale che G (x*)= x*. Inoltre, per ogni a  ( X, posto x1=a, x2= G (x1), x3= G (x2), ..., 

xn+1= G (xn), risulta che xn converge all'elemento x*  nominato prima.

Nel nostro ambito X e' l'insieme di tutte le figure  del piano (i compatti non vuoti di R2 con la metrica di Hausdorff), x* e' la figura frastagliata che vogliamo approssimare e G e' costruita in modo opportuno, usando omotetie, traslazioni e rotazioni, [BLS], [B], [H2], [H]. Il teorema precedente assicura che, dopo aver fissato la G, la figura del piano x*  e' l'unica ad avere la proprieta' G (x*)= x*. Quindi la  figura x*  e' univocamente determinata dalla contrazione G. Allora, per memorizzare la figura x*  basta che memorizzi la contrazione G: questo produce un risparmio di memoria (compressione) se i "parametri" con cui "ricordo" G sono meno dei "punti" che mi servono per disegnare x*. Come faccio ad ottenere x* se conosco G? La seconda parte del teorema mi aiuta: prendo a mio piacere una figura a, la trasformo con G, il risultato lo trasformo con G e così via; dopo un po’ di iterazioni arrivo vicino ad x*. Questa parte costituisce la “ricostruzione” (decompressione) della figura x*.

Vediamo un esempio. Consideriamo l’omotetia di centro l’origine e fattore ½ e indichiamola con S1/2 dunque S1/2(x,y) = (x/2,y/2); consideriamo la traslazione di u in orizzontale e di v in verticale e indichiamola con Tu,v dunque Tu,v (x,y) = (x+u,y+v). A questo punto definiamo V2 essere la composizione di  T40,0  con  S1/2  quindi V2  = T40,0  ( S1/2.
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 Definiamo V3 essere la composizione di T20,((()20 con S1/2  quindi V3  = T20,((()20  ( S1/2. 





Infine poniamo V1 = S1/2 dunque V1  = T0,0  ( S1/2








A questo punto definiamo la funzione G che agisce sulle figure a del piano  in questo modo: 

G(a) = V1 (a)  ( V2 (a)  (  V3 (a). 








Consideriamo lo spazio X costituito da tutte le figure del piano; possiamo definire la distanza tra due figure utilizzando la metrica di Hausdorff; questa metrica rende lo spazio X uno spazio metrico completo e garantisce che l’applicazione G : X ( X sia una contrazione. In virtù del teorema delle contrazioni esiste una ed una sola figura x*  che viene lasciata invariata da G . Sempre il teorema delle contrazioni ci dice come determinare questa figura x*: basta prendere una figura a caso a
e trasformarla con G un bel po’ di volte, x1=a, x2= G (x1), x3= G (x2), ...; tale successione di figure va vicinissima alla nostra figura x*. Nel caso della G appena costruita ecco una approsimazione della nostra figura fissa x*: riconosciamo il triangolo di Sierpinski, [D], [Mas].

Il triangolo di Sierpinski  x*, come figura disegnata dentro uno schermo quadrato con 80 punti in orizzontale e 80 punti in verticale (brevemente, 80 pixel per 80 pixel), necessita di 6400 parametri: in ognuno dei 6400 punti di tale schermo quadrato bisogna dire se il pixel è acceso oppura spento. 

Il triangolo di Sierpinski x*, come unica figura fissa della contrazione G necessita dei soli parametri di G: vediamo quanti sono. G è costruita mediante V1 , V2 , V3 . Per ogni Vi  =Tu,v  ( Sr ho bisogno di dare il parametro r dell’omotetia ed i due parametri u , v della traslazione: tre parametri per ogni Vi , in totale 9 parametri per G. Dunque il triangolo di Sierpinski x*, come unica figura fissa della contrazione G necessita di soli 9 parametri. Questo secondo modo di memorizzare il triangolo di Sierpinski appare più economico e chiamiamo compressione il rapporto tra il numero dei parametri usati nei due modi: compressione = 6400/9=711. Dunque il secondo modo permette una compressione di circa 700 volte rispetto al primo. E’ possibile fare questo per altre figure? Il punto chiave è la proprietà di essere figura fissa di qualche trasformazione costruita in modo simile alla precedente G. Riscriviamo la proprietà di essere figura fissa nel caso del triangolo di Sierpinski:

x* = G(x*) = V1 (x*)  ( V2 (x*)  (  V3 (x*). L’uguaglianza tra il termine di sinistra e quello a destra dice che il triangolo di Sierpinski x* è decomponibile in 3 copie rimpicciolite di se stesso. 


Consideriamo ora una figura i; vogliamo decomporre i in k copie rimpicciolite di se stessa:

i = W1 (i)  ( W2 (i)  (  …  (  Wk (i). Se riusciamo a farlo (e k non è molto grande), allora la compressione di i sarà la memorizzazione dei parametri di W1 , W2  ,  …  ,  Wk . La decompressione sarà fatta mediante il teorema delle contrazioni: si definisce l’operatore H così 

H(a) = W1 (a)  ( W2 (a)  (  …  (  Wk (a) e si parte da una qualunque figura a , poi si trasforma  a con H creando la successione x1=a, x2= H (x1), x3= H (x2), ...; il teorema delle contrazioni assicurerà che tale successione approssimerà la nostra figura di partenza i perché essa, per costruzione, è la figura fissa della contrazione H, infatti: 

i = W1 (i)  ( W2 (i)  (  …  (  Wk (i) = H (i). Vediamo un esempio. Consideriamo il quadrato i



E’ possibile decomporre il nostro quadrato in 4 copie rimpicciolite di se stesso





Dunque i = W1 (i)  ( W2 (i)  ( W3 (i)  (  W4 (i) dove W1  = T0,0  ( S1/2, W2  = T40,0  ( S1/2, 

W3  = T0,40  ( S1/2, W4  = T40,40  ( S1/2. Allora i, come figura 80 pixel per 80 pixel, abbisogna di 6400 parametri; i, come unica figura fissa della contrazione H, necessita dei soli parametri di H che sono 3 per ognuna delle 4 Ws , dunque 12 parametri. Si ha così la compressione di 6400/12 = 533. Le due contrazioni G e H presentate sopra sono due esempi di I. F. S. (Iterated Function System, che possiamo tradurre con Sistema di Funzioni Iterate).

Il procedimento di compressione fin qui descritto si basa sulla possibilità di decomporre la figura da comprimere in un numero finito di copie rimpicciolite di se stessa: questa possibilità va sotto il nome di autosimilarità. Ci chiediamo se questa possibilità valga per tutte le figure. Consideriamo questo disegno raffigurante una faccia sorridente:


Sinceramente non riesco a pensare un modo per decomporre questa figura in un numero finito di copie rimpicciolite di se stessa: quando la rimpicciolisco, rimangono sempre i due “cerchietti” degli occhi, ma non ci sono altri “cerchietti” nella nostra faccia sorridente. Però i singoli pezzi della nostra figura sembrano copie rimpicciolite di altri pezzi della figura:




Il pezzetto di labbra dentro al quadratino piccolo è la copia rimpicciolita del pezzetto di mento dentro al quadrato più grande. In questo caso parleremo di locale autosimilarità. Sottolineiamo la differenza: quando la figura è decomponibile in copie rimpicciolite della figura stessa, diremo che c’è autosimilarità; quando la figura è decomponibile in copie rimpicciolite di pezzi della figura stessa, diremo che c’è locale autosimilarità. Per comprimere la figura della faccia sorridente bisogna scomporla in pezzetti, ognuno dei quali sia la copia rimpicciolita di un altro pezzetto più grande; la memorizzazione della associazione del pezzetto piccolo con quello più grosso costituirà la compressione della nostra figura. Vediamo di descrivere questo procedimento, [BH], [Me]. Cominciamo con il duplicare la nostra figura, supposta essere 80 pixel per 80 pixel. La copia di sinistra viene divisa in 100 quadratini 8 pixel per 8 pixel mentre quella di destra viene divisa in 25 quadrati 16 pixel per 16 pixel: notiamo che i quadrati di destra hanno il lato che è doppio di quello dei quadratini di sinistra; dunque con l’omotetia S1/2 seguita da un’opportuna traslazione Tu,v   possiamo trasformare ogni quadrato di destra in ognuno dei quadratini di sinistra.


Adesso guardiamo uno dei quadratini a sinistra: esso contiene un pezzetto della nostra figura; lo confrontiamo con i pezzi di figura contenuti nei quadrati di destra, dopo averli rimpiccioliti della metà; quello con il pezzo di figura più simile lo associamo al quadratino piccolo che stiamo considerando; mostriamo questo confronto supponendo che i quadrati di destra siano solo i due mostrati in basso.














Indichiamo con i la nostra figura. Il procedimento sopra descritto mostra che ad ognuno dei 100 quadratini piccoli di sinistra Dj viene associato un ben preciso quadrato grande di destra Rk(j) ed una trasformazione Wj = Tu,v  ( S1/2 che manda il quadrato grande Rk(j)  in quello piccolo Dj. Per individuare ogni quadratino Dj  ho bisogno delle due coordinate del vertice inferiore sinistro, per individuare il quadrato grande Rk(j) associato a Dj ho bisogno delle due coordinate del vertice inferiore sinistro di Rk(j): in totale 4 parametri per ognuno dei 100 quadratini Dj, dunque 400 parametri. Ho così creato solo 400 parametri per la mia figura di partenza i; invece di memorizzare la mia immagine di partenza i (che è 80 pixel per 80 pixel) per mezzo dei 6400 parametri naturali, la memorizzo per mezzo dei 400 parametri che ho individuato con il procedimento di associazione dei Dj con Rk(j); dunque ottengo una compressione di 6400/400=16. A questo punto dimentico la mia figura di partenza i. Per riottenerla a partire dai 400 parametri che ho memorizzato, si definisce l’operatore L così: L(a) = W1 (a ( Rk(1))  ( W2 (a ( Rk(2))  (  …  (  W100 (a ( Rk(100));  si parte da una figura a , poi si trasforma  a con L creando la successione x1=a, x2= L (x1), x3= L (x2), ...; si spera che tale successione converga alla nostra immagine iniziale i, quella che era servita a fare l’associazione Dj con Rk(j). Ho usato il verbo “si spera” perché adesso non possiamo più invocare il teorema delle contrazioni. Guardiamo l’operatore L che abbiamo appena usato: esso differisce dai due operatori G e H perché ogni Wj agisce su a ( Rk(j) e non su tutto a. Infatti

H(a) = W1 (a)  ( W2 (a)  (  …  (  Wk (a) 

mentre  

L(a) = W1 (a ( Rk(1))  ( W2 (a ( Rk(2))  (  …  (  W100 (a ( Rk(100))

L’operatore H è un esempio di  I. F. S. mentre l’operatore L è un esempio di Local I. F. S. (Local Iterated Function System); l’aggettivo “locale” sta ad indicare che le funzioni Wj  agiscono non su tutta la figura a bensì solo sulla parte di a che cade dentro un opportuno Rk(j), [BH]. I Local I. F. S. possono perdere la proprietà di essere contrattivi rispetto alla metrica di Hausdorff, [BH], [L].

La fase di ricostruzione della figura di partenza i deve essere giudicata dagli esperimenti, questi sembrano buoni, [BH], [Me]. Per immagini contenenti 256 livelli di grigio rimandiamo a [BH], [P], [Po]. 

Torniamo all’operatore locale L descritto precedentemente: ne illustriamo la sua costruzione e la sua azione con un esempio. La nostra immagine i da comprimere è disegnata in rosso dentro il quadrato 80x80 evidenziato in celeste chiaro:










Facciamo due copie dell’immagine i: quella di destra viene suddivisa in quadrati 40x40 mentre quella di sinistra viene suddivida in quadratini 20x20.






I quadratini 20x20 sono chiamati D1, D2, . . . , D16 mentre i quadrati 40x40 sono indicati con R1, R2, R3, R4. Ecco le due griglie con i relativi quadrati. 







NOTA: abbiamo usato quadratini 20x20 al posto di quadratini 8x8 per semplificare la procedura; il punto chiave è rimasto invariato: i quadratini considerati nella griglia di sinistra hanno lato metà di quello dei quadrati della griglia a destra.

Vediamo la parte di immagine i che cade in ognuno dei Dj; essa dovrà essere confrontata con la parte di immagine i che cade in R1, R2, R3, R4:



     i ( R1


i ( R2



i ( R3


      i ( R4
Per poter confrontare i ( Dj con i ( Rk devo ridurre i ( Rk di un fattore ½ mediante l’omotetia S1/2

S1/2 (i ( R1)                        S1/2 (i ( R2)                          S1/2 (i ( R3)                       S1/2 (i ( R4)

Adesso guardo la parte di i che cade in D1: 

poiché in D1 non cade i, passo avanti.


Guardo la parte di i che cade in D2:

la confronto con i ( R1, i ( R2, i ( R3, i ( R4 e vedo che i ( D2 è la copia rimpicciolita di i ( R1 quindi a D2 associo R1.


Guardo la parte di i che cade in D3:

la confronto con i ( R1, i ( R2, i ( R3, i ( R4 e vedo che i ( D3 è la copia rimpicciolita di i ( R2 quindi a D3 associo R2.

Dentro D4 non cade i, allora passo avanti.


Ecco la parte di i che cade in D5:

vedo che che i ( D5 è la copia rimpicciolita di i ( R1 quindi a D5 associo R1.

Dentro D6 non cade i, allora passo avanti. Anche dentro D7 non cade i, dunque passo avanti.


Ecco la parte di i che cade in D8:

vedo che i ( D8 è la copia rimpicciolita di i ( R2 quindi a D8 associo R2.

Dentro D9 non cade i, passo oltre.


Ecco la parte di i che cade in D10:

la confronto con i ( R1, i ( R2, i ( R3, i ( R4 e vedo che la più “simile” è    i ( R3 dunque a D10 associo R3.


Ecco la parte di i che cade in D11:

la confronto con i ( R1, i ( R2, i ( R3, i ( R4 e vedo che la più “simile” è    i ( R4 dunque a D11 associo R4.


Ecco la parte di i che cade in D12:

la confronto con i ( R1, i ( R2, i ( R3, i ( R4 e vedo che la più “simile” è    i ( R4 dunque a D12 associo R4.

Dentro D13 non cade i.


Ecco la parte di i che cade in D14:

la confronto con i ( R1, i ( R2, i ( R3, i ( R4 e vedo che la più “simile” è    i ( R3 dunque a D14 associo R3.

Infine dentro D15 e D16 non cade i. Ecco la tabella delle associazioni:

a D2 associo R1

a D3 associo R2 

a D5 associo R1

a D8 associo R2

a D10 associo R3

a D11 associo R4

a D12 associo R4

a D14 associo R3

I confronti precedenti sono stati fatti ad “occhio”; per poter automatizzare il confronto tra   i ( Dj e i ( Rk  bisogna portare  i ( Rk  dentro Dj: per fare ciò ho bisogno dell’omotetia S1/2 seguita da un’opportuna traslazione Tu,v; la giusta scelta di u e v mi darà





Dj = Tu,v  ( S1/2   ( Rk)
Adesso, a titolo di esempio, rifacciamo il confronto tra i ( D10                             e



     i ( R1


i ( R2



i ( R3


      i ( R4
dove abbiamo usato il colore rosso per la parte di i che cade in D10 mentre abbiamo usato il colore verde per la parte di i che cade in R1, R2, R3 , R4; il diverso colore faciliterà il confronto. Dopo aver rimpicciolito e traslato, ecco i quattro risultati:


i ( D10   



Tu1,v1 ( S 1/2 ( i ( R1 )

i ( D10




Tu2,v2 ( S 1/2 ( i ( R2 )

i ( D10




Tu3,v3 ( S 1/2 ( i ( R3 )

i ( D10




Tu4,v4 ( S 1/2 ( i ( R4 )
Il confronto delle quattro possibilità dà lo stesso risultato cui eravamo arrivati prima: i ( R3 è la più

“simile” a i ( D10.
 Torniamo alla nostra tabella di associazioni:

a D2 associo R1

a D3 associo R2 

a D5 associo R1

a D8 associo R2

a D10 associo R3

a D11 associo R4

a D12 associo R4

a D14 associo R3

Sia Rk(j) il quadrato 40x40 associato al quadratino 20x20 Dj.

Grazie all’omotetia S 1/2  ed ad una opportuna traslazione Tu,v  riesco a mandare Rk(j)  su Dj:

Dj   = Tu,v ( S 1/2 (  Rk(j)  )

Sia Wj   = Tu,v ( S 1/2   allora

Dj   = Wj (  Rk(j)  )
Alla nostra tabella di associazioni corrisponde l’operatore L che agisce su una qualunque figura a e restituisce l’immagine L(a) così definita

L(a) = W2 (a ( R1) ( W3 (a ( R2) ( W5 (a ( R1) ( W8 (a ( R2) ( W10 (a ( R3) ( 
( W11 (a ( R4) ( W12 (a ( R4) ( W14 (a (R3 )

Descriviamo ora l’azione di L: la figura L(a)  è ottenuta “mettendo insieme i singoli pezzi”

W2 (a ( R1), W3 (a ( R2), W5 (a ( R1), W8 (a ( R2), W10 (a ( R3), 

W11 (a ( R4), W12 (a ( R4), W14 (a ( R3)

Il pezzo W2 (a ( R1) si ottiene prendendo la parte di a che cade in R1, riducendola di ½ e spostandola dentro D2.

Il pezzo W3 (a ( R2) si ottiene prendendo la parte di a che cade in R2, riducendola di ½ e spostandola dentro D3.

Il pezzo W5 (a ( R1) si ottiene prendendo la parte di a che cade in R1, riducendola di ½ e spostandola dentro D5.

Il pezzo W8 (a ( R2) si ottiene prendendo la parte di a che cade in R2, riducendola di ½ e spostandola dentro D8.

Il pezzo W10 (a ( R3) si ottiene prendendo la parte di a che cade in R3, riducendola di ½ e spostandola dentro D10.

Il pezzo W11 (a ( R4) si ottiene prendendo la parte di a che cade in R4, riducendola di ½ e spostandola dentro D11.

Il pezzo W12 (a ( R4) si ottiene prendendo la parte di a che cade in R4, riducendola di ½ e spostandola dentro D12.

Il pezzo W14 (a ( R3) si ottiene prendendo la parte di a che cade in R3, riducendola di ½ e spostandola dentro D14.

Prendiamo la seguente figura a: il quadrato tutto pieno





a
Per ottenere L(a) devo prima suddividere a mediante la griglia dei quadrati 40x40:





a
Adesso devo prendere la griglia dei quadratini 20x20





tale griglia è vuota e devo riempirla usando l’operatore L. La definizione di L(a) mi guida: il quadratino D2 viene riempito con la parte di a  che cade dentro R1; ecco cosa ottengo:





Il quadratino D3 viene riempito con la parte di a  che cade dentro R2; ecco cosa ottengo:





Il quadratino D5 viene riempito con la parte di a  che cade dentro R1; ecco cosa ottengo:





Il quadratino D8 viene riempito con la parte di a  che cade dentro R2; ecco cosa ottengo:





Il quadratino D10 viene riempito con la parte di a  che cade dentro R3; ecco cosa ottengo:





Il quadratino D11 viene riempito con la parte di a  che cade dentro R4; ecco cosa ottengo:





Il quadratino D12 viene riempito con la parte di a  che cade dentro R4; ecco cosa ottengo:





Il quadratino D14 viene riempito con la parte di a  che cade dentro R3; ecco cosa ottengo:





Ecco dunque L(a):






L(a)

Adesso ricaviamo L(L(a)). Per fare ciò devo prima suddividere L(a) mediante la griglia dei quadrati 40x40:







L(a)

Adesso devo prendere la griglia dei quadratini 20x20





tale griglia è vuota e devo riempirla usando l’operatore L. La definizione di L(L(a)) mi guida: il quadratino D2 viene riempito con la parte di L(a)  che cade dentro R1; ecco cosa ottengo:






Il quadratino D3 viene riempito con la parte di L(a)  che cade dentro R2; ecco cosa ottengo:






Il quadratino D5 viene riempito con la parte di L(a)  che cade dentro R1; ecco cosa ottengo:







Il quadratino D8 viene riempito con la parte di L(a)  che cade dentro R2; ecco cosa ottengo:







Il quadratino D10 viene riempito con la parte di L(a)  che cade dentro R3; ecco cosa ottengo:








Il quadratino D11 viene riempito con la parte di L(a)  che cade dentro R4; ecco cosa ottengo:








Il quadratino D12 viene riempito con la parte di L(a)  che cade dentro R4; ecco cosa ottengo:








Il quadratino D14 viene riempito con la parte di L(a)  che cade dentro R3; ecco cosa ottengo:










Ecco qua la figura L(L(a)):





Adesso ricaviamo L(L(L(a))). Per fare ciò devo prima suddividere L(L(a)) mediante la griglia dei quadrati 40x40:









Adesso devo prendere la griglia dei quadratini 20x20 





Tale griglia è vuota e devo riempirla usando l’operatore L. La definizione di L(L(L(a))) mi guida: il quadratino D2 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade dentro R1; ecco cosa ottengo:







Il quadratino D3 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade dentro R2; ecco cosa ottengo:






Il quadratino D5 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade dentro R1; ecco cosa ottengo:







Il quadratino D8 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade dentro R2; ecco cosa ottengo:







Il quadratino D10 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade dentro R3; ecco cosa ottengo:









Il quadratino D11 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade dentro R4; ecco cosa ottengo:









Il quadratino D12 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade dentro R4; ecco cosa ottengo:








Il quadratino D14 viene riempito con la parte di L(L(a)) che cade dentro R3; ecco cosa ottengo:










Ecco la figura L(L(L(a))):
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