2. La geometria analitica ed il problema delle tangenti.
2.1. La rappresentazione delle curve e il metodo per le tangenti nella Géométrie di Descartes. 

Mentre il problema delle quadrature, e quello connesso dei centri di gravità delle figure, aveva occupato un posto centrale nella matematica classica e rinascimentale, il problema delle tangenti aveva ricevuto solo una moderata attenzione. In effetti, se si eccettua l’opera di Apollonio nella quale si affronta il tracciamento delle tangenti delle sezioni coniche, ben poco si trova nella geometria classica attorno a questo problema. Una delle ragioni, probabilmente la principale di questa mancanza di interesse, sta in un carattere più volte messo in luce della matematica greca; quello cioè di non riuscire mai a staccarsi dal problema particolare, o meglio alla figura particolare, per dare metodi generali per classi di figure. Nella geometria greca esistono solo curve “nominate”; curve cioè definite da proprietà specifiche, che le individuano univocamente.

Questa situazione cambia radicalmente nel Seicento. Abbiamo già accennato ai lavori di Valerio e di Cavalieri, nei quali più che trattare casi particolari si sviluppano metodi generali validi per ampie classi di figure; meglio ancora dove il caso particolare è trattato applicando al problema specifico teoremi generali. Questa tendenza sensibile negli autori citati diventa esplicita e predominante in un’opera che ha segnato più di ogni altra il passaggio dalla geometria classica alla matematica moderna: la Géométrie di Réné Descartes. 

Apparsa per la prima volta nel 1637 come uno dei saggi del Discours de la méthode, la Géométrie rivoluziona completamente lo stesso concetto di curva: non più un oggetto geometrico determinato da proprietà specifiche, ma luogo di punti le cui coordinate soddisfano a un’equazione F(x,y)=0. A queste curve-equazioni Descartes dedica la sua opera, mostrando come esse possano risolvere problemi altrimenti inabbordabili –primo fra tutti il problema di Pappo che sfidava i geometri da più di un millennio–, come possano essere utilizzate per la soluzione di equazioni algebriche, e infine come potessero essere studiate elaborando metodi generali che si applicassero a tutte indistintamente, senza bisogno di ulteriori precisazioni. Tra le proprietà oggetto di ricerca, un posto particolare occupava la determinazione della retta tangente –o se si vuole della normale– in un suo punto arbitrario P0 di coordinate (x0,y0).  

La soluzione di Descartes passa attraverso la considerazione della circonferenza con centro sull’asse delle x e tangente alla curva in P0. Una volta trovata infatti quest'ultima, il suo raggio passante per P0 sarà normale alla curva, e per ricavare la tangente non si dovrà far altro che prendere la perpendicolare al raggio. Se il centro della circonferenza sta nel punto v sull'asse delle ascisse e il suo raggio è s, essa avrà equazione 
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In generale tale circonferenza incontrerà la curva oltre che in P0 anche in un altro punto P1. Se però essa è tangente alla curva, P1 coinciderà con P0 e quindi la circonferenza avrà con la curva un'intersezione doppia in P0. Dice Descartes:

Bisogna considerare che se questo punto P [il centro del cerchio cercato]è come lo desideriamo il cerchio di cui sarà il centro e che passerà per P0 vi toccherà la curva senza intersecarla. Al contrario se P è un po' più vicino o un po' più lontano di quel che deve essere, il cerchio intersecherà la curva non solo nel punto P0 ma necessariamente anche in qualche altro [P1]. [...] però tanto più questi due punti, P0 e P1, saranno vicini, tanto minore è la differenza che sussiste tra le radici [dell'equazione]. Infine se questi punti giacciono ambedue in uno (cioè se il cerchio che passa per P0 vi tocca la curva senza intersecarla) queste radici saranno assolutamente uguali. 

Analiticamente, se la curva ha equazione F(x,y)=0 (con F(x,y) polinomio di grado arbitrario), si elimina una delle variabili, ad esempio la  y, dal sistema formato dalle equazioni della curva e della circonferenza, e si richiede che il polinomio Q(x) così ottenuto abbia una radice doppia in x0, ovvero che sia della forma
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con R(x) polinomio da determinare. Se il polinomio F(x,y) è di grado n, il risultante Q(x) è di grado 2n, e R(x) di grado 2n–2. Uguagliando nella relazione precedente i coefficienti dei termini dello stesso grado si ottengono allora 2n+1 equazioni in 2n+1 incognite: i 2n–1 coefficienti di R(x) e i due parametri v e s, che determinano la circonferenza tangente, e che si ricavano risolvendo il sistema. Una volta trovata questa circonferenza, il raggio che passa per il punto P0 è normale alla curva, e la retta tangente è la perpendicolare al raggio.

Il problema delle tangenti è dunque risolto nella sua generalità, almeno in linea di principio. In realtà il metodo conduce a calcoli piuttosto intricati, anche nei casi più semplici. 

A titolo di esempio, vediamo cosa avviene nella parabola, di equazione y=px2. Scrivendo px2 al posto di y nell'equazione della circonferenza, si ottiene 
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Il polinomio Q(x) a primo membro deve avere una radice doppia per 
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che sviluppando i due membri diventa



[image: image7.wmf].

)

2

(

)

2

(

)

2

(

2

2

0

0

2

0

2

2

0

0

3

0

4

2

2

2

4

2

cx

x

cx

bx

x

ax

bx

c

x

ax

b

ax

s

v

vx

x

x

p

+

-

+

+

-

+

-

+

=

-

+

-

+


Uguagliando uno a uno i coefficienti delle differenti potenze della x, si ottiene allora
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dalle quali si possono ricavare una ad una le cinque incognite a, b, c, s e v. Si trova così
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e le ultime due incognite sono il centro e il raggio della circonferenza tangente.

La soluzione ottenuta in questo modo è piuttosto formale, e per ritrovare la soluzione "classica" occorre ancora un po' di geometria. 
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Nella figura si ha OA = x0, P0A = y0, OC = v, AC = v–x0 e BC = s. I triangoli EBA e BCA sono simili, e quindi P0A : AC = EA : P0A, da cui segue
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Di qui segue che OE = EA = x0/2. D’altra parte anche i triangoli OED e P0EA sono simili, e poiché OE = EA sono uguali; di conseguenza OD= P0A=y0. Di qui la regola classica: per tracciare la tangente alla parabola in un punto P0 di coordinate (x0, y0) si prende un punto D sull’asse a distanza y0 dal vertice e si unisce con P0; la retta DP0 sarà la tangente cercata.

Fin qui il metodo di Descartes; un metodo generale che si applica a tutte le curve dotate di equazione, curve che Descartes chiamava “geometriche” e che oggi, seguendo Leibniz, si dicono “algebriche” in contrapposizione alle curve “meccaniche” (oggi curve “trascendenti”) che non potevano essere descritte da un’equazione, ma dovevano essere definite tramite proprietà particolari, una per ogni curva. Le prime potevano essere trattate con metodi generali, come quello descritto per trovarne le tangenti; le seconde dovevano essere studiate con metodi ad hoc, diversi per ognuna di esse. Di conseguenza le curve meccaniche non potevano trovare posto nella geometria cartesiana, dove quello che contava non era la descrizione delle singole curve, ma dei metodi generali per il loro studio. 

Nonostante la sua generalità, il metodo cartesiano aveva vari difetti. In primo luogo, la ricerca della tangente si faceva operando non direttamente sull’equazione della curva, ma su un’equazione ausiliaria ottenuta eliminando una della variabili nel sistema composto dall’equazione della curva e da quella del cerchio tangente. Questo comportava la soluzione di un prolisso sistema di 2n+1 equazioni in 2n+1 incognite, la maggior parte della quali irrilevanti per il problema in questione, dato che per trovare la circonferenza tangente bastava solo la conoscenza dell’ascissa v del centro. Infine, la considerazione della circonferenza invece che della retta tangente raddoppiava il grado dell’equazione originale. 

Questi difetti diedero origine a una serie di ricerche, iniziate immediatamente dopo la pubblicazione delle versioni latine della Géométrie, curate da Franz van Schooten. La prima viene pubblicata nel 1649 e oltre alla traduzione della Géométrie contiene i Commentarii di Schooten e le Notae breves di De Beaune. In queste, si sostituì alla circonferenza la retta tangente, di equazione y–y0 = m(x–x0); l’eliminazione della y tra questa e l’equazione della curva è allora immediata, e conduce a un polinomio Q(x) di grado n. Richiedendo ora che Q(x) abbia una radice doppia in x0, si ottiene un sistema di n+1 equazioni in n+1 incognite, i coefficienti del polinomio R(x) e il parametro m che determina la tangente.

Nel caso della parabola di equazione y=px2, eliminando la y tra questa e l’equazione della retta si ottiene il polinomio Q(x)= px2 – y0 – m(x–x0) , che dovendo avere una radice doppia in x0 dovrà essere della forma Q(x)=a(x–x0)2. Risulta dunque px2 – y0 – m(x–x0) = a(x–x0)2 , da cui sviluppando e uguagliando i coefficienti delle potenze si ottiene a=p e m=2ax0=2px0 . La retta tangente ha dunque equazione y = y0 + 2px0 (x–x0).

Possiamo confrontare questo risultato col precedente calcolando l’ordinata del punto D, intersezione della retta tangente con l’asse y. Ponendo x=0 nell’equazione della retta si ottiene y = y0 – 2px02 = y0 – 2 y0 = – y0; ancora una volta risulta dunque OD= P0A. 

Nella seconda edizione in due volumi, uscita dieci anni dopo, si aggiungono vari altri opuscoli, tra cui due lettere di John Hudde contenenti un teorema sulle radici doppie che porta a una semplificazione del procedimento precedente. Sempre a Hudde è dovuta la semplificazione finale del metodo cartesiano, che opera direttamente sull’equazione della curva, e che può essere espressa mediante un algoritmo, come quello descritto da François de Sluse:

Per trovare AD ovvero t, questa sarà la Regola Generale: 

1) Espunte dall'equazione le parti nelle quali non compare x né y, si pongano da un lato tutte quelle in cui c'è x, e dall'altro quelle in cui appare la y, con i loro segni + o – . Per semplicità chiameremo quest'ultimo lato sinistro, e l'altro lato destro. 

2) Nel lato sinistro, si apponga ad ogni termine l'esponente della potenza che in esso ha la y; o, che è lo stesso, si moltiplichi per questo esponente. 

3) Si faccia lo stesso per il lato destro, moltiplicando cioè ogni termine per l'esponente della potenza che in esso ha la x. Ma inoltre, in ogni termine si cambi una x in t. Dico, Che l'equazione così  rimaneggiata fornisce il modo di condurre la tangente in un punto B dato.

La quantità t=AD che compare nella regola di Sluse è la “sottotangente”, cioè il segmento che ha come estremi l’ascissa del punto in cui si vuole trovare la tangente e l’intersezione di quest’ultima con l’asse delle ascisse, come si vede nella figura che segue. 
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Ancora una volta proviamo il metodo sulla parabola di equazione y=px2. Applicando la regola di Sluse troviamo con riferimento alla figura della parabola:
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come si era trovato in precedenza. 

In questo modo, il problema delle tangenti è completamente risolto per le curve geometriche o algebriche che dir si voglia. E le altre? Su questo torneremo più avanti, dopo aver visto alcuni metodi concorrenti di quello “algebrico” cartesiano.

2.2. Il metodo di Fermat: l’adequazione.
Nel gennaio del 1638, subito dopo la pubblicazione della Géométrie di Descartes, Pierre Fermat scrive una lettera a Mersenne, corrispondente di molti scienziati dell'epoca e tramite fondamentale per la diffusione di nuovi risultati, in cui espone un suo metodo per trovare i massimi e i minimi, con applicazioni al problema delle tangenti. Mentre al centro della tecnica cartesiana c’è l’equazione della curva, per Fermat il punto di partenza è l’adequazione, una relazione che si ottiene scrivendo la proprietà caratteristica della curva non per i punti di questa, ma per i punti sulla tangente. In questo modo si ottiene una relazione approssimata (l’adequazione) che diventa un’equazione se il punto sulla tangente coincide con quello di contatto. Come Fermat scriverà a Mersenne,  

Questo confronto per adequazione produce due termini disuguali, che alla fine producono l'equazione (secondo il mio metodo) che ci dà la soluzione del problema. 

Se la curva ha un’equazione (nel senso di Descartes), questa esprime la sua proprietà caratteristica; altrimenti quest’ultima può essere data mediante una relazione diversa dall’equazione. Di conseguenza il metodo di Fermat è più generale di quello di Descartes, e consente di trattare oltre alle curve algebriche anche tutte le curve trascendenti allora conosciute. 

Per farsi un’idea del metodo dell’adequazione, consideriamo come al solito il caso della parabola di equazione y=px2. L’adequazione consiste nello scrivere questa proprietà non per i punti della parabola (per i quali vale rigorosamente) ma per quelli della tangente y–y0 = m(x–x0). Indicando con ≈ l’adequazione, si avrà allora px2–y0 ≈ m(x–x0), e poiché y0=px02, avremo px2– px02 ≈ m(x–x0). Dividendo ambo i membri per x–x0 otteniamo p(x+x0) ≈ m. Se ora il punto sulla tangente coincide con il punto di contatto, cioè se x=x0, l’adequazione diventa un’equazione esatta. Risulta allora m=2px0, relazione che come abbiamo visto sopra dà la retta tangente. 

Il metodo di Fermat può essere usato anche per trovare i massimi e i minimi di una quantità F(x). Infatti se x0 è un punto di massimo o di minimo, la tangente in x0 alla curva di equazione y=F(x) è orizzontale, e quindi ha equazione y=F(x0).  Scrivendo la proprietà caratteristica della curva su questa tangente si ottiene l’adequazione F(x) ≈ F(x0), cioè F(x)–F(x0) ≈ 0. Si può allora dividere per x–x0, ottenendo 
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Se ora, dopo aver semplificato la frazione (cosa che si può sempre fare se F(x) è un polinomio), si pone x=x0, l’adequazione diventa di nuovo un’equazione
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dalla quale si può ricavare il valore x0 del punto di massimo o di minimo. Per fare un esempio, supponiamo di voler trovare il massimo della quantità F(x) = x(1–x). Sia x0 il punto di massimo; si ha allora 
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Se ora si pone x=x0, l’adequazione diventa un’equazione 1–2x0=0, che dà il punto di massimo x0=½. 
In questo modo, la proprietà caratteristica della curva in esame si tramuta in un'adequazione quando la si scriva sulla tangente invece che sulla curva. Questa "prerogativa della tangente", di rappresentare localmente la curva, è ancora più evidente quando Fermat estende il suo metodo alle curve trascendenti, o più precisamente a quelle la cui proprietà caratteristica si esprima in termini della lunghezza di una curva data. In questo caso, dice Fermat

se si vuole si possono prendere le ordinate sulle tangenti trovate col metodo precedente al posto di quelle sulle curve; e inoltre (e questo è il pregio del metodo) si possono prendere porzioni delle tangenti già trovate al posto delle porzioni corrispondenti delle curve, in modo da trovare l'adequazione. 
La tecnica dell’adequazione non è peraltro limitata al campo già abbastanza vasto dei massimi e minimi e delle tangenti, ma può servire anche per la soluzione di altri problemi. Scrive sempre Fermat: 

Il metodo non fallisce mai e può essere esteso a un gran numero di questioni molto belle; per mezzo di esso abbiamo infatti trovato il centro di gravità di figure limitate da linee curve e rette, di solidi e molte altre cose.

La prima pubblicazione a stampa del metodo dell’adequazione si ebbe nel quinto volume del Supplementum Cursus Mathematici  pubblicato nel 1642 da Pierre Herigone; nel 1679 apparve nelle Varia opera matematica di Fermat, pubblicate postume dal figlio. 

2.3. La costruzione cinematica delle tangenti
Un terzo metodo per costruire le tangenti ad una curva, dovuto a Gilles Personne de Roberval, professore al College Royal di Parigi, venne reso noto da Mersenne nel 1644. Nello stesso anno Torricelli pubblicò un metodo analogo nelle sue Opera geometrica. Entrambi i metodi presuppongono che sia nota la generazione cinematica della curva a cui si vuole tracciare la tangente. Per fare degli esempi relativi alle curve più conosciute, la parabola è generata dal moto di un punto che si allontana dal fuoco con la stessa velocità con cui si allontana dalla direttrice, l'ellisse da un punto che si avvicina a un fuoco con la stessa velocità con cui si allontana dall'altro, l’iperbole da un punto che si avvicina (o si allontana) dai fuochi con la stessa velocità, la spirale di Archimede da un punto che ruota intorno all'origine con la stessa velocità con cui se ne allontana.

L'“assioma o principio d'invenzione” che sta alla base del metodo è che “la direzione del movimento di un punto che descrive una linea curva è la tangente alla linea curva in ogni posizione di quel punto”, principio “abbastanza intelligibile” che “si accetterà facilmente se lo si sarà considerato con un po' di attenzione”. Da qui discende la “regola generale” da seguire per il tracciamento delle tangenti:

Per le proprietà specifiche della linea curva (che vi saranno date) esaminate i diversi movimenti che il punto che la descrive ha nel posto dove voi volete tracciare la tangente: componete tutti questi movimenti in uno solo, tracciate la linea della direzione del movimento composto e avrete la tangente della linea curva.

Applicando “parola per parola” la regola si studiano varie curve:

le tangenti alle sezioni coniche, le tangenti alle altre principali curve conosciute dagli antichi e ad alcune curve descritte recentemente, come la lumaca del signor Pascal, la cicloide del signor Roberval, la parabola di secondo genere del signor Descartes, ecc.

L'undicesimo esempio dell'opuscolo riguarda appunto la cicloide che Roberval chiama “roulette” o “trochoide”. La curva è tracciata da un punto B che si trova su una circonferenza quando questa rotola su una retta BC.

Un altro modo per tracciare la curva, che è quello che viene usato da Roberval per trovarne la tangente, è di considerarla come generata dal movimento di una  circonferenza che ruota attorno al suo centro mentre si muove di moto uniforme. I due movimenti sono sincronizzati in modo che quando la circonferenza ha compiuto un giro essa si è mossa per un segmento AD uguale alla sua lunghezza
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Dopo aver descritto la costruzione per punti della curva, Roberval descrive la costruzione della tangente in un punto E qualsiasi sulla base della scomposizione nei due moti simultanei. Per questo, si tracci il cerchio generatore EBC in modo che passi per il punto E, si prenda un arbitrario segmento orizzontale EF (direzione della velocità del moto traslatorio) e sulla tangente al cerchio (direzione della velocità del moto rotatorio) si prenda un segmento EG, uguale ad EF perché le due velocità di rotazione e di traslazione sono uguali. Il segmento EH, diagonale del parallelogrammo EFHG, sarà la direzione della velocità del moto composto che genera la cicloide, e quindi sarà tangente alla cicloide.

2.4. Successi e limiti dei metodi per le tangenti.
Prima di proseguire nella nostra storia, soffermiamoci per un momento a ricapitolare i successi e ad esaminare i limiti dei metodi per le tangenti precedenti all’invenzione del calcolo. I tre metodi che abbiamo discusso –avendo ovviamente tralasciato il metodo puramente geometrico della matematica classica– anche se hanno campi di applicazione se non coincidenti certo molto simili, si fondano su tre principi sostanzialmente diversi. Quello che ha origine dalla Géométrie di Descartes è un metodo strettamente algebrico, e consiste nella messa in formule del fatto che la tangente ha un’intersezione doppia con la curva. La sua struttura è tale che esso si applica solo alle curve algebriche, quelle cioè definite da un’equazione algebrica F(x,y)=0, nella quale F(x,y) è un polinomio in due variabili di grado qualsiasi. Nella sua forma algoritmica di Hudde-Sluse, il metodo si presta ad applicazioni automatiche a partire dall’equazione della curva, senza la necessità di nessuna precedente manipolazione. In conclusione, un metodo semplice, ma il cui campo di applicazione è limitato alle sole curve algebriche. 

Diversamente, il metodo cinematico di Roberval e Torricelli non distingue tra curve algebriche e trascendenti, ma almeno nella sua formulazione originale richiede da una parte che la curva sia data mediante composizione di movimenti (o come si dice oggi, in forma parametrica) e dall’altra che sia possibile calcolare le velocità e le direzioni dei movimenti componenti. 

Infine la tecnica dell’adequazione di Fermat consente di trattare tutte le curve algebriche (in questo caso l’adequazione si ottiene facilmente dall’equazione della curva) sia le curve trascendenti allora conosciute. Da questo punto di vista, sembrerebbe che il metodo di Fermat dia una soluzione completa del problema. 

In realtà le cose non stanno esattamente così. Infatti pur comprendendo le curve trascendenti, il metodo di Fermat entrava in crisi quando si aveva a che fare con curve la cui equazione conteneva un numero considerevole di radicali. La situazione era per molti versi paradossale. Infatti si sapeva che queste curve erano curve algebriche, cioè che con opportune trasformazioni si potevano eliminare i radicali dalla loro equazione. In alcuni casi, ciò non richiedeva nessuno sforzo; ad esempio, l’equazione 
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elevando al quadrato ambedue i membri diventava 

x+y = x4 – 4x2y + 4y2
che è l’equazione di una curva algebrica. In altri casi, la riduzione dell’equazione era più complessa e richiedeva manipolazioni lunghe e laboriose, ma lo stesso Fermat aveva dimostrato che in ogni caso l’eliminazione dei radicali era sempre possibile in linea di principio. Ma se il linea di principio il metodo di eliminazione di Fermat poteva essere applicato a una qualsiasi curva, indipendentemente dal numero e dall'indice delle radici che comparivano nella sua equazione, in linea di fatto il polinomio che risultava da questa eliminazione era spesso di grado così elevato e coinvolgeva un tale numero di termini da non poter essere scritto materialmente. Abbiamo dunque un metodo che insegna come trattare queste curve, ma che non si può utilizzare a causa dell'enorme numero di calcoli che richiede; in breve non è tanto il carattere algebrico, irrazionale o trascendente della curva a determinare l'applicabilità del metodo, quanto la maggiore o minore complessità dell'equazione.

La ragione di questa limitazione sta nel carattere globale comune a tutti i metodi delle tangenti conosciuti. Per capire meglio di cosa si tratta, torniamo per un momento all'origine della teoria di Fermat: il metodo dei massimi e dei minimi. Per trovare il massimo o il minimo di una funzione F(x), Fermat scriveva l'adequazione 

F(x)–F(x0) ≈ 0,

che poi divideva per x-x0: 
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e infine poneva x=x0 per ottenere una vera equazione
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In questa operazione, o meglio sequenza di operazioni, non pochi storici e matematici, a cominciare da Lagrange, hanno visto la prima apparizione della derivata. Per allettante che possa sembrare, questa interpretazione non coglie un punto centrale, che è rilevante soprattutto per comprendere la ragione profonda dei limiti dei vari metodi delle tangenti, non ultimo di quello dello stesso Fermat. In realtà si può con molta maggior ragione affermare che nel metodo di Fermat si trova tutto, tranne la derivata. 

Per capire meglio cosa si intenda, pensiamo un momento al modo in cui oggi si  calcola il minimo o il massimo di una funzione F(x). Per questo, si calcola prima la derivata F´(x), e poi si considera l'equazione F´(x)=0, le soluzioni della quale daranno i possibili punti di massimo o di minimo. Abbiamo dunque un procedimento che si svolge in due passi: il calcolo della derivata, e la soluzione dell'equazione F´(x)=0. Al contrario, se esaminiamo il procedimento di Fermat (ma lo stesso si può dire per tutti gli altri metodi, a cominciare da quello cartesiano), vediamo che questi due passaggi sono fusi in uno, e che esso consiste nello scrivere l'adequazione F(x)–F(x0) ≈ 0 e nel manipolarla fino a giungere all'equazione finale che dà i punti di massimo e di minimo. 

A prima vista, la differenza può sembrare di poco conto. In realtà le conseguenze sono di non piccola portata, e il superamento delle difficoltà connesse col metodo di Fermat sarà uno dei caratteri principali del nuovo calcolo. La derivazione, o meglio la differenziazione è infatti un'operazione, che fa passare da una funzione F(x) alla sua derivata F´(x). Come tutte le operazioni, essa è soggetta a una serie di regole, che permettono di separare le difficoltà; ad esempio  se la funzione F(x) è somma di due funzioni: F(x) = G(x)+ H(x), anche la sua derivata sarà la somma delle derivate corrispondenti: F´(x) = G´(x)+ H´(x). Analogamente la derivata del prodotto può essere calcolata con delle opportune regole, così come esistono degli algoritmi che permettono di calcolare la derivata del quoziente, delle potenze e delle radici di ogni grado, delle funzioni composte. È l'uso sistematico di queste regole che permette di derivare anche funzioni molto complesse, automatizzando un calcolo che senza di esse risulterebbe laboriosissimo, quando non impossibile. 

Contrariamente alla derivata, l'equazione è sempre globale; se la funzione F è somma di due funzioni, F(x) = G(x)+ H(x), l'equazione F(x)=0 non ha nulla a che vedere con le due G(x)=0 e H(x)=0. Non è pertanto possibile separare le difficoltà, che devono sempre essere affrontate tutte insieme. Di qui vengono i limiti dei metodi delle tangenti, che vengono messi in crisi non dal carattere trascendente delle curve in esame, che anzi il metodo di Fermat trattava senza problemi, ma dalla presenza di un cospicuo numero di radicali, che rendeva inapplicabile di fatto anche i metodi più sofisticati. 

Questo punto è colto con precisione da Leibniz, che più volte proporrà come esempio della potenza del suo metodo il  calcolo della tangente a curve molto complesse, come ad esempio quella, contenuta in una lettera a Oldenburg del 21 giugno 1677, di equazione
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Strettamente legato al precedente è un altro fattore bloccante, anch'esso proprio di tutti i metodi delle tangenti: la scelta della sottotangente come parametro per la descrizione della retta tangente. Da un punto di vista geometrico la scelta è la più naturale: dato che la tangente deve passare per il punto dato sulla curva, per individuarla basterà trovare un secondo punto, e quale sarà più semplice dell'intersezione con l'asse delle ascisse? Nondimeno, dal punto di vista analitico essa presenta l'inconveniente essenziale di una completa rigidità rispetto alle relazioni algebriche: quando l'equazione di una curva si scrive come somma di quelle di due o più curve, non c'è nessuna relazione semplice che permetta di risalire dalle sottotangenti di queste a quella della curva di partenza. 

Ambedue questi problemi verranno risolti con l’invenzione del calcolo.
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