5. La diffusione del calcolo. 
La controversia tra Leibniz e Newton ebbe come risultato una separazione quasi completa tra i matematici dell’Europa continentale e i loro colleghi in Inghilterra: come in due continenti senza contatti, il calcolo ebbe un’evoluzione indipendente dalle due parti della Manica. In Europa, almeno fino alla metà del Settecento, tutti i seguaci del nuovo calcolo erano leibniziani; e questo non solo perché utilizzavano la terminologia e le notazioni introdotte dal matematico tedesco, ma soprattutto perché i problemi –in primo luogo quello dell’integrazione delle equazioni differenziali e della loro applicazione alla meccanica e alla geometria– venivano affrontati nell’ambito di quello che si può definire un vero e proprio programma leibniziano, consistente nella ricerca di soluzioni esplicite in termini finiti anche a prezzo di limitare drasticamente la portata dei metodi. Al contrario, in Inghilterra era il calcolo newtoniano che aveva la preminenza assoluta; un calcolo nel quale un posto di estrema rilevanza era occupato dalle serie, che qui erano considerate come capaci di fornire la soluzione di quasi tutti i problemi, mentre sul continente esse erano viste soprattutto come metodi di approssimazione. L’uso generalizzato delle serie, che inizialmente aveva costituito un indubbio vantaggio per i matematici inglesi, doveva presto rivelarsi un handicap capace di frenare e addirittura di bloccare lo sviluppo della matematica inglese.

5.1. Il calcolo leibniziano in Europa.
Un contributo essenziale nello sviluppo e nella diffusione del calcolo leibniziano viene da vari esponenti della famiglia Bernoulli, in particolare dai fratelli Jacob e Johann, che furono i primi a impadronirsi delle tecniche del calcolo infinitesimale e i più ardenti fautori dei nuovi metodi. Nel 1691 Johann soggiorna a Parigi e qui partecipa agli incontri del circolo culturale costituitosi attorno a Malebranche. Tra gli altri incontra qui il marchese Guillaume François de l'Hospital (1661-1704) al quale dà lezioni sul nuovo calcolo. Dagli appunti manoscritti relativi ha origine il trattato Analyse des infiniments petits che l'Hospital pubblica anonimo a Parigi nel 1696. Questa prima esposizione sistematica del calcolo differenziale – che sarà completata cinquant’anni più tardi con le Lectiones mathematicae de methodo integralium, inserite nelle Opere di Johann Bernoulli, per la parte relativa al calcolo che Leibniz aveva chiamato “sommatorio” ma che poi ha preso il nome di “calcolo integrale”– ottiene un grande successo e diviene il testo su cui si formano generazioni di matematici. Tra i primi ad impadronirsi del calcolo sono da menzionare Jacob Hermann, che insegnò in Italia e in Germania e Pierre Varignon in Francia. 

L' Analyse si apre con alcune definizioni, tra cui quella di differenziale, e con due postulati o “richieste o supposizioni”:

La parte infinitesima di cui è continuamente aumentata o diminuita una quantità variabile è chiamata differenza di quella quantità [...]

È evidente che la differenza di una quantità costante è nulla o zero, ovvero (ciò che è la stessa cosa) le quantità costanti non hanno differenza [...].

I. Richiesta o supposizione 

Si richiede che due quantità la cui differenza è infinitesima possano essere usate indifferentemente l'una per l'altra [...]

II. Richiesta o supposizione

Si richiede che una linea curva possa essere considerata come la collezione di una infinità di linee rette, ciascuna infinitesima, ovvero (ciò che è la stessa cosa) come poligono di un numero infinito di lati, ciascuno infinitesimo, che tramite gli angoli tra essi formati determinano la curvatura della linea [...]

Vengono poi esposte le regole di differenziazione per le ordinarie operazioni e le successive sezioni del volume sono dedicate alla applicazione del calcolo a problemi geometrici come la ricerca delle tangenti, la determinazione di massimi, minimi e flessi di una curva, lo studio della curvatura, delle evolute, delle caustiche, degli inviluppi.

Nella sezione IX si trova la cosiddetta “regola di L'Hospital”, relativa al “valore” di una funzione nei punti in cui essa assume la forma 0/0. 

Sia AMD (AP=x, PM=y, AB=a) una linea curva tale che il valore dell'ordinata y sia espresso da una frazione il cui numeratore e denominatore diventano ciascuno zero quando x=a, ossia quando il punto P cade sul punto dato B. Si domanda quale debba essere allora il valore dell'ordinata BD.
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Si considerino due curve ANB, COB, tali che l’ordinata PN esprima il numeratore, e la PO il denominatore della frazione che esprime la curva, in modo che PM=PN/PO. È chiaro che queste curve si incontreranno nel punto B, dato che PN e PO diventano ambedue nulle quando il punto P cade in B. Ciò posto, si prenda un’ordinata bd infinitamente vicina a BD, che incontra le curve ANB, COB nei punti f,g. Ora è chiaro che quando l’ascissa AP diventa AB le ordinate PN, PO si annullano, e che quando AP diventa Ab esse diventano bf, bg. Di conseguenza queste ordinate bf, bg sono i differenziali delle ordinate delle curve ANB, COB. Se allora si prende il differenziale del numeratore e lo si divide per il differenziale del denominatore, si avrà il valore cercato ponendo x=a. 

5.2. Il problema della brachistocrona.
Uno dei metodi utilizzati per vincere la resistenza che in vari ambienti veniva esercitata contro le nuove tecniche infinitesimali, non a torto accusate di mancanza di rigore specie se paragonate ai metodi classici, fu di mostrare come esse fossero in grado di risolvere problemi altrimenti inattaccabili. In molti casi, questi problemi venivano proposti come sfide a tutti i matematici, che erano invitati a risolverli entro un lasso di tempo definito. Tra le questioni proposte, spicca per la sua importanza quella della brachistocrona o curva di discesa più rapida, proposto nel 1696 da Johann Bernoulli sugli Acta eruditorum.

Il problema è il seguente: dati due punti in un piano verticale trovare, tra tutti gli archi di curva che li congiungono, la traiettoria che una particella pesante deve percorrere per andare da un punto all'altro in modo che il tempo di percorrenza sia il minore possibile.

Si tratta di uno dei primi problemi di calcolo delle variazioni; in termini moderni si tratta infatti di minimizzare l'integrale che esprime il tempo di discesa in funzione della curva. Sulla differente natura di questo problema rispetto alle questioni di massimo e minimo fino ad allora risolte Jacob Bernoulli osservava: 

I geometri hanno fino ad ora utilizzato il metodo dei massimi e minimi per quei problemi in cui fra infinite parti o funzioni di una sola curva data se ne cerca una massima o minima; ma non hanno pensato di applicarla laddove fra le infinite curve non date se ne cerca una a cui competa un qualche massimo o minimo.

Con tecniche diverse e indipendentemente la “brachistocrona” (dal greco (, il più breve e (tempo), detta anche “oligocrona” o “curva celerrimi descensus”, viene determinata da Newton, Leibniz, l'Hospital, Johann e Jacob Bernoulli che l'anno successivo pubblicano, sempre sugli Acta eruditorum, le loro soluzioni.
Sorprendentemente la soluzione del problema è una curva già nota: la cicloide, per la quale Huygens aveva non molto tempo prima dimostrato anche la proprietà dell'isocronia, vale a dire che le oscillazioni di una particella attorno al punto di equilibrio su una traiettoria cicloidale vengono compiute in tempi uguali indipendentemente dalla loro ampiezza. 

La soluzione del proponente Johann riconduce il problema della traiettoria più rapida al problema del cammino di un raggio di luce in un mezzo di indice di rifrazione variabile opportunamente scelto. Dalle teorie della rifrazione Johann estrae due principi. Il primo, dovuto a Fermat, stabilisce che un raggio luminoso che si propaga in un mezzo di densità variabile, e quindi con velocità variabile, rende minimo il tempo di percorrenza tra due punti. Pertanto il problema proposto è equivalente a trovare il percorso di un raggio di luce attraverso un mezzo nel quale la velocità della luce varia in modo da simulare quella di un grave cadente. Il secondo principio è essenzialmente la legge dei seni stabilita indipendentemente da Snell e da Descartes: se un raggio di luce si propaga in un mezzi di densità variabile, il seno dell’angolo di rifrazione –cioè dell’angolo tra il raggio e la verticale– è proporzionale alla velocità della luce. Ambedue questi principi erano stati estesi da Huygens al caso di un indice di rifrazione variabile con continuità.  
Johann Bernoulli

Curvatura radiis in diaphanis non uniformibus.

Ciò premesso, la nostra curva brachistocrona sarà quella che descrive un raggio di luce attraverso un mezzo la cui rarità sia proporzionale alla velocità acquistata da un grave cadente. 
Sia dunque FGD questo mezzo, limitato dall’orizzontale FG, sia A il punto radiante, AD la verticale AHE la curva le cui ordinate HC determinano la velocità del raggio nel punto M e AMB la curva cercata. Si ponga AC = x, CH = t, CM = y, il differenziale Cc = dx, il differenziale nm = dy e il differenziale Mm = dz.  Il seno dell’angolo che la curva fa con la verticale è mn/Mm = dy/dz, e quindi per quanto abbiamo detto, avremo ady = tdz, dove a è una costante. Si ha dunque a2 dy2 = t2dz2 = t2 dx2+t2 dy2, e dunque si troverà per la curva richiesta l’equazione differenziale 
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Mettiamoci ora nel caso particolare, come voleva il problema proposto, che –come dimostrato da Galileo– le velocità dei gravi cadenti siano proporzionali alle radici delle altezze di caduta. In questo caso la curva AHE è una parabola, cioè t2=ax. Se si sostituisce il valore 
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[image: image5.wmf]x

a

x

dx

dy

-

=


da cui concludo che la curva brachistocrona è una cicloide. Se infatti si fa ruotare su AG un cerchio  di diametro a, cominciando dal punto A, esso descriverà una cicloide, che si troverà avere la stessa equazione differenziale.

La soluzione del fratello Jacob è più geometrica ed è anche piuttosto laboriosa, ma contiene un'idea più generale utilizzabile anche in altri casi: se una curva minimizza il tempo globalmente, deve minimizzarlo anche localmente; in altre parole, anche una porzione minima della curva ha la stessa proprietà di minimo. Per determinare i punti della curva Jacob considera incrementi infinitesimi di ascisse, come EC, ed ordinate, come GE, ed inoltre incrementi ottenuti da variazioni a loro volta infinitesime rispetto a questi, come GL rispetto a GE. Con considerazioni geometriche e semplici relazioni tra velocità e spazi percorsi, egli opera su queste quantità infinitesime di primo  di secondo ordine, ottenendo infine che ascisse e ordinate devono soddisfare la relazione 
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, che caratterizza la cicloide.
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Jacob Bernoulli

Solutio problematum fraternorum
Sia ACGDB la curva cercata, cioè quella per la quale un grave discende da A a B nel tempo minimo possibile, e in essa si prendano due punti C e D vicini quanto si vuole; dico che tra tutte le curve che hanno estremi C e D la porzione di curva CGD è quella per la quale un grave, dopo essere caduto da A a C, impiega il tempo minimo. Se infatti supponessi che un’altra curva CLD venga percorsa in un tempo minore, anche il tempo per ACLDB sarebbe minore di quello per ACGDB, contro l’ipotesi. 

5.3. La nascita del concetto di funzione.
La parola “funzione” appare per la prima volta in un manoscritto di Leibniz del 1673 dal titolo Methodus tangentium inversa seu de functionibus e si ritrova in articoli a stampa successivi nonché, ripetutamente, nella corrispondenza con Johann Bernoulli. Il calcolo differenziale di Leibniz, come quello di Newton, ha come oggetto curve: problemi tipici sono quelli di trovare tangenti e quadrature di curve date o di trovare curve a partire da loro proprietà. 

Dall'idea di curva come luogo di punti che soddisfano una certa equazione del tipo F(x,y)=0, dove F è per lo più un polinomio nelle variabili x e y, inizia però a essere focalizzato il fatto che le “applicate”, cioè le ordinate, dipendono da operazioni effettuate sulle ascisse. 

Nel 1718 Johann Bernoulli, in un articolo apparso nelle memorie dell'Académie des Sciences di Parigi, dà la seguente definizione:

Chiamo funzione di una grandezza variabile una quantità composta in una maniera qualunque da questa grandezza variabile e da costanti.
La definizione data da Eulero all'inizio dell'Introductio in analysin infinitorum riprende e precisa quella di Bernoulli: funzione è un'espressione analitica costruita a partire dalla variabile x mediante una serie di operazioni. Con Eulero il concetto di funzione da una parte prende il sopravvento su quello più generale ma meno duttile di relazione e dall’altra sostituisce quello newtoniano di serie, con il quale comunque conserva non pochi legami.

L'idea di Eulero è infatti che ogni funzione di una variabile possa essere rappresentata come serie di potenze di quella variabile del tipo A+Bx+Cx2+Dx3+... . Egli trova tali sviluppi per tutte le usuali funzioni, incluse le trascendenti circolari sin x, cos x, tg x e le loro inverse, che egli riprende da Newton, nonché quelli  delle funzioni esponenziali e logaritmiche ex e log(1+x). Afferma poi “Se qualcuno ne dubita il dubbio verrà rimosso dallo sviluppo di ogni funzione”, senza però ovviamente poterne fornire una dimostrazione. Più avanti allora egli dà un’ulteriore generalizzazione della prima definizione, includendo potenze qualsiasi, non solo intere, della variabile:

Affinché questa spiegazione possa essere anche più ampia, oltre alle potenze di z che hanno esponenti positivi, ogni potenza qualunque dovrebbe essere ammessa. Allora non ci sarà più alcun dubbio che ogni funzione di z possa essere trasformata in un'espressione infinita di questo tipo: 

Az(+Bz(+Cz(+Dz( + ... 

dove ... denotano numeri qualunque.

L'idea euleriana di funzione è ancora lontana da quella moderna: un'importanza preponderante è assunta dal fatto che una funzione sia descrivibile nel suo intervallo di definizione per mezzo di un'espressione analitica singola. Sono queste le funzioni continue secondo Eulero, che chiama discontinue quelle funzioni, come |x|, che sono definite in maniera diversa in diversi intervalli:
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Solo più tardi, a seguito di varie discussioni riguardanti in particolare la corda vibrante, Eulero accetterà la possibilità di funzioni cosiddette “discontinue”, cioè descritte da un'espressione in un intervallo e da una diversa in un altro.

Leonhard Euler

Introductio in analysin infinitorum

Una quantità costante è una quantità determinata che conserva sempre lo stesso valore.

Quantità di questo tipo sono i numeri di qualunque genere, dunque ciò che sempre conserva quel valore che ha assunto; e se si devono indicare quantità costanti di questo tipo con dei simboli, si usano le prime lettere dell'alfabeto a, b, c, ecc. Nell'analisi comune dove si considerano soltanto quantità determinate queste prime lettere dell'alfabeto indicano usualmente le quantità note mentre le ultime indicano le quantità incognite; ma nell'analisi sublime questa distinzione non vale più, poiché qui si guarda ad un'altra differenza fra le quantità e cioè alcune si prendono costanti ed altre invece variabili [...] .

Una funzione di quantità variabili è un'espressione analitica composta in una maniera qualunque da questa quantità variabile e da numeri o quantità costanti.
5.4. Il calcolo in Italia.
Leibniz si recò in Italia nel marzo del 1689 con l'incarico di studiare la genealogia della casa d'Este in relazione con quella di Braunschweig-Lüneburg, e vi rimase fino al marzo successivo, soggiornando sei mesi a Roma e visitando anche Venezia, Ferrara, Bologna, Napoli e Firenze. Durante il viaggio egli stabilì anche contatti con matematici e studiosi, adoperandosi per diffondere il suo nuovo calcolo in Italia. Nel 1692 il Giornale de' letterati di Modena ospitò una sua soluzione del problema della catenaria, consistente nel trovare la configurazione di equilibrio di una corda pesante. La soluzione è preceduta da un'introduzione in cui si parla del nuovo calcolo. 

Nonostante queste prove di fecondità, il calcolo leibniziano stenta a farsi strada nell'ambiente scientifico italiano, legato a una tradizione geometrica classicheggiante che ha come maggiori esponenti i fratelli Ceva e Vincenzo Viviani, che essenzialmente non avevano nemmeno accettato gli indivisibili di Cavalieri, per non parlare della geometria cartesiana. In particolare Viviani lo giudicava “un giochetto da ragazzi”, capace di risolvere solo problemi posti al suo interno; né valse a farlo ricredere l’immediata soluzione che Leibniz diede al problema della “finestra di Viviani”, che il matematico fiorentino aveva diffuso per tutta Europa utilizzando anche le vie diplomatiche del Granducato. 

Fu solo agli inizi del Settecento, con l’entrata in campo di una nuova generazione di matematici, in particolare quelli che si raccoglievano attorno ai fratelli Manfredi in una società che più tardi diventerà l’Accademia delle Scienze di Bologna, che la geometria cartesiana e il calcolo fecero la loro comparsa in Italia. 

Uno dei fattori che determinò la diffusione della nuova analisi fu legato alla cattedra di matematica dell’università di Padova. Nel 1697 era morto Stefano Angeli, un allievo di Cavalieri che dal 1662 ricopriva la cattedra padovana. Dopo una serie di vicende e intrighi accademici, nel 1707 la cattedra di Matematica venne assegnata a Jacob Hermann, che si era formato a Basilea dove avevano insegnato Jacob e poi Johann Bernoulli. La sua presenza fece di Padova un centro fondamentale per lo studio e la diffusione del calcolo leibniziano. Hermann vi rimase fino al 1713, intrecciando una fitta rete di contatti e divenendo il punto di riferimento per i matematici italiani che volevano confrontarsi con i nuovi metodi analitici. A lui succedette Nicolaus I Bernoulli (1687-1759), mentre altri membri della famiglia Bernoulli, Nicolaus II (1695-1726) e Daniel (1700-1782), soggiornarono a lungo a Venezia. 

Nel 1710 nacque poi il Giornale de' letterati di Italia che raccoglierà alcuni dei lavori e dei dibattiti scientifici ormai avviati e che si svilupperanno negli anni successivi.

Tra le prime opere pubblicate da matematici italiani in cui il nuovo calcolo differenziale fa la sua comparsa troviamo quelle di Guido Grandi. 

Nel 1703 Grandi pubblicò la Quadratura circuli et hyperbolae. Qui non si trovano particolari contributi originali, ma i risultati già provati da altri sono oggetto di una autonoma rielaborazione e risistemazione. La prima parte dell'opera si occupa della quadratura del cerchio che viene ottenuta mediante la somma della serie  
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, peraltro già dimostrata da Leibniz; la seconda parte è invece dedicata all'iperbole e la quadratura di una regione è qui ricondotta alla serie 
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Quanto ai metodi differenziali, nella prefazione Grandi scrive:

ho anche inserito di quando in quando anche i dx, dy caratteristici del calcolo differenziale e il loro modo di essere differenziati e sommati. Li avessi potuti introdurre anche nei miei opuscoli precedenti! Ma allora i segreti di quel metodo mi erano inaccessibili, mentre ora, provata la loro utilità e fecondità, perché non inserirli tra gli altri metodi a me familiari? Inoltre il significato dei simboli è molto chiaro, poiché non significa altro se non una differenza infinitamente piccola tra le stesse x e y, e facilmente troverai esposte le regole stesse del calcolo se osserverai e sfoglierai attentamente questo trattato, nel caso in cui tu non volessi ricorrere al chiarissimo L'Hospital che le spiega in modo più completo nel trattato degli infinitamente piccoli.

L'utilizzo dei metodi differenziali da parte di Grandi resta comunque piuttosto sporadico. Un'occasione per esporne alcuni rudimenti è costituita da una lettera ricevuta da Gabriele Manfredi sulla quadratura dell'iperbole che viene inserita nella seconda parte dell'opera. Per chiarire il procedimento esposto da Manfredi, Grandi infatti aggiunge una serie di note in cui spiega i passaggi e descrive le regole del nuovo calcolo.

Guido Grandi

Quadratura circuli et hyperbolae

Infatti la “differenza” di una qualunque potenza dell'incognita x è la stessa potenza moltiplicata per il suo esponente e “differenziata” di una sua dimensione, lasciando invariate le costanti per cui è moltiplicata, costanti in verità per le quali la “differenza” è nulla, come è dimostrato nel Tractatus de infinitis infinitorum et infinite parvorum nello scolio alla prop. V, e dunque differenziando questa serie [
[image: image11.wmf]6

5

4

3

2

6

5

4

3

abx

abx

abx

abx

abxx

+

+

+

+

  ecc. ] si ottiene quella precedente 
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I maggiori contributi dei matematici italiani al calcolo si trovano nelle ricerche sull’integrazione delle equazioni differenziali. Abbiamo già visto come Newton avesse risolto in generale il problema rappresentando la soluzione sotto forma di una serie i cui coefficienti possono essere calcolati uno dopo l'altro. 

Sul continente invece, in mancanza di un metodo generale, si studiarono classi particolari di equazioni con il proposito di ridurre la loro soluzione alle quadrature, cioè al calcolo di alcuni integrali.

Si assiste così in primo luogo alla soluzione delle equazioni a variabili separabili, cioè del tipo A(x)dx+B(y)dy=0, e poi a tutta una serie di studi miranti a ricondurre a queste ultime, mediante opportune trasformazioni, classi sempre più vaste di equazioni.

Un tipico esempio è costituito dalle equazioni omogenee y’=f(x,y), in cui il secondo membro f(x,y)  è una funzione omogenea di grado zero ossia una funzione del solo rapporto y/x. In questo caso, ponendo y=wx, si ottiene per w un'equazione a variabili separabili.

Nello studio di queste equazioni che permettono di risolvere classi sempre più vaste di equazioni differenziali, si distinsero i Bernoulli, Eulero, a cui si deve l’integrazione delle equazioni differenziali lineari, gli italiani Gabriele Manfredi e Iacopo Riccati e, più tardi, Lagrange e Clairaut.

In particolare, il procedimento generale per le equazioni omogenee venne descritto da Manfredi nel suo De constructione aequationum differentialium primi gradus (1707), il primo libro in assoluto dedicato all’integrazione delle equazioni differenziali, che fu molto apprezzato da Leibniz ed altri matematici europei.

A partire dal risultato di Manfredi, Iacopo Riccati studiò varie generalizzazioni e determinò vari casi di equazioni che si possono ricondurre alla forma precedente con opportune sostituzioni. Tra queste un posto importante spetta alla cosiddetta  “equazione di Riccati” 
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, per la quale trovò alcuni valori degli esponenti che la rendono risolubile. La determinazione di tutti i valori degli esponenti  per i quali l’equazione di Riccati è risolubile fu compiuta più tardi da Daniel Bernoulli ed Eulero.

Iacopo Riccati

Della separazione delle indeterminate nelle equazioni differenziali del primo grado, e della  riduzione delle equazioni differenziali del secondo grado e d'altri gradi ulteriori

Caso I

Sia generalmente proposta l'equazione di tre membri
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Se m=n+r=s allora siamo nel caso sciolto dal Signore Manfredi; ma supposto che non ci sia fra le somme degli esponenti la necessaria egualità, cerchiamo almeno in quali casi con un poco di artifizio ci può venir fatto di trasformare la formola proposta in una equivalente, in cui si verifichi la condizione prescritta. Così se non potremo separare generalmente le variabili, determineremo però infiniti casi, ne' quali la separazione succede felicemente. [...]
Elegantissima sembrami la soluzione del Signore Daniello Bernoulli, ch’io non farò altro che trascrivere traducendola dall’idioma latino nell’italiano.

“Il problema del Conte Jacopo Riccati, proposto con poca alterazione, può ridursi a questa più semplice formola (A) axndx + u2dx= bdu, nella quale si anno a determinare i valori dell’esponente n, acciocché succeda la separazione dell’indeterminate, e l’equazione possa costruirsi colle sole quadrature. Premetto alla soluzione i due seguenti lemmi.

Lemma I

Se la formola (A) ammette la separazione dell’indeterminate nel caso n=m, la riceverà nel caso 
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Lemma II

Se la formola (A) riceve la separazione dell’indeterminate nel caso n=m, l’ammetterà altresì nel caso n = –m–4. [...]

Premessi questi due lemmi, agevolmente si ottiene la soluzione del problema. A questo fine considero che stando nella formola (A) n=0, succede la separazione delle indeterminate dividendo la formola per a+u2. Il primo caso dunque della separazione è n=0, che pel lemma secondo dà un altro caso n= –4, da cui pel lemma primo un nuovo caso si ottiene: n= –4/3, il quale pel lemma secondo si converte nell’altro n= –8/3, e così alternando l’applicazione dei due lemmi all’infinito, si scuoprono sempre nuovi valori dell’esponente n, che tutti si contengono nella formola universale 
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, dove g può significare qualunque numero intero o affermativo o negativo”. 
5.5. La lemniscata e gli integrali ellittici
In relazione al problema di determinare la forma che una verga sottile assume sotto l'azione di determinate forze, Jacob Bernoulli introduce la curva detta “lemniscata”, la cui equazione in coordinate cartesiane è (x2+y2)2=a2 (x2–y2). Nel problema della verga Bernoulli infatti si imbatte in un integrale irrazionale del quale non sa trovare l'espressione esplicita in termini di funzioni trascendenti elementari. Tale integrale ha la forma 
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la stessa che esprime la lunghezza dell'arco di lemniscata e che, parimenti, Bernoulli afferma non essere esprimibile in termini di funzioni elementari. Integrandi irrazionali di tipo analogo compaiono anche nei tentativi di rettificare l'ellisse, la lunghezza del cui arco ha grande importanza nell'astronomia, e vengono perciò chiamati “integrali ellittici”.

Le prime indagini sugli integrali ellittici si indirizzano non tanto nel calcolarli, quanto a ridurre i più complicati a quelli che si presentano nella rettificazione dell'ellisse o dell'iperbole, che appartiene sempre a questa classe, o a trovare somme o differenze di archi che siano comunque esprimibili esplicitamente. 

In questo contesto si inseriscono i lavori del marchese Giulio Carlo Fagnano, che dimostra ad esempio che la differenza di due qualunque archi di ellisse è esprimibile algebricamente.

A partire dal 1714 lo stesso Fagnano si occupa anche della rettificazione della lemniscata mediante archi di ellisse e di iperbole e trova varie relazioni algebriche soddisfatte dai suoi archi. Inoltre stabilisce come determinare i punti che dividono in un certo numero di parti l'arco o l'area di un quadrante della curva. Le sue ricerche attirarono più tardi l'attenzione di Eulero che le riprese e le ampliò in varie direzioni.

Giulio Carlo de' Toschi Fagnano

Produzioni matematiche

Supposizioni note agli intendenti del calcolo infinitesimale. -

Sia la lemniscata CQACFC (figura 24), il cui semiasse CA=a; si sa che prendendo nel centro C l'origine dell'abscisse x e chiamando y le ordinate che sono all'asse normali, la natura della lemniscata s'esprima con quest'equazione 
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. Si sa ancora che se si chiama z la corda indeterminata 
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 e l'arco inverso QA= arc CA–arc CQ =
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5.6. I trattati di calcolo infinitesimale.

Verso la metà del Settecento appaiono in Italia alcuni trattati di calcolo infinitesimale, più elementari del volume di Manfredi che presupponeva la conoscenza dei fondamenti dell’analisi. Tra questi, spicca il trattato in due volumi scritto dalla prima donna matematica dell’età moderna: le Istituzioni analitiche di Maria Gaetana Agnesi, pubblicato nel 1748, lo stesso anno dell’Introductio di Eulero. Si tratta di un’opera volutamente elementare, che nelle intenzioni dell’autrice era indirizzata alla preparazione dei giovani studenti. Scrive Agnesi nell'introduzione:

Non avvi alcuno il quale informato essendo delle Matematiche cose non sappia altresì quanto, in oggi spezialmente, sia necessario lo studio dell'analisi e quali progressi si sieno con questa fatti, si facciano tuttora, e possano sperarsi nell'avvenire; che però non voglio né debbo trattenermi qui in lodando questa scienza, che punto non ne abbisogna, e molto meno da me. Ma quanto è chiara la necessità di lei, onde la Gioventù ardentemente s'invogli di farne acquisto, grandi altrettanto sono le difficoltà che vi s'incontrano, sendo noto e fuor di dubbio che non ogni città, almeno nella nostra Italia, ha persone che sappiano o vogliano insegnarla e non tutti hanno il modo di andar fuori della Patria a cercarne i maestri.

Con l'intenzione dunque di raccogliere e riordinare con chiarezza e semplicità, omettendo tutto il superfluo, senza lasciare cosa alcuna che esser possa utile o necessaria sono redatti i due tomi. Il primo s'intitola Dell'analisi delle quantità finite, e contiene elementi di algebra e geometria analitica con lo studio di varie curve tra cui la versiera a cui è rimasto legato il nome dell'Agnesi. Il secondo riguarda invece il calcolo ed è diviso nei tre libri Del calcolo differenziale, Del calcolo integrale, Del metodo inverso delle tangenti. Alcuni decenni più tardi (1765) è da registrare un altro trattato in più volumi, dovuto ai gesuiti Vincenzo Riccati (figlio di Iacopo) e Gerolamo Saladini, le Institutiones Analyticae. Ma in quel momento la matematica italiana attraversa un periodo di grave involuzione, dal quale emergerà pienamente solo nella seconda metà dell’Ottocento. 

Maria Gaetana Agnesi

Istituzioni analitiche ad uso della gioventù italiana.
Dato il semicircolo ADC del diametro AC si ricerca fuori di esso il punto M tale che condotta MB normale al diametro AC che taglierà il circolo in D, sia AB:BD=AC:AM, e perché infiniti sono i punti M che soddisfanno al problema, se ne dimanda il luogo.
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Sia M uno di questi punti, e chiamata AC = a, AB = x, BM = y, sarà, per la proprietà del circolo, BD=
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, e per la condizione del problema, sarà AB:BD = AC:BM, cioè x : 
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, equazione della curva da descriversi, che dicesi la Versiera.

Eliminate le radici, l'equazione della versiera è dunque xy2=a2 (a–_______________________________________________________________________________________________________________________________x). 

5.7. Il calcolo in Gran Bretagna.
Come abbiamo più volte ripetuto, il calcolo newtoniano consisteva in un uso combinato delle flussioni e delle serie, una miscela che fin dall’inizio aveva consentito di risolvere con un metodo uniforme i problemi delle tangenti sia diretti che inversi. Lo stesso Newton aveva ribadito più volte questa superiorità del suo metodo rispetto a quello di Leibniz, che invece in più di un caso doveva arrestarsi davanti a equazioni e quadrature che non potevano essere date in termini finiti:

Se l’operazione non arriva a dare equazioni finite, Newton ricorre in genere alle serie convergenti; per cui il suo metodo risulta incomparabilmente più universale di quello di Leibniz, che prende in considerazione le sole equazioni finite e dove il metodo delle serie non ha alcun ruolo. 

È vero che lo stesso Newton aveva più volte detto che l’uso delle serie infinite doveva essere considerato come un’ultima risorsa, da adoperarsi solo quando non si riesce a trovare la soluzione in termini finiti, ma questo era esattamente il caso nella maggior parte dei problemi, che solo raramente ammettevano una soluzione esplicita in termini di funzioni conosciute. Prendiamo ad esempio il caso dell’equazione di Riccati: perché affaticarsi a trovare i pochi casi in cui essa è risolubile esplicitamente quando la si può trovare sotto forma di una serie in ogni caso? Oppure, a che pro studiare gli integrali ellittici e le loro trasformazioni –uno studio che porterà nell’Ottocento alla teoria delle funzioni ellittiche– quando l’integrale in questione si può calcolare con una serie? 

Le serie dunque sono le indiscusse protagoniste della matematica inglese post-newtoniana; un algoritmo che conduce immancabilmente alla soluzione di ogni problema del calcolo. 

Ma che tipo di soluzione è quella data da una serie? Ovvero, in che senso una sequenza di termini, per lo più ottenuti non con una formula generale ma uno dopo l’altro, può essere considerata la soluzione di un problema di geometria o di meccanica? Il fatto è che, indipendentemente da questioni di convergenza, che all’epoca era un concetto piuttosto vago e non esente da equivoci, una serie è sempre una rappresentazione locale della funzione di cui prende il posto. Se si vogliono trovare proprietà globali delle soluzioni, o soltanto stabilirne l’andamento qualitativo, nella maggior parte dei casi la sua rappresentazione come serie non è di nessun aiuto. Per essere più precisi, supponiamo –cosa che non ha fatto– che Newton avesse espresso la traiettoria di un pianeta intorno al Sole mediante una serie; come si sarebbe potuto ricavarne che si trattava di un’ellisse, o semplicemente che era una curva chiusa? A chi sceglie di usare le serie si pone immediatamente il problema di risalire dalla serie alla funzione generatrice; problema insolubile se non in casi estremamente particolari. 

In conclusione, l’uso delle serie chiude i problemi ma non li risolve; la superiorità iniziale si traduce nel giro di pochi decenni in un handicap pesante, tanto più che la rottura tra la matematica inglese e quella continentale –frutto della controversia sull’invenzione del calcolo– impedirà per tutto il Settecento ai matematici inglesi di adottare i metodi leibniziani.

Non c’è allora da sorprendersi se da una parte i più importanti matematici inglesi del Settecento –Taylor, MacLaurin– abbiano legato il proprio nome a teoremi che riguardano le serie di potenze, e dall’altra se in un ambiente tutto sommato privo di stimoli abbiano attecchito diatribe e controversie relative ai fondamenti logici del calcolo, controversie che in mancanza di un’adeguata maturazione non potevano che rivelarsi sterili.

Nel 1734 il filosofo e vescovo irlandese George Berkeley pubblicò un opuscolo intitolato The Analist , scritto sotto forma di “discorso rivolto a un matematico infedele” (probabilmente l'astronomo Halley) in cui la fondatezza del calcolo viene fatta oggetto di dura e puntuale critica. Berkeley centrava con molta precisione il principale punto debole della costruzione newtoniana, così come di quella dei “matematici stranieri”, cioè dei collaboratori di Leibniz. Si tratta rispettivamente della definizione stessa di flussione e di incrementi infinitesimi.

Per calcolare la flussione di una funzione f(x), dice Berkeley, si deve infatti calcolare il rapporto incrementale 
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e poi porre o=0. Ma dividendo per o si fa tacitamente l'ipotesi che o non sia nullo e una volta effettuata la divisione non è lecito dunque porre o=0. Dice Berkeley:

Fin qui ho supposto che x fluisca, che x abbia il reale incremento o, che o sia qualche cosa. E sono andato avanti sempre basandomi su tale supposizione, senza la quale non avrei potuto fare alcun passo. È precisamente partendo da questa supposizione che sono prevenuto a calcolare l’incremento di xn, che ho potuto confrontarlo con l’incremento di x, e che ho potuto calcolare il rapporto dei due incrementi. E ora mi permetto di fare una supposizione contraria alla prima, ossia suppongo che non vi sia alcun incremento di x, che o è niente; la quale seconda supposizione distrugge la prima ed è incompatibile con essa, e di conseguenza con tutto quello che da essa si deduce. E tuttavia mi permetto di ritenere il termine nxn–1, che è un’espressione ottenuta in virtù della prima supposizione, che necessariamente presupponeva tale supposizione e che non poteva essere ottenuta senza di essa. Questo sembra un modo di argomentare piuttosto inconsistente e come tale non sarebbe ammesso in teologia. 
L'altra definizione newtoniana, basata sulle prime e ultime ragioni, prevede invece la considerazione del rapporto non quando e è uguale a zero, né quando e è diverso da zero, ma nel momento stesso in cui si annulla e il triangolo caratteristico si contrae in punto. Di questa formulazione ancora più oscura Berkeley si fa facilmente gioco: 

Questo è assolutamente inconcepibile. Eppure vi sono alcuni i quali mentre esprimono disappunto all'enunciazione di qualsiasi mistero, per quanto li concerne non fanno alcuna difficoltà, capaci di scolare un moscerino e di inghiottire un cammello [...]

e più avanti:

E che cosa sono queste flussioni? Le velocità di incrementi evanescenti. E che cosa sono questi incrementi evanescenti? Essi non sono quantità finite, non sono infinitesimi, non sono niente. E allora non dobbiamo forse chiamarli spettri di quantità defunte?

La critica di Berkeley non si limita all'attacco puro e semplice ai fondamenti del calcolo; essa deve infatti discutere le ragioni del successo della nuova analisi nell'affrontare e risolvere problemi con un'ampiezza prima neanche immaginabile. Egli tenta allora di spiegare come da principi così precari possano discendere risultati tanto sorprendenti. Per Berkeley questi successi sono dovuti a una compensazione degli errori. 
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Supponiamo ad esempio di voler trovare la tangente a una curva y(x), ossia la sua sottotangente, cioè il segmento AD. Dalla proporzionalità dei triangoli ADP e RPQ si ha AD=AP ×PR/QR= ydx/QR. Ora, dice Berkeley, si commette un primo errore considerando il punto Q come se fosse sulla curva invece che sulla tangente, cioè scrivendo dy=y(x+dx)–y(x) al posto di QR, un errore che non può essere trascurato se dx è diverso da zero. D'altra parte, dopo aver fatto le dovute semplificazioni, nel quoziente dy/dx si pone dx=0: un secondo errore che compensa il primo e che conduce al risultato esatto AD=y/y'.

La mutua cancellazione dei due errori porta dunque a risultati esatti e si arriva “se non alla scienza, almeno alla verità”; una tesi che verrà ripresa anche nelle Refléxions sur la métaphysique du calcul infinitesimal del 1797 da Lazare Carnot, che all’elisione fortuita sostituirà una teoria della necessità della compensazione degli errori per dare al calcolo una base sicura.

Le tesi di Berkeley condizionarono non poco il corso dell'analisi inglese; se matematici poco dotati presero le difese della teoria con argomentazioni in genere ripetitive e superficiali, altri si impegnarono a fondo in vani tentativi di eliminare le controverse flussioni dall'analisi. Fra questi, Colin MacLaurin che nel 1742 in difesa del metodo di Newton pubblicò il Treatise of fluxions, dove tentava un'esposizione sistematica in termini rigorosamente geometrici della teoria delle flussioni evitando infiniti e infinitesimi, primi e ultimi rapporti e basandosi sulla velocità istantanea, la cui definizione rigorosa era però soggetta alle medesime critiche delle controversie quantità infinitesime.
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