6. I fondamenti del calcolo infinitesimale.
6.1. Le proposte di Carnot e Lagrange.

Ben diversa è la situazione sul continente dove premature discussioni sui principi attecchiscono solo marginalmente mentre con la nuova analisi vengono aggrediti tutti i campi della scienza e in primo luogo della fisica e si registra uno sviluppo contemporaneo e senza pari di metodi e tecniche del calcolo, che per un certo periodo si identifica con la matematica nella sua totalità.

Nella mole dei risultati ottenuti in circa mezzo secolo si cominciavano però via via ad avvertire debolezze nella teoria, in particolare per quel che riguarda i rapporti tra serie di funzioni e continuità, tanto che l'Accademia di Berlino offre un premio per il miglior lavoro sui fondamenti del calcolo.

Nella discussione intervengono matematici come D'Alembert che esprime la sua posizione in vari articoli dell'Encyclopédie. Alla voce “limite” egli sostiene che “la teoria dei limiti è la base della vera metafisica del calcolo differenziale”, senza però dare una definizione precisa di limite né precisare come utilizzare i limiti per rendere rigorosi i ragionamenti infinitesimali.

Queste indicazioni verranno rese rigorose da Cauchy nel secolo successivo. Prima però bisogna registrare due tentativi fondazionali, pur nella loro diversità ambedue influenzati dall’impostazione newtoniana e dai suoi sviluppi.

Al primo abbiamo già accennato: è quello dovuto a Carnot, che cerca di dimostrare la necessità di una compensazione degli errori, che così da fortuita qual era in Berkeley diventa un fattore di rigore. 

Non risulta che la proposta di Carnot abbia avuto riscontri significativi. Di ben altro tenore è la posizione presentata da Lagrange nella Note sur la métaphysique du calcul infinitésimal e poi sviluppata nella  Théorie des fonctions analytiques (1797), un’opera che costituisce il più compiuto tentativo di sistemazione rigorosa dell'analisi prima dell'intervento definitivo di Cauchy. Riprendendo la concezione newtoniana che tendeva a identificare i concetti di funzione e di serie, e dopo aver premesso una dettagliata critica delle concezioni del calcolo basate sugli infinitesimi, Lagrange tenta di evitare le difficoltà usando gli sviluppi in serie di una funzione arbitraria. 

Dopo aver “dimostrato” che una qualsiasi funzione (nel senso di Eulero) è sviluppabile in serie di Taylor nel suo insieme di definizione, fatta eccezione per eventuali punti isolati, Lagrange introduce la “derivata” (il termine compare qui per la prima volta) come coefficiente del termine x– x0 dello sviluppo della funzione f nel punto x0. 

Più precisamente, nella formula f(x)=a0 +a1 (x– x0)+a2 (x–x0)2+.... i coefficienti  a0,  a1,  a2, ... dipenderanno da  x0; di questi  a0 è il valore della funzione nel punto  x0, mentre, per definizione, si dice derivata della f in  x0 il coefficiente  a1, e si indica con il simbolo f'(x0).

Joseph Louis Lagrange

Théorie des fonctions analytiques

Dopo queste considerazioni generali sullo sviluppo delle funzioni, consideriamo in particolare la formula 

f(x+i)=f(x)+pi+qi2+ri3+ ecc.

e cerchiamo come queste funzioni derivate p, q, r, ecc. dipendono dalla funzione primitiva f(x).

Per questo supponiamo che l'indeterminata x diventi x+o, o essendo una quantità qualunque indeterminata e indipendente da i; si vede che f(x+i) diventerà f(x+i+o) e si vede al tempo stesso che si avrà lo stesso risultato ponendo semplicemente i+o al posto di i in f(x+i). Dunque il risultato dovrà essere lo stesso, sia ponendo nella serie f(x+i)=f(x)+pi+qi2+ri3+ ecc.

i+o al posto di i, sia ponendo x+o al posto di x. [...]

6.2 Bolzano e Cauchy.

L'impostazione di Lagrange, che al suo apparire riscosse notevoli consensi (essa si trova ancora in alcuni trattati di analisi verso la metà dell’Ottocento), venne contestata e rovesciata nella sistemazione dovuta indipendentemente a Augustin Louis Cauchy e a Bernhard Bolzano.

Nel 1817 Bolzano pubblica l'opuscolo Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes , dass zwischen je zwei Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewähren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege (Dimostrazione puramente analitica del teorema che tra due valori che danno risultati opposti c’è almeno una radice reale dell’equazione)in cui, per dare una dimostrazione del teorema degli zeri, introduce in maniera rigorosa alcuni concetti come quello di continuità delle funzioni, di convergenza delle successioni e delle serie, di estremo superiore. I contributi di Bolzano rimasero però poco conosciuti e furono riscoperti solo più tardi.

Bernard Bolzano

Rein analytischer Beweis 

Se in una successione di grandezze F1(x), F2(x), F3(x), ..., Fn(x), ..., Fn+r(x), la differenza tra il termine ennesimo Fn(x) e ogni termine successivo Fn+r(x), lontano quanto si vuole dall'ennesimo, si mantiene più piccola di ogni grandezza data, prendendo n sufficientemente grande, allora esiste sempre una certa grandezza costante ed una sola a cui si avvicinano sempre più i termini di questa successione e a cui si possono avvicinare tanto quanto si vuole prolungando la serie sufficientemente lontano.

Ben diversa è invece l'influenza dei lavori di Cauchy, che segnano un punto di svolta nel calcolo infinitesimale, determinando in gran parte il successivo corso della teoria. Nel 1821 viene pubblicato il primo dei tre trattati scritti da Cauchy per gli studenti dei suoi corsi all’École Polytechnique, il Cours d'analyse. Secondo quella che era stata anche la visione di d'Alembert, il concetto di limite viene posto a base di tutte le costruzioni dell'analisi: per mezzo di esso Cauchy definisce la controversa nozione di infinitesimo e quella di infinito, definisce la continuità di funzione e studia la convergenza di serie e successioni. Nel successivo Résumé des leçons sur le calcul infinitesimal (1823) la teoria dei limiti è applicata al calcolo infinitesimale: la “derivata”, pur conservando la terminologia lagrangiana, viene ora rigorosamente definita come limite del rapporto incrementale, provando poi i vari teoremi del calcolo.

Nell'introduzione del Cours d'analyse Cauchy critica il ricorso a “ragionamenti tratti dalla generalità dell'algebra”, in implicita polemica con Lagrange. Dice infatti:

Ragionamenti di questo tipo, benché ammessi abbastanza comunemente, soprattutto nel passaggio dalle serie convergenti alle serie divergenti e dalle quantità reali alle espressioni immaginarie, non possono essere considerati, mi sembra, che come delle induzioni adatte a far talvolta presentire la verità, ma che poco si accordano con l'esattezza tanto vantata dalle scienze matematiche. Bisogna inoltre osservare che essi tendono a far attribuire alle formule algebriche un'estensione indefinita, mentre in realtà la maggior parte di queste formule sussiste unicamente sotto certe condizioni e per certi valori delle quantità in esse contenute [...] Così, prima di effettuare la somma di una qualunque serie, ho dovuto esaminare in quali casi le serie possono essere sommate o, in altri termini, quali sono le condizioni della loro convergenza; e, su questo argomento, ho stabilito delle regole generali, che mi sembrano meritare qualche attenzione.
Come già detto, il punto fondamentale della costruzione di Cauchy diviene la definizione di limite.

Augustin Luis Cauchy

Cours d'analyse

Allorché i valori successivamente assunti da una stessa variabile si avvicinano indefinitamente a un valore fissato, in modo da finire per differirne di tanto poco quanto si vorrà, quest'ultimo è chiamato il limite di tutti gli altri.

Così ad esempio un numero irrazionale è il limite delle diverse frazioni che ne forniscono valori sempre più approssimati. In geometria la superficie di un cerchio è il limite verso il quale convergono le superfici dei poligoni inscritti, mentre il numero dei loro lati cresce sempre di più, ecc.

Allorché i successivi valori numerici di una stessa variabile decrescono indefinitamente in modo da diventare minori di un numero dato, questa variabile diviene ciò che si chiama un infinitesimo o una quantità infinitesima. Una variabile di questo tipo ha zero come limite.

Una volta definito rigorosamente il limite nel Cours d'analyse, Cauchy può utilizzarlo per dare la sua definizione di derivata come limite del rapporto incrementale:
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non prima però di aver mostrato l’illusorietà della definizione di Lagrange. Infatti egli fa vedere che una funzione può annullarsi in un punto insieme a tutte le sue derivate e nondimeno essere diversa da 0; cosicché la relazione f(x)=a0 +a1 (x– x0)+a2 (x–x0)2+....non è valida. Con la sistemazione di Cauchy le grandezze infinitesime vengono completamente espunte dai fondamenti del calcolo, e possono essere tranquillamente usate nelle applicazioni, potendo sempre essere riconducibili alla teoria dei limiti. La teoria sviluppata nelle opere didattiche di Cauchy è ancora alla base dell’insegnamento dell’analisi.   

6.3. L'integrazione come operazione indipendente dalla derivazione: l’integrale di Cauchy.
Fin dagli inizi del calcolo l’integrazione era stata definita come l’operazione inversa della derivazione, un’impostazione codificata nelle Lectiones de calculo integralium che Johann Bernoulli aveva tenuto al marchese de L’Hospital, e che furono pubblicate nelle Opera omnia di Johann nel 1742. Per tutto il Settecento la definizione di Bernoulli era stata accettata come pacifica. Essa però cominciò a mostrare le sue lacune quando Fourier, nei suoi studi sulle serie trigonometriche, si trovò a dover integrare funzioni discontinue, come ad esempio la funzione che vale 1 nell’intervallo tra 0 e 1 e 0 altrove, che manifestamente non ammettevano una funzione primitiva. Per definire l’integrale di simili funzioni, Fourier non trovò di meglio che tornare al vecchio concetto di area, dando come intuitiva questa nozione.

Fu probabilmente stimolato dai risultati di Fourier che Cauchy fu condotto a rivedere la definizione di integrale in termini di primitive e a sostituirla, stavolta rigorosamente, con una definizione di integrale indipendente dalla derivata.  

Le idee di Cauchy vennero pubblicate nel secondo dei trattati da lui redatti per gli studenti dei suoi corsi, il Résumé des leçons données à l'École Royale Polytechnique, nel quale egli affronta il calcolo differenziale –in particolare le operazioni di derivazione e integrazione– con gli stessi criteri di rigore con i quali aveva trattato la dottrina dei limiti e delle serie nel Cours d’Analyse. 

Il volume è idealmente diviso in due parti uguali: nella prima (lezioni I-XX) si tratta della derivazione, nella seconda (lezioni XXI-XL) dell’integrazione. Rovesciando l’impostazione fin qui seguita, nella quale la precedenza era data alla ricerca delle funzioni primitive, quelle cioè che avevano come derivata la funzione data, e che vedeva il calcolo delle aree come una semplice applicazione del metodo generale, Cauchy inizia la sua trattazione proprio dall’integrale definito

Nel calcolo integrale – scrive nell'introduzione – mi è sembrato necessario dimostrare generalmente l'esistenza degli integrali o funzioni primitive prima di far conoscere le loro diverse proprietà. Allo scopo, è stato anzitutto necessario stabilire la nozione di integrale preso entro limiti dati o integrale definito.

L'integrale è dunque definito in maniera indipendente dalla derivata, salvo poi confrontare le due operazioni, riprendendo con ciò un punto di vista in un certo senso più simile alle idee sulla misura delle figure che si erano sviluppate con Cavalieri e i suoi continuatori e che, accantonate con l'affermarsi del calcolo infinitesimale, erano state riprese da Fourier.

Per definire l'integrale di una funzione continua f(x) nell'intervallo [x0, X], Cauchy divide l’intervallo [x0, X] in un numero finito di intervalli [x0, x1], [x1, x2], … [xn–1, X] (che per semplicità si possono supporre tutti di uguale lunghezza), e calcola la somma, oggi detta “di Cauchy”, 

S= (x1–x0) f(x0)+ (x2–x1) f(x1)+ ...+ (X–xn–1) f(xn–1),

Che non è altro che la somma delle aree dei rettangoli in figura, di altezze f(x0), f(x1), …, f(xn–1).
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Ciò premesso egli prova che quando, infittendo la partizione, gli intervalli diventano “molto piccoli”, 

il valore di S finirà per essere sensibilmente costante o in altri termini finirà per raggiungere un certo limite che dipenderà unicamente dalla forma della funzione f(x) e dai valori estremi attribuiti alla variabile x. Questo limite è ciò che si chiama integrale definito.

Louis Augustin Cauchy

Résumé des leçons données à l'École Royale Polytechnique.

Supponiamo che, essendo f(x) una funzione continua rispetto alla variabile x tra due limiti finiti x=x0 e x=X, si denotino con x1 , x2 , ..., xn–1 dei nuovi valori di x interposti tra questi limiti, e che vadano sempre crescendo o decrescendo dal primo limite al secondo. Ci si potrà servire di questi valori per dividere la differenza X– x0 in elementi x1– x0,  x2– x1,  x3– x2,  ... X– xn–1,  che saranno tutti dello stesso segno. Ciò posto immaginiamo che si moltiplichi ogni elemento per il valore di f(x) corrispondente all'origine di questo stesso elemento, ossia l'elemento  x1– x0 per f(x0), l'elemento  x2– x1  per f(x1), infine l'elemento X– xn–1  per f(xn–1); sia S=(x1– x0) f(x0)+(x2– x1) f(x1)+...+ (X– xn–1) f(xn–1) la somma dei prodotti così ottenuti. La quantità S dipenderà evidentemente: 1o dal numero n degli elementi nei quali sarà divisa la differenza  X– x0; 2o dai valori stessi di questi elementi e, di conseguenza, dal modo di suddivisione adottato. Ora importa osservare che se i valori numerici degli elementi diventano molto piccoli e il numero n assai considerevole, il modo di suddivisione non avrà più sul valore S che un'influenza insensibile. [...]
La nuova definizione di Cauchy presentava vari aspetti ancora non completi o non soddisfacenti, sui quali si svilupperanno riflessioni successive. Tra questi, la mancanza di una chiara distinzione fra continuità e uniforme continuità, oggetto in seguito di studi da parte di Weierstrass e della sua scuola; come pure la mancanza di una sistemazione dei numeri reali che rende ambigua l'esistenza del limite delle somme. 

Un inconveniente particolarmente grave era poi il fatto che la definizione valesse per le sole funzioni continue o al più –con un’opportuna generalizzazione– con un numero finito di discontinuità, una limitazione che ne impediva l’uso nella trattazione della serie di Fourier.

6.4. L’integrale di Riemann.
L’intreccio tra il calcolo integrale e le serie di Fourier è uno dei caratteri dominanti dell’evoluzione del concetto di integrale: il tentativo di sviluppare in serie trigonometriche funzioni sempre più generali portava immediatamente la necessità di estendere l’integrale a queste funzioni (i coefficienti delle serie di Fourier si ottengono infatti calcolando gli integrali del prodotto di queste funzioni per seni e coseni), mentre simmetricamente ogni estensione dell’integrale che aumentasse il numero delle funzioni integrabili poneva immediatamente il problema della sviluppabilità di queste ultime in serie di Fourier. I progressi che si verificano durante l’Ottocento nella teoria dell’integrazione sono per la maggior parte legati allo studio delle serie di Fourier.

Nella ultima parte della memoria del 1829 sulle serie di Fourier, Sur la convergence des séries trigonométriques, Lejeune-Dirichlet si pone il problema dell'integrabilità delle funzioni con un numero infinito di punti di discontinuità. Dopo aver dato una dimostrazione rigorosa dell’integrabilità delle funzioni continue, Dirichlet afferma che l’integrabilità di una funzione con infinite discontinuità dipende dalla “topologia” dell’insieme dei suoi punti di discontinuità. In particolare –egli dice– l'insieme delle discontinuità ammissibili deve essere tale che, tradotto in termini moderni, la sua chiusura non abbia punti interni. A sostegno della sua affermazione – che più tardi si rivelerà errata, la sua condizione non essendo né necessaria né sufficiente– egli portò il celebre esempio della funzione che porta il suo nome, cioè la funzione f(x) che vale 1 se x è razionale e 0 se x è irrazionale, dicendo che si trattava di una funzione non integrabile. Il merito principale di questo esempio non sta però tanto nell’effettiva non integrabilità della “funzione di Dirichlet”, quanto nel fatto che con questo esempio ci si è sbarazzati del tutto dell’idea di funzione come espressione analitica, introdotta da Bernoulli e ripresa da Eulero, per approdare al concetto moderno di funzione come corrispondenza –o se si vuole come applicazione– tra due insiemi.   

Una nuova definizione di integrale che si applica a tutte le funzioni, indipendentemente dall’esistenza o meno di  punti di discontinuità, è data da Bernhard Riemann nella sua tesi di abilitazione alla libera docenza intitolata Über die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe (Sullo sviluppo di una funzione in serie trigonometrica) scritta nel 1854, ma che rimase praticamente sconosciuta fino al 1867, quanto venne pubblicata da Dedekind.

Nella sua tesi Riemann introduce una generalizzazione delle somme di Cauchy (peraltro considerate anche da Cauchy) prendendo in ogni intervallo il valore della funzione f(x) non nel primo estremo, come aveva fatto Cauchy, ma in un punto qualsiasi dell’intervallo. Questa non sarebbe una grande innovazione, anzi è piuttosto una complicazione inessenziale. Quello che invece è importante è il cambiamento del punto di vista: mentre Cauchy si era limitato alle funzioni continue in modo da poter dimostrare la convergenza delle somme, Riemann prende questa convergenza come definizione dell’integrabilità di una funzione.  

Bernhard Riemann

Über die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe.

L'incertezza che regna su alcuni punti fondamentali della teoria degli integrali indefiniti ci costringe a premettere qualcosa sul concetto di integrale definito e sull'ambito della sua validità. Dunque, anzitutto: che cosa si deve intendere per 
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Per stabilirlo, prendiamo tra a e b una serie di valori x1 , x2 , ..., xn–1 che si susseguono l'un l'altro secondo grandezza e denotiamo per brevità x1–a con (1 ,  x2– x1 con (2 ,..., b– xn–1  con (n  e con εi dei numeri positivi minori di 1. Il valore della somma 

S= (1 f(a+  ε1(1)+ (2 f(x1+ ε2 (2)+ (3 f(x2+ ε3 (3)+...+ (n f(xn–1+ εn (n)

dipenderà allora dalla scelta degli intervalli ( e delle grandezze ε . Se esso ha la proprietà, comunque siano scelti i ( e gli ε , di avvicinarsi infinitamente a un limite fissato A, quando i ( tendono tutti verso 0, allora tale limite si dice il valore dell’integrale definito 
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Con questo nuovo punto di vista, il problema diventa non di dimostrare la convergenza delle somme sotto opportune ipotesi, ma di trovare delle condizioni –possibilmente necessarie e sufficienti– che assicurino l’integrabilità di una funzione, in modo da caratterizzare le funzioni integrabili. 

Nella ricerca di queste condizioni, lo stesso Riemann osserva che la somma S è  compresa tra i valori S1=(1 M1+ (2 M2+ (3 M3+...+ (n Mn e S2=(1 m1+ (2 m2+ (3 m3+...+ (n mn, dove Mi e mi sono i valori massimo e minimo della funzione f(x) nell’intervallo [xi–1,xi]. La differenza tra questi valori è

S1– S2=(1 ω1+ (2 ω 2+ (3 ω 3+...+ (n ω n
dove ωi è l’oscillazione della funzione f nell’intervallo [xi–1,xi], determina la convergenza. Dall’esame dei vari termini, Riemann trova allora che 
Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione limitata f(x) sia integrabile è che per ogni σ>0 e (>0 esista una partizione dell'intervallo di definizione in un numero finito di intervalli tali che la somma delle lunghezze di quelli nei quali l'oscillazione della funzione supera σ risulti minore di (.

La generalità di tale condizione è mostrata costruendo un esempio di funzione integrabile che la soddisfa e possiede un insieme denso di punti di discontinuità, in contrasto con la condizione ritenuta necessaria da Dirichlet.

La pubblicazione della memoria di Riemann dà origine a una serie di studi che portano a sviluppi in varie direzioni: da una parte la precisazione di concetti topologici e delle proprietà della retta che conducono Cantor a fondare la teoria degli insiemi, dall'altra la costruzione di una teoria della misura che porta fino alla teoria di Lebesgue.
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