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Capitolo 1

Elementi di teoria della misura

Sia X un insieme, sia P (X) I'insieme delle parti di X, diremo che
P (X) = [0,+o0]
e una misura su X se:
1. u(@)=0
2. ACUZ A= p(A) <35 (A)

1.0.1 Osservazione 1

Nella definizione di misura abbiamo seguito la nomenclatura di [1]; altri
testi chiamano misura esterna quello che noi abbiamo chiamato misura.

1.0.2 Osservazione 2

Se AC BC X allora u(A) <upu (B) Infatti possiamo pensare che A C

TP A; con A = BA2 B, A3 =02,... Ay =3,... cosi p(A) < u(Ay) +
pw(Ag) + -+ p(Ap) +---=p(B) + 0 + 0+ --- = u(B) per le due proprieta
di 4 come misura.

1.1 Esempi
1. X =R" e = L" (misura di Lebesgue in R")
2. X =R? e p = L? (misura di Lebesgue in R? ovvero 'AREA)



3. Sia X un insieme, scelto un punto ¢ in X si definisce
p:P(X) = [0,400]
Ccosi:
VAC X, u(A)=1se q€ A mentrese g ¢ A allora p(A) =0
i viene chiamata misura o massa di Dirac concentrata nel punto q e
viene talvolta indicata con 4.
Verifichiamo le due proprieta richieste per una misura.
* 1 (@) = 0: ¢ soddisfatta perche ¢ ¢ @
* AC U A = p(4) < Y% u(A) : distinguiamo due casi.
Caso I: g€ J > A,

Seq € U A= 3j: q € Ajinoltre ZZ D (A) = limy oo D iy 1 (Ag).
Per ogni n > j vale che:

S (A) > Ay =1 (1.1)
poiche 1 <j <n, u(A;) >0Viegqe A Dalla (1.1) segue che:

li > > A
n—1>I—}1—loo Z 'LL == H ( )

perché comunque p (A) = 0 oppure p(A) = 1 (il limite della serie in
questione esiste perche € a termini positivi per cui la successione delle
somme parziali & crescente!)

Caso II: q ¢

Se ¢ ¢ U T A= qgéAiVieN:u(A)—OVieN; inoltre se
¢ AiVieN=q¢ A= p(4)=0e > "7 1(4;) = 0. La proprieta
¢ quindi verificata perche si ottiene 0 =0 ! cvd

4. Presentiamo ora un modello di misura che viene dalla probabilita di
Bernoulli (testa o croce):

sia X = {t,c}, P(X) ={2, X,{t},{c}}

sia p: P(X) — [0, 400] tale che
p(@) =0
p({t}) =1/2



p({ct) =1/2

p(X)=1

Verifichiamo le due proprieta richieste per una misura:

* [ (@) = 0: ¢ evidentemente verificata

* AC ST A= p(A) <3057 1 (A)): distinguiamo quattro casi.
Caso I: A =0

Se A =@ = p(A) = 0ed & vero che 3% n(4;) > p(A) = 0 in
quanto p(A;) >0 Vi

Caso II: A = {t}

Se A={t} = u(A)=1/2,t € Ae A e coperto da | J; ] 4; allora
t € U A; = t € A; per almeno un j. Osserviamo che ZZ D (Ay)
M(A ) perche zu (4;) > 0 Vi. E chiaro che p (A ;) = 1/2 oppure 1 (4;)

1 (poicheset € A; = A; = X oppure A; = {t}) quindi g (4;) > p(
in ogni caso e questo fa si che la proprleta sia verificata.

Caso III: A = {c}

Se A={c} = pu(4)=1/2,ce€ Ae Aecopertoda | J;. 5] A; allora
c € U X Ai = ¢ € Aj per almeno un j. Osserviamo che Zz L1 (As)
11 (A;) perche 11 (4;) > 0 Vi. E chiaro che 1 (A;) = 1/2 oppure p (4;)
1 (poichesec € A; = A; = X oppure 4, = {c}) quindi p (4;) > p(A)
in ogni caso e questo fa si che la proprleta sia verificata.

CasoIV: A=X

Se A=X = p(A)=1,t€ Ae A& coperto da | J/ A; allora

t e U A; =t € Ajperalmenoun j. Allora u (A;) > 1/2. Inoltre ¢ €
U™ A; = ¢ € A per almeno un k. Allora i (Ay) > 1/2. Distinguiamo
due sottoca51

Pin IV

v

Sottocaso j = k:

Aj—Ak, EA ecEAJ=>A]=Ak=X:>,u(AJ)=1Qumdl
1 (A) = p(4;) <32 1 (A;) ovvero quello che volevamo provare.

Sottocaso j # k:

WA = p(X) =1 =1/241/2 < p(A) + u(4) < 3 u(4)

=1

ovvero quello che volevamo provare. cvd



1.2 Insiemi misurabili

1.2.1 Definizione

Sia X un insieme e y una misura su X. Consideriamo la famiglia M,, C P (X)
definita nel modo seguente.
M, & costituita da tutti gli A € P (X) che verificano questa condizione:

VBeP(X) vale u(B)=pu(BNA)+pu(BNA).

M, e detta famiglia degli insiemi p-misurabili.

1.2.2 Proprieta

Sia X un insieme, sia p una misura su X, sia M, la famiglia degli insiemi
p-misurabili. Allora:

1.
2.

3.

aeM,, X eM,
AeM,=XNAeM,
{Ai}ieNgMu:U;of Aie M, e N7 Aie M,

cse {Aiten € My eVi# jANA = @ alora pu(UST4) =

Zj:of p (A;)

.SG{AZ'} CMueAlQAQQA?,Q---QAZ-QAZ-HQ...allora

i€EN =

. se {AZ}ZeNgMueAlgAQQQAZQA,HQ con ,U,(A1)<

+o0o allora

+o0
(e = 4 (.ﬂ Ai)

1.2.3 Osservazione 3

Sia X un insieme, £y € X con z fissato, u = d,, (misura di Dirac concentrata
nel punto xg) allora

M, =P (X).



E chiaro che M, € P(X), per quanto riguarda l'inclusione inversa,
sia A € P(X), sia B € P(X), dobbiamo dimostrare che

Sag (B) = 64y (B~ A) + 65, (BN A).

Distinguiamo due casi:
caso I: xy ¢ B
Allorazg ¢ B, ©o ¢ BN A, 2y ¢ BN A quindi 6., (B) =0=0,, (B\ A) =
dzo (BN A). Dunque:

Oz (B) =0 =104, (B~ A) +0,, (BN A) cvd
caso II: xy € B
distinguiamo due sottocasi.
Sottocaso 1: xy € A
Allora zy € B, 9 € BN A, 9 ¢ B~ A quindi 6., (B) = 1 = 0,,(B N
A) € 0z0(B \ A) = 0. Dunque:

Opo (B) =1 =104, (B~ A) +0,, (BN A) O
Sottocaso 2: xo ¢ A
Allora zy € B, zy € BN A, 2o ¢ BN A quindi d,, (B) = 1 = 0,4,(B ~
A) e 0,(BNA) =0. Dunque:

Ozg (B) =1 =104, (B~ A) + 0y, (BN A) O

Abbiamo quindi provato 1’osservazione 3.

1.2.4 Osservazione 4

Sia X = {t, c}, sia p la misura considerata nell’esempio 4), allora
M, =P(X).

E chiaro che M, C P(X), per quanto riguarda I'inclusione inversa, sappiamo
che @ € M, e che X € M,. Ora se dimostriamo che {t} € M, allora anche
X At} = {c} € M, quindi proviamo che {t} = A € M,,, ovvero che per
ogni B € P (X) risulta che p(B) = u (BN A) + p (B \ A).
Distinguiamo quattro casi.
Caso I: B=©
Allora BNA=@ e BN A=@ quindi u(B) =0=pu(BNA) = pu(B\ A).
Dunque:

u(B)=0=p(BNA)+pu(B\A) O
Caso II: B=X
Allora BNA=AeB~A={c}quindip(B)=1, u(BNA)=1/2eu(B\A) =
1/2. Dunque:



uB)=1=p(BNA)+u(B\A) O
Caso III: B={t} = A
AlloraBNA=AeB~A=gquindipy(B)=1/2, u(BNA)=1/2eu(B~\A) =
0. Dunque:

w(B)=1/2=pu(BNA)+u(B~\A) O
Caso IV: B = {c}
AlloraBNA=@eB~A=Bquindip(B)=1/2, uy(BNA)=0eu(B\A) =
1/2. Dunque:

uw(B)=1/2=pu(BNA)+u(B\A) O

cvd
Abbiamo quindi provato 1’osservazione 4.

1.3 Classificazione delle misure

1.3.1 Cos’e una o-algebra?
Definizione

Sia X un insieme e sia P (X) il suo insieme delle parti.

Se € C P(X), C & detta o-algebra se verifica queste proprieta:
gel

Xee

AeC=XNAecC

{AhnCC=UiTA€d

*

* % *

1.3.2 Osservazione 5

P(X) é una o-algebra.

1.3.3 Osservazione 6

M, & una o-algebra.

Teorema 1.3.1 Sia X un insieme, sia C; una o-algebra contenuta inP (X) V j €
J (J ¢ un insieme di indici che puo essere finito, numerabile, non numera-
bile...) allora, posto C = ﬂjeJ C;, risulta che C & una o-algebra.

DIM:
seC; VjeJ= o€
Xe VjieJ= XeC



se A€ CalloradeC; Vje JquindiX\NAe€C; Vje€ Jdunque X\NA€C
se {A;},cny C Callora {A;},.y €€ Vj € Jquindi U T4 €€ Vje
J dunque |5 4, €€

Possiamo quindi concludere che € & una o-algebra in quanto verifica le
proprieta suddette.
CVD

1.3.4 Insiemi aperti e o-algebra di Borel
Definizione

Sia (X, d) uno spazio metrico.
AeP(X)sidice aperto & VzeA Fe>0:d(y,z)<e=y €A

e Denotiamo con A(X) la famiglia dei sottoinsiemi aperti di X.

Consideriamo ora tutte le o-algebre €; C P (X) tali che A(X) C C,.

Osservazione 7

La classe di o-algebre suddetta non € vuota. Infatti P (X) O A(X) e quindi P(X)
appartiene alla classe considerata.

Sia J l'insieme di indici che differenzia le o-algebre che contengono A(X);
per il teorema 1.3.1 si ha che:

N; ¢ ;€ & una o-algebra

e inoltre

se AX)CC;Vied = AX)CNi ;G

quindi

; ¢ ;C;j & una delle o-algebre che contengono A(X) ed ¢ la piu piccola. Tale
o-algebra & chiamata o-algebra di Borel e si indica con B (X).

E evidente che A(X) C B (X) C P (X).



Definizione:

Se D € B (X) allora D & chiamato boreliano oppure insieme di Borel.

1.3.5 Misure di Borel, misure Borel regolari e misure
di Radon

Sia (X, d) uno spazio metrico, sia p : P (X) — [0, +0o0] una misura su X,
allora:
e 4 & una misura di Borel se B (X) C M,
e 4 € una misura Borel regolare se:
) B (X) C M,
i) VAeP(X) 3IBeB(X):ACB epu(B)=pu(A)
e 4 € una misura di Radon se:
) B (X) C M,
i)VAeP(X) IBeB(X): ACB eu(B)=pu(A)
1) V K C X, K compatto, risulta 4 (K) < 400

Osservazione:

Se X = R” con la metrica euclidea e p = L™ allora p € una misura di Radon.



Capitolo 2
Misura di Hausdorff

Sia X = R", sia A C R" e sia s € [0, +00); quella che chiameremo Misura di
Hausdorff, e che indicheremo con H*(A), sard una funzione dipendente dal
parametro s e tale che H*® (A4) € [0, 4+00] VA C R".

L’obiettivo che ci proponiamo é quello di ottenere:

per s=1  H'(A) = lunghezza di A

per s=2  H?>(A) = area di A

per s=3  H*(A) = volume di A

VA CR".

Vediamo il caso della lunghezza.
Sia X = R? e A come in figura 2.1:

|
— [

E possibile ricoprire A con gli insiemi B,C, D, E in fig.2.1. Indichiamo
B,C, D, Econ Ay, Ay, A, A4. Lalunghezza di A é approssimata dalla somma

10



dei diametri di A; per i = 1,2, 3,4, ovvero:

4
lunghezza di A ~ Z diamA,;. (2.1)

=1

Osserviamo ora la figura 2.2:

Anche gli insiemi B',C’, D', E', che indichiamo con A}, A}, A5, A’ ricoprono
A ma é evidente che

4
lunghezza di A < ZdiamAg. (2.2)

i=1

Dunque la (2.1) non raggiungerebbe lo scopo.
Esistono infiniti ricoprimenti di A e per avere la migliore approssimazione
potremmo porre:

lunghezza di A ~ inf {Z diamAi} (2.3)

dove l'estremo inferiore é fatto su tutte le famiglie di insiemi A; con ¢ =
1,2,3,... tali che [J > 4; D A.

11



Anche questa definizione, perd, non é corretta. Osservando la figura 2.3 é
infatti evidente che B D A ma diamB < lunghezza di A; quindi la definizione
sopra ipotizzata non raggiungerebbe lo scopo.

B

L’idea giusta é invece quella di considerare dei ricoprimenti che seguano la
geometria dell’insieme A come, ad esempio, in figura 2.4:

Poniamo allora:

ldA):ﬁnf{E:dmnuy} (2.4)
J

dove l’estremo inferiore é fatto su tutte le famiglie di insiemi A; con j =
1,2,3,... tali che [J/°] A; D A e diamA; < 4§V j.

Per fare in modo che il ricoprimento segua la geometria di A, facciamo tendere
0 a zero:

lim [5(A). 2.
Jim 15(4) (2.5)
In generale, V § > 0, si pone:
H;(A)=0 ses=0eA=9g
e
FH5(A) = inf{z a(s) <diamAz~>s t.c UA- D A, diamA; <dVielll < \N|} altrimenti
) . 2 \ 1 ) 7 = =~
i€l i€l
dove . .
M@:%Z—cmr@=/MWﬁ*m (2.6)
I +1) 0

12



Spiegheremo in seguito il motivo della presenza del fattore aéf) nella defini-
zione di H3(A).

Osserviamo che, fissato A e fissato s, si ha:
g‘fgl (A) > g‘(:g? (A) con 51 < (52 (27)

infatti, se d; < d, risulta che:

el

amA,\ °
C{Za(s) (dla;n > t.c UAiDA,diamAi§52Vi e|I|§|N|}

iel icl
quindi cosiderando I'inf in entrambi i membri otteniamo la (2.7).
Poiché la successione {J(5(A)};cg, € monotona (decrescente), possiamo con-

cludere che esiste limg_,o+ H5(A) e definiamo Misura di Hausdorff s-dimensionale
dell’insieme A nel modo seguente:

J(A) == lim HE(A) (2.8)

§—07F

2.1 Teorema 1

Sia A C R" e s € [0, +00). Risulta che H* : P (R") — [0, +00] é una misura
Borel regolare che gode delle seguenti proprieta:

1. H°(A) =numero di elementi di A

2.ses=n  H"(A) =L"(A) (con L" indichiamo la misura di Lebesgue
in R")

3. VT :R* - R" tale che |T(x)—T(y)||=|lz—y| Vz,y €R" (ovvero
per ogni isometria) allora H*(A) = H*(T'(A))

4. VO :R*" - R* taleche 3 X > 0 percui O(z) = \x VzeR
(ovvero per ogni omotetia) allora A*JH*(A) = H*(O(A))

Nota:
La presenza del fattore % nella definizione di 33(A) é dovuta al fatto
che, in caso contrario, la propretd 2 non sarebbe verificata ma avremmo

I'uguaglianza tra le due misure a meno di costanti.

13



2.1.1 Osservazione

Abbiamo visto che nella definizione di H3(A), e quindi di H*(A), compare il

fattore a(s) = F(ﬁn dove T'(t) = 0+°° =% =1 dg.
2

Risulta che:

0<F(§+1)<+oo VseR,

0<a(s) <+o0o0 VseR;

Dim:
consideriamo la funzione parametrica f(z) = e *z'~! e calcoliamo il valore di
f(z) pert =35 +1:

3 z z s
f(r) =eTx>T"l =e2x2 =e"2¢ 272

M)

N.B: fe C° ([0, +00))

Osserviamo che lim,_,, o g(z) =0 allora dM >0 t.c.
glz) <1Vazxe[M,+o0)

Quindi risulta che:

0<f(x)<e2 Ve |[M,+o00)

Inoltre é chiaro che: "

]C/;oo f(z) da = limR_>+oo/M f(z) da
¢(R)
Notiamo che ¢(R) é una funzione crescente di R (perché f(x)>0), dunque il

limite su scritto esiste sempre. Dimostriamo che é finito:
M

limp 1 o0 @(R) < limp o0 fyr ™% dz = limg_, o [—2e—%]f4 = limg_ 4 oo [—2e—% +2 2| =

22 < FO0 e O
Dunque f é integrabile in senso improprio tra M e +o0, ovvero:

fl\;;oo f(z) dz < 400

e inoltre
fOM f(z) dz < 400 perché f é continua e [0, M] é compatto.
Concludiamo che:

+oc
0 < f(z) dz < 400

~~—
perché f(x)>0 V z€R4

Ora mostriamo che f0+°° f(z) dz #0:

L@ de o > @) de

perché f(z)>0 V z€R¢
Se z > 1 allora zz > 13 = 1;

se x < 2 allora e™® > e 2.

14



Dunque si ha che:

FOf(z) dz > [P (z) dz > [Fe?- 1dz=e2>0.

Da cui segue la tesi:
0<T(5+1) <00
0 < a(s) < oo
CVD

2.2 Teorema 2

Sia A C R" e 0 < s < t. Risulta che:
i) H*(A) < +oo = H!(A) =0
i) H'(A) > 0= H*(A) = +o0
Dim:
i)
x) se A= o allora, poiché H' é una misura, risulta che:
T (A) = 0t O
x) se A # o allora, poiché H*(A) = lims_,o+ H3(A) e H*(A) € R, I & >
0 t.c. V § € (0,0p) risulta che:
Hi(A) < H(A)+1=M < +o00
Ricordiamo che

3 (A) = inf{Za(s) (dlamAi> te | JAi D A, diamA; <§Vie |I] < |N|}

: 2 .
el el

Per definizione di inf esiste un ricoprimento {B;} t.c. .

diamB; <6 Vi, |I| < N[, U,c; Bi D A e tale che ) .., a(s) (%)s <M
Allora:

H5(A) < % Dier (diamB;)" .

moltiplichiamo e dividiamo al secondo membro per ﬁ e otteniamo:

el

a(t) 2° . : t—
HL(A) < —2 as) S~ (diamB;)* (diamB;)'™* <
5( ) — OZ(S) ot 25 ZzeI( lam ) ( lam ) =
N—— maggiorato da §t—*

é una costante K che non dipende dal ricoprimento

< Ko [Z als) (diamB;)*

28
el

- o

< KM§t—s.

-
maggiorato da M

15



Quindi:

V § € (0,d0) vale che 0 < H%(A) < KM§* e ricordiamo che ¢ — s> 0.
Concludiamo che 0 < H*(A) = limg_,o+ HE(A) < limg o+ KM = 0 ovve-

roche: FH(A) = 0o
ii)

se H'(A) > 0 allora H*(A) # 0 ed é evidente che da questo segue che H*(A) =

+00 poiché é la contronominale della proposizione 7)..................... a

2.2.1 Esempi*
Ex 1:

Sian=1e A= {xo} C R Allora, per il Teorema 1,
H°(A) =numero di elementi di A = 1. Dunque, per il Teorema 2,
H(A)=0 Vs>0 (vedi figura 2.5)

HS(A)

19

Ex 2:

Sian=1e A=10,{] CR con [ > 0. Allora, per il Teorema 1,

H'(A) = LY(A) = | =lunghezza di A; 0 < | < +oc dunque, per il Teorema

2,

Vs<l=H(A) =400
=0

Vi>1= H(A) (vedi figura 2.6)

16



HS(A)

2.3 Teorema 3
Sia A C R™ e sia ¥ € RF. Si consideri I'insieme A x {g}. Risulta che:

H(A) = H*(A x {g}) Vs>0

2.3.1 Esempi**
Ex 1:

Sian=2e A= {(xo,y0)} C R Allora, per il Teorema 1,
H°(A) = numero di elementi di A = 1; dunque, per il Teorema 2,
Vi>0  HY(A)=0 (vedi figura 2.7)

HS(A)

Ex 2:

Sian=2e A=[0,]] x {2} C R? con 0 < [ < +oo. Allora, per il Teorema 3,
FH(A) = FC([0, 1] x {2}) = 3 ([0,1]) = L.

Dunque, per il Teorema 2, risulta che

Vs<l H(A)=+40c e Vi>1 H'(A)=

(vedi figura 2.8)

17



HS(A)

Ex 3:

Sian=2eA=101]x[0,]] CR con 0 < [ < 4o0. Allora, per il
Teorema 1,

0 < H?(A) = L?*(A) = I? < +oo. Dunque, per il Teorema 2, risulta che
Vi>2 HY(A)=0 e

Vs<2 H(A)=+o0 (vedi figura 2.9)

—— + o
HS(A)

|2

2.3.2 Osservazione

Per quanto riguarda la dimensione di un insieme A, tutti concordiamo che
la dimensione di un segmento é 1 e che la dimensione di un quadrato é 2.
Notiamo che nell’Ex 2, in cui 'insieme A é un segmento, la dimensione
dell’insieme A é 1 come pure é 1 ’ascissa del punto di salto nel grafico della
misura di Hausdorff.

Nell’Ex 3, in cui 'insieme A é un quadrato, la dimensione dell’insieme A
é 2 come pure é 2 l’ascissa del punto di salto nel grafico della misura di
Hausdorff.
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Osserviamo che é un po difficile descrivere matematicamente la condizione
“sp € I'ascissa del punto di salto del grafico s — F(*(A)”.

Si noti che, nell’Ex2, 1’ascissa del punto di salto é ’estremo inferiore degli s
per cui H*(A) = 0. Anche nell’Ex3, I’ascissa del punto di salto coincide con
I'estremo inferiore degli s per cui H*(A) = 0.

E dunque naturale definire la dimensione di un qualunque insieme A cosi:

dimgc(A) =inf{s >0 | H(A)=0} VACRKR
—
dimensione di Hausdorff di A
2.3.3 Nota 1

La classe degli s sui quali si fa I’inf non é vuota, risulta infatti che :
se ACR" e s > n allora H°(A) = 0.

2.3.4 Nota 2

o Se A C R? e A = un segmento allora dimg(A) = 1 (Parliamo di un
segmento generale perché comunque scelto un segmento in R? é possibile
ricondursi al segmento del’Ex 2 mediante una isometria e sappiamo che
questo non influisce sulla misura di Haussdorff in virtd del Teorema 1).

o Se A C R? e A = un quadrato allora dimy(A) = 2 (Parliamo di
un quadrato generale perché comunque scelto un quadrato in R? é possibile
ricondursi al quadrato del’Ex 3 mediante una isometria e sappiamo che
questo non influisce sulla misura di Haussdorff in virtd del Teorema 1 ).

2.4 Teorema 4
Sia A C R*, A # @. Risulta che:
1. 0 < dimgc(A4) < n

2. Se 5 > dimg(A) allora H5(A) =0
3. Se 0 < § < dimg(A) allora H*(A) = 400

Dim:
1.

{s>0: H*(A) =0} D (n,+00), per la Nota 1
Quindi:
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0<inf{s>0: H°(A) =0} <inf(n,+o0) =n......... O

dimg(A)

2.
se § > dimgc(A) = inf{s > 0 | H*(A) = 0} allora, per definizione di inf,
3 S1 Z 0 t.c. J'CSI(A) =0es> S1 Z dlmg.((A)
dunque si ha che:
Vi>s  HY(A) =0 (perché H'(A) < +oc e usiamo il Teorema 2)
Per t =5 si ha:
FHO(A) = 0 O

3.
: *__ 8+dimgc(A)
Sia s*= =270~

E evidente che: 0 < § < s* < dimg¢(A4) = inf{s > 0 | }*(A) = 0}

Quindi

H*(A) > 0, allora, per il Teorema 2,

FHEA) = 400 e O CVD

2.4.1 Conseguenza

* Se dimg(A) > 0 il grafico della misura di Haussdorff ha questa forma:

+@

HS(A)

of dimy(A) s

Indichiamo con m il valore JHdm(4)(A).
Il teorema 4 non ci dice quanto vale m, comunque nel grafico ¢’é¢ un uni-
co punto di salto indipendentemente dal valore di m (tale valore pué essere

+00,0 0 un qualsiasi valore intermedio).

x Se dimgc(A) = 0 il grafico della misura di Haussdorff ha questa forma:
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HS(A)

Se A = @ allora H°(A) = 0 e il grafico non ha punti di salto (la funzione
H?(A) é continua).

HS(A)

21



Se, invece, A # & allora H°(A) = |A] > 1 (in quanto A ha almeno un
elemento) quindi nel grafico ¢’é un unico punto di salto (la funzione H*(A)
é discontinua in zero).

HS(A)

0 s
Le precedenti considerazioni ci portano a concludere che:

dimg¢(A) = inf{s > 0 | H*(A) = 0} = ascissa del punto di salto
nel grafico di s - H*(A) se A # &

2.5 Conclusioni

L’obiettivo che ci eravamo proposti (ottenere:

per s=1 H'(A) = lunghezza di A

per s=2  H?(A) = area di A

per s=3  H?(A) = volume di A

VACR"

pud considerarsi raggiunto se si accettano due teoremi di cui riportiamo
approssimativamente ’enunciato.

2.5.1 Teoremall]

Sia f: [a,b] — R™, siano soddisfatte determinate ipotesi che non riportiamo
(si veda[l]) e sia A = {([a, b]). Risulta che:

[ 15 Ol =3¢ ()

~
lunghezza di A
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2.5.2 Teorema/2]

Sia g: U C R? — R, siano soddisfatte determinate ipotesi che non riportiamo
(si veda [1]) e sia A = graficodig = {(7,9,2) € R® : (z,y) € U e z =
9((z,y))}(A é una superfice regolare sotto le ipotesi richieste). Risulta che:

//U V1 + 1Dg(z, y)|Zudady = 5C(A)

-~

area di A
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