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MATRICOLA:

Esercizio 1. Sia T: C([-1,1]) — R il seguente funzionale lineare

(TH@)= [ o)) dr

dove g ¢ la funzione

-1 if-l1<z<3

9(“3):{ 1 iff<a<l,

(1) Dimostrare che T' & un funzionale continuo.
(2) Calcolare la norma di 7.

EIED)

Sozione.
Per dimostrare che T & continuo basta mostare che ¢ limitato.

ITf| = [llg(af)f(fv)dfﬁ
< s |f@)] [ lo@)]da

xe[-1,1]
= 2| f]eo-

Quindi abbiamo appena dimostrato che T' e limitato e che vale la seguente
stima per la norma operatoriale

T
7= s 1L <o

fec,f40 1floo
Per calcolare la norma di 1" consideriamo la sequenza

-1 if-l<z<g-2,
n

fule)={ ma=g ith-ber iV
1 ifs+2<a<l.
Quindi
an”OO:lv
e

2
T4l = [2- 2|,
n
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Prendendo il limite per n — +oo si ha
o TR
im

)
= || fuloo

e quindi |7 = 2.

Esercizio 2. Sia {f,}n la successione di funzioni
22
fn(z) = 1+—12X[n,n+1](x) z € (0,00).

Dimostrare che

(1) fn = 0 quasi ovunque in (0, o), 1]
(2) {fn}n € uniformente limitata in LP(0,+o0) per p € [1,+00), 1]
(3) {fn}n non converge forte a 0 in LP(0,+0c0) per p € [1,+00), 2]
(4) {fn}n converge debole a 0 in LP(0,+00) quando p € (1,+00), 3]
(5) {fu}n non converge debole a 0 in L'(0, +o0). 3]

Soluzione.
(1) Per ogni z € (0,00) esiste n € N tale che n > x. Quindi la convergenza
quasi ovunque segue facilmente.
(2) Sia pe[1,00). Allora,
2

n+1 €T p n+1
anug:fn = dngn d = 1.

(3) Non ci puo essere convergenza forte a 0 in L” poiche

ntl [ 22 \P n2 \?
||fn||§=fn 1722 dx > T2 — 1 per n - +oo.

22
1+x2

E stato usato che la funzione
ha misura 1.
(4) Per dimostrare la convergenza debole LP(0, 00) per p € (1,00) dobbiamo
provare che per ogni ¢ € L9(1,00) con q = p/(p—1) si ha che

[ @) da

Notiamo che se p > 1 allora ¢ < co. Quindi

[T h@é@) da| [T unen@)'F ey @) o) da

¢ crescente in [0, c0) e I'intervallo [n,n+1]

-0 n-—oo. (1)

([ s @lotarr)’

dove si ¢ usata la disuguaglianza di Holder e il punto (3). Considerando la
sequenza. () = X(nne1) (2)|6(2)|1 si ha che

- ¢pn — 0 quasi ovunque in (0, 00).

- |pn| < 6|7 € L(0, 00) per ogni n € N quasi ovunque in (0, 00).
quindi usando il Teorema della Convergenza Dominata (1) segue.

(5) Per dimostare che f,, non converge debole in L'(0,00) basta esibire
¢ e L*(0,00) tale che

fol Fu(@)(x) da » 0. 2)
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Prendendo ¢ = 1 e notando che f,, € positiva, usando gli stessi argomenti del
punto (3) si vede facilmente che vale (2).

Esercizio 3. Sia T il seguente operatore

T:125 12,
x
(Tx), = 2—Z
(1) Dimostrare che T' & continuo. 2]
(2) Verificare se T' ¢ compatto. [4]
(3) Calcolare gli eventuali autovalori e determinare lo spettro. [4]
Solution.
1) Sia x € 12, allora
2
T2l = 3 o
neN 4
< Z :Ui
neN
= 3.

2) T & compatto. Infatti T' & limite di operatori di rango finito nella norma
degli operatori. Consideriamo 1’operatore

(Tz), ifn<N
TN = )
0 if n>N,

Notiamo che T & un operatore di rango finito e quindi compatto. Inoltre,
IT-Tw|? = sup |Ta - Toal3

lz]2<1

1

< _

n>N an

Poiche la serie geometrica é convergente si ha che
|IT-Tn| -0 as N — oo.

3) Poiche T' ¢ compatto per il Teorema di Schauder abbiamo che

o(T) ={0}uap(T)

e 0p(T') € numerabile. Sia X € R, allora A € 0,(T') se esiste x # 0 soluzione di

Tx = Az, (3)
cioe per ogni n € N

Tn

2_n = ATnp.
Segue che A\, = 2% sono autovalori e gli autovettori relativi a A, sono e =

{e;?}jeN = {0;n}jen. Per concludere,

(T = {0} U {2171}

neN



