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SI PREGANO GLI STUDENTI DI SEGNALARE EVENTUALI IMPRECISIONI

Esercizio 1. 1. Fatto a lezione. Essendo la superficie compatta ha almeno un punto py di massima,
distanza dall’origine. si dimostra che tale punto e ellittico ovvero ha curvatura di Gauss positiva..

2. Per il teorema di Gauss-Bonnet si ha fz K = 0. Per il punto 1, la superficie ha almeno un punto
ellittico, e quindi un aperto di punti ellittici. Sia U tale aperto. Allora
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Il secondo integrale & negativo, quindi ci sono dei punti su ¥ in cui K < 0.

3. La risposta € no. Il controesempio € la parte del cilindro tra due piani ortogonali all’asse, ad
esempio X{(z,y,2) € R? | 22 + y> =1, |2| < 1}. ¥ ha caratteristica di Eulero zero e K = 0.

4. Gauss Bonnet e K(p) > 1 implicano che
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Per ipotesi area(X) > 4, quindi si ha area(X) = 47. Allora le disuguaglianze di sopra sono tutte
uguaglianze e quindi il genere di ¥ & zero (ovvero X é topologicamente una sfera) e inoltre K = 1.
Per il teorema di Minding, 3 & localmente isometrica ad una sfera di raggio 1.

Senza usare il teorema di Minding, si dimostra che ¥ e una superficie con tutti punti ombelicali
(questa parte ¢ difficile).

Siano k1 e kg le curvature principali di 3. Scegliamole in modo che, in tutti i punti, kK1 > ks.
Poiché ¥ & compatta, k1 ha un punto p di massimo in X. Il punto p € di minimo per k5. Si dimostra
che p & ombelicale (vedi pagine 318 Do Carmo) ovvero x1(p) = k2(p). Sia ¢ un punto qualunque
di ¥. Allora si ha

k1(p) > k1(q) > Ka(q) > Ka(p) = K1(p)

Quindi tutte le disuguaglianze precedenti sono uguaglianze e ¥ & totalmente ombellicale. Poiché
> & omeomorfa alla sfera ed ha curvatura K = 1, si ha che ¥ & la sfera di raggio 1.

Esercizio 2. 1. Un semplice calcolo mostra che
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2. La curva coordinata ¢ — x(t,v) ha come tangente il vettore unitario x,, = u'x, + v'x,, quindi
u' =1, v = 0. Sostituendo nelle equazioni delle geodetiche si vede facilmente che sono soddisfatte.
Infatti, in questo caso le equazioni delle geodetiche sono
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3. Il campo tangente unitario alla curva ¢ w = \/1’1’7 Notare che il denominatore & costante lungo

la curva in questione quindi il parametro d’arco ¢ t = v/1 + u? v. Allora il valore algebrico della
derivata covariante di tale vettore e
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dove ¢ = 7. Sostituendo si ottiene



