COPPIE DI DATI

Spesso nell'indagine statistica si eseguono analisi di tipo
comparativo: si osservano piu variabili su un medesimo gruppo di
individui.

Esempio. Una ragazza vuole acquistare un'automobile usata di un

certo modello. Rileva 5 annunci sul giornale registrando il numero
di anni delle automobili (x;) e il loro prezzo in migliaia di

euro (y;).

Amni: x | 9 12 8 15 6
Costo: y |18 8 17 7 20

Si possono considerare le due variabili separatamente producendo
grafici e indici statistici separatamente per entrambi, ma il
problema tipico, in questo caso, & verificare se esiste una
dipendenza (correlazione) tra le due variabili.



Il primo passo utile per indagare qualitativamente I'eventuale
dipendenza delle due variabili consiste nel disegnare un grafico
detto diagramma di dispersione o scatterplot.

Si pongono in ascissa i dati relativi alla variabile x, in ordinata
quelli relativi alla variabile y e si rappresentano con punti le singole
osservazioni. Se esiste una relazione semplice tra le due variabili, il
diagramma dovrebbe evidenziarla.

variabile x

In questo esempio (che non & qullo dell’auto) sembra che non vi sia
una correlazione: i punti sono sparsi senza apparenti regolarita.
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Invece nel caso dell’'auto da acquistare:

Amni(x) |9 12 8 15 6
Costo(y) [18 8 17 7 20

L L L L L
4 6 8 10 12 14 16

Al crescere degli anni il prezzo diminuisce (non proprio
inaspettato!).



COVARIANZA CAMPIONARIA

Date n osservazioni congiunte di due variabili x ed y che
indichiamo con

(Xl,)/l), (X27y2)a ceey (Xm}/n)

il seguente numero si chiama covarianza campionaria delle due
variabili

S = 15 >0~ X)(yi -~ 9).
i=1

Se si vuole la somma in forma esplicita si pud scrivere:

o — 1 =%)(y1 —§) +- +(xa ~X)(yn — ¥)
o n—1 '



Given the vectors

E=(0a—X, x0—X, ... ,Xp—X)
and

n=0-y,y2=Y, -, ¥n—Y)
we may rewrite the sample covariance as

_&m

Syy = .
y n—1




La covarianza ¢ positiva se dati sono ordinati in modo
approssimativamente crescente nello scatter plot, negativa se sono
ordinati in modo approssimativamente decrescente.

Esempio. Acquisto di un’automobile usata.

Anni(x) | 9 12 8 15 6
Costo(y) [18 8 17 7 20

> 9+124+8+15+6
Z : =10

184+8+174+7+20

5
Z = -14
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La covarianza & quindi

n

Sxy = ﬁ Z(Xi - )_()(yl - Y) =

i=1

(=1)(4) + (2)(=6) + (=2)(3) + (5)(=7) + (=4)(6)

4

 —4-12-6-35-24
- 4

== -20,25

La covarianza & negativa perché i dati sono ordinati in modo
approssimativamente decrescente.



UNA PROPRIETA DELLA COVARIANZA

E facile vericare (stessi passi che abbiamo usato per la varianza)
che

n

D (i —X)yi—y) =Y xiyi — nxy
i—1

i=1

che implica che

1 _ _ 1 < o
Sy = 7 Z(Xi -x)yi—y)= n_1 ZXiYi — nxy
' i=1



ANCORA UNA PROPRIETA DELLA COVARIANZA

E facile vericare (stessi passi che abbiamo usato per la varianza)
che la covarianza di coppie di dati

(ax; + c, by; +d), i=1,---,n
e uguale a

ab - s,y

Esercizio. Si mostri che la covarianza dei dati che si ottengono da

Anni(x) | 9 12 8 15 6
Costo(y) [18 8 17 7 20

con le trasformazioni lineari
(3Xi — 18, 2yi — 40)

e uguale a 3-2-(—20,25) = —121,5
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Con le trasformazioni lineari si ottengono le seguenti coppie di dati:

|9 18 6 27 0
-4 24 6 -26 0

Le medie sono 12 (prima riga) e —12 (seconda riga).

La covarianza &

(=3)(8) + (6)(—12) + (—6)(6) + (15)(—14) + (—12)(12)
4

_ —24—72—3‘(15—210—144:7121’5
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COEFFICIENTE DI CORRELAZIONE

Date n osservazioni congiunte di due variabili x ed y, che
indichiamo con (x1, y1), (x2,¥2), - - -, (X, ¥n), il seguente numero si
chiama coefficiente di correlazione

Sx
r=—>_
Sx * Sy

dove s, € la covarianza campionaria

Sy = > i~ Ry - 9)
i=1
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mentre s, ed s, sono le deviazioni standard di x e di y:

ed

Sx =

n
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Si noti che la correlazione & positiva se dati sono ordinati in modo
approssimativamente crescente nello scatterplot, negativa se sono
ordinati in modo approssimativamente decrescente e
approssimativamete nulla quando sono disordinati.

Si noti inoltre che il coefficiente di correlazione & sempre compreso
tra -1 e 1. Il valore -1 corrisponde a dati disposti su una retta
decrescente mentre il valore 1 a dati disposti su una retta
crescente.
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UNA PROPRIETA DEL COEFFICIENTE DI
CORRELAZIONE

e Se r ¢ il coefficiente di correlazione delle coppie di dati (x;, y;),
i=1,---,n allora il coefficiente di correlazione delle coppie di dati

(ax; + c, by; +d), ax0,b+#0

sign(ab) - r

dove sign(ab) indica il segno del prodotto ab. In altre parole, la
correlazione rimane la stessa in modulo e non cambia di segno se il
prodotto ab & positivo mentre cambia di segno se il prodotto ab &
negativo.

Questa proprieta implica che r non dipende dalla scelta
dell’unita di misura. Per esempio il coefficiente di correlazione tra
I'altezza ed il peso di una persona non cambia se |'altezza &
misurata in pollici o in centimetri, né se il peso & misurato in

chilogrammi o libbre.
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Dimostrare questa proprieta &€ semplice, abbiamo infatti gia visto
che per le variabili

(ax; + c, by; +d), a#0,b#0

varianze e covarianza si trasformano nel modo seguente
sx — |a| - sx, sy — |b| - sy, Sxy — ab - syy
e dato che r = s, /(s« - 5,) si avra:

ab - s,y ab

= r = sign(ab) - r
a5 bl sy Jal- b (ab)

r—
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UNA SECONDA PROPRIETA DEL COEFFICIENTE DI
CORRELAZIONE

o |l coefficiente di correlazione r=1 se esistono un numero o> 0 e
un numero (3 qualsiasi tali che

yi =ax; + 3, i=12,....n

Questa proprieta ci dice che c'e una correlazione lineare positiva
tra le coppie di dati (i dati sono su una retta con coefficiente
positivo).

e || coefficiente di correlazione r=-1 se esistono un numero a< 0
e un numero 3 qualsiasi tali che

Yi:axi+ﬁv i:1,2,...,n

Cioe la correlazione & lineare ma negativa (i dati sono su una
retta con coefficiente negativo).
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Anche in questo caso la dimostrazione di questa proprieta &
semplice. Notiamo preliminarmente che la correlazione tra coppie
di variabili identiche (x; = y; per ogni i) & 1. Infatti in tal caso
avremo Sy = Sy € Syy = sf pertanto

2
s
r=—>*-=1
Sx * Sx
Se consideriamo le coppie di variabili
yi =ax; + 3

per la proprita precedentemente dimostrata si avra che il
coefficiente di correlazione e

2
X

sy - sx

QS

r = sign(a)

che & appunto quello che volevamo dimostrare.
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A THIRD PROPERTY OF THE CORRELATION

e The correlation coefficient satisfies r € [—1, 1].

Let us define the vector £ whose n components are the x; — X and
the vector 7 whose n components are the y; — y, i.e., the vectors

£ = (Xl_)_(7 X2 —X, ... 7Xn_)_()7 n = (.yl_.)_/7 }’2—)77 7Yn—)7)

we have
o _ & o _ml . £n
X \/ﬁ7 y \/ﬁ’ Xy n_17
and, therefore,
= S :QZCOSB
sx-sy  [&]|n]

where 6 is the angle between £ and 71 so that |r|= |cosf | < 1.
Ultimately, for linear correlations |r| = 1, otherwise |r| < 1.
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ANCORA UNA PROPRIETA

Abbiamo gia visto che

—_— Z(X, - X) 1 Z Xiyi — nxy

Da cui si deduce che (si ricordi la definizione r = s, /(sx - s))

;Xi)ﬁ — nxy
J (ix? — n)'(2> (gy? — n)'(z)
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Esempio. Acquisto di un'automobile usata.

Anni(x) | 9 12 8 15 6
Costo(y) [18 8 17 7 20

Quale & il coefficiente di correlazione? (abbiamo gia visto che la
covarianza & negativa e per definizione la correlazione ha lo stesso
segno della varianza)

Possiamo sottrarre a tutti i dati x; una costante e altrettanto fare
con i dati y;, abbiamo infatti visto che questo non modifica il
coefficiente di correlazione.

Sottraiamo 9 ai dati di x e sottraiamo 18 ai dati di y, otteniamo:

Amni (x) [0 3 -1 6 -3
Costo (y) [0 -10 -1 -11 2

Per comodita chiamiamo le nuove variabili ancoira x; e y;.
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3-1+6-3 ~10-1-11+2

D xiyi=—30+1-66 — 6= —101
i=1

5

5
> x=9+1+36+9=55 > y}=100+1+121+4=226
i=1 i=1
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n
> xiyi — nxy
i=1

r—= — —=

\/( S Xt - ";(2) (Z?:l y? — ")72)

~101—5-1-(—4) 81

V(55 —5-12)(226 — 5 - (—4)?) V50 - 146

si ha quindi:

81
= — = = — N 4
"7 8458 0,948
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Al crescere degli anni il prezzo diminuisce. |l coefficiente di
correlazione € r=-0.948 molto vicino a -1 quindi forte
correlazione negativa. | dati sono quasi disposti su una retta (si
ricordi che se r = —1 allora y; = bx; + a con b < 0).
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