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Sommario

Si mostra come su un parallelepipedo con facce ortogonali, in corrispondenza di
un’arbitraria 1-tensione si possa costruire, nella classe di equivalenza da questa definita,
una distribuzione di forze uniforme su ciascuna faccia.

Si mostra che alla 2-tensione corrispondono, oltre all’ordinaria distribuzione di forze
di faccia, anche forze di spigolo e doppie forze di faccia; analogamente, alla 3-tensione
corrispondono - oltre alle precedenti - forze di vertice, doppie forze di spigolo e triple
forze di faccia.

La costruzione ¢ realizzata attraverso una successione di semplici trasformazio-
ni algebriche, solo apparentemente immotivata, che conduce a delle espressioni solo
apparentemente prive di significato.

Le motivazioni e i significati possono essere trovati estendendo tale costruzione al
caso di un generico parallelepipedo o a classi di forme piu ampie.
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1 Tensore momento di grado 1
In corrispondenza del campo di velocita test

o) = vo + Gz — o)
con

v €V, G:U—-YV,
la potenza e

Wr):=(0b v,+T -G)volR

con

beV, T:U—-V.
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Essendo
I:61®€1+62®62+63®63, (5)

risulta

T-G=T(e1®e1 +e3Qes+ez3Res) G
= (€1®T€1 +€2®T€2+63®T63)'G (6)
:Tel'G61+T62'G62+T€3'G€3.

Indicando le lunghezze degli spigoli con h1, hs, h3, la espressione precedente diventa
T -G=Te1 -Gey +Tey-Geg+ Tes - Ges

(7)
= h1h12h3 ((hth)Tel -G(hie1) + (hsh1)Tes - G(haes) + (hiho)Tes - G(hgeg))

Indicando le velocita al centro delle facce con la regola implicita nelle seguenti definizioni

h

U1 = v(To + 7161)
(8)
= vfae — ker)
V-1 1= V(%o 5 1),
attraverso la (1) risulta
(V41— v-1) = G(hie). (9)
Pertanto
G(hier), G(haes), G(hses) (10)

sono le differenze (prime) di velocita nelle direzioni ey, eo, e3, i termini
Tey, Tey, Tes (11)
sono interpretabili come forze superficiali sulle facce di normale e, es, e3, essendo
(h2hs), (hsh1), (hihz) (12)

le aree di tali facce.

2 Tensore momento di grado 2

In corrispondenza del campo di velocita test

v(z) = vo + Gz — x6) + %G(w — o) (T — %) (13)
con
eV, G:U—-V, G:U—LnlU,V), (14)
la potenza e
Wrw):=(b-vo+T-G+T-G)volR (15)
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dove
beV, T:U—-V, T:U—LinU4,V). (16)
Inoltre vale la seguente condizione di simmetria di G
Guv = Gou, YuelU,Vvel, (17)
che induce la stessa proprieta su T
Tuv = Tvu, YuelU,VveU. (18)
Come per la potenza di grado 1 risulta

T'G:T(Bl®61+62®€2+63®63)'G
= (61 ®T61 +62®T62+63®T63) G (19)
= Te; - Gey + Tes - Geg + Tes - Ges.

Ciascuno dei termini della somma pud essere a sua volta trasformato, utilizzando la (6), nel
modo seguente

Teq - Gey = Tereq - Gerer + Teqres - Geres + Teqes - Geres
Teg - Geg = Tegeq - Gegey + Teges - Geges + Teges - Geges (20)
Tes - Ges = Tegey - Gegey + Teges - Geses + Teses - Geses
Moltiplicando per il volume hjhshg si ottiene infine
(hihahs) T -G = (hahs)Tere; - G(hier)e;
+ (hsh1)Teqes - G(haea)es
+ (h1ho)Teses - G(hses)es
(21)
+ 2 hyTezes - G(haes)(hses)
+ 2hyTezeq - G(hses)(hier)
+ 2 hsTejes - G(hier)(haes).

Indicando le velocita al centro degli spigoli, sulle facce rispettivamente di normale e; e —eq,
con la regola implicita nelle seguenti definizioni

h h
V142 = (T + —161 + —262)
2 2
h h
Vp1—2 = v(xo + 7161 - 7262)
(22)
= vlae— Moy + 22y)
V-_142 ‘= V(o 2 €1 5 €9
— o hi ha )
V-_1-2 ‘= V(%o D) €1 5 €2),
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attraverso la (13) risulta
(V4142 — v41-2) = (V-142 — v_1-2) = G(h1e1)(hze2). (23)
Le espressioni
G(hie1)(hae2), G(hoez)(hzes), G(hses)(hier) (24)

hanno dunque il significato di differenza (seconda) della velocita di spigoli opposti, mentre
i termini

T6162, Tegeg, Tegel. (25)

hanno il significato di distribuzioni uniformi di forza sugli spigoli, dette brevemente forze di
spigolo. Piu in dettaglio, dalla (23) si ha

T€1€2 . ((’U+1+2 - U+1_2) — (’U_1+2 — U_l_z)) = T€1€2 'G(hlel)(hgeg). (26)

Poiché espandendo la prima espressione si ottiene

Teres - (V4142 — v41-2) — (V142 —V_1-2) =
T6162 V4142 — T6162 cV41-2 — T6162 cUV-142 + T6162 cV-1-2, (27)
il termine 2 h3Tejes-G(hie1)(haes) nella (21) corrisponde alla potenza di una distribuzione
uniforme 2 Tejes su ciascuno degli spigoli (+1 4 2) e (=1 — 2), e di una distribuzione uni-

forme —2Tejes su ciascuno degli spigoli (+1 — 2) e (=1 + 2). 1l fattore 2 trae origine dal
fatto che ogni spigolo & bordo di due facce. Poiche

h h h
(G(?lel)el, G(geg)eg, G(§63)63 (28)

hanno il significato di derivate normali della velocita sia sulle facce di normale ey, es, e3 che
sulle facce opposte, i termini

']I‘elel, ’]Tegeg, T63€3 (29)

hanno il significato di distribuzioni uniformi di doppie forze di faccia.

3 Tensore momento di grado 3
In corrispondenza del campo di velocita test
v(x) =vo+ Gz — x0) + %G(m — Zo)(x — x6) + éG(w — Zo)(x — X)) (T — T0) (30)
con
wLeVY, G:U—YV, G:U—LnU,V), G:U— LinlU,LinU,V)), (31)
la potenza e

Wr)=0b-v+T-G+T-G+T-G)volR (32)
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dove
beV, T:U—-YV, T:U—Linl4,V), T:U— Linl{,Linl4,V)). (33)
Inoltre vale la seguente condizione di simmetria di G
YueU,Yv e U,YVw elU, Guvw = Guwu = Guuw = Guwu = Guuv = Guwou, (34)

che induce la stessa proprieta su T. Come per la potenza di grado 1 e la potenza di ordine

2, risulta

T-G=T(e1®e1+e2®@exs+e3®es) -G
:(61®T€1+62®T62+63®T63)'G
:T61 'G61+T62'G€2+T€3'G63.

(35)

Ciascuno dei termini della somma puo essere a sua volta trasformato, utilizzando le (20),
nel modo seguente

T€161 . G€1€1 = T€16161 . G€1€1€1 + T€1€1€2 . G616162 + T6161€3 . G61€163
Tejes - Gereg = Teqeger - Geresey + Tejeses - Gepeges + Tereses - Gepeses (36)
Teies - Geres = Tejeseq - Gejeser + Tejeses - Gereses + Tejeszes - Gepeses
Teger - Geger = Tegereq - Gegerer + Tegeqes - Gegeres + Tegeres - Gegeqes
Teges - Gegeg = Tegeger - Gegesey + Tegeaes - Gegeses + Teseses - Gegeses (37)
T€263 . G€2€3 == T€26361 . G€2€3€1 + T€2€3€2 . G626362 + T6263€3 . G62€363
Teser - Geser = Teseieq - Geserer + Teseqes - Geserea + Teseres - Geseqes
T€362 . G€3€2 = T€36261 . G€3€2€1 =+ T€3€2€2 . G636262 + T6362€3 . G63€263 (38)
T€363 . G€3€3 = T€36361 . G€3€3€1 + T€3€3€2 . G636362 + T6363€3 . G63€363
Moltiplicando per il volume hyhshs si ottiene, per via delle condizioni di simmetria,
(hlhghg) T- G == 6T€16263 . G(hlel)(hQBQ)(hgeg)
+ (h2h3)T616161 . G(hlel)elel
+ (hghl)Tegegeg . G(h2€2)€2€2
+ (hlhg)T€3€3e3 . G(h3€3)63€3 (39)
+ 3 hl (T€2€3€2 . G(h2€2)(h3€3)62 + T€2€3€3 . G(h2€2)(h3€3)63)
+ 3 hg (T€3€1€3 . G(hgeg)(hlel)eg + T€3€1€1 . G(hgeg)(hlel)el)
+ 3 h3 (T€162€1 . G(hlel)(hgeg)el + Tejezes - G(hlel)(hgez)ez).
Indicando le velocita dei vertici con la regola implicita nelle seguenti definizioni
h h h
Vyr4243 = v(To + 7161 + 7262 + 7363)
h h
Vy142-3 ‘= v(xo + —161 + —262 - —363) (40)
2 2 2
h h h
Vy1—243 1= 0(To + 7161 - 7262 + 7363)7
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attraverso la (30) risulta

((U+1+2+3 —V4142-3) — (V41-243 — U+17273))

4
*(('U71+2+3 - v,1+2,3) - (U7172+3 - U717273)) = G(hlel)(h2€2)(h3€3)~ ( 1)

La espressione precedente ha dunque il significato di differenza terza della velocita dei vertici,
mentre il termine

Teieges (42)

ha il significato di forza di vertice. Pilt in dettaglio, dalla (41) si ha

Tejezes - (((U+1+2+3 - U+1+2—3) - (U+1—2+3 - U+1—2—3)) (43)
43
*((U71+2+3 - ’071+273) - (U7172+3 - U717273))) = Terezes - G(hlel)(h262)(h363)~

Poiché espandendo la prima espressione si ottiene

Terezes - (((U+1+2+3 - U+1+273) - (’U+172+3 - ’U+17273))
- ((U—1+2+3 —v_142-3) — (V_1-243 — U—1—2—3))) =
Tejezes - (’U+1+2+3 — VU4142-3 — U41-243 + V41-2-3
— V14243 T V—142-3 +V—1-243 — U7172—3) (44)
il termine 6 Tejezes - G(hier)(haez)(hses) nella (39) corrisponde alla potenza di una for-
za 6 Tejeges applicata ai vertici (+1,42,+3), (+1,—2,-3), (—=1,+2,-3), (-1,—-2,+3)
e ad una forza —6Tejeses applicata ai vertici (+1,+2, —3), (+1,—2,+3), (—=1,+2,+3),
(—1,-2,-3). 1l fattore 6 trae origine dal fatto che a ciascun vertice convergono tre spigoli,
ciascuno dei quali ¢ bordo di due facce. Poiche

G(hlel)elel, G(hzez)ezez, G(h3€3)€3€3 (45)

sono derivate seconde normali della velocita sia sulle facce di normale eq,es, es che sulle
facce opposte, i termini

Tejerer, Tegeses, Teseses (46)
hanno il significato di distribuzioni uniformi di ¢riple forze di faccia. Le espressioni
G(hges)(hses)ez, G(haea)(hses)es, (47)
sono le derivate normali ad uno spigolo parallelo a e;. Pertanto
Tesezea, Teseses (48)

sono delle doppie forze di spigolo.
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