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Capitolo 1

Trave di Timoshenko

1.1 Corpo a forma di trave

Una trave ¢ un corpo la cui forma generica R C £ ¢ l'immagine di una
funzione regolare e biunivoca

7:00,L] xS —R, (1.1.1)

essendo S una porzione di superficie in £ orientata e piana, tale che comunque
si scelga y, € § per ogni y € S risulti

T(8,y) =T(8y0) + &)y = ¥o) (1.1.2)

essendo Q(¢) una rotazione. La curva 7 (£,y,) si dice asse, 'immagine di 7
per un fissato valore di ¢ si dice sezione.
Indicando con R una particolare forma, a cui corrisponde

T(6y) =T(5y0) + QY — Yo, (1.1.3)
le deformazioni )
¢:T(y)—T(y) (1.1.4)
ammettono, attraverso la (1.1.2), la seguente rappresentazione
d(T(&,y)) = d(T(&,50)) + Q)Y — ¥o) (1.1.5)
in cui dalla (1.1.3)
(y - yo) - Q(g)_l( 7 (57 Y) - T(£7 yo))
= Q)" (T(&y) —T(£y0) (1.1.6)
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Ponendo )
R(¢) := Q(§)Q(O)T, (1.1.7)

si ha dunque

D(T(£,y)) = D(T(£,¥0)) + RO(T(Ey) = T (S ¥0)). (1.1.8)

dove anche R (&) € una rotazione . Si assuma che det V¢ sia positivo ovunque.

Scelto y, € S, poiché Q(£) & una rotazione, si pud porre per ogni y

Q(f’)(y - YO) = C252(€) + €353(£)7 (1'1'9)

con ay (), as(&) vettori ortonormali, che assieme al vettore

a1(§) = ay(§) x az(§)

costituiscono una base ortonormale {a;(£),a2(§),a3(§)}. La (1.1.9) corri-
sponde alla scelta di un sistema di coordinate cartesiano su S con origine in
Yo € tale che ad ogni y corrisponda la coppia di coordinate (s, (3). Ponendo

%o(€) = T (&,¥o), (1.1.10)
la (1.1.3) diventa
T(£,y) = %o(€) + (az(§) + (3a3(§). (1.1.11)
Risulta cosi definita la parametrizzazione Z di R tale che
Z(£, (2, (3) = Xo(§) + Ga2(§) + Gas(§), (1.1.12)
avendo posto B
Ponendo inoltre
Xo(€) == ¢(T (&, y5)) (1.1.14)
z(£, (o, G) = o(T(E,y)) (1.1.15)

la corrispondente parametrizzazione  di R, attraverso la (1.1.8) e la (1.1.11),
risulta

(&, (2, () = Xo(€) + R(€) (Ga2(8) + ¢sa3(¢)). (1.1.16)

o equivalentemente

(8, G2, G3) = %o (&) + R()(2(€, G2, G3) — %o(8))- (1.1.17)
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Definendo
a1 (§) == R()a;(§),
a(§) == R(§)a(9),
a3(§) == R(§)as(¢),

la (1.1.16) diventa
z (£, G2, () = %6(§) + Gaz(§) + Czas(§). (1.1.18)

Si noti che (3 e (3 descrivono attraverso T e x rispettivamente le posizioni
T(&,y) e T(,,y) di ciascuna sezione. Si assuma inoltre che 7 sia tale che
per X, (§), vettore tangente alla curva (1.1.10), valga la relazione

X,(€) = ai(§), (1.1.19)

che rappresenta la condizione di ortogonalita delle sezioni rispetto all’asse
nella configurazione iniziale. In generale questa proprieta non e conservata
dalla deformazione ¢. Indicando con A, 72, 73 le componenti nella base
{a1,as,a3} di ', vettore tangente alla curva (1.1.15), si puo scrivere infatti:

' = \a; + 1ay + Yzas. (1.1.20)

In un moto l'espressione delle velocita dei punti sulla sezione risulta, dalla
(1.1.17)

(€, 2. Gs) = %o(€) + RIER(E) (2 (&, G2, G3) — %o(6)). (1121)
Pertanto gli atti di moto sono descritti dai campi vettoriali
’UJ(f, C27 C3) = Wo(f) + Wo(f) (m(fa C27 CS) - Xo(f)), (1122)
in cui si e posto
w(&, G2, C3) = (&, (2, G3), (1.1.23)
Wo(£) = %o(§). (1.1.24)

e con W, (&) antisimmetrico. Nella base ortonormale {a;(§),as(§),as(§)} il
vettore wo(£) ammette, in termini di componenti, la seguente rappresenta-
zione:

Wo(§) = wor(§)ai(§) + woa(§)az(§) + wos(§)as(§)- (1.1.25)
La matrice del tensore W, (&) risulta, inoltre:
0 —ws(§) w(f)
[(Wo(©)] = | ws(é) 0 —wl(§ |- (1.1.26)
—wy(€)  wi(§) 0



CAPITOLO 1. TRAVE DI TIMOSHENKO b}

1.2 Modello diretto

I1 modello classico di trave alla Timoshenko, inteso come continuo tridimen-
sionale, puo essere assimilato ad un continuo monodimensionale le cui con-
figurazioni sono descritte dalla coppia (x,(£), Q(€)), in cui x,(£) una cur-
va immersa in uno spazio di dimensione tre e Q(§) ¢ un campo di tensori
ortogonali.

Per la formulazione delle equazioni di bilancio si possono direttamente
considerare come descrittori degli atti di moto le funzioni (w,(&), W,(£)),
come suggerito dalla (1.1.22), e quindi, come descrittori del gradiente degli
atti di moto, le funzioni (w,, w,, W,, W1).

Per la potenza esterna si puo, dunque, assumere la seguente espressione:

L
W(ext)(WmWO) — / (b -w,+C- Wo) dé
0 (1.2.1)

+s w, + M- W, +sT w4+ MW
mentre per la potenza interna si assume la espressione
‘ L
WU (w, W) = —/ (So Wo+s-W.+Z -W,+M-W.) dé (1.2.2)
0

Sommando la (1.2.1) e la (1.2.2) la potenza totale in un atto di moto virtuale
risulta

L
W(ext)(wo’ W) + W(int)(wo’wo) _ / (b-w,+C-W,) d¢
0
+s-w, MW st owl MY WS

L
—/ (So - Wo+s-Wo+Z-W,+M-W)) d¢
0

(1.2.3)
Attraverso la integrazione per parti
L L
/ (s-w.+ M- W) d — —/ (s wo + M- W,) de
0 0
+s(L)-wl +M(L) - W —s(0)-w, —M(0) - W

(1.2.4)
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la (1.2.3) diventa

L
W (wo W) + W (w, W) = / ((So+8 +b)-wo+ (M —Z+C)-W,) d¢
0

+ (s +s(0)) - wy + (M™+M(0)) - W
+ (st —s(L)) -wi + (MT—=M(L)) - W}
La condizione che la potenza virtuale sia nulla per ogni atto di moto fornisce
le equazioni differenziali di bilancio

so+s' +b=o (1.2.6)
M-Z+C=o (1.2.7)

assieme alle equazioni di bilancio al bordo

—s(0) =s~ (1.2.8)
s(L) =s" (1.2.9)
—M(0) = M~ (1.2.10)
M(L) = M* (1.2.11)

Un atto di moto rigido puo in generale avere la seguente rappresentazione

Wo(€) = wo(0) + W, (0) (x6(£) — %6(0)), (1.2.12)
W, (&) = Wo(0), (1.2.13)

da cui, derivando, si ottiene

W;(f) =W, O)X:)(f)’ (1'2'14)
W.(&) = 0. (1.2.15)
Ponendo
W, := W,(0) (1.2.16)
Wo := wo(0) (1.2.17)

la condizione che per ogni atto di moto rigido la densita di potenza interna
sia nulla equivale alla seguente relazione:

—~

So Wot S - W,+Z -Wo+M-W,=0 Vw,, W, (1.2.18)
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da cul si ottiene
so-wo+s-\7voxg+z-x7vo:0
= S Wot (X,®5+Z) - Wy =0

{ Z = —skw(x,®s)
=
So =0

Le equazioni di bilancio diventano dunque
s+b=o0
M’ + skw (x, @ s) + C = O.

(1.2.19)
(1.2.20)

(1.2.21)

(1.2.22)

(1.2.23)
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1.3 Identificazione con il continuo di Cauchy

La formulazione classica delle equazioni di bilancio, per il modello di tra-
ve alla Timoshenko, si basa sulla nozione di tensore degli sforzi di Cauchy.
L’obiettivo dell’identificazione del modello diretto con il continuo di Cauchy
consiste nell'interpretare le equazioni di bilancio a partire dalla corrispon-
denza degli atti di moto, descritti dalla (1.1.22), tra il modello diretto ed il
continuo di Cauchy. In particolare, per mezzo dell” espressione della potenza
esterna e possibile ricavare una interpretazione dei descrittori b e C delle
forze esterne nel modello diretto in termini di densita di forza di volume b
e di densita di bordo t. Tramite I'equivalenza della potenza interna invece,
possibile ricavare una interpretazione dei descrittori degli sforzi s e M in
termini del tensore di Cauchy.

1.3.1 Gradiente della deformazione e gradiente della
velocita

II gradiente della deformazione F' descritta dalla (1.1.4) si puo valutare
tramite le (1.1.20) e (1.1.18). Si ha dunque:

F@l = %.’B = (l?l = R(Aél + 7252 + 7353), (131)
0
Fi_lz = a—<_2$ — az = Rég, (132)
Fé—im—a—Ré (1.3.3)
5= 9G 3 3. 3.
La matrice di F nella base {a;,as, a3} ¢ dunque

A 00
[F]=[R][ay 1 0O]. (1.3.4)

(6% 0 1

Risulta inoltre det F = A. Per il gradiente della velocita, dalla (1.1.22) e
utilizzando la (1.1.18) si ottiene:

Gz' = (%w =w,+ W, (z —x,) + Wo(z' —x)), (1.3.5)
0
= — = WO , 1.3.
Ga, 00, w ag ( 3 6)
Ga; = i'w = W,as. (1.3.7)

93
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Si noti che il gradiente di velocita G' ¢ una grandezza puntuale il cui valore
dipende, oltre che dal valore dell’ascissa & sull’asse, anche dalla particolare
scelta del punto @ sulla sezione. Il vettore x| ¢ il vettore tangente alla curva
(1.1.14).

1.3.2 Potenza virtuale esterna

Per la trave 7 l'espressione della potenza virtuale esterna W corrispon-
dente ad una densita di forza di volume b e ad una densita di forza di bordo t
¢ data dalla seguente espressione:

weah (w) = / b-w dV +/ t-w dA, (1.3.8)
R oR
in cul
w =W, + Wy(x — X,). (1.3.9)

In corrispondenza di una deformazione ¢ : R — R si ha, essendo dalla
det F = )\,

/b-WdV:/b-wdethV
° _

R
L L
://b/\dA-wod§+//(w—xo)@)b)\dA-Wodf
0 JS 0 JS
(1.3.10)

In maniera del tutto analoga si puo scrivere per t:

L L
/ t-wdA://t/\dE-woder/ / (T —%o) ®t A dl- W, de
OR 0 oS 0 oS

+/ tdA~wo—|—/ (r—%x,) ®tdA- W,

+/ tdA-W:—i—/(:B—XO)@tdA-W:
st st
(1.3.11)
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In questa si possono riconoscere i descrittori delle forze estere corrispondenti
al modello diretto:

b:/b)\dAJr/t)\dé (1.3.12)
S oS
C:/(:c—xo)®b/\dA—l—/(m—x0)®t/\d£ (1.3.13)

S oS

st :/ t dA (1.3.14)
S+

M* = / (z — x,) @t dA. (1.3.15)
St

attraverso i quali si ritrova I’espressione della potenza esterna descritata dalla
(1.2.1).

1.3.3 Potenza virtuale interna
Si consideri ora la espressione della potenza interna

W) = -

L
TC-GdV:—//\TC-GdV:—///\Tc-GdAdg
R R 0 JS

R

(1.3.16)

dove T. ¢ il tensore di Cauchy e con G dato dalle (1.3.5)—(1.3.7). Essendo,
in corrispondenza di ciascuna sezione,

T.-G=T.(a;®Ra; +ay®ayt+az®a3z) - G
=T.a; - Ga; + T.ay - Gay + T.a3 - Gas, (1.3.17)
utilizzando le (1.3.6) e (1.3.7) si ottiene
T.-G="T.a, - Ga; +T.as - Woas + T.a3 - W,as. (1.3.18)

Per il principio di obiettivita della potenza interna il tensore T, deve essere
tale che
T, Wo=0 (1.3.19)

per qualsiasi W, antisimmetrico. Espandendo tale espressione come nella
(1.3.17), risulta

Tcag . Woag + Tcag : Woag = —Tcal : Woal. (1320)
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La (1.3.18) diventa pertanto
T.-G="T.; - (G—W,)a. (1.3.21)
Poiche dalla (1.1.20) ¢

1 o o
a; = le — (72512 + 73a3> (1.3.22)
risulta
1 « «
Ga, = Gz’ ~ (72 Ga, + f’Gag) (1.3.23)
1
W,a, = —W,z' — <%Woa2 + %Woag) (1.3.24)
A A A
e dunque, per le (1.3.6) e (1.3.7),
1
(G —Wy)a, = X(G - W)z (1.3.25)
Pertanto la (1.3.21) diventa, per la (1.3.5),
AT.-G = T.a; - (G—W,)z' (1.3.26)

= Tea; - (W, + Wi(z — %) + Wo(z' — x})) — WoX)
= T.a; - (W, — Wox, + Wi(z — x,))

= T -w,—x,® T.a; - W,+ (z—x%x,) @ T.a; - W,. (13.27)

Ponendo

s ::/ T.a; dA (1.3.28)
S

M = / (x —%,) ® T.a; dA (1.3.29)
S
la espressione della potenza interna (1.3.16) assume la forma
L
W) (w) = —/ (s-w,—x.®s-Wo+ M- -W.) d¢. (1.3.30)
0

che ¢ del tutto equivalente all’espressione della potenza interna (1.2.2), cor-
rispondente al modello diretto di trave, con le condizioni (1.2.21). Da questa
si deducono, dunque, le seguenti relazioni:

s=s (1.3.31)

M=M (1.3.32)
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1.4 Identificazione con il continuo di grado
due

L’identificazione tra il modello diretto di trave ed il modello di grado due
consiste nello stabilire una corrispondenza tra gli atti di moto di ciascun
modello e nell’assumere che la potenza interna e la potenza esterna abbiano
lo stesso valore per atti di moto corrispondenti. L’obiettivo e ancora una volta
quello di interpretare i descrittori s e M in termini di descrittori della tensione
qui rappresentati dal tensore degli sforzi di grado uno T, e dal tensore degli
sforzi di grado due T,. Dal punto di vista geometrico il modello di continuo
di grado due viene confrontato con una generica sezione che rappresenta la
porzione piu elementare per il modello di trave.

1.4.1 Modello di continuo di grado due

Si consideri per un fissato valore dell’ascissa ¢ un solido di forma cilindrica
immagine di una funzione regolare e biunivoca

C&h : [0, h] xS — 'R,E’h, (1.4.1)

generato dalla traslazione della sezione S lungo la tangente x(§) all’asse
T(&,y,) della trave in corrispondenza del fissato valore £ e tale che il ba-
ricentro della sezione coincida con il baricentro del cilindro stesso (Figura

1.1).

Poiche la deformazione ¢, descritta dalla (1.1.4), non conserva, in ge-
nerale, la condizione di ortogonalita delle sezioni rispetto all’asse, il cilin-
dro C¢j, ¢, per costruzione, non retto. E conveniente, quindi, introdurre
un sistema di coordinate cartesiane su C¢j, attraverso la scelta della base
{x}(£),a2(¢),a3(£)} e con origine in y,, tale che ad ogni y corrisponde la
terna di coordinate (i, (2, (3). Comunque si scelga y, € R, risulta

Cen(0, o) = %o (§) (1.4.2)

e per ogni y € R¢y risulta

Cen(Cy) = Cen(0, o) + (x5(§) + QY — ¥o)- (1.4.3)

Ricordando che, tramite la (1.1.9)

Q) (Y — ¥o) = (2a2(§) + (3as3(§) (1.4.4)
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Figura 1.1: Rappresentazione del cilindro Ce¢,

si puo introdurre la seguente parametrizzazione su Ce p:

Xe(C1, G2y (3) 7= Xo(§) + (1%, (§) + Gaz(§) + Gzas(&). (1.4.5)

Si noti che, per i punti che giacciono sulla sezione S ossia per (; = 0, si trova
la seguente relazione:

x¢(0, G2, G3) = x (&, G2, C3)- (1.4.6)

Siano, inoltre, ny(§) e n3(£) una coppia di versori normali alla superficie
laterale del cilindro tali da soddisfare le seguenti proprieta:

n,-x, =0
ng'ngo
ng'a3:0
1’13'82:0

Indicando con A, 7, 73 le componenti del vettore tangente x/ nella base
{ab az, a3}:
X, = Aai + 7222 + 7323 (1.4.7)
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risulta:
A
nyo = — 72 1 a; + 1 A (148)
(A2 413)2 (A2 413)2
A
ng = — Bt a; + as. (149)

N N

(A +15)° (A +13)°

Siano inoltre aip, a3 rispettivamente gli angoli compresi tra il vettore a; e

le proiezioni di x) nel piano individuato dalla coppia {a;,as} e nel piano
individuato dalla coppia {a;,as}. Si ha allora:

) ~ a; - (A\a; + ay) A
Qg = COS (X9 = — .
||a1||||)\a1—|—72a2|| ()\24_722)5

ai - (\ai +za3) A

Q3 := COS Qi3 = = )
P Taillar +saall T (a2 142

Sostituendo tali relazioni, le (1.4.8) e (1.4.9) diventano:

Q2 Y2

ny = — b\ a; + aoas (1410)
07
ny = — *}73511 + asas. (1.4.11)

1.4.2 Moto

Gli atti di moto del cilindro tangente C¢ ,(¢1,y), corrispondenti agli atti di
moto della sezione S individuata dall’ascissa curvilinea &, risultano atti di mo-
to di grado due in cui le velocita dei punti possono essere descritte, omettendo
per chiarezza l'indice &, dalla seguente funzione:

. 1
X —Xo = Go(§)(x — %X0) + 5(}0(5)@( — Xo)(X — Xo). (1.4.12)
Utilizzando la parametrizzazione di Ce (1, y) si puo scrivere direttamente:

We (1, G, G3) = Wol(§) + Go(€) (xe(Cr5 G2, G3) — %o (6)) +
+ %G0<f) (Xﬁ(Ch G2, (3) — XO(g)) (Xf(Ch (2, C3) — XO(S))

(1.4.13)

in cui si e posto
LAGHECNCIES (CHECNEN (1.4.14)
Wo(£) = %o(£). (1.4.15)



CAPITOLO 1. TRAVE DI TIMOSHENKO

15

La corrispondenza tra il campo di velocita del cilindro ed il campo di
velocita della sezione ¢ stabilita attraverso la relazione tra i1 tensori G, e
G, e i gradienti primo e secondo delle velocita w della sezione, valutati
in corrispondenza del punto x,(§) sull’asse della trave, data dalle seguenti

espressioni:

G, x. =

o

Goag =

GoaS =

e per il tensore G, (&):

o“*o0“*o

/
Goxoag =

/
Gox a3 =
\

Goagxg =
3 Goazay =

Goazaz =
\

p
/
Goagxo =

Goagag =

Goazag =
\

(G, x.x. =

ow /
06
ow
9C2 |y,

ow
8C3 X=Xo

X=Xo

= WOaQ;

= Woa3a

07
0?w
0E0Ca |y,
0w
0803 | . °
0?w
0C208 |y,
0?w
0C20C,
0w
0C20G3
0w
0308
Pw
9¢30¢
0*w

9C30Cs

X=Xo

X=Xo

= Wg(g)ai’n

X=Xo

= o,

X=Xo

= o,

X=Xo

(1.4.16)

(1.4.17)

(1.4.18)

(1.4.19)

(1.4.20)

(1.4.21)

Il termine Gox,x. si assume che sia nullo poiche nel modello di Timoshenko
la densita di potenza interna della trave dipende solo ed esclusivamente dalle
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derivate prime dei descrittori degli atti di moto wey(£) e Wo(£). Si puo
osservare che:

Vwe(Cr, G2, C3) = Vw(&, (2, (3), (1.4.22)

VAW (1, 2y Gs) # VW (€, G, Ca). (1.4.23)
In particolare la relazione (1.4.23) ¢ determinata dal fatto che le funzioni
GoxLx. ¢ %2712” sono del tutto indipendenti tra di loro.

Tenendo, dunque, conto delle (1.1.25) e (1.1.26) la matrice del tensore Go(§)
si puo scrivere, secondo la base {x, as, a3}, nel seguente modo:

wyi(§) —ws(§)  wa(§)
(Go(©)] = | wla(&) 0 —wn(®) (1.4.20)
wez(§)  wi(§) 0

la matrice del tensore G, (&) ¢ invece:

[Go(&)] = 0 0 0 : (1.4.25)

&
S
—~
M
~—

o

o

|

& S
=~
~
~—

o O
o O

o
(a]
(@]

Seguendo la disposizione degli elementi g;; all'interno della matrice di G,
questi termini di velocita possono essere rappresentati come in Figura 1.2.
Analogamente i termini g;;; del tensore Go,a; sono rappresentati in Figura

1.3
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Figura 1.2: Rappresentazione del campo di velocita corrispondente a G,
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Figura 1.3: Rappresentazione del campo di velocita corrispondente a Gya;
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1.4.3 Potenza virtuale interna

La potenza virtuale interna W,(lmt) del cilindro tangente C¢ ,(¢1,y), in quanto
corpo di grado due, ha la seguente espressione :

W) .= (T, - G + To - Go) vol (Re.1) (1.4.26)

che puo essere analizzata piu in dettaglio se si introducono le applicazioni
lineari P e V che descrivono, rispettivamente, le proiezioni sulla sezione S e
lungo il vettore tangente x:

P :V — span{as, as} (1.4.27)
V :V — span {x.} (1.4.28)
in particolare
~ 1 1
P= —nNy ®as + —n3 K as (1429)
Q2 a3
~ 1
V= T ® X (1.4.30)

La decomposizione della potenza interna secondo gli endomorfismi PeV
equivale, come si vedra meglio in seguito, alla scelta della base {x/, as, a3} per
la rappresentazione matriciale dei tensori G, e G,, e della base {a;, ny, ns}
per i tensori Ty e T,.

Potenza virtuale interna di grado uno

Il termine di grado uno della potenza interna (1.4.26) si puo scrivere, tramite
le proiezioni P e V, nel seguente modo :

To  Go=To(PT+VT)-Go(P +V)

-T.P"-GV+T/V'-GP+T,V'-G,V+T,P"-G.,P
(1.4.31)

dove

T,PT-GV=T,P'V' .G, =0
VI .GP=T, V'PT-G,=0
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e dove:

- - 1
TOVT : G‘OV = To (—X/ X al) . G’o (Xal X Xg)

1 1
= XXQ (%9} T0a1 . Xal &® GOX;
1 1
= Toa1 . (Xal X GOXQ) XX,
1 1
= XToal . GOX; (a1 . XX;)
! T Gox!
= 7101 - boX,
\ 1

~ ~ 1 1 1 1
TOPT . GOP = To (—a2 XNy + —az ® 1’13) : GO (—HQ Xas+ —ng® 8.3)
Qa9 Q3 o%) a3

1 1 1
= —82®TOHQ'GO (—n2®a2+—n3®a3) + ...
a2 a2 Qs
1 1
= —Tol’lg . Goag + —Tong . G0a3

o5 Qs

In definitiva si ottiene:

1 1 1
T, - Go = —~Toa; - Gox|, + —Tony - Goas + —Tons - Goas.  (1.4.32)
A Q9 a3

Dalla (1.4.24) si deduce che il tensore degli sforzi T, ammette nella base
{a;,ny, n3} la seguente rappresentazione matriciale:

fll f12 f13
[To] = | far 0 fos (1.4.33)
fa1 fz2 0

Graficamente, seguendo la disposizione degli elementi f;; all'interno della
matrice di Ty, queste forze di superficie possono essere rappresentate come
in Figura 1.4.
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Figura 1.4: Rappresentazione delle forze f;;
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Per il principio di obiettivia della potenza interna il tensore T, deve essere

tale che:
T, - W,=0 (1.4.34)

per qualsiasi W, antisimmetrico. Espandendo tale espressione come nella

(1.4.32) risulta:

1 1 1
T, W, = XToal -Wox, + a_T°n2 - Weay + a—Tong, -Woaz =0 (1.4.35)
2 3

da cul si ottiene

1 1 1
—Tony - Woay + —Tong - Woag = ——Toa; - Wex,, (1.4.36)
(6%)] (0% A
La (1.4.32) diventa pertanto:
1
T, - G, = XTc,a1 (G — Wo)xL. (1.4.37)

Il contributo di grado uno alla potenza interna del cilindro Ce¢(y) € dato,
dunque, dalla seguente espressione:

. 1
W}(lznt) — _/ —T.a, - (Go _ WO)Xg dV (1438)
Re,n A

L’identificazione della potenza interna W ") del cilindro con la potenza in-
terna della sezione S, rappresentata dalla densita lineare di potenza interna
@) della trave 7, equivale ad imporre la seguente relazione:

=™ .= lim W(mt
h—0 ]’L

= — lim — / (Go — Wo)x, dV
h—0 h Rgh

N hlir(l)hs A

= —lim %Toal : (Go - WO>X/0 dA

-T odq ° (Go — WO)X:) dC1> dA

N[>

1
= [ ot (G~ Wajx, d4 (1.4.39)
S

ponendo

A= / dA (1.4.40)
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la (1.4.38) diventa
G % Toar - (Go — Wo)X, (1.4.41)
In termini di componenti si puo scrivere per la (1.4.37)
Toar = fnar + faa + fa1a3
Gox, = w, = wl a; + w,as + w. ;a3

Wox, = Wo(Aa; + 1as + 73a3)
= )\(u)gag — w233) + ’72(-(,(}38.1 + wlag) + ’73(0)231 — wlaQ)

= (—7ws + Y3wa)a; + (Aws — y3wi)ag + (—Aws + yawr)asy

per cui risulta

1 1
T, G, = an(w:,l + Yows — Y3wa) + szl(wi,g — A\ws + Y3w1)
(1.4.42)

1
+ Xf31(wé,3 + Awg — Yawr).

In riferimento alla (1.4.41) si possono, dunque, definire le seguenti caratteri-
stiche di sollecitazione:

N = Af (1.4.43)
Qy = Afy (1.4.44)
Qs := Afs (1.4.45)

chiamate, rispettivamente, sforzo normale, sforzo di taglio lungo la direzione
ay e sforzo di taglio lungo la direzione as.

Il termine di grado uno della densita lineare di potenza w™ della trave
si puo, quindi, esprimere tramite la seguente relazione:

. 1
lint) — 3 (N<w:>1 + Yows — Y3w2) + Qa(wey — Aws + Y3w1)
(1.4.46)
+ Q3<w/o3 + Awg — ’yzwl))-
Ponendo: 1
s := lim — T.a; dV (1.4.47)
h—0 Rg,h
si ottiene

s=A T0a1 = Na1 + Q2a2 + ang. (1.4.48)
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Per cui la (1.4.41) si puo altresi esprimere nella seguente forma

. 1
(i) — —3s (wo, —Wx[)=—(s-w,—x, ®s-W) (1.4.49)

che corrisponde alla (1.4.46) scritta in termini tensoriali.

Potenza virtuale interna di grado due

Il termine di grado due della potenza interna (1.4.26) ¢ dato, in maniera del
tutto analoga alla (1.4.31), dalla seguente espressione:

Ty Go = ToV" - GoV + T,PT - G,P (1.4.50)

dove, tramite le (1.4.29) e (1.4.30)

~ ~ 1
T, V' -G,V = 3 Toa - Gox,, (1.4.51)
~ ~ 1 1
TOP : GOP = —Tol’lg : Goag + —Tol’lg, . Goa3. (1452)
(6] Q3

Proiettando ulteriormente le (1.4.51) e (1.4.52) lungo la sezione S e lungo il
vettore tangente x. e considerando solamente i termini non nulli del tensore
G, si ottiene:

~ ~ 1 /1 1
T,V' -G,V = X (a—’]I‘oalng - GoxLag + a—']I‘Oalng . Goxga3> (1.4.53)
2 3

~ ~ 1 1
T,P"-G.P = )\—Ton2a1 - Goagxl, + /\—Tongal - Goasxy,. (1.4.54)
(6] Qg

Si osservi che per la simmetria di G,, in virtu dell’'uguaglianza delle derivate
parziali miste del campo vettoriale w¢((y, (o, (3) risulta

GoxLas = Goagx,, (1.4.55)
GoxLaz = Goazx),. (1.4.56)

La (1.4.50) diventa pertanto

1 1
To . GO = —(Toa1n2 + Ton2a1) . Goa2xg + —(Toa1n3 + T0n3a1) . Goagxg
)\0[2 )\0[3
(1.4.57)
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dalla quale si ottiene, esprimendo G, in termini del campo di velocita w della
sezione

1 1
TO . Go = —(Toalng + Tongal) . Wgag + —(Toa1n3 + Tongal) . Wgag
)\062 /\@3
(1.4.58)

o equivalentemente

1 1
To-G, = (—ag ® (Toaing + Tonsay) + )\—ag ® (Toa;ng + T0n3a1)) ‘WL,

)\O./Q a3
(1.4.59)
Da quest’ultima relazione si puo dedurre che, nel modello di trave alla Timo-
shenko, ai fini della potenza virtuale spesa in atti di moto di grado due non
tutti i termini del tensore degli sforzi T, forniscono un contributo non nullo,
risulta infatti:

T,a;a; =0
Tonong =0
Tonong =0
Tonsng, =0

Tongl’lg =0

Il contributo di grado due alla potenza interna del cilindro C¢ 5 (¢, y) risulta
dunque

W,(l H.— —/ (—(Toa1n2 + Tonsay) - Wiay +
Rg,h )\0[2

1
+ )\—(Toall’lg + Tol’lgal) . W;a3> dv. (1460)
as

La densita lineare di potenza interna w® della trave 7  corrispondente al
termine di grado due della potenza interna del cilindro tangente e fornita

dalla seguente relazione

A 1 ,
(int) — lim = (int)
w : hlil(l) hWh

che diventa

- 1
w(mt) ——A <

1
E(Toalng + Tonsay) - Wias + — (Toaing + Tonzay) - Wgag) )
2

)\O[g
(1.4.61)
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Per la (1.4.59) si puo scrivere in termini di componenti
Toainy = fizia; + fa21a2 + fi21a3
Toains = fiz1a; + foz1az + f3z1as
Tonsa; = fiia; + fa12a2 + f310a3
Tonza; = fiiza; + fai3a2 + f3i3a3
W‘l)ag = —wgal + w’lag
W‘l)ag = wgal — wiag
per cui si ha
1 / /
Ty - G, = W( — (fi21 + friz)ws + (fso1 + f312)w1)+
2
1
+ W((fl:}l + fus)wy — (fos1 + faz)wy).  (1.4.62)
3
Nella base {aj,ny, n3} la matrice del tensore T, risulta
0 Jiz1 fim
0 0 foz1
0 f321 0
fii2 0 0
[T,] = 0 0 0 (1.4.63)
f312 0 0
Jui3 0 0
fo13 0 0
0 0 0

In riferimento alla (1.4.61) si possono definire, in questo caso, le seguenti



CAPITOLO 1. TRAVE DI TIMOSHENKO 27

caratteristiche di sollecitazione:

M;:=A (—1 (fs21 + fa12) — L (fas1 + f213)> (1.4.64)
(0%)] Q3
My = A—l (fis1 + fi13) (1.4.65)
a3
Ms = —A—l (fi21 + fi12)- (1.4.66)
Qo

dette, rispettivamente, momento torcente intorno alla direzione az, momento
flettente intorno alla direzione as e momento flettente intorno alla direzione
ag che sostituiti nella (1.4.61) permettono di esprimere il termine di gra-
do due della densitd lineare di potenza w™ della trave in una forma piu
significativa:

, 1
wlmt) = —X(lei + Mow) + Mswy). (1.4.67)

Seguendo la disposizione degli elementi f;;, all'interno delle matrici di Toey,
Toes e Toes, queste distribuzioni di forze possono essere rappresentate, ri-
spettivamente, come in Figura 1.5, 1.6 e 1.7.

Ponendo inoltre:

1 1 1
M = lim — —ay ® (Toayny + Tonsa;) + —az ® (Toayng + Tongay) | dV
h—0 h Ren (6% Qa3

(1.4.68)
si ottiene

1 1
M=A (—32 ® (Toaing + Tonsa; ) + —ag ® (Toaing + Ton3a1)>

Qo Qa3
(1.4.69)
che ammette in forma matriciale la seguente rappresentazione:
1 1
0 —(fi21 + fii2) —(fis1 + fu13)
(6) (0%
1
[M] — 0 O a_<f231 —|— f213) (1470)
3
1
0 —(fozr + fa12) 0
(25
Si pu osservare, inoltre, che:
0 —Mg MQ
2skwM] = | M; 0o -M; (1.4.71)

-My M, 0
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f321

Figura 1.5: Rappresentazione delle forze f;j
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f321

Figura 1.6: Rappresentazione delle forze f;jo
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Figura 1.7: Rappresentazione delle forze f;j3
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Per cui e possibile esprimere la (1.4.61) nella seguente forma

, 1
) — — M- W/ (1.4.72)
che corrisponde alla (1.4.67) scritta in forma tensoriale.
L’espressione della potenza virtuale interna W) si pud esprimere in
funzione della densita lineare di potenza @™ nel seguente modo:

L
W (w) ::/ @™ (w)\ dé (1.4.73)
0

Considerando, dalla (1.4.49), il termine di grado uno e, dalla (1.4.72), il ter-
mine di grado due, si ritrova per la potenza interna della trave I’espressione
(1.2.2) con le condizioni (1.2.21):

L
WD) () = _/ (s-W. —x.@s- W, + M- W) de. (1.4.74)
0



CAPITOLO 1. TRAVE DI TIMOSHENKO 32

1.5 Confronto tra le identificazioni e modelli
asintotici

L’espressione della potenza interna della trave ottenuta attraverso la identi-
ficazione con il modello di trave di grado due:

W) (v) = —/0 (s (W, — Wox,) + M- W) d¢ (1.5.1)

¢ identica a quella ottenuta attraverso la identificazione con il continuo di
Cauchy:

L
Win) () — — / (5. (W — Wox!) + M- W) d. (15.2)
0

Nelle due identificazioni si puo osservare una differenza sostanziale dovuta al
diverso significato dei termini s ed M che descrivono gli sforzi della trave.

Nella identificazione con il modello di Cauchy s ed M sono descrittori dei
campi di tensione sull’intera sezione, funzione del tensore di Cauchy variabile
da punto a punto:

s ::/ T.a; dA (1.5.3)
S

M = / (x —x,) ® Tea; dA (1.5.4)
S

Nella identificazione con il modello di grado due i termini s ed M sono,
invece, dei descrittori puntuali e variabili solamente lungo I’asse della trave.
L’area della sezione compare, nelle definizioni di s ed M, come un semplice
coefficiente di proporzionalita degli sforzi descritti dal tensore di grado uno
T, e dal tensore di grado due T,:

s=A T, (1.5.5)

1 1
M= A <a—ag & (Toalng + Tongal) + a—ag & (Toall’lg -+ Ton3a1)> (1.5.6)
2 3

Questa diversita puo essere colta valutando il comportamento di s ed M, e
di s ed M quando si fa tendere a zero il valore dell’area A. Dalle (1.5.5) e
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(1.5.6) si trova infatti:

1
lllir%) 5= Toa, (1.5.7)
lim ~ M = ~a,® (T + Tonpay) + —a; ® (T + Tonzay)
im —M = —a oan o)) + —a LN oN3a
o 2 11 281) + s 1n3 381
(1.5.8)
mentre dalle (1.5.3) e (1.5.4) si trova:
lim ~ s — lim ~ [ T.a dA—T (15.9)
im0 = i g T 4 = Ty >
lim ~ M = lim ~ [ (2 —x,) @ T.a dA = O (15.10)
lim — M = lim i T — X, ca; dA= 0. 5.

Nella identificazione con il modello di Cauchy, dunque, il descrittore degli
sforzi corrispondente agli atti di moto di rotazione della sezione tende a zero
con l'area della sezione. Nella identificazione con il modello di grado due,
invece, i descrittori della tensione della trave s ed M conservano ciascuno la
propria identita stabilita, rispettivamente, dal tensore della tensione di grado
uno T, e dal tensore della tensione di grado due T,. In questa differenza tra i
due diversi approcci si colloca la maggiore capacia descrittiva e la potenzialita
del modello di grado due.
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1.6 Equazioni di bilancio in forma scalare

Esplicitate le espressioni dei descrittori s e M e possibile ricavare le equazioni
differenziali di bilancio in forma scalare, cioe in termini delle caratteristiche
di sollecitazione. Si considerino, a tal proposito, le (1.2.22) e(1.2.23):

s+b=o (1.6.1)
M+x®s+C=0 (1.6.2)

e le equazioni di bilancio al bordo (1.2.8)—(1.2.11)

s(0) = —s~ (1.6.3)
s(L) =s" (1.6.4)
—M(0) = M~ (1.6.5)
M(L) = M*. (1.6.6)

Da queste risulta piu comodo passare per le equazioni di bilancio in forma
vettoriale:

s+b=o (1.6.7)
m' +x,Xs+c=o0 (1.6.8)
dove:
m = M1a1 + ./\/l232 + ./\/lgag. (169)
In termini di componenti i primi termini delle (1.6.7) e (1.6.8) risultano:
s' = N'a; + Qa, + Qjas + Naj + Qsa), + Qsa) (1.6.10)
m' = Mja; + Mja, + Miag + M,a) + Msa;, + Msaj (1.6.11)

Essendo la terna {a;, as, ag} una terna ortonormale, ¢ possibile esprimere le
derivate dei vettori a;, as e ag, nel seguente modo:

a; = Ka
a, = Ka, (1.6.12)
a; = Kag

dove K & un endomorfismo antisimmetrico che ammette, nella base {a;, as, ag},
la seguente rappresentazione matriciale:

0 —ks ko
K=k 0 -k (1.6.13)
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e che dipende dalla disposizione nello spazio della terna dei vettori {a;, as, ag}
rispetto all’asse della trave. Le (1.6.12), in termini di componenti, diventano:

3/1 = kzay — koag,
a, = —kza; + kqag, (1.6.14)

ag = k’gal — k’lag.

Dalle (1.6.10) e (1.6.11) & possibile, dunque, ottenere, tenendo conto anche
delle (1.6.14) le equazioni differenziali di bilancio in forma scalare:

N,—k3Q2+k2Q3+b1 :0
Q)+ ksN — k1 Qs+ by = 0 (1.6.15)
Q — koN + k1 Qa2 + b3 = 0

M| = ksMs + kaMs 4+ 7293 — 13Qa + ¢ =0
,2+k’3./\/l1 —kil./\/lg —)\Q3+’73N+CQ =0 (1.6.16)
M — oMy + kMo + 2Qs — 2N + ¢33 =0

Per quato riguarda il tensore K si osservi che per il generico vettore di
base a; si ha, nella configurazione iniziale e nella configurazione attuale, della
trave rispettivamente:

a, = Ka; (1.6.17)
a, = Ka; (1.6.18)
essendo inoltre

si ricava, per derivazione
a; = R'a; + Ra,
= (R’ + RK)Ra;,.
Risulta in definitiva B
K = (R’ + RK)R' (1.6.20)

per mezzo della quale e possibile determinare la configurazione della terna
{ay,as,a3} in funzione della configurazione della terna {a;,as,as} e della
deformazione R.
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La relazione (1.6.20) risulta piu evidente in forma scalare. Si puo scrivere
infatti:

R'KR=R'R'+K
= R'KRa; = R"R/a, + Ka,
= R'Ka, =Ta, + Ka;

in cui si e posto

' =R'R/ (1.6.21)
che essendo un tensore antisimmetrico ammette, in generale nella base {a;, as, a3},
la seguente rappresentazione matriciale:

0 —n m
Tj=|fm 0 -m]. (1.6.22)
-2 m 0

In termini di componenti si ha, dunque:
R (ksay — keag) = (m38y — 1pd3) + (kzdy — ko)
= (ks@y — ky@ig) = (n38y — 1no83) + (ksdy — kody).
In definitiva si ottiene:

ki=m+ ki (1.6.23)
ko = 12 + ko (1.6.24)
ks = ns + k. (1.6.25)
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1.7 Equazioni lineari di bilancio

Nell’ambito della teoria delle piccole deformazioni restano ancora valide le
ipotesi che permettono di considerare le deformazioni sufficientemente picco-
le da poter identificare, per le equazioni di bilancio, le coordinate dei punti
nella configurazione corrente con le coordinate degli stessi punti nella confi-
gurazione iniziale. In particolare risulta per il vettore tangente all’asse della
trave:

X, =X, = a. (1.7.1)

Dalle (1.2.22) e (1.2.23) si ottengono, dunque, le seguenti equazioni lineari di
bilancio:

s+b=o (1.7.2)
M’ + skw (a; ®s) + C = O. (1.7.3)

Le equazioni di bilancio al bordo (1.2.8)—(1.2.11) rimangono invariate.

1.7.1 Potenza virtuale esterna

Si consideri la espressione della potenza esterna

W(“t)(w):/b-wqt/ t-w, (1.7.4)
R oR

R

in cui, trattandosi di piccole deformazioni, w ¢ il termine di ordine 0 della
(1.3.9)
w=w,+ W(Z —X,). (1.7.5)

E immediato verificare che i descrittori della potenza esterna assumono la

seguente forma:
b:/bdA+/ t dl (1.7.6)
S a8

C:[s(i—io)®bdA+/8$(i—io)®td€ (1.7.7)

st :/ t dA (1.7.8)
S+

M* = /Si(m —X,) @t dA. (1.7.9)
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1.7.2 Potenza virtuale interna

Nell’espressione della potenza virtuale interna W,(th) del cilindro tangente
Ce.n(C1,y), trattandosi di piccole deformazioni, i tensori G, e G, sono valutati
in corrispondenza dei vettori a;, as e ag. In termini dei tensori della tensione
T, e T, si ottiene allora per i descrittori della potenza interna:

s = A Toa, (1.7.10)
M = A(ag ® (Tod 82 + Tofod;) + a3 ® (Todas + T05351)> (1.7.11)

o equivalentemente, esplicitando le caratteristiche di sollecitazione

N =Af, (1.7.12)
Q= Afn (1.7.13)
Qs = Afs (1.7.14)
My = A((fs21 + fa2) — (fo31 + for3)) (1.7.15)
My = A(fiz1 + fus) (1.7.16)

Ms = —A(fizr + f12) (1.7.17)



Capitolo 2

Trave con sezione affine

2.1 Modello diretto

Per descrivere atti di moto piu complessi che non vengono considerati dal
modello di trave di Timoshenko, si puo, a partire dalla descrizione del campo
di velocita, prevedere per i descrittori G, e G, del continuo di grado due una
maggiore capacita descrittiva, e quindi una forma piu ricca e dettagliata.
Cosi, ad esempio, e possibile studiare un modello di trave in cui gli atti di
moto delle sezioni non siano solamente atti di moto rigido, bensi atti di moto
affini, risultando, cosi, le sezioni deformabili nel loro piano.

2.1.1 DMoto

Gli atti di moto per il modello di trave con sezione affine possono essere
descritti dai campi vettoriali

w(&, (2, C3) = Wo(§) + Gs (&) (5'3(5’ G2, (3) — Xo(f))- (2.11)

Per il tensore G si assume, nella base {a;, as, az}, la seguente matrice:

0 —Ws3 Wa 0 O 0
[Gs] =] ws 0 —wi|+]0 6 & . (2.1.2)
—Ws w1 0 0 51 (53

dove 09, 03 e 01 rappresentano, rispettivamente le velocita di dilatazione della
sezione lungo 'asse as e lungo ’asse ag, e la velocita di scorrimento nel piano
della sezione.
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2.1.2 Equazioni di bilancio

Le equazioni di bilancio si possono direttamente formulare considerando come
descrittori degli atti di moto le funzioni (w,(§), Gs(€)), come suggerito dalla
(2.1.1), e quindi, come descrittori del gradiente degli atti di moto, le funzioni
(Wo, W, Gs, G%).

Per la potenza esterna si puo, dunque, assumere la seguente espressione:

L

Wieat) (Wo, Gs) = /0 (b-w,+C-Ggs) d¢ (2.1.3)

+s -w, + M7 -G +st-wl+MT-GY,
mentre per la potenza interna si assume la espressione

L
W(mt)(wo,Gs)z—/ (So-Wo+s W, +Z-Gs+M-GL) e (21.4)
0

Sommando la (2.1.3) e la (2.1.4) la potenza totale in un atto di moto virtuale
risulta

L
WE) (wo, Gs) + W) (wo, Grs) :/ (b-w,+C-Gg) d€
0
+s -w, + M7 -Gg+s"-wl+MT -G

L
—/ (So - Wot+s-W,+Z -Gs+M-GY) d
0

(2.1.5)
Attraverso la integrazione per parti
L L
/ (s-w,+ M- Gl) dg:—/ (s - wo + M - Gg) de
0 0
+s(L)-wi +M(L) - G —s(0) - w, —M(0) - Gg
(2.1.6)

la (2.1.5) diventa
L
WED (wo, Gs) + W) (wo, Gs) = / ((8o +8 +b)-wo+ (M —Z+C)-Gg) d
0

+ (s™ +5(0)) - wy + (M™ +M(0)) - Gg

+ (st —s(L)) - wi + (MT—M(L)) - G
(2.1.7)
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La condizione che la potenza virtuale sia nulla per ogni atto di moto fornisce
le equazioni differenziali di bilancio

so+s'+b=o0 (2.1.8)
M-Z+C=o (2.1.9)

assieme alle equazioni di bilancio al bordo

—s(0) =s~ (2.1.10)
s(L) =s" (2.1.11)
—M(0) = M~ (2.1.12)
M(L) =M* (2.1.13)
Un atto di moto rigido puo in generale avere la seguente rappresentazione
Wo(£) = Wo(0) + Wo(0)(%6(£) — %0(0)), (2.1.14)
W, (§) = Wo(0), (2.1.15)
da cui, derivando, si ottiene
w, (&) = Wo(0)x(8), (2.1.16)
W(§) =0. (2.1.17)
Ponendo
W, := W, (0) (2.1.18)
Wo := Wo(0) (2.1.19)

la condizione che per ogni atto di moto rigido la densita di potenza interna
sia nulla equivale alla seguente relazione:

o~

So Wot+s - Wo+Z-Gs+M-Gs5=0 VYw, W, (2.1.20)
da cui si ottiene
SoWo+5 Wox, +Z-W,y=0 (2.1.21)
=S Se Wot (X,®5+Z) - Wo=0 (2.1.22)
= { SSOkWZ _ ;SkW (x, ®s) (2.1.23)
Le equazioni di bilancio diventano dunque
s+b=o (2.1.24)

M’ —symZ + skw (x, ® s) + C = O. (2.1.25)
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2.1.3 Potenza virtuale esterna

L’espressione della potenza virtuale esterna W) corrispondente ad una
densita di forza di volume b e ad una densita di forza di bordo t e data dalla
seguente espressione:

Wert) (w) = / b-w dV +/ t-wdV, (2.1.26)
R OR
in cui
w=w,+ Gs(z —x,). (2.1.27)

In corrispondenza di una deformazione ¢ : R — R si ha, indicando con §3 il
determinante di Vo,

/Rb.W:/Rb-wﬁdV
:/OL</SbﬂdA)-wod€+/0L([s(w—xo)®bﬁdA)'Gsdf

(2.1.28)

In maniera del tutto analoga si puo scrivere per t:

Loow= [ (L) [ ([Liemsasoa) o
+(/_td,4) .W;+(/_(x—xo)®tdA) Nek
+(/S+tdA>-wj+([s+(w—xo)®tdA>-G§ (2.1.29)

In questa si possono riconoscere i descrittori delle forze estere presenti nelle
equazioni di bilancio:

b= [bgdA drl 1.

/Sﬁ +/6$tﬁ (2.1.30)

C= —X,) ®b [ dA — Xo dl 1.
/S(az X,) ®b +/83(:1: Xo) @t [ (2.1.31)

Sj::/ t dA (2.1.32)
S+

M= = / (x —xo) @t dA. (2.1.33)
S+
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2.2 Identificazione con il continuo di grado
due

2.2.1 DMoto

La corrispondenza tra il campo di velocita del cilindro C¢j, ed il campo di
velocita della sezione e stabilita attraverso le seguenti espressioni:

Gox, = aa—"‘g . =w,, (2.2.1)
Goay = Z—Z . = Ggay, (2.2.2)
Goaz = Z—Z . = Ggsas, (2.2.3)
e per il tensore Gg:
Gox(x, = o,
Boxoaz = 88528122 e Gz (2.2.4)
| Goxons = 552523 . Gt
(Goanx! = azg’g =G
Goazay = 3?2(;”@ . = o, (2.2.5)
\ Goagas = % . = o,
r Goasx, = ;;g’g . = Glas,
Goazag = 8?:(’;22 . = o, (2.2.6)
2
Goazag = 633;23 - = 0,
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Tenendo, dunque, conto della (2.1.2) la matrice del tensore G, si puo scrivere,
secondo la base {x,as, a3}, nel seguente modo:

/

Wo1 —Wws Wa
[Go] = [wee 0 —wi + 01 (2.2.7)
wgg w1 + (51 53

la matrice del tensore G, ¢ invece:

0 —w} wh

0 A —wi +6;
0  w+0] 5%
—wh 0 0

(G| = & 0 0 : (2.2.8)

wi+67 0 0
Wy 0 0
—wi+46 0 0
5 0 0

2.2.2 Potenza virtuale interna

La potenza virtuale interna W,(th) del cilindro tangente C¢ 5, in quanto corpo
di grado due, ammette la seguente espressione :

W}Emt) = _(To -Gy + T, - GO) vol (Rf,h)- (2'2'9)

Per il contributo di grado uno della potenza interna si ha, dalla (1.4.32):
1 , 1 1
To . Go = —Toal : GOXO + —Ton2 : Goag + —Tong : Goag. (2210)
A (6% Qs

che diventa stante (2.2.1)—(2.2.3)

1 1 1
Ty G, = ~Toa; - W, + —Tony - Gsay + —Tons - Gsas. (2.2.11)
A Qo a3
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Ponendo

DS = GS - WO (2.2.12)
la (2.2.11) si scrive, tenendo conto della (1.4.37)

1 1 1
= —Toa1 . (GO — WO)XI + —TOII2 : Dgag + —Ton3 . Dga3. (2213)

T, G,
A ° Qs

L’identificazione della potenza interna W,(lmt) del cilindro con la densita di
potenza interna della sezione S, relativamente alla potenza corrispondente al
tensore Dg, ¢ data dalla seguente relazione:

. 1
o = _ lim - / ( T.n, - Dsay + = T oN;3 - D3a3> dV
h—0 h Ren \O2

1
= .A( T oo - D3a2 —I— T olg - Dga3) (2.2.14)

Introducendo le seguenti caratteristiche di sollecitazione:

1 1
Fi=A (—f23 + —f32> (2.2.15)
(6% ag
1
Fo = A fr (2.2.16)
(&%)
1
Fy = A— fs3 (2.2.17)
Qg
risulta A
w(mt) = .7-"151 + f252 + ‘/T363~ (2'2'18)

In termini tensoriali si puo, dunque, definire:

1
= - hm / (—8.2 X T olly + —33 X T 1’13) dV (2219)
h—0 h, Re.n (%}

da culi si ottiene:

. 1 1
Z = .A (—32 ® ToIl2 +—a3® Tong) (2.2.20)
(0] Q3

tale che ]
symZz =17 (2.2.21)
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Il termine di grado due della potenza interna puo essere ricavato diretta-
mente dalla (1.4.59)

1 1
TO-GO = (—8_2 X (']I‘oaln2 + Tol’lzal) + )\—ag X (Toalng + Ton?)al)) G:S'

)\062 a3
(2.2.22)
Considerando solo la potenza spesa nel gradiente secondo in corrispondenza
di atti di moto affini della sezione si ha, in tal caso, per il descrittore M la
seguente rappresentazione matriciale:

0 0 0
1 1
M] = 0 a—2(f221 + fo12) a_g(f231 + fa3) | | (2.2.23)
1 1
0 —(fso1 + fa12) —(faz1 + fz13)
(6%) (0%}
Si possono allora definire le seguenti caratteristiche di sollecitazione:
1 1
7= AU fa) oot o)) (2229
2% as
1
T = Aa—(f221 + fa12) (2.2.25)
3
1
,]5 = —Aa—2(f331 + f313). (2.2.26)

Considerando sia i termini di grado uno e che di grado due si ritrova per la
potenza interna della trave 1'espressione (2.1.4) con le condizioni (2.1.23):

L
W(int)(w>: _/ (s-wg—x;®S-Wo+SymZ'DS+
0

+ skwM - W, + sym M - D) d¢. (2.2.27)

2.2.3 Equazioni di bilancio in forma scalare

Per esplicitate le equazioni differenziali di bilancio in forma scalare, cioe in
termini delle caratteristiche di sollecitazione, risulta piu comodo passare per
le equazioni di bilancio in forma vettoriale:

s+b=o (2.2.28)
m +x,Xs+c=o0 (2.2.29)

T—z+q=o0 (2.2.30)
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dove:

T = ,]131 + %ag + %ag (2231)
z7Z — flal + fgag + f33.3. (2.2.32)

Le equazioni differenziali di bilancio in forma scalare sono date dalle seguenti
espressioni:
N — k300 + ksQ5+ by =0
Q)+ kN — k1Q3 4+ by =0 (2.2.33)
Qs — koN + k1 Qo + b3 =0

M7 — kMg + kaMs + 71293 — 1392+ ¢ =0
MIQ + ksMq — kiMs — AQ3 + ’73N+ co =0 (2.2.34)
Mg — ko My + kMo + NOQy — 72./\/-1— c3 =0

T —kshh+ kT —Fi+¢ =0
L+ ksTh — kT3 —Fo+q=0 (2.2.35)
T —kTi+ kT —Fs+q3=0



Capitolo 3

Trave come continuo
monodimensionale di grado due

3.1 Modello diretto

La formulazione delle equazioni di bilancio per il modello di trave di grado

due, inteso come continuo monodimensionale, si ottiene considerando come

descrittori degli atti di moto le funzioni w, (&), w,(§), Wo(§) e quindi, come

descrittori del gradiente degli atti di moto, le funzioni wo (&), w, (&), w2 (§), Wo(§), WL(E)
Per la potenza esterna si puo, dunque, assumere la seguente espressione:

L
W(ezt) (W07 WO) — / (b - Wy —'— p . Wg + C . Wo) d£+
0

+s w, +q -w, +M W, +st-wl+qt w4+ MT.WT
(3.1.1)

mentre per la potenza interna si assume la espressione

L
W(im(wmwo):_/ (S0 - Wots W +q W +Z - W,+M-W) de
0

(3.1.2)
Sommando la (3.1.1) e la (3.1.2) la potenza totale in un atto di moto virtuale
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risulta

L
W(ext)(wo,wo)+W(int)<WO7WO) :/ (bwo+pwg+C-Wo) dé
0
+s_-wg+q_-W;_—i—M_-Wg+q+'W;++5+'W:+M+'W:

L
—/ (So Wo+s-W,o+q-W,++Z-W,+M-W)) d¢
0
(3.1.3)

Attraverso la integrazione per parti
L L
/ (s-w,+q-wy+M-W)) d¢ = —/ (s wo—q" - wo+ M- W,) dé+
0 0

+s(L)-wl +q(L) - W — q(L)-wl +M(L)- WS+

o

—s(0) - w, —q(0)-w, +q'(0)-w, —M(0)- W
(3.1.4)

la (3.1.3) diventa
WD (wo, Wo) + W (wo, Wo) =0 ¥ wo, W, (3.1.5)

dove
W(emt)(wm Wo) + W(mt) (Wm Wo) =

:/L((SO+S'—q"+b—p’) W+ (M' —Z+C)-W,) dé+
+ (s +5(0) = p(0) = d'(0)) - wy + (a~ +a(0)) W, + (M™+M(0)) - W, +

+ (s+ —s(L)+p(L) + q’(L)) Wi (q+ - q(L)) W+ (M+ - M(L)) W

La condizione che principio della potenza virtuale sia nulla per ogni atto di
moto fornisce le equazion: differenziali di bilancio

Se+(b—p)+(s—q) =0 (3.1.6)
M-Z+C=o (3.1.7)
assieme alle equazioni di bilancio al bordo
s +s(0) —p(0) —d'(0)=o0 (3.1.8)
q +q(0)=o0 (3.1.9)

M~ +M(0) =0 (3.1.10)



CAPITOLO 3. TRAVE COME CONTINUO MONODIMENSIONALE DI

GRADO DUE 50
st —s(L)+p(L)+d(L)=o0 (3.1.11)
" —d(L)=o (3.1.12)
M* —M(L)=0 (3.1.13)

Un atto di moto rigido puo in generale avere la seguente rappresentazione

Wo(£) = Wo(0) + Wo(0)(%6(€) — %0(0)), (3.1.14)
W, (§) = Wo(0), (3.1.15)

da cui, derivando, si ottiene

wo(§) = Wo(0)x,(€) (3.1.16)
W (§) = Wo(0)x5(8) (3.1.17)
W, (&) =0 (3.1.18)
Ponendo
W, := W, (0) (3.1.19)
Wo = Wo(0) (3.1.20)

la condizione che principio di obiettivita per ogni atto di moto rigido la densita
di potenza interna sia nulla equivale alla seguente relazione:

So - Wot s W.+q W +Z Wo+M-W.=0 VW, W, (3.1.21)

da culi si ottiene

So - Wot 8  Wox, +q- Wox! +Z- W, =0 (3.1.22)
= S Wot (X, ®s+x/®q+Z) - Wo=0 (3.1.23)
N {x;®s+xg®q+zzo (5120
So = O
Le equazioni di bilancio diventano dunque
b-p)+(s—d) =0 (3.1.25)

M’ +skw (x, ®s+x,®q)+C=0 (3.1.26)
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Osservando che
X, ®q=(X,®0q) —x,®d

si puo scrivere

(M—irskw (xﬁ,@q)),+skw (XQ@ (s—q’)) +C=0 (3.1.27)
Ponendo

b:=b—p (3.1.28)

si=s—q (3.1.29)

M := M + skw (X, ® q) (3.1.30)

le equazioni di bilancio diventano
§+b=o0 (3.1.31)

M’ + skw (x, ®38) + C = O (3.1.32)
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