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Sommario

Si tratta delle differenze tra diversi modi di descrivere il moto di una trave
con distribuzioni di forza singolari. E esaminato prima il caso di una trave
appoggiata con una forza in mezzeria dipendente dal tempo. In questo caso i
modi naturali hanno una espressione esplicita rendendo piu semplici i calcoli.

Si descrive la forza come un delta di Dirac e, in alternativa, si suddivide
la trave in due tratti aggiungendo le condizioni di continuita in mezzeria. Si
mostra che queste descrizioni sono equivalenti. Nel primo caso si descrive
la soluzione come distribuzione non regolare, nel secondo caso la soluzione
viene descritta per tratti regolari. Si mostra anche come la parte non regolare
possa essere interpretata come “soluzione statica”.

Sono scritte le equazioni del moto in termini di trasformate di Fourier
rispetto al tempo. Sono definiti i modi naturali e, utilizzando questi come
base, ¢ calcolata la funzione di trasferimento.

Si mostra poi come nell’esprimere la funzione di trasferimento come com-
posizione modale si possa scegliere di enucleare la parte non regolare oppure
no. Il limite della differenza tra le due espressioni risulta nullo al tendere
all’infinito del numero dei modi.

Viene poi esaminato il caso di una mensola con due coppie applicate
e una massa eccentrica all’estremita. In questo caso la parte non regolare
ha la derivata seconda non continua. Viene anche messo in evidenza quale
siano il prodotto scalare e la norma indotti dalla presenza di una massa
all’estremita.

L’esposizione € molto dettagliata e puo sembrare prolissa. Ma questo
testo € da considerare strumento di lavoro destinato alle attivita che si svol-
gono nell’ambito della sperimentazione per il controllo delle oscillazioni con
attuatori piezoelettrici. Non ci sono riferimenti esterni. Sono stati realiz-
zati dei Notebook Mathematica per alcune esplorazioni preliminari, qualche
calcolo e la visualizzazione.
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Capitolo 1

Trave appoggiata con
forzante in mezzeria

1.1 Equazioni di bilancio

Si considera il modello di trave di Eulero-Bernoulli applicato al caso di trave
rettilinea. Per ogni atto di moto

L L
/ (Q'+p)wd§+/ (M'+Q)w' d¢
0 0
+(QF - QL)) w(L) + (@~ +Q(0)) w(0)
+ (M* — M(L))w'(L) + (M~ + M(0)) w'(0) =0
Dalle integrazioni per parti

L L
/ M'w' d¢ = —/ M"w d¢ + M'(L)yw(L) — M'(0)w(0) (1.2)
0 0

L L
/ Qu' d¢ = — / Qw d¢ + Q(LYw(L) — Q(0)w(0) (13)
0 0

\

X 2

Figura 1.1: Trave appoggiata con forza in mezzeria
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si ottiene

L
/0 (“M" 4 p)wdl + (QF + M'(L)) w(L) + (Q~ — M'(0)) w(0)

(1.4)
+ (M — M(L))w'(L) + (M~ + M(0)) w'(0) =0
Nel caso di una trave appoggiata ¢
v(0)=0, v(L)=0 (1.5)

Per atti di moto compatibili con i vincoli la (1.4) diventa
L
/ (—=M" + p) wd¢+ (M — M(L)) w'(L)+ (M~ 4+ M(0)) w'(0) =0 (1.6)
0

Ne derivano le equazioni di bilancio

~-M"+p=0 (1.7)
con le condizioni al bordo
M~ +M(0O) =0
N (0) (1.8)
M™—-M(L)=0

Definendo la funzione di risposta tale che
M(C) = YT v"(C) (1.9)

e ponendo

alla (1.6) corrisponde
L
/ (YT 0" — p)wd( + YT"(L)w' (L) — YT v"(0)w'(0) =0 (1.11)
0

La (1.7) e le (1.8) diventano

YIu" —p=0 (1.12)
v"(0) =0

1.13

V(L) =0 (1.13)
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1.2 Equazioni del moto

Ponendo
pi=—pAi+ fo(C—1) (1.14)
la (1.11) diventa

L
/ (YT 0" + pAb — [ 6(C— €)) wdC
0

(1.15)
+ YT " (L, t)w' (L) — YT v"(0,t)w'(0) = 0

con le condizioni al bordo

v(0,t) =0, o(L,t)=0 (1.16)
Corrispondentemente la (1.12) diventa

YT ((,8) 4+ pAG(¢,t) — f(t) 0(C—0) = (1.17)

con le condizioni al bordo

_ " _

-0 ey -0 e

Le corrispondenti espressioni in termini di trasformate di Fourier sono

/OL (V””<<,w> - °,;’ V(¢ w) — F(w) 3(¢ - e)) w(C) d¢

(1.19)
+v"(L,w)w' (L) —v"(0,w)w’(0) =0
con le condizioni al bordo
v(0,w) =0, v(L,w)=0 (1.20)
oppure
2
w
V() = T v(Gw) — F() 8(¢ €)= 0 (121)
con le condizioni al bordo
v(0,w) =0, v'(0,w)=0 1.22
v(L,w) =0, v'(L,w)=0 1.23
avendo posto
YT
2
= — 1.24
K= (1.24)

e avendo indicato con v((,w) e F(w) le trasformate di Fourier di v((,t) e

f@t)/YJ.
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1.3 Modi naturali

Si consideri I'equazione

W2
v (¢ w) — 12 v(¢,w) =0 (1.25)

con le condizioni al bordo (1.22), (1.23). Riguardando tale equazione, per
un valore fissato di w, come una equazione differenziale in (, se ne consideri
la forma normale

y'(€) = Ay(() (1.26)
con
v(w, C) 0 1 00
v (w, 0 010
Y= V”((w,?) A= 0 0 01 (1.27)
v (w, ) 2’—; 000
La soluzione e
y(¢) = €Ay, (1.28)

Per valutare ’esponenziale occorre ridurre la matrice A nella forma di
Jordan. Gli autovalori si possono indicare con

con 8 > 0 tale che
g W

Essendo gli autovalori distinti, la matrice A & diagonalizzabile. Disponendo
gli autovettori per colonne

—1 1 ) —1
B B -5 b

T := 62 ﬁQ » 62 iﬁz (1.31)
g B8

si ha

At =171 T (1.32)

La prima riga di questa matrice risulta
(COS(ﬁ<)+cosh(ﬁC) sin(8¢)+sinh(8¢)  — cos(5¢)+cosh(5¢) fsin(ﬁCHsinh(BC))
2 208 232 263
(1.33)
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Pertanto la espressione di v((,w) ¢ data dal prodotto di tale riga per yy,, i
cui elementi sono delle costanti arbitrarie

v(C,w) = a1 (w)cos(ﬁo ZCosh(ﬁC) n CQ(M)sin(ﬁC) —;ﬁsinh(ﬂg)
+es(w) = cos(ﬁC; ZQCosh(ﬁC) +esw) = sin(ﬁ% —ﬁi—gsinh(ﬁg)

(1.34)

Essendo

32 (= cos(B¢) + cosh(B()) B (= sin(¢) + sinh(5¢))

V(G w) = e1(w) +ca(w)

2 2
) SATLH OB (5O + b5
(1.35)
le condizioni al bordo (1.22) implicano
c1(w)=0, c3(w)=0 (1.36)

Dalle condizioni al bordo (1.23) si ottiene il sistema di equazioni omogenee

sin(L 8)+sinh(L 3) —sin(L 3)+sinh(L )
ca(w 0
; S 00) (0,

—f (sin(L ,6’)2—sinh(L B8)) sin(L ﬂ);—;inh(L 3) 04(w)

Il determinante della matrice risulta

sin(L ) sinh(L ()
72 (1.38)
Affinche esista una soluzione non nulla deve essere
sin(L3) =0 (1.39)
Corrispondentemente si ha
ca(w) = —FPea(w) (1.40)
Pertanto, ponendo ¢(w) = ca2(w)/f risulta
v((,w) = ¢(w) sin(BC) (1.41)
Poiche .
sin(LB) =0, >0 = (= ny (1.42)
dalla (1.30) discende
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Ponendo
o T
wn =N 7 (1.44)
alla funzione c(w) si pud dare l’espressione
c(w) = Z (clwn)d(w — wy) + c(—wn)d(w + wy)) (1.45)
n=1

ottenendo infine per la (1.41) la forma

v((,w) = Z sin < % C) (clwn)d(w — wn) + c(—wp)d(w + wy))  (1.46)

n=1

La trasformata inversa di Fourier della (1.46) risulta

00 .
v((,t) = \/127_/_ v(¢,w) e “tdw

=3 i ((/226) fetwnteosnt) —isinten) (47
n=1

Vo

+ ¢(—wp)(cos(wnt) + isin(wyt)))

Riorganizzando i coefficienti la espressione precedente diventa

v(¢,t) = g:l sin (ﬁ g) (an cos(wpt) + by sin(wpt)) (1.48)

Questa ¢ la descrizione del moto corrispondente alle equazioni (1.25), (1.22),
(1.23). Tale descrizione ¢ stata ottenuta attraverso una selezione, indotta
dalla condizioni al bordo, delle funzioni e~** utilizzate nella trasformata di
Fourier.

Si dicono modi naturali le funzioni

¢n(C) = sin < & C) (1.49)

Queste soddisfano la (1.25) con w = wy,. Ponendo

Wn
=17~ (1.50)
si ha pertanto
én'(C) = By dn(C) (1.51)

Si osservi che la (1.25) equivale alla condizione che per qualsiasi w sia
L
| 6w - i) wc =0 (1.5
0
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Per funzioni w che soddisfino le condizioni al bordo (1.22) e (1.23) risulta,
attraverso ripetute integrazioni per parti,

L L
/ V" d¢ = / W™ d¢ (1.53)
0 0

Ne deriva che

L L
/0 (67 — B e)d;dc=0 = /O (6" — B é;) ddC =0  (L54)

Sottraendo .
/0 (6" — 3 65) 6 dC = 0 (1.55)
si ottiene

L
(8f - 5}) /0 ¢j¢i d¢ =0 (1.56)

Questa & la proprieta di ortogonalita dei modi.

1.4 Parte singolare della soluzione

Nel caso in cui

p(¢) == fo(C—1) (1.57)
la (1.12) diventa

YI0"(¢) — £ 8(C— ) =0 (1.58)

Integrando si ottiene
V() = Yij (¢~ 0) (1.59)
o < (C—0)+ Cl) (1.60)
i ( B(C — ) + 1€ + Lc2) (1.61)
i@ —0%h(C—0) + 1c2+ch) (1.62)

5 2 '

o) = L (B 0%~ 0+ 2+ B2 4 Pec + 1) (169

avendo indicato con § la funzione di Heaviside. Le condizioni al bordo (1.18)
forniscono

L—7/ (2L —-0)(L—4
aq=——7F— =0, 3= ( 6[1)3( )7

I Cq4 = 0 (1.64)
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N ’U”/

Figura 1.2: Soluzione statica

Risulta dunque

w0 = (§e-0Phe-0- G @-n@ -2+ ) o)
da cui si puo definire la funzione
YO = S 0PDC 0~ S (L0 200 +¢)  (166)

1.5 Funzione di trasferimento

Definendo
V(¢ w) i= F(w)(C) (1.67)
si ponga
N
v(¢,w) =Y qi(w)di(¢) + ¥(¢,w) (1.68)
i=1

In questo modo si descrive la parte regolare di v((,w)

v((,w) = ¥(C,w) (1.69)

come “combinazione lineare” dei modi. Si noti che sia v che i modi ¢;
soddisfano le condizioni (omogenee) al bordo (1.18).
Sostituendo la espressione (1.68) nella (1.19) con w = ¢; si ottiene

N L
Saiw) [ (6010 - 56:(0)) 65(0) ¢
i=1 ’ (1.70)

L
" /0 (F(@)5(C — ) +7"(C.w) — 5 ¥(6w)) d5() dC = 0
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Per la (1.51) si ha

N L
Saitw) [ (3= ) 6:0)61(0) d¢
i=1 0

(1.71)
L
+ [T P 0+97(C.w) = ' 5(Cw) ¢5(0) dC = 0
Per la (1.56)
L
w(@) (31 - 0% [ ocP ¢
; 0 (1.72)
+ [T @S0 +97(Cw) = 159(Cw) 65(0) dC = 0
Per la (1.58) ¢
(¢ w) = P@)S( ~ 0) (1.73)

Pertanto

L L
ai(w) (81 - 5Y) / 6;(Q)2 dC — 6 / HWCwd (O dc=0  (LT4)
0 0

Inoltre dalla (1.73), integrando per parti e utilizzando le condizioni al bordo,
si ha

L L L
F(w) /0 5(C — 0)65(C) dC = /0 ¢, w)5(C) dC = /0 (W)l (C) d¢
(1.75)
Per la (1.51) & dunque

L L
P [0 000 =5t [ scwe©d )
La (1.74) diventa pertanto

ﬁ4

@) (5 - 9% [ 0s(02 ac = 5 ) 60 (177
Ponendo . .
b= /O 65(C)? d (1.78)
la (1.77) i scrive
50) (& — ) iy = Z;Fw 45(0) (1.79)
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da cul si ottiene

w2

6j(W) = —5 55— F(w) ¢;(0) (1.80)

AE— P

Sostituendo questa espressione nella (1.68) si ottiene

N w2
V() = <Z ) 09O +w<o> Pw) (L8

=1 Vi

La funzione di trasferimento risulta dunque

2

9=>

=1

¢i(£)$i(C) +4(C) (1.82)

w? w —wQ)

Se si utilizza per v((,w), invece della espressione (1.68), la espressione

N
V(¢ w) = Zcﬁ-(w)@(o (1.83)

si ottiene

3j(w) = (=D F(w) ¢;(£) (1.84)

e corrispondentemente

al 1
w) = <Z (D ¢i(€)¢z‘(§)> F(w) (1.85)

i=1

La funzione di trasferimento risulta in questo caso

al 1
=2 oy 080 (1.86)

=1

La differenza tra le due espressioni della funzione di trasferimento e

H(¢w) — H(C, Zqﬁzﬂ $i(¢ (1.87)
i=1 il

E interessante interpretarne il significato. Si noti che la (1.76) implica
L L [F
| o= 00,0 ac= 51 [ vcrsirac (188)
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wl/ w///

Figura 1.3: Approssimazione regolare della soluzione statica con 5 modi

1
/ HO () e = 5 / 516 = 065(6) dC = 5e0n(0) (1.89)

Poiche per la ortogonalita dei modi

Y(() = Z (fo dq) ¢4(¢) (1.90)

Ji (¢ ZdC
risulta
() ;@4 Toicora O ;w? P CE )

Pertanto dalla (1.87) si ha

H(Cw)~ H(w) =Y 2
=N

La differenza tra le funzioni di trasferimento consiste dunque nel resto della
serie (1.91) troncata ai primi N termini. Si noti che tale differenza non
dipende da w. E anche utile rilevare che, dal confronto della (1.80) con la
(1.84), risulta

(1.92)

2

QE‘&
[N}

4j(w) = 25 (w) (1.93)

In Fig. 1.3 & riportato il grafico di ¢(({) assieme al grafico della espressione
data dalla serie (1.91) troncata ai primi 5 termini.
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1.6 Descrizione a tratti

Riguardando la trave come formata da due travi distinte, dalla (1.1) si
ottiene per integrazione per parti, invece della (1.4),

¢ L
/0(—M{1’]+pm>wm d¢ + /e (=M, + ppsy) wys dC

+ (Qn — My ( )wm +(@py + My (0)) wiy (0)
+(Qp — My (6)) wpe ( My, (L)) wiz (L (1.94)
+ (M + My (0) wfy, (0 (M = My () wiyy (0)

+ (Mg + My (0)) wiyy (€) + (Mg — Mioy (L)) wiy (L) =

Le condizioni al bordo e le condizioni di collegamento dei due tratti sono

v (0) =0
vy (£) = v (£)
(1.95)
Ufl] (Z) = Ufz] (E)
vy (L) =0

Per atti di moto compatibili con le (1.95), la (1.94) si trasforma nella

¢ L
/0 (=M}, + pyy) wy d§+/g (=M + py) wizy d¢
+(Qf i+ Qg + M, (0) — M, (£)) wiz(€) (1.96)
+ (M, 4+ My — My (€) + My (£)) wiy (£)

(M[l] + My, (0)) wfl] (0) + (M[er] — M, (L)) wa] (L)=0

Assegnando
My =0
+ .
Mg =0
(1.97)
]\/.I'Jr + My, =0
Qi+ Qp =1

A. Tatone, DISAT, Universita dell’Aquila [17 marzo 2002 — 30 giugno 2002 (22:10)]
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la (1.96) diventa

¢ L
/0 (=M + ppy) wyy dC+/£ (=M + pray) wiz dC

1.98
+(F + My (0) = My (0) wia(0) + My (01, (0) 199
+ (=M (€) + My (£)) wiy (€) — My (L)wiy (L) =0
Utilizzando la funzione di risposta (1.9) si ha infine
4 L
/0 (YT vy — puy) wyy dC + /z (YT vy — pray) wiey dG
(1.99)

+ (Y7 (uf5(0) = o (0)) — f Ywia(0) = YT ol (0wl (0)

— YT (v (€) — v{1,(€)) wiy (€) + YT vig (L)wiy, (L) = 0

La condizione che tale espressione sia nulla per qualsiasi atto di moto
compatibile con le condizioni al bordo, ¢ equivalente alle due equazioni
differenziali

YIui(¢) =pm =0, 0<(</ (1.100)
YIup/(() =pmy =0, £<(¢<L (1.101)

con le condizioni al bordo (1.95) e

i

vy, (0) =0
YT (vl (£) — v () — f =0

(1.102)
Uf;] (0) - Uﬁ] (6)=0

vg] (L)=0

Si osservi che nella (1.99), indicando con v la parte regolare di v, si possono
riorganizzare i termini nel modo seguente

L
/0 7w d¢ + (U%(f) — Ufﬁ(ﬁ)) Wiy (f) - YLJ W) (6)

(1.103)
+ (vﬁ] (6) = vf;] (6)) wa] (6) = Uﬁ]m)wﬁ] (0) + Uf;](L)wfz] (L)=0
e anche
L ~II " n 5 f 5
/0 <v + (vm(E) — (E)) (I 7 (¢ — K)) w dC (1104

+ (Ufi] () — Uf;] (6)) w{z] () — Uﬁ](o)wfl] (0) + Uf;}(L)wfz] (L)=0

Si mette cosi in evidenza che alla derivata quarta della parte regolare di v
si somma il salto nella derivata terza.
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1.7 Descrizione a tratti e regolarizzazione

Si descrive qui come arrivare alla (1.98) direttamente dalla (1.4). Invece di
riguardare la trave come costituita da due travi distinte unite tra loro, si
puo pit semplicemente suddividere U'intervallo [0, L] in due parti. Non & pero
corretto esprimere l'integrale su [0, L] nella (1.4) come somma degli integrali
su ciascuna parte ma occorre procedere nel modo seguente. Si assuma per
M la seguente decomposizione

M(Q) = M(C) + [M],h(C = ) + [M'], (€ = Ob(¢ = £) (1.105)

essendo [M], e [M'], due costanti e M una funzione continua con derivata
prima continua in ¢ e percio tale che'

L 0 L _
/0 deC:/OdeC+/£ M"wdC (1.106)
Dalla (1.105) si ha
M'(¢) = M'(¢) + [M],8(¢ — €) + [M'], b(¢ — ) (1.107)
M"(¢) = M"(¢) + [M],8'(¢ — 0) + [M],6(¢ — 0) (1.108)

Sostituendo la (1.108) nella (1.4)

L
/O (=M" + p)wdC + (QF + M'(L)) w(L) + (Q~ — M'(0)) w(0)

+ (M* = M(L))w'(L) + (M~ + M(0)) w'(0) =0

si ottiene
L, L
= [ a1, - 0+ 8¢ - 0) wdc + [ pwc
0 0
(1.109)
+(QF + ML) w(L) + (Q~ — M'(0)) w(0)
+ (M* = ML) w' (L) + (M~ + M(0))w'(0) =0
che diventa
L __ L
_/ N w d¢ + [M],w'(£) — [M], w(®) +/ pw d
0 0
(1.110)

+(QT + M'(L)) w(L) + (@~ — M'(0)) w(0)
+ (M* = M(L))w'(L)+ (M~ + M(0)) w'(0) =0

!Si dovrebbe dire: M’ sia una funzione a variazione limitata (M’ € BV([0, L])); esiste
allora una sua decomposizione nella somma di una funzione assolutamente continua e
di una funzione singolare [A. Tesei, Istituzioni di Analisi Superiore, Boringhieri, 1997,
Teorema 10.4.6, p. 325].
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Sostituendo la (1.106) si ottiene

l L L
_/memg—é Mﬂwa+ﬂthwy—mmﬂma+[;pw@

0

+ (Q+ + M'(L )) w(L) + (Q_ — M'(O)) w(0)
+ (M* = M(L))w'(L) + (M~ + M(0)) w'(0) =0
(1.111)
Si assuma ora per p la seguente decomposizione
p(¢) = p(¢) + fo(¢—1) (1.112)
che assicuri . . .
/ pwd( = ﬁwdC—l—/ pw d¢ (1.113)
0 0 1
Dalla (1.111) si ha
e, L,
A(A4+@w@+l<zw+@wa
+ (f = [M'],) w(e) + [M],w'(£) (1.114)

+(QF + M'(L)) w(L) + (Q — M'(0)) w(0)

+ (M* = M(L))w' (L) + (M~ + M(0)) w'(0) =0
Per atti di moto compatibili con i vincoli (1.5) e per le (1.10) , la (1.114)
diventa

L

/OZ (—M"—i—ﬁ)wd{—i—/g (—M"—i—ﬁ)wd(

(7 = IM,) w0 + [M], (0 —_—
— M(L)w'(L) + M(0)w'(0) =0
Ne discende I’equazione di bilancio
~M"+p=0 (1.116)
assieme alle
[[M/]]e =f
[M], =0
(1.117)

M(L) + [M], + [M](L —¢) =

M(0) =0
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avendo espresso M(L) e M(0) attraverso la (1.105). Alla decompo-
sizione (1.105) corrisponde, attraverso la funzione di risposta (1.9), la
decomposizione di v

v(¢) =0(¢) + YLJ <;[[M]]z(c — 0%+ é[[M’]}g(g — 5)3> h(C—0¢) (1.118)
risultando M = YJ3". Si ottiene pertanto, dalle (1.116) e (1.117),
YT =0 (1.119)
¢ le condizioni
[M], = f
(e =0 (1.120)

Y70"(L) + [M], + [M'],(L—-¢)=0
YJ9"(0) =0

a cui vanno aggiunte le (1.5).
Si noti infine che, definendo su ciascuno degli intervalli [0, ¢] e [¢, L]

N (1.121)
My(€) == M(C) + [M], + [M'],(C - 0)
si ha, per la continuita di M e M in l,
[M], = M(€) — My (€)
1.122
[M], = M}y (€) — M}y (0 (122)
Poiche si ha anche
M(0) = My,(0)
(1.123)
M(L) = My(L)
ponendo
pm(C) :=p(C¢), 0<(<L
(1.124)

pe(Q) :=p(¢), L<(C<L

dalla (1.115) si ottiene la (1.98).
Si possono inoltre definire su ciascuno degli intervalli [0,¢] e [¢, L]

vy (€) := v(C)

1 (1.125)

€)= 50) + g7 (HIMLC — 07 + GG - 07
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risultando
YT ! M
Ei](() [1](4) (1.126)
YJ U[z](o = Mx()
1.8 Equazioni del moto a tratti
Ponendo
Py = —pAiy,  pp = —pAiy (1.127)
la (1.99) diventa
L
— YT f},(0,t)w/,,(0)
1.128
(YT (w5 (6.8) = o (6.8)) — £(2)) wia (0 (1.128)
-YJ (U[Q] (4,t) — U[I] (¢, t)) wa] (0)
+YJU[2]( )w2(L) =0
Corrispondentemente le (1.100) e (1.101) diventano
YTy (¢, t) + pA iy (¢, t) =0, 0<¢<? (1.129)
YT vy (¢, t) + pAiy (¢, t) =0, (<(<L (1.130)
con le condizioni al bordo
vﬁ] (0,t) =0
Y (v (€, 1) — v (6,1)) = f(£) =0
(1.131)

0[2] (4,t) — v[l (4,t) =
vy (L,t) =0

Le corrispondenti espressioni in termini di trasformate di Fourier sono

l 2 L 2
/0' (Vﬁ/]/ k2 V[1]> UJD] dc + /Z' <V€;,]/ — ?V > ’UJ[Q] dC
- Vﬁ] (0, w)wfl](o)
+ (viy(b,w) = v (f,w) — F(w)) wyy(4)
- (V[2 (6, w) — Vﬁ] (an)) ngl (0)
+ Vig (L, w)wiy (L) =0

(1.132)
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oppure
n _ CL)72 _ < < E 1 1
V[1] (C,UJ) k2 V[l](Caw) - 07 0 = C = ( . 33)
V(¢ w) — vl 1) =0, (<(<L (1.134)
[2] ) kQ [2] ’ — Y = = .

Vﬁ](O, w)=0
VI (6.0) = VI (t.w) — F(w) = 0
(1.135)
Vf;] (Ea w) Uﬁ] (Ea w) =0
Vfé](L, w)=0
avendo posto
YJ
B2 = 1.136
A (1.136)

e avendo indicato con v((,w) e F(w) le trasformate di Fourier di v((,t) e

f)/YJ.

1.9 Modi naturali a tratti

Si considerino al posto della (1.25) le equazioni (1.133) e (1.134) con le
condizioni al bordo omogenee

(1.137)

Si pué dimostrare che i modi naturali risultano ora descritti dalle funzioni

P11, (€) :zsin< °‘;j<) 0<¢</ (1.138)
p21,, (C) := sin <\/§”C> , (<(<L (1.139)

con )
Wy = n? % (1.140)
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1.10 Parte singolare della soluzione a tratti

Ponendo nelle (1.100) e (1.101)

P =0, pg:=0 (1.141)
si ottiene
v(¢) =0, 0<¢<d (1.142)
v (€) =0, £<(<L (1.143)
con le condizioni al bordo
v, (0) =0
U”/(ﬂ) . ”’(ﬁ) o i —0
. Ty (1.144)
v (6) = vy () =
vf;](L) =0
Integrando si ottiene
vl(C)Zi Gy b2e ey (1.145)
= Y7\ 6 2
f (o Leg
vp(Q) =15 (5 O+ CH e+ Lies (1.146)
Le condizioni al bordo forniscono
L—7¢ CQ2L—-0)(L—¢
CIZ_Ta CQZOa Cc3 = ( 6[/)3( )a C4:O
9 9 3 (1.147)
ot _uesrr)
05_L7 CG_ L7 07_ 6L3 ) CS_ 6L3
Le espressioni cosi ottenute per v(()
f{(—L)¢ (F=20L+¢?%)
v(6) = 35 6L (1.148)
f{=t(L=¢) (-2L¢+¢%)
var(€) = 37 oI (1.149)
sono equivalenti alla (1.65). Da queste risultano definite le funzioni
((—L)¢ (F2—20L+?
Yy(C) = ( 0L ) (1.150)
0 (L—¢) (2 =2L¢+¢?
Ye(C) == — ( 0L ) (1.151)
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che soddisfano, per le (1.144), le condizioni al bordo
wﬁ] (O) =0
Uiy (£) — () =1=10

(1.152)
Pz (€) = Yy (6) =0
Yig(L) =0
1.11 Funzione di trasferimento a tratti
Si ponga
v (¢, w Zqz + 7 (¢, w) (1.153)
Vi (G w Zqz (m) (1.154)
con
Vi (¢ w) = F(w)Yp(€) (1.155)
Vig (¢ w) = F(w)Yp(€) (1.156)

Sostituendo nella (1.132) la espressione di v definita dalle (1.153) e (1.154),
e scegliendo w = ¢; si ottiene

N v
S ai) ([ (60u"(0) = 80,0 1, €) ¢
i=1 0
L
+ [ (0u0) = 86u,0)) 9, (0) ) (1.157)
4

£ L
_54( /0 Vi (€ w) () dC + /e 12 (C, w) B (€) dg) —

N , .
;Qi(w)(ﬂf 64)</0 bp1;(€) b5 (€) aleL/Z 121;(C)Bizy;(€) dC)

(1.158)
L

¢
_ﬁ4</0 Vi (€ w) b ;(€) dC—i—/é iz (¢, W)z (€) dC) -0
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Per la proprieta di ortogonalita (1.56) la espressione precedente diventa

w)(ﬁ? - ﬁ4)</0€ ¢[1]j(<)2 d¢ + /EL ¢[2]j(6)2 dC)

(1.159)
¢ L
=8 P [ Qo€ dc+ [ v, 0) dc) =0
Sostituendo ;) € Yy nella (1.99) si ha
[uttongacs [ oo
+ (w0 — i) - )%( ) — 0/}, (0)615(0) (1.160)
— (Vi (0) = ¥ (0)) b (0) + Piay (L) dpy (L) =
Integrando per parti si ottiene
/ i G dC + / i " dC = f1(0) (1.161)
Risulta dunque
¢ L
B; (/0 Yp) P dC+/Z Vi) Pra) dC) = ¢ (£) (1.162)
che, sostituita nella (1.159), fornisce
¢
5= [ orac+ [0
, (1.163)
- 5 P00 =0
Ponendo ; I
([ o ac [ o8 a) (1.164)
la (1.163) si scrive
2
4(@) (] —?) 1y = S5 Fw) 6(0) (1.165)
J
da cui si ottiene
W2
gj(w) = m F(w) ¢;(¢) (1.166)
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identica alla (1.80). Sostituendo questa espressione nelle (1.153) e (1.154) si
ottiene

N w2
Vi ((aw) = <Z w2 (w.2 — w2) 1 ¢[1]i(£)¢[1]i(0 + @5[1](()) F(W) (1-167)

N L
Vm(CM)Z(Z 5 Vi - Gp2y; (£) Pz (C)+¢[21(C)> F(w) (1.168)

—w; (w2 w?

La funzione di trasferimento risulta definita anch’essa a tratti

N w2

Hiy(G,w) = Z w2 (w2 _ wg) d)[l]z( )b015(C) + ¥ () (1.169)
=1 1 ?
N w2
=> (@ - P12, (0) D121, (C) + Y21 (€) (1.170)
=1

Se si utilizzano per v, invece delle espressioni (1.153) e (1.154), le espressioni

Z Gi(w)ppy,(€) (1.171)
Z i (w)ppy;(€) (1.172)
si ottiene
y _ 1 .

e corrispondentemente

i (Gow (Z " _w2 bl )m(@) F(w) (L.174)

=1

N
Viz (G w) = (Z(wglﬁzh( )%AC)) F(w) (1.175)

=1 \Wi — w?) i

La funzione di trasferimento risulta in questo caso

Z w — w2 [1]1@)@5[1]@-(0 (1.176)
i=1

N

Z Pra1;(0) D121 (€) (1.177)
i=1 Hi
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Capitolo 2

Mensola con due coppie
opposte

2.1 Equazioni di bilancio

Per ogni atto di moto
L L
/ (Q/+p)wdg+/ (M’—l—Q-i—c)w/dC
0 0

+(QF - QL)) w(L) + (@~ +Q(0)) w(0)
+ (M* = M(L))w'(L) + (M~ + M(0)) w'(0) =0

Dalle integrazioni per parti
L L
/ "w' d¢ = —/ M"wd¢ + M'(L)w(L) — M'(0)w(0)
0 0
L L
| evac= = [T @uac+ o) - Qo)

L L
/ cw' d¢ = — / dw d¢ + e(L))w(L) — (0))w(0)
0 0

2a
N

Figura 2.1: Mensola con due coppie opposte
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si ottiene
L
/ (—M” +p— c') w d¢
0

+(QT + M'(L) + (L)) w(L) + (Q~ — M'(0) — ¢(0)) w(0)
+ (MY = M(L))w' (L) + (M~ + M(0)) w'(0) =0

Nel caso di una mensola e

Per atti di moto compatibili con i vincoli la (2.5) diventa
L
/ (-M" +p—)wdc
0

+ (@Y + M'(L) + (L)) w(L) + (MT — M(L)) w'(L) =0

Ne derivano le equazioni di bilancio

’—M”—l—p—c’:O‘

con le condizioni al bordo

QY+ M'(L) + ¢(L) =

0
Mt —M(L)=0

Definendo la funzione di risposta in modo tale che
M(C) = YT v"(C)

alla (2.7) corrisponde

L
/ (YJ " —p+ c’) w d(
0

— (@ + YTV (L) + (L)) w(L) — (MT = YJv"(L)) w'(L) =0

La (2.8) e le (2.9) diventano

YT —p+d =0]

YJv" (L) = —QT +¢(L)

YJo' (L) = M+

a cui vanno aggiunte le (2.6).
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2.2 Equazioni del moto

Ponendo
p(C,t) := —pAU(L,t) (2.14)
(G, t) == =Np(t) h (6(C = £1) = 6(C — £2)) (2.15)
QT (t) := —myg 6(L, 1) (2.16)
M™T(t) ;== —mg h2 ¥/ (L, 1) (2.17)

la (2.11) diventa
L
| (7070 +pABE ) = Ny (51— 0) = 8¢~ ) w e
+ (m (L, t) — YT o"(L, t)) w(L)
v (ma W2 (L,t) + YT v”(L,t)) w' (L) =0
(2.18)
Corrispondentemente la (2.12) diventa
YT0"(C,t) + pAD(C.t) = Np(t) h ('(C — £1) =8/ (C —f2)) =0 (2.19)
con le condizioni al bordo

v(0,8) =0, '(0,t)=0 (2.20)

mg (L, t) — YT " (L,t) =

0
2.21
mg h2 &' (L,t) + YT v"(L,t) = 0 (2.21)

In termini di trasformate di Fourier

w2
VG w) = 15 V(G w) = Mp(w) (0'(C—t)=d(C—t)) =0 (2:22)

con le condizioni al bordo

v(0,w) =0, Vv(0,w)=0 (2.23)
w2

72 % v(L,w) +v"(L,w) =0

" (2.24)

2 Vv(L,w) +v"(L,w) =0
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avendo posto

YJ Mg mg h2
= 1> Qg = —, Ya =

pA pA pA
e avendo indicato con v((,w) e M,(w) le trasformate di Fourier di v((,t) e
Ny(t) h/YJ. La trasformata di Fourier della (2.18) ¢

k2

(2.25)

L wQ
[ (7€) = G v6.) — M) (91— ) — 9~ ) ) wl
0

- (:z aqv(L,w) + V"’(L,u))) w(L) (2.26)
w2
(= 55V (Lw) + v (Lyw)) w (L) = 0

2.3 Modi naturali

Si consideri I'equazione

w2
v7"(¢ w) — 7z v(¢,w) =0 (2.27)

con le condizioni al bordo (2.23), (2.24). Riguardando tale equazione, per
un valore fissato di w, come una equazione differenziale in (, se ne consideri
la forma normale

y'(¢) = Ay(¢) (2.28)
con
v(w, () 0 100
B v(w,() [0 010
Y=ol 2o 001 (2.29)
V///(W7 C) %; 000
La soluzione &
y(¢) = ey, (2.30)

Per valutare ’esponenziale occorre ridurre la matrice A nella forma di
Jordan. Gli autovalori si possono indicare con

/87 _ﬁa Z/Ba —1 B (231)
con (8 > 0 tale che
g W
gl=13 (2.32)
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Essendo gli autovalori distinti, la matrice A e diagonalizzabile. Disponendo
gli autovettori per colonne

-1 1 i =i
g B =5 b

T .= B g i (2.33)
grop B B

si ha
el 0 0 0
0 e P 0 0
eAC =11 , T (2.34)
0 0 €8 0
0 0 0 e ¢

La prima riga di questa matrice risulta

(COS(6<)+cosh(5<) sin(8¢)+sinh(8¢)  — cos(B¢)+cosh(5¢) —sin(ﬁé‘)+sinh(ﬁ<)>
2 208 233

232
(2.35)
Pertanto la espressione di v(¢,w) & data dal prodotto di tale riga per y,, i
cui elementi sono delle costanti arbitrarie

V(Cyw) = e1(w) cos(5¢) +2C0sh(50 +er(w) sin(3¢) 2+ﬁsinh(ﬂ()
i h o . h
eafu) T AT L) = smBE) 2 suh(Be)
(2.36)
Essendo
2/ e .
V(G w) = Cl(w)ﬁ ( cos(ﬁC; + cosh(6()) n @(w)ﬂ( 51n(6§)2+ sinh(6¢))
+ es(w) cos(5¢) —;cosh(ﬁC) e sin(3¢) ;—;inh(ﬁg)
(2.37)
le condizioni al bordo (2.23) implicano
c3(w) =0, c(w)=0 (2.38)

La matrice delle condizioni al bordo (2.24) ha per prima colonna

—agBcos(LB) + aqfcosh(LB) — sin(LB) + sinh(L3)
cos(LB) + cosh(LB) — 33y, sin(LB) — 33y, sinh(Lf)
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e per seconda colonna
(m@m+mmwwﬂmmum+%MM@m>
33a cos(LB) — Fya cosh(LB) + sin(L ) + sinh(L3)

I1 determinante risulta

=2 (1+ o9+ B (a0 — 57) cos(L) sinh(LB)

(2.39)
—cosh(LA) ((—1 + aaf*ya) cos(LB) + B (aq + 5274 sin(LB3)) )

Per calcolarne gli zeri, in forma approssimata, conviene dividere la
espressione (2.39) per

—4 cosh(Lp) \/52 (o + B270)% + (=1 + auf27,)? (2.40)

Il grafico del determinante cosi scalato ¢ riportato in Fig. 2.2. Indicando
con (3, gli zeri del determinante, a ciascuno di questi corrisponde uno spazio
nullo di dimensione uno per la matrice delle condizioni al bordo. Dalla (2.32)
discende

% S (2.41)
Ponendo
wn =2k (2.42)

si ottiene infine per v({,w) la espressione
V(ga w) = Z ¢n(€) (C(wn)é(w - wn) + c(_wn)é(w + wn)) (2'43)
n=1

La trasformata inversa di Fourier della (2.43) risulta

+00 )
mwéJimmww

= 1 . (2.44)
= ——én(Q) (c(wn)(cos(wpt) — isin(wpt))
2 Ja

+ ¢(—wn)(cos(wnt) + isin(wpt)))

Riorganizzando i coefficienti la espressione precedente diventa

oo

(¢ t) =) dn(C) (an cos(wnt) + by sin(wnt)) (2.45)

n=1

Questa ¢ la descrizione del moto corrispondente alle equazioni (2.27), (2.23),
(2.24). Tale descrizione ¢ stata ottenuta attraverso una selezione, indotta
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]aa:o,%:o

L

g = 10_1, Yo = 10~*

gé

Figura 2.2: Grafico del determinante e di cos(Lj3)
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dalla condizioni al bordo, delle funzioni e~** utilizzate nella trasformata di
Fourier.
Le funzioni ¢, (¢) si dicono modi naturali. Queste soddisfano la (2.27)

con w = wy, assieme alle condizioni al bordo (2.23) e (2.24). Si ha pertanto

&' (¢) = B dn(C) (2.46)
¢n(0) =0
¢,(0) = 0 (2:47)

By ot n(L) + ¢1r/ (L)

0
—B3 Ya (L) + $1(L) =0

(2.48)

Poiché la (2.27), con le (2.23), & equivalente alla parte omogenea della (2.26)

L
/0 (v"(¢.w) = B*v(Cw)) wg
_ (54 o v(L,w) +v’”(L,w)> w(L) (2.49)

+ ( — 'V (Lw) + V"(LM)) w(L) =0

le funzioni ¢, (¢) soddisfano tale condizione per qualsiasi w, con 3 = §,,. In
particolare ¢ dunque

L
| (6@ - 800 a0 ac
- (ﬁ? aq ¢i(L) + aS;”(L)) ¢;(L) (2.50)

+ (= Bl yadi(L) + 9(L)) ¢(L) =0

Attraverso ripetute integrazioni per parti si ha
L
/0 (¢9”’<<) — 3} @-(o) $i(¢) d¢
- (ﬁ? aa ¢5(L) + ¢;-”(L)> i(L) (2.51)

+ (= B adh(L) + (L)) $H(E) = 0
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Sottraendo a questa la espressione ottenuta dalla (2.50) scambiando ¢ con
Js

L
| (@0 -8160) c) ac
_ (ﬁ;l aq ¢j(L) + ¢;”(L)> ¢i(L) (2.52)

+ (= Budi(D) + (D)) (L) =0

si ottiene

L
(51 - 85)( /0 65(C) Bi(C) dC + 0 &5 (L) 63(L) + 7 (L) ¢4(L) ) = 0 (2.53)

Questa e la proprieta di ortogonalita dei modi.

2.4 Parte singolare della soluzione

"

Figura 2.3: Soluzione statica

Nel caso in cui

p(¢):=0 (2.54)
c(Q) == =Nph (6(¢ —t1) = 6(C — £2)) (2.55)
QT :=0 (2.56)
Mt :=0 (2.57)
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la (2.12) diventa
YIu" — Ny h (8'(C — €1) = §'(C — £2) =0 (2.58)

con le condizioni al bordo

v(0)

0, v'(0)=0 (2.59)
v"(L) =0,

v"(L) =0 (2.60)

Integrando la (2.58) si ottiene, per via delle (2.59) e (2.60),

¢y =S (31— ) (- 1) (261)

v(¢) = T2 (3¢ ~ 1) ~ 3¢ - 1) (2.62)

V(0 = S (6(C 1) — (¢~ a)b(¢C — ) (2:63)

V(0 = T (- (0 (B~ ) (264
_ Nyh 1

o(Q) = T (S(C— B~ 0) ~ S (C~ B~ )  (265)

avendo indicato con b la funzione di Heaviside. Dalla (2.65) risulta definita
la funzione

YO = 5~ LPD(C— ) — (€~ BB~ ) (266)

che soddisfa le condizioni al bordo (2.59) e (2.60).

2.5 Funzione di trasferimento

In termini di trasformate di Fourier la descrizione del moto ¢ data dalla
equazione (2.26) con le condizioni al bordo (2.23). Definendo

V(G w) i= My(w)y(C) (2.67)
si ponga
N
v(¢w) =Y qi(w)$i(¢) + ¥(¢,w) (2.68)
i=1

In questo modo si descrive la parte regolare di v((,w)
V(C,UJ) - v(gaw) (269)
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come “combinazione lineare” dei modi. Sostituendo la espressione (2.68)
nella (2.26) con w = ¢; si ottiene

Zqz ) [ (00 - 800
= My(@) (5/(C = ) = (¢ = £2))) 65(0) d

—Zqz (8w dn(L) +91(L) ) 5(L)

(2.70)
+ Z 0:() (= B9 $H(D) + 61(1)) (L)
=1

v S (#¢w) - 596 0)) 5(0) ¢
_ (54 e V(L,w) + \_/"'(L,w)) ¢;(L)
+ (— By V' (L,w) +¥"(L ,w)) (L) =

Per la (2.67) e (2.60) questa espressione diventa

Zqz ) [ (0710 - 010 o5(0) ¢
—Zqz (B8 @ 6i(L) + 9'(L) ) 65(L)
+ > aw)( - B diL) + 61(L)) ¢ (L)

L
=0 [ HGw) 650 dC + aa W) 5(L) + 70V (L) 65(1)) = 0
’ (2.71)
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Per la (2.50) si ha
N L
4 4
;qz-(w (8 = 5%) (/0 $i(¢) 6;(C) d¢
+ 00 6i(L) (L) + 7 (L) (L))

L
- 54(/ 9(C.) 64() dC + 0y 9(L,) 65(L) + 7 (L) $4(L) ) = 0
’ (2.72)

che, per la proprieta di ortogonalita (2.53), diventa

L
() (5 =3 ([ (02 dC+ au (L2 + 75 (1)7)

L
- 64(/0 V(¢ w) ¢5(C) d¢ + a V(L,w) ¢5(L) + 74 V' (L, w) qﬁ}(L)) —0
(2.73)
Si noti che per la (2.58) e la (2.67) e

L L
/0 (¢ w)5(Q) d¢ = My(w) /0 (0(C= ) = (€= 1)) 85(Q) A (274)

con le (2.59) e (2.60). Integrando per parti si ha per le (2.48)

L
/ (¢ w) b (C) dC
° (2.75)

L
- /0 (6 0)8"(C) dC + BH(0a¥(L, w)B(L) + 707 (L) (L))

Essendo poi ¢" = f3; ¢;, dalla precedente si ha

L
31| HC@)05(0) dC + 00T (L) (1) + 705 ()5 (1)

L

M) [ (56— ) = 56— )65(0) dc (276)
= My(w) (¢ (¢2) — ¢3(£1))

La (2.73) diventa pertanto

L
6@ (3= 8 ([ 0,07 dC + aa (L7 +20 65(1)?)
, ° (2.77)

= M) (9)(62) = 6(0)
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Ponendo
—kQ(AL¢Acﬂdc+om¢fo+~m¢ﬂLV) (2.78)
la (2.77) si scrive
() (&2 — ?) py = “’ M) (5(6) - () (2.79)
da cui si ottiene
() = M M) (@) - )| 280)

Sostituendo questa espressione nella (2.68) si ottiene

<Z 2 o (¢ (C2) — ¢i(£1)) di(C) + WC)) M,(w)
e (2.81)

La funzione di trasferimento risulta dunque

W2
;;w(u—wau(@“” 9i(01)) i) +¥(C) | (282)
Se si utilizza per v({,w), invece della espressione (2.68), la espressione
N
= Gi(w)ei(<) (2.83)
i=1
dalla (2.26), con w = ¢;, si ottiene
N L
o n o4
i [ (o0 -6

— My(w) (8(¢ — ) = /(¢ — £2)) ) 6;(C) d¢
(2.84)

—Z% ) (8 aw 6i(L) + (L)) 65(L)

N
+ @) — B G + 61(L)) ¢(L) = 0

=1
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Per la (2.50) si ha
N L
o 4 4
> ast -5 | o a
+ g $i(L) 65(L) + 7a (L) ¢>;-(L)) (2.85)

L
-0 [ (516 0 = 86— ) 5(0) d =0

che, per la proprieta di ortogonalita (2.53), diventa

L
6() (5 =8 ([ 002 dC+ 00,12 + s (1)P)

(2.86)
L
= M) [ (¢t = 5= ) 050 dC = 0
Si ottiene infine
gj(w) = (wQ_lwg),u] My(w) (¢(£2) — ¢5(£1)) (2.87)

e corrispondentemente

N
V(G w) = (Z (21 (¢5(f2) — ¢;(51))¢i(0> Mp(w) (2.88)

La funzione di trasferimento risulta in questo caso

H(( w :Z - (9(62) = 61(0) 9i(0) (2.89)

=1

La differenza tra le due espressioni della funzione di trasferimento e

H(Gw) — H(Gw) = Z w oo ew

E interessante interpretarne il significato. Si noti che la (2.76) implica

4 L / /
51( | 90050 dC + aun( Doy (1) + 2t (116515 o

= (¢j(t2) — (1))
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w 'l/J//

Figura 2.4: Approssimazione regolare della soluzione statica con 5 modi

w 'l/J//

Figura 2.5: Approssimazione regolare della soluzione statica con 15 modi

Poiche per la ortogonalita dei modi

fo C) d¢ + ag(L)¢i (L) + vt (L)¢(L) |
; fo ¢z )2 dC + agth(L)2 + yat! (L)2 i(¢) (2.92)
risulta
Z ;j; jQ i(C fclz)g ' Z %4 f/(m $i(¢)  (2.93)
o Pi w? 1

Pertanto dalla (2.90) si ha

H(Cw) - Z D IS

La differenza tra le funzioni di trasferimento consiste dunque nel resto della
serie (2.93) troncata ai primi N termini. Si noti che tale differenza non
dipende da w. E anche utile rilevare che, dal confronto della (2.80) con la

(2.87), risulta
2

QE‘E
[N}

4j(w) = %5 (W) (2.95)

In Fig. 2.4 e Fig. 2.5 & riportato il grafico di ¢({) assieme al grafico della

espressione data dalla serie (2.93) troncata rispettivamente ai primi 5 termini
o ai primi 15 termini.
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2.6 Descrizione a tratti

Riguardando la trave come formata da tre travi distinte, dalla (2.1) si ottiene
per integrazione per parti, invece della (2.5),

01 o

1

L
+/ (=M + py = cy) wisy dC

Lo

+ (Qu — My (0)) win (0) + (@ + Mpy (1)) win(6r)

+ (Qu — Miy (1)) wiay (1) + (Qfy + My (£2) )“’ (2.96)
+(Qiy — My (62)) wiy (€2) + (Qify + M (L)) wpe

+ (M + My (0) wiyy(0) + (Mg = My (£1)) wiyy (&

+ (M) + Mg (1)) wiy (4) + (Mg — Mz (C2) )w2

+ (M + M (£2)) wiy (€2) + (Mg, — Mz (L)) wfsJ(L) =0

Le condizioni al bordo e le condizioni di collegamento dei tre tratti sono

U[l](O) =0, U{u (0)=0
v (01) = v (1), vy (01) = vy (61) (2.97)

vz (l2) = v (€2), vy (l2) = vy (£2)

Per atti di moto compatibili con le (2.97), la (2.96) si trasforma nella
fl 42
" / i /
/0 (_M[l] TPy — C[l]) Wy d¢ +/e (= My + ppy — C[z]) Wy dC
1

L
+/ (=M + pray — cly) wisy dC

Lo

Q) + Qpy + My (f) — Miy (61))

Q+ + Qp + My (f2) — My ( 02)) wis
)
2)

+ ( W

+

+ (M + Mg — My () + Mg (b )wp](fl)
+ (M

+(Qf

(2.98)

+M_—M2](€2)+M (¢ )w[S]

Miy (L)) wigy (L) + (M) — Mg (L)) wiy (L) =0
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Assegnando
¢y =0
Qi)+ Q=0
Qi + Q=0 (2.99)
M7, + My, :== =Ny h

M+ Mg == Nyh

3]

la (2.98) diventa

fl 62
—/0 (M} = pp)) wpy dC—/e (M — py) wy dC
1

L
_/z (Mg — ) wsy d¢

M1 [2] ) ) wz(41) (2.100)

+
+ (M3 (£2) = M (€2)) wi (£2)
— (Np h+ My (61) — Mgy (€1)) wiyy (€1)
+ (Np h = My (£2) + Mz (£2)) wiyy (€2)
+ (@ + Mig (L)) wiey (L) + (Mg = My (L)) wigy(L) = 0
Utilizzando la funzione di risposta (2.10) si ha infine

Lo

15
/0 (YT oy = puy) wyy d¢ + /g (YT vy — ppay) wiy dC

1

L
+ / (YJ ’Uf‘%l — p[g]) 11}[3] dC

L2
= YT (v (6r) — vy (1)) we (1)
-YJ (Uf% (62) - Uf;/»,/] (52)) W3 (52)

+ (Np h+YJ (Ufll (61) ’Uf; 51))) ’wa] (61)

(2.101)
(
— (Nph = YT (v (£2) — vigy(

— (Qf + YT vl (L)) wyyy (L) — M + YT vy (L) wiy (L) = 0

La condizione che tale espressione sia nulla per qualsiasi atto di moto com-
patibile con le condizioni al bordo, ¢ equivalente alle equazioni differenziali
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YIo(Q) —py =0, 0<(<h

YIvg/(Q) =py =0, L <(< b (2.102)

YIv(€) —pwm =0, L<(<L

con le condizioni al bordo (2.97) e

vy (1) — vy (6) =

vf;;< 2) = V() =

Ny h+ YT (v}, (61 0)) =
(2.103)

Nph—YJ (”[21 ) =

Q[:s] +YJ Uf:/a;(L) =

_M[3]

+ YTVl (L) =0

2.7 Descrizione a tratti e regolarizzazione

Si descrive qui come arrivare alla (2.100) direttamente dalla (2.5). Invece
di riguardare la trave come costituita da tre travi distinte unite tra loro, si
puo piu semplicemente suddividere I'intervallo [0, L] in tre parti. Non & pero
corretto esprimere l'integrale su [0, L] nella (2.5) come somma degli integrali
su ciascuna parte ma occorre procedere nel modo seguente. Si assuma per
M la seguente decomposizione

M(¢) = M(C) + [M],, H(¢ — 1) + [M'],, (¢ — £1)B(¢ — 1)
+ [M],, b(C =€) + [M],, (¢ — £2)b(¢ — £2)

(2.104)

essendo [M], , [M],,, [M'],, [M'],, delle costanti e M una funzione
continua con derivata prima continua in ¢ e percio tale che'

L by by L
/ M"wdC:/ M”wdC—i—/ M”wdC—i—/ M" wd¢ (2.105)
0 0 01

Lo

!Si dovrebbe dire: M’ sia una funzione a variazione limitata (M’ € BV([0, L])); esiste
allora una sua decomposizione nella somma di una funzione assolutamente continua e
di una funzione singolare [A. Tesei, Istituzioni di Analisi Superiore, Boringhieri, 1997,
Teorema 10.4.6, p. 325].
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Dalla (2.104) si ha

M'(C) = M'(¢) + [M],, 6(¢ — 1) + [M'],, 5(C — &)

(2.106)
+ [M],, 6(C — £2) + [M'],, b(¢ — £2)
M"(¢) = M"(¢) + [M],, '(C = £1) + [M'],, 6(¢ ~ 1) 2.107)
+ [M],, 8'(C — o) + [M'],, 6(C — £2)
Sostituendo la (2.107) nella (2.5)
L
/0 (-M"+p—d)wd¢
+(QT + M'(L) + (L)) w(L) + (@~ — M'(0) — ¢(0)) w(0)
+ (M* = M(L))w'(L) 4+ (M~ 4+ M(0)) w'(0) =0
si ottiene
L L
—/0 M wd(—l—/o (p—)wd
L
_ /0 ([M],, '(C — 6r) + [M]y, 6(C — 1)) wdC
(2.108)

L
- / (IM1,, 8'(C = £2) + [M],, 6(C — £)) w d

+(QT + M'(L) + (L)) w(L) + (@~ — M'(0) — ¢(0)) w(0)
+ (M*T — M(L))w'(L) + (M~ + M(0)) w'(0) =0
che diventa

—/OLM”wd<+/OL<p—c’>wd<

+ [M],, w'(£1) = [M'],, w(ly) + [M],, w'(2) — [M'],, w(la) (2.109)
+ (T + M'(L) + (L)) w(L) + (Q~ — M'(0) — ¢(0)) w(0)
+ (M* = M(L))w'(L)+ (M~ + M(0)) w'(0) =0

Sostituendo la (2.105) si ottiene

o 0 L __ L
—/ M"wd¢ — M"wd¢ — M”wd{—i—/ (p—C)wdC
0 41 £ 0

+ [M],, w'(er) = [M'Ty, w(ty) + [M],, w'(€2) = [M']y, w(t2) (2.110)
+(QT + M'(L) + (L)) w(L) + (Q — M'(0) — ¢(0)) w(0)
+ (M* = M(L))w'(L)+ (M~ + M(0)) w'(0) =0

A. Tatone, DISAT, Universita dell’Aquila [17 marzo 2002 — 30 giugno 2002 (22:10)]



PICCOLE OSCILLAZIONI NELLA TRAVE 43

Si assuma ora che p sia tale che

L 41 0o L
/ pwdCZ/ pwdC+/ pwdC+/ pwd( (2.111)
0 0 01 lo
mentre ¢ abbia ’espressione
c(() = —Nph (6(C = 1) = 0(¢ = £2)) (2.112)

Dalla (2.110) si ha
Lo L

b, __ —

—/0 (30 —p)wac— [ * (M =p)wac— [ " (W' ~p) wac
— Nph (w'(l1) — w'(£2))
+ [M],, w'(6r) = [M],, w(ty) + [M],, w'(&2) — [M'],
+(QF + M'(L)) w(L) + (@ — M'(0)) w(0)
+ (M* = M(L))w'(L) + (M~ + M(0)) w'(0) =0

w(ls)

2

(2.113)

Per atti di moto compatibili con i vincoli (2.6) la (2.113) diventa
Ll

_/OE1 (M”—p)wdﬁ— A (M”—p)wd(—/: (M”—p)wd(
— (Nph = [M],,) w'(€r) + (Np b+ [M]y,) w'(£2)

— [M'],, w(ty) = [M'],, w(t2)

+(QFT + M'(L)) w(L) + (M* = M(L)) w'(L) =0

(2.114)
Ne discende ’equazione di bilancio
M'—p=0 (2.115)
e le condizioni
Nph — [[M]]Z1 =0
[[Mlﬂzl =0
, (2.116)
[[M ]]52 =0
M'(L) + [M']y, + [M']y, = -Q"
M(L) + [M],, + [M],, = M*
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avendo espresso M (L) e M'(L) attraverso la (2.104). Alla decompo-
sizione (2.104) corrisponde, attraverso la funzione di risposta (2.10), la
decomposizione di v

o) =50+ 15 (§1M10 (€~ 0+ 1L, - ) b6 - )
o (GIMI (¢~ 6) + ST, (¢~ 6)° ) (¢~ £2)
Yy \2" et g e T ?
(2.117)
risultando M = YJ%”. Si ottiene pertanto, dalle (2.115) e (2.116),
YT =0 (2.118)
e le condizioni
Nph—[M], =0
Nph+[M],, =0
[[M/]]zl =0
(2.119)
[[M/]]eg =0
Y70 (L) + [M'],, + [M'],, = —QF
YIV'(L) + [M],, + [M],, = M~

a cui vanno aggiunte le (2.6).
Si noti infine che, definendo su ciascuno degli intervalli [0, ¢1], [¢1, ¢2],
[¢2, L] rispettivamente

My (€)== M(¢) + [M],, + [M'],, (€ — &)

Mz (C) = M(C) + [M],, + M), (C = 1) + [M],, + [M'],,(C — £2)

(2.120)
si ha, per la continuita di Me M in ¢ e in Lo,
[M],, = My (61) — My (6r)
[M],, = Mg (62) — My (£2)
(2.121)
[M'],, = My (&) — M (61)
[M'],, = My (€2) — My ()
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Poiche si ha anche

M(L) = M (L)
(2.122)
M,(L) = M[ls](L)

dalla (2.114) si ottiene la (2.100).
Si possono inoltre definire su ciascuno degli intervalli [0, ¢1], [¢1, {2], [¢2, L]
rispettivamente

vy (€) == 0(¢)
_ 1 /1 , 1. 5
€)= 0) + g (5110 €~ 67 + ML, (¢ - 1))
N 1 /1 , 1 \ (2.123)
(€)= 70 + g7 (GIMI (¢~ )% + §IrT, (¢~ 1))
+ (LMl ¢ - )2+ I, (- )P
Yy \2t e g e
risultando
YJ Uﬁ](() = My, ()
YT vy () = My (Q) (2.124)
YJ Uf;](C) = My (€)
2.8 Equazioni del moto a tratti
Ponendo
pi(C,t) == —pAiy(C,t)
cw(¢,t) =0
Qfy = —ma Uz (L, 1) (2.125)
M == —mg b oy (L, t)
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la (2.101) diventa

151
/0 (YT (1) + pA by (€. 1)) wiy(€) dC

L2
+ / (YT o(C.t) + pA b (¢, ) wizy(C) dC

01

L
+/ (YT iy (¢, 1) + pA i (¢, 1)) wis (€) dC

Lo
— YT (v} (€1, 1) — v (01, 1)) wiay (1)
— YJ (’Uf;g (€2, t) — (EQ, t)) w[5] (62)

+ (Np(£) b+ YT (0] (€1, 8) — o}, (€1, )) ) wlyy (1)
@ (f2,8) = )

( h YT (U ](gg,t U[S](gg, ) )w[gl(ﬁg)
— (=mq Uy (L, t) + YT v (L, t)) wig (L)
+ (ma o0l (L t) + YT vpy (L, t)) wiy (L) =0

Corrispondentemente le (2.102), diventano

YT (3 (¢, t) + pA iy (¢, t) =0, 0<¢<h

YT v/ (¢, t) + pA vy (€, t) b <(<ly

YT vy (€, t) + pA i (¢, 1)

II

o
A
N
IN
h

con le condizioni al bordo (2.97) e
vy (€1,t) — viy (1,t) =0
///(g27 )_ ”/(£27t

Np(t) h = YT (ffy(£a, t) — vty (b2, t

)
Np(t) b+ YT (v (61, 1) = viyy (41, 1))
)
)

—mmq Uz (L, t) + YT viy (L, t

ma hy (L, t) + YT vy (L,t) = 0

A. Tatone, DISAT, Universita dell’Aquila [17 marzo 2002 — 30 giugno 2002 (22:10)]

(2.126)

(2.127)

(2.128)



PICCOLE OSCILLAZIONI NELLA TRAVE

47

Le corrispondenti espressioni in termini di trasformate di Fourier sono

/;1(""“’ -4 PeRIC >) wpy () d¢

/(vf;’{ - L2 va(6w)) w0 d¢

w2
(v{éf]'(c,w) - L6 ) w0 d¢

Vi (01, w) — vy (01, w)) wiy (£1)

Vi (b2, w) — Vig (b2, w)) wiz (£2)

+ (Mp(w) + (Vﬁ] (b1, w) — Vf;] (El,w))) wa] (41)
— (Mp(w) — (vig (b2, w) — viy (b2, w))) wiy (£2)
w? "
G Vig (L, w) + vig (L, w) | wi (L)
w2 " /
+ 1 =% %2 Vi3 (L,w) + Vi3 (L,w) W) (L)=0
oppure
2
//”(<7 ) “ V[H(Ca ) — 07 0 S C S gl
2

Gw) = S v(Gw) =0, L <C<h

w
vg']'(c,w) - ?V[:ﬂ(@w) =0, < (<L

con le condizioni al bordo

=0
w? m
Qg ﬁ [3]([/ CU) + V[g](L,CU) =0
w? "
Ya 2 (L,w) + V[a](LaW) =0
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avendo posto

Y oma Mg
- pA7 a — pA’ 7(1 - pA
e avendo indicato con v((,w) e M,(w) le trasformate di Fourier di v((,t) e
Ny(t)h/YJ.

k2

(2.134)

2.9 Modi naturali a tratti

Si considerino al posto della (2.27) le equazioni (2.130), (2.131) e (2.132)
con le condizioni al bordo omogenee

Vg] ly,w Vis) (lo,w) =0 (2.135)
WZ n
(&%) ﬁV[gl(L,LU) +V[3](L7w) 0
2

w
—Ya EV@](LN}) "‘Vf:/s](Luw) =0

I modi naturali risultano ora descritti da tre funzioni

Pu,(€),  0<¢<h (2.136)
P21, (€, 6 <<ty (2.137)
b, (¢)y l<(<L (2.138)

I modi ¢,(¢) gia considerati soddisfano per ogni tratto le equazioni (2.130),
(2.131) e (2.132). Soddisfano anche le condizioni al bordo (2.135). Si puo
pertanto affermare che le funzioni (2.136), (2.137) e (2.138) non sono altro
che una descrizione a tratti dei modi ¢, (¢). La proprieta di ortogonalita dei
modi risulta essere solo una descrizione a tratti della (2.53).
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Capitolo 3

Mensola con due attuatori
piezoeletrici

3.1 Equazioni di bilancio

Per ogni atto di moto
L L
/ (QW—p)wdC—#—/ (M’—l—Q-i—c)w/dC
0 0

+(QF - QL)) w(L) + (@~ +Q(0)) w(0)
+ (M* = M(L))w'(L) + (M~ + M(0)) w'(0) =0

Dalle integrazioni per parti
L L
/ "w' d¢ = —/ M"wd¢ + M'(L)w(L) — M'(0)w(0)
0 0
L L
| evac= = [T @uac+ o) - Qo)

L L
/ cw' d¢ = — / dw d¢ + e(L))w(L) — (0))w(0)
0 0

2a
N

Figura 3.1: Mensola con due coppie opposte
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si ottiene
L
/ (—M” +p— c') w d¢
0

+(QT + M'(L) + (L)) w(L) + (Q~ — M'(0) — ¢(0)) w(0)
+ (MY = M(L))w' (L) + (M~ + M(0)) w'(0) =0

Nel caso di una mensola e

Per atti di moto compatibili con i vincoli la (3.5) diventa
L
/ (-M" +p—)wdc
0

+ (@Y + M'(L) + (L)) w(L) + (MT — M(L)) w'(L) =0

Ne derivano le equazioni di bilancio

’—M”—l—p—c’:O‘

con le condizioni al bordo

QY+ M'(L) + ¢(L) =

0
Mt —M(L)=0

Definendo la funzione di risposta in modo tale che
M(C) = YT v"(C)

alla (3.7) corrisponde

L
/ (YJ " —p+ c’) w d(
0

— (@ + YTV (L) + (L)) w(L) — (MT = YJv"(L)) w'(L) =0

La (3.8) e le (3.9) diventano

YT —p+d =0]

YJv" (L) = —QT +¢(L)

YJo' (L) = M+

a cui vanno aggiunte le (3.6).
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3.2 Equazioni del moto

Ponendo
p(C,t) := —pAU(L,t) (3.14)
(G, t) == =Np(t) h (6(C = £1) = 6(C — £2)) (3.15)
QT (t) := —myg 6(L, 1) (3.16)
M™T(t) == —mg h2 ¥/ (L, t) (3.17)

la (3.11) diventa
L
| (7070 +pABE ) = Ny (51— 0) = 8¢~ ) w e
+ (m (L, t) — YTu"(L, t)) w(L)

+ (ma W2 (L,t) + YT v”(L,t)) w'(L) =0
(3.18)
Corrispondentemente la (3.12) diventa
VTG, 1)+ pAH(G 1) — Nylt)  (9(C — 1) — F(C— £2)) =0 (3.19)
con le condizioni al bordo

v(0,t) =0, '(0,¢)=0 (3.20)

mg (L, t) — YT " (L,t) =

0
3.21
mg h2 &' (L,t) + YT v"(L,t) = 0 (3.21)

In termini di trasformate di Fourier

w2
VG w) = 15 V(G w) = Mp(w) (0'(C—0) = d(C—t))=0  (3.22)

con le condizioni al bordo

v(0,w) =0, v(0,w)=0 (3.23)
w2

72 % v(L,w) +v"(L,w) =0

" (3.24)

2 Vv(L,w) +v"(L,w) =0
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avendo posto

YJ Mg Mg, hg
= 1> Qg = —, Ya =

pA pA pA
e avendo indicato con v((,w) e M,(w) le trasformate di Fourier di v((,t) e
Ny(t) h/YJ. La trasformata di Fourier della (3.18) ¢

k2

(3.25)

L wQ
[ (7€) = G v6.) — M) (91— ) — 9~ ) ) wl
0

- (:z aqv(L,w) + V"’(L,u))) w(L) (3.26)
w2
(= 55V (Lw) + v (Lyw)) w (L) = 0

3.3 Modi naturali

Si consideri I'equazione

W2
v7"(¢ w) — 2 v((,w)=0 (3.27)

con le condizioni al bordo (3.23), (3.24). Riguardando tale equazione, per
un valore fissato di w, come una equazione differenziale in (, se ne consideri
la forma normale

y'(¢) = Ay(¢) (3.28)
con
v(w, () 0 100
B v(w,() [0 010
Y=ol 2o 001 (3.29)
V///(W7 C) %; 000
La soluzione &
y(¢) = ey, (3.30)

Per valutare ’esponenziale occorre ridurre la matrice A nella forma di
Jordan. Gli autovalori si possono indicare con

/87 _ﬁa Z/Ba —1 B (331)
con (8 > 0 tale che
g W
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Essendo gli autovalori distinti, la matrice A e diagonalizzabile. Disponendo
gli autovettori per colonne

-1 1 i =i
g B =5 b

T .= B g i (3.33)
grop B B

si ha
el 0 0 0
0 e P 0 0
eAC =11 , T (3.34)
0 0 €8 0
0 0 0 e ¢

La prima riga di questa matrice risulta

(COS(6<)+cosh(5<) sin(8¢)+sinh(8¢)  — cos(B¢)+cosh(5¢) —sin(ﬁé‘)+sinh(ﬁ<)>
2 208 233

232
(3.35)
Pertanto la espressione di v(¢,w) & data dal prodotto di tale riga per y,, i
cui elementi sono delle costanti arbitrarie

V(Cyw) = e1(w) cos(5¢) +2C0sh(50 +er(w) sin(3¢) 2+ﬁsinh(ﬂ()
i h o . h
eafu) T AT L) = smBE) 2 suh(Be)
(3.36)
Essendo
2/ e .
V(G w) = Cl(w)ﬁ ( cos(ﬁC; + cosh(6()) n @(w)ﬂ( 51n(6§)2+ sinh(6¢))
+ es(w) cos(5¢) —;cosh(ﬁC) e sin(3¢) ;—;inh(ﬁg)
(3.37)
le condizioni al bordo (3.23) implicano
c3(w) =0, c4(w)=0 (3.38)

La matrice delle condizioni al bordo (3.24) ha per prima colonna

—agBcos(LB) + aqfcosh(LB) — sin(LB) + sinh(L3)
cos(LB) + cosh(LB) — 33y, sin(LB) — 33y, sinh(Lf)
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e per seconda colonna
(m@m+mmwwﬂmmum+%MM@m>
33a cos(LB) — Fya cosh(LB) + sin(L ) + sinh(L3)

I1 determinante risulta

=2 (1+ o9+ B (a0 — 57) cos(L) sinh(LB)

(3.39)
—cosh(LA) ((—1 + aaf*ya) cos(LB) + B (aq + 5274 sin(LB3)) )

Per calcolarne gli zeri, in forma approssimata, conviene dividere la
espressione (3.39) per

—4 cosh(Lp) \/52 (o + B270)% + (=1 + auf27,)? (3.40)

Il grafico del determinante cosi scalato ¢ riportato in Fig. 3.2. Indicando
con (3, gli zeri del determinante, a ciascuno di questi corrisponde uno spazio
nullo di dimensione uno per la matrice delle condizioni al bordo. Dalla (3.32)
discende

% = £ (3.41)
Ponendo
wn =Bk (3.42)

si ottiene infine per v({,w) la espressione
V(ga w) = Z ¢n(€) (C(wn)é(w - wn) + c(_wn)é(w + wn)) (343)
n=1

La trasformata inversa di Fourier della (3.43) risulta

+00 )
mwéJimmww

= 1 . (3.44)
= ——én(Q) (c(wn)(cos(wpt) — isin(wpt))
2 Ja

+ ¢(—wn)(cos(wnt) + isin(wpt)))

Riorganizzando i coefficienti la espressione precedente diventa

oo

(¢ t) =) dn(C) (an cos(wnt) + by sin(wnt)) (3.45)

n=1

Questa ¢ la descrizione del moto corrispondente alle equazioni (3.27), (3.23),
(3.24). Tale descrizione ¢ stata ottenuta attraverso una selezione, indotta
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]aa:o,%:o

L

g = 10_1, Yo = 10~*

gé

Figura 3.2: Grafico del determinante e di cos(Lj3)
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dalla condizioni al bordo, delle funzioni e~** utilizzate nella trasformata di
Fourier.
Le funzioni ¢,(¢) si dicono modi naturali. Queste soddisfano la (3.27)

con w = wy, assieme alle condizioni al bordo (3.23) e (3.24). Si ha pertanto

&' (¢) = B dn(C) (3.46)
¢n(0) =0
¢,(0) = 0 (3.47)

By ot n(L) + ¢1r/ (L)

0
—B3 Ya (L) + $1(L) =0

(3.48)

Poiché la (3.27), con le (3.23), & equivalente alla parte omogenea della (3.26)

L

/0 (v"(¢.w) = B*v(Cw)) wg
_ (54 oo v(L,w) +V'"(L,w)> w(L) (3.49)
+ (_ By (L,w) + V”(L,w)> w'(L) =0

le funzioni ¢, (¢) soddisfano tale condizione per qualsiasi w, con 3 = §,,. In
particolare ¢ dunque

L
| (6@ - 800 a0 ac
— (B! awdilL) +¢'(L)) ¢5(1) (3.50)

+ (= Bl yadi(L) + 9(L)) ¢(L) =0

Attraverso ripetute integrazioni per parti si ha
L
| (#0-ste0) cr ac
— (Blawss (L) + (1)) &i(L) (3.51)

+ (= B adh(L) + (L)) $H(E) = 0
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Sottraendo a questa la espressione ottenuta dalla (3.50) scambiando ¢ con
Js

L
| (@0 -8160) c) ac
_ (ﬁ;l aq ¢j(L) + ¢;”(L)> ¢i(L) (3.52)

+ (= Budi(D) + (D)) (L) =0

si ottiene

L
(3! _g;l)(/o ;(C) $1(C) dC + g ¢ (L) ¢i(L) + 7 (L) ¢§(L)) =0 (3.53)

Questa e la proprieta di ortogonalita dei modi.

3.4 Parte singolare della soluzione

"

Figura 3.3: Soluzione statica

Nel caso in cui

p(¢):=0 (3.54)
c(Q) == =Nph (6(¢ —t1) = 6(C — £2)) (3.55)
QT :=0 (3.56)
Mt :=0 (3.57)
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la (3.12) diventa
YIu" — Nyh (8'(C — £1) — 8'(C — £2) = 0 (3.58)

con le condizioni al bordo

v(0)

0, v'(0)=0 (3.59)
v"(L) =0,

v"(L) =0 (3.60)

Integrando la (3.58) si ottiene, per via delle (3.59) e (3.60),

¢y =S (31— ) (- 1) (3.61)

v(¢) = S (3¢ 1)~ 5(¢— 1) (362)

V(0 = B (B(C — 0) ~ (¢~ (<~ 2) (36

V(0 = T (- () (B~ ) (364
_ Nyh 1

o(Q) = T (S(C- B~ 0) ~ S (C~BPDC ) (365)

avendo indicato con b la funzione di Heaviside. Dalla (3.65) risulta definita
la funzione

9O = 5(C— LPD(C— ) — S (C~BPDC~ ) (3:66)

che soddisfa le condizioni al bordo (3.59) e (3.60).

3.5 Funzione di trasferimento

In termini di trasformate di Fourier la descrizione del moto ¢ data dalla
equazione (3.26) con le condizioni al bordo (3.23). Definendo

V(G w) i= My(w)y(C) (3.67)
si ponga
N
v(¢w) =Y qi(w)$i(¢) + ¥(¢,w) (3.68)
i=1

In questo modo si descrive la parte regolare di v((,w)
V(C,UJ) - v(gaw) (369)
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come “combinazione lineare” dei modi. Sostituendo la espressione (3.68)
nella (3.26) con w = ¢; si ottiene

Zqz ) [ (00 - 800
= My(@) (5/(C = ) = (¢ = £2))) 65(0) d

—Zqz (8w dn(L) +91(L) ) 5(L)

(3.70)
+ Z 0:() (= B9 $H(D) + 61(1)) (L)
=1

v S (#¢w) - 596 0)) 5(0) ¢
_ (54 e V(L,w) + \_/"'(L,w)) ¢;(L)
+ (— By V' (L,w) +¥"(L ,w)) (L) =

Per la (3.67) e (3.60) questa espressione diventa

Zqz ) [ (0710 - 010 o5(0) ¢
—Zqz (B8 @ 6i(L) + 9'(L) ) 65(L)
+ > aw)( - B diL) + 61(L)) ¢ (L)

L
=0 [ HGw) 650 dC + aa W) 5(L) + 70V (L) 65(1)) = 0
’ (3.71)
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Per la (3.50) si ha
N L
4 4
;qz-(w (8 = 5%) (/0 $i(¢) 6;(C) d¢
+ 00 6i(L) (L) + 7 (L) (L))

L
- ﬂ4(/ V(¢ w) ¢;(€) d¢ + aq V(L,w) ¢ (L) + 7o V' (L, w) d);(L)) =0
0

(3.72)
che, per la proprieta di ortogonalita (3.53), diventa
L
5@) (3-8 ([ (0 e+ 0 bs(LP + 7 65(L?)
0
L
- 64(/0 ‘7((7")) (Z)J(C) d¢ + aq V(L, w) ¢](L) + Y {/(L,w) ¢;(L)) =0
(3.73)

Si noti che per la (3.58) e la (3.67) ¢
L L
| ac =) [ @0 - a)a0 i @7
con le (3.59) e (3.60). Integrando per parti si ha per le (3.48)

L
/ (¢, w)5(C) dC
° (3.75)

L
- /0 (6 0)8"(C) dC + BH(0a¥(L, w)B(L) + 707 (L) (L))

Essendo poi ¢" = f3; ¢;, dalla precedente si ha

L
31| HC@)05(0) dC + 00T (L) (1) + 705 ()5 (1)

L

M) [ (56— ) = 56— )65(0) dc (8.76)
= My(w) (¢ (¢2) — ¢3(£1))

La (3.73) diventa pertanto

L
6@ (3= 8 ([ 0,07 dC + aa (L7 +20 65(1)?)
, ° (3.77)

= M) (9)(62) = 6(0)
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Ponendo

L
=12 (/0 $;(€)? d¢ + aq ¢ (L) + 74 ¢;(L)2) (3.78)

la (3.77) si scrive
W2
F =) iy = Sy My(w) (95(62) — ¢5(00)) (3.79)

gj(w) (wf —w

da cui si ottiene

w2
My(w)(45(2) — ¢5(61)) (3.80)

3j(w) = —— N,
Wj(wj_w)ﬂj

Sostituendo questa espressione nella (3.68) si ottiene

<Z 2 o (¢ (C2) — ¢i(£1)) di(C) + WC)) M,(w)
- (3.81)

La funzione di trasferimento risulta dunque

W2
;;w(u—wau(@“” 9i(01) () +¥(C) | (382)
Se si utilizza per v({,w), invece della espressione (3.68), la espressione
N
= Gi(w)ei(<) (3.83)
i=1
dalla (3.26), con w = ¢;, si ottiene
N L
o n o4
i [ (o0 -6

— My(w) (8(¢ — ) = /(¢ — £2)) ) 6;(C) d¢
(3.84)

—Z% ) (8 aw 6i(L) + (L)) 65(L)

N
+ @) — B G + 61(L)) ¢(L) = 0

=1
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Per la (3.50) si ha
N L
o 4 4
> ast -5 | o a
+ g $i(L) 65(L) + 7a (L) ¢;(L)) (3.85)

L
-0 [ (516 0 = 86— ) 5(0) d =0

che, per la proprieta di ortogonalita (3.53), diventa

L
6() (5 =8 ([ 002 dC+ 00,12 + s (1)P)

(3.86)
L
= M) [ (¢t = 5= ) 050 dC = 0
Si ottiene infine
gj(w) = (wQ_lwg),u] My(w) (¢(£2) — ¢5(£1)) (3.87)

e corrispondentemente

N
V(G w) = (Z (21 (¢5(f2) — ¢;(51))¢i(0> Mp(w) (3.88)

La funzione di trasferimento risulta in questo caso

H(( w :Z - (9(62) = 61(0) 9i(0) (3.89)

=1

La differenza tra le due espressioni della funzione di trasferimento e

H(¢\w) — H(¢,w) = Z W 6:(C) (3.90)

E interessante interpretarne il significato. Si noti che la (3.76) implica

4 L / /
51( | 90050 dC + aun( Doy (1) + 2t (116515 o

= (¢j(t2) — (1))
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w 'l/J//

Figura 3.4: Approssimazione regolare della soluzione statica con 5 modi

w 'l/J//

Figura 3.5: Approssimazione regolare della soluzione statica con 15 modi

Poiche per la ortogonalita dei modi

fo C) d¢ + ag(L)¢i (L) + vt (L)¢(L) |
; fo ¢z )2 dC + agth(L)2 + yat! (L)2 i(¢) (3.92)
risulta
Z ;j; jQ i(C 26;2 ' Z %4 j/(m ¢i(¢)  (3.93)
o Pi w? 1

Pertanto dalla (3.90) si ha

H(Cw) - Z W #(0) (3.94)

La differenza tra le funzioni di trasferimento consiste dunque nel resto della
serie (3.93) troncata ai primi N termini. Si noti che tale differenza non
dipende da w. E anche utile rilevare che, dal confronto della (3.80) con la

(3.87), risulta
2

QE‘E
[N}

4j(w) = %5 (W) (3.95)

In Fig. 3.4 e Fig. 3.5 & riportato il grafico di 1({) assieme al grafico della

espressione data dalla serie (3.93) troncata rispettivamente ai primi 5 termini
o ai primi 15 termini.
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