A. TATONE — CORSO DI MATEMATICA APPLICATA AL-JA-1

Algoritmo di Jacobi

Sia A un endomorfismo autoaggiunto di uno spazio vettoriale U definito su R e dotato di
prodotto interno.

Sia {bj ... b,} una base ortonormale e A la matrice, simmetrica, di A.

Poiché 'endomorfismo A puo essere espresso come combinazione lineare di proiezioni ortogo-
nali, esiste una base ortonormale in cui la matrice di A & diagonale. Si dimostra che & possibile
“raggiungere” una tale base attraverso una successione di rotazioni della base originaria.

Indicando con U il sottospazio generato dai vettori b, e by, si consideri la rotazione
R:U—-U

definita, nella base {b,, b, }, dalla matrice
cosf —sinf
R:= <sin9 cos 6 )
Applicando R ai vettori b, e b, si ottiene un’altra base ortonormale con

Bp := Rby, = cos 0 b, +sin@ b,

’

bq := Rby = —sinf b, + cos 6 b,

Il cambiamento di base consistente nella sostituzione di b, e b, con Bp e Eq si riflette sulla
matrice di A nel modo seguente.

Se v € un generico vettore di U si ha

v =upby +vgbg + Y vnbp = Gyby +0bg + D vaby

h#p,q h#p,q
= (v cos0 + vysin )b, + (—v,sin @ + vy)b, + Z vpby,
h#p,q

Da questo deriva, indicando con a;; gli elementi della matrice di A,

Ab; = (ap; cos O + ag;sinf )l;p + (—apisin@ + ay; cos O )Bq + Z anibn
h#p.q
In particolare si ha
A[),, =A(cos 6 b, +sinf by) = cos§ Ab, + sinf Ab,
—((app — agq) c08% 0 + 2a,q cos 0 sin @ + ayq)b,
+ (2apq c05% 0 + (agq — app) cos O siN O — apy) by
+ Z (app cosB + apgsind )by,
h#p.q
Ab, =A(—sin@ by, + cos @ b,) = —sin 6 Ab, + cosf Ab,
—=(2ap, c05% 0 + (agq — app) cos O sin O — apy)b,
+ ((agq — app) c08* 0 — 2a,, cos B sin + app)Eq
+ Z (—appsing + apqcosb )by,

h#p,q
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A. TATONE — CORSO DI MATEMATICA APPLICATA AL-JA-2

Indicando con d;; gli elementi della matrice di A nella nuova base, risulta dunque per i # p, g

Qpi 1= api cos B + aq sind

Ggi = —ap;sin@ + ag; cos O
Aip = Qp;
CLiq = aqi

e inoltre )
pp = (app — aqq) €08 0 + 2a,, cos0 sinb + ayq

_ w ¢0820 + apg Sin20 + (ayp + agq)

’

- 2 ;
Gqq = (Ggq — App) cOS™ 0 — 2ap, cos @ sinf + ayp,

= w 0820 — apqsin20 + (app + agq)
g = 2apq €087 0 + (agq — app) cos O sind — ay,
= pq cOs 20 + (aqq;iapp) sin 26

Qgp = Qpq

Si scelga 6 in modo tale che sia d,, = 0, osservando che

(agg —app) =0 = 0:= %
2a us
(gg — app) #0 =  tan20:= ——PL 0] < —
“ewr (app — aqq) 4

Si prosegua, con rotazioni successive scegliendo le coppie p, g tali che sia a,, # 0. Si genera in
tal modo una successione di matrici. Tale successione ha come limite una matrice diagonale.
Infatti la somma dei quadrati di tutti gli elementi di ciascuna matrice risulta costante, mentre

la somma dei quadrati dei termini della diagonale risulta crescente. Per dimostrare questa
proprieta ¢ sufficiente osservare che

PED,q JFEDG  Gij = a
J#ED dyy+ag; = ap; +ag;
1#p,q d?p—i-d?q :a?p—i-a?q
d?)p + diq = a?)p + agq + 26‘?)(1
Gpg =0
Da queste relazioni deriva infatti che

DD oan= 0 Y dht Y (apdg)+ Y (@, +dd) +dp, vag, =) ) a

i#p,q j7#p.q J#p.a i#£p.q
2/2_2/2 £2 /2_22 2 2 2_22 2
@iy = aj; + Gpp + Gqq = aj + Gpp + Qqq + 2%(1 - aj + 2%(1
i i7#p,q i7#p,q i

I valori degli indici p e ¢ vengono usualmente scelti in modo da selezionare i termini a,,
partendo dalla prima riga, da sinistra verso destra, e proseguendo con le righe successive.
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