
a. tatone — corso di matematica applicata SV–ED–1

Endomorfismi diagonalizzabili

Sia A un endomorfismo di uno spazio vettoriale U tale che esista la decomposizione

U = Uλ1 ⊕ . . . ⊕ Uλr

dove i sottospazi Uλα
sono gli autospazi di A.

Si consideri la corrispondente decomposizione dell’endomorfismo A

A = A1 + . . . + Ar Aα := A|Uλα
Pα

Questa particolare decomposizione, detta decomposizione spettrale, è caratterizzata dalla
seguente proprietà

∀α Aα = λαPα

dove Pα è la proiezione canonica su Uλα
. Infatti, poiché

∀u ∈ U Pαu ∈ Uλα

v ∈ Uλα
⇒ (A − λαI)v = 0 ⇒ Av = λαv

risulta
∀u ∈ U Aαu = A|Uλα

Pαu = APαu = λαPαu

La decomposizione spettrale di A è dunque

A = λ1P1 + . . . + λrPr

Viceversa, è semplice dimostrare che se un endomorfismo A di U è esprimibile come combi-
nazione lineare di proiezioni P1, . . . ,Pr tali che

r∑

α=1

Pα = I

α �= β ⇒ PαPβ = O

allora le immagini delle proiezioni sono gli autospazi di A e perciò lo spazio U è decomponibile
nella somma degli autospazi di A.
Si consideri ora, in corrispondenza della decomposizione di U nella somma di autospazi
dell’endomorfismo A, una base {b1 . . . bn} di U ottenuta unendo delle basi di ciascun au-
tospazio. Dalla decomposizione spettrale è evidente che la matrice dell’endomorfismo A in
tale base risulta diagonale. Viceversa se esiste una base {b1 . . . bn} tale che la matrice di un
endomorfismo A è diagonale allora lo spazio vettoriale U è decomponibile nella somma degli
autospazi di A. Infatti

Abi = aj
ibj = ηαbi ⇒ (A − ηαI)bi = 0 ⇒ bi ∈ Uηα

Ad ogni ηα corrisponde dunque un autospazio di A ed ogni vettore della base appartiene ad
un autospazio. È dunque

r∑

α=1

dim Uλα
= dim U

e quindi
Uλ1 ⊕ . . . ⊕ Uλr

= U
Per tali ragioni un endomorfismo dello spazio vettoriale U in corrispondenza del quale esiste
una decomposizione di U in autospazi si dice diagonalizzabile.
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