A. TATONE — CORSO DI MATEMATICA APPLICATA SV-DA-1

Decomposizione spettrale per I’endomorfismo aggiunto

Si vogliono illustrare le relazioni tra la decomposizione spettrale per un generico endomorfismo
e quella per il suo aggiunto.

Sia A un endomorfismo di uno spazio vettoriale U definito su C e dotato di prodotto interno.

Gli autovalori dell’endomorfismo aggiunto A* sono i coniugati degli autovalori di A. Infatti
i coefficienti del polinomio caratteristico di A* sono i coniugati dei coefficienti del polinomio
caratteristico di A, come si puo dedurre dal fatto che le matrici di A e di A* in una base
ortonormale sono 'una la trasposta coniugata dell’altra.

Si consideri 'autospazio di A corrispondente all’autovalore A,
Uy, = ker (A — A1)

e autospazio di A* corrispondente all’autovalore g
Uy, = ker (A® — \gI)

B

Se Ao # Ag tali autospazi risultano ortogonali. Infatti Vu e U,_,Vv € INJAB

(Au,v) = (Aqu,v) = A (u,v)
(Au,v) = (u, A*v) = (u, \gv) = \g(u, v)
0= (Ao — Ag)(u,v)

A #Ag = (u,v)=0

Pitu in generale, si consideri 'autospazio generalizzato di A corrispondente a A,
Vi, = ker (A — A\ )M
Per le proprieta del nucleo e dell'immagine delle potenze di un endomorfismo si ha
U =ker (A —AD)#* @im (A — N\ I)H=
ogni altro autospazio generalizzato V,, di A risultando tale chel
Vi, Cim (A — A I)H

Si definisca poi il sottospazio

V, = ker (A* — N\ I)He

e si osservi che, per le proprieta del nucleo e dell'immagine di un generico endomorfismo e
del suo aggiunto, si ha

V, = ker (A* = X,D)* = (im (A — A I)He)*

1 Si puo infatti dimostrare che se Ve W sono invarianti e/ = VOW allora A\ € o(Aly) =
Vi, € W in modo simile a quello usato per gli autospazi Uy .
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Risulta dunque )
ﬂ 7é (0% = V/\,G 1 V,\a

11 sottospazio \7,\a risulta inoltre essere I'autospazio generalizzato di A* corrispondente a \,.
Si osservi infatti che, ponendo n := dimU e m, :=dimV,_,

dim Vy, = dim (im (A — Ao D)#*) = n — dim (im (A — Ao )"*) =n — (n — ma) = mq
e inoltre

ker (A — Ao D)ot =ker (A — N\ D) = im (A — A D)Mot =im (A — N\ D)k
ker (A* — Ny D)HeT! = (im (A — A\ )T+ = (im (A — A D))t = ker (A* — X I)He

Dunque Vy, ¢ un autospazio generalizzato di A™*.

Si osservi infine che essendo
U=V D...DV,,

Z/[:\N/)\l@...@{/)\r

l’autospazio generalizzato \N/Aa risulta essere il complemento ortogonale della somma dei sot-
tospazi V,, corrispondenti a tutti gli autovalori diversi da A,.
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