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2 APPENDICE 2. SPAZI EUCLIDEI

1 Spazi euclidei
Un insieme & si dice spazio affine modellato sullo spazio vettoriale reale V se esiste una funzione
ExXV =E, (1)
che trasforma una coppia pa € £, u € V in un elemento di &, indicato con pa + u, in modo tale che
1. (pa+u)+v=pa+(ut+v) Vpael&, VueV, VWwveV
2. pa + 0 = pa, dove o ¢ il vettore nullo di V

3. per ogni coppia pa € &, pg € & esiste un unico elemento di V, indicato con pg — pa, tale che
Pa + (PB — Pa) = Pe.

Lo spazio V si dice spazio delle traslazioni di £. Si dice inoltre che lo spazio affine £ ha dimensione
n con n := dim V. Si dice spazio euclideo uno spazio affine tale che in V sia definito un prodotto

scalare. Si consideri la norma in V indotta dal prodotto scalare, cio¢ tale che [[v] = /v -v.
Una base {eq,...,e,} di V si dice ortonormale se e; - e; = 0;;. Si definisce distanza la funzione

d: & x & — R tale che d(pg,pa) = ||ps — pall-
Gli elementi di & si diranno posizioni.
Dagli assiomi dati derivano le seguenti espressioni utili nel calcolo. Sia

P8 = pa +U. (2)
Il vettore pg — pa, per I'assioma 3, € I'unico vettore tale che
P = PA + (PB — PA)- (3)

Risulta dunque
PB — PA = U. (4)

Un’altra utile relazione si ottiene nel modo seguente. Si osservi che per 'assioma 1 si ha

pg + (—u) = pa+u+(—u), ()
da cui, per 'assioma 2, risulta
PA =P — U (6)
Utilizzando la (4), si ottiene infine
PA —PB = —Uu (7)
e anche
Pa —pPe = —(PB — PA)- (8)

1.1 Vertici di un triangolo

Scelte tre posizioni pa, pg, pc, dall’assioma 3 si ha

Pe = pa + (PB — PA) 9)
pc = ps + (pc — pB). (10)

Sostituendo nella seconda la prima, per I'assioma 1, risulta

pc = pa+ (ps — pa) + (pc — PB). (11)
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Figura 1: Triangolo e parallelogramma

Essendo anche
pc = pa + (Pc — pa) (12)
risulta
(pc — p8) + (pe — Pa) = (Pc — Pa). (13)

Questa relazione corrisponde alla costruzione della somma di due vettori attraverso il triangolo in
Fig. 1.
1.2 Vertici di un parallelogramma

Aggiungendo ai vertici del triangolo pa, pg, pc la posizione

PD := PA + (Pc — pB)- (14)

si ottiene un quadrilatero. Essendo anche

pp = pc + (Po —Pc) = pB + (Pc — PB) + (P — Pc) = Pa + (PB — Pa) + (Pc — PB) + (PD — Pc) (15)
deve essere
(pc —ps) = (p8 — pa) + (Pc — pB) + (PD — PC) (16)
Risulta dunque
PD — PC = PA — PB- (17)

Il quadrilatero pertanto & un parallelogramma, come in Fig. 1.

1.3 Sistemi di coordinate

Un sistema di coordinate affine in uno spazio euclideo £ di dimensione n ¢ costituito da una
funzione biunivoca

P:E— R (18)
indotta dalla scelta di una posizione origine o € £ e di una base {ey,...,e,} nello spazio delle
traslazioni V, definita come la funzione che trasforma una posizione pa € £ nella n-pla delle
componenti del vettore (pa — o) nella base {ei,...,e,}. Un sistema di coordinate affine si dice

cartesiano se la base corrispondente ¢ ortonormale.
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4 APPENDICE 2. SPAZI EUCLIDEI

1.4 Parametrizzazioni

Una posizione pa puo essere assegnata in termini di coordinate attraverso ’espressione

pA:O+((Ele1+£L’262+"'+5L'nen) (19)
essendo ¥ (pa) = (z1,22,...,2,). In questo modo risulta definita la parametrizzazione
K:R" =& (20)

inversa della funzione coordinata (18). Una parametrizzazione in generale ¢ una funzione iniet-
tiva che puo essere definita indipendentemente dal sistema di coordinate. Se il dominio della
parametrizzazione € un sottoinsieme di R™ la sua immagine risultera essere un sottoinsieme di £.

2 Rette e piani

Una retta per pa € una funzione ¢ : R — & del tipo

c(s) =pa+su, (21)

essendo u un vettore. Date due rette
ci1(s) = pa+suy, (22)
c2(s) = pa + sug, (23)

si dice angolo tra di esse il numero reale « tale che

u; - U
COSQ = . (24)
[[as [ uz]l

Le due rette si dicono ortogonali se uy - uy = 0. Due rette

ci(s) = pa +suy, (25)
c2(s) = pg + suy, (26)

si dicono parallele se u; e uy sono vettori che generano lo stesso sottospazio di dimensione uno.
Un piano per pa € una funzione 7 : R? — & del tipo

m(s1,82) = pa+ s1u1 + s2uz, (27)
essendo u; e uy due vettori linearmente indipendenti.
Anche per le immagini di tali funzioni si usano i termini retta e piano, rispettivamente.
3 Isometrie
Sia £ uno spazio euclideo e V lo spazio delle traslazioni. Una funzione biunivoca
d:E—E (28)

si dice trasformazione di £. Una trasformazione di £ che mantiene invariate le distanze tra qualsiasi
coppia di posizioni si dice isometria. Che le distanze restino invariate implica non solo che la norma
dei vettori differenza tra le posizioni resti invariata ma anche che il prodotto scalare tra qualsiasi
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coppia di vettori resti invariato. Infatti, scelta una posizione po e una coppia di vettori u e v,
ponendo

u:=¢(p a) — ¢(po),
¢(|E> ; ‘b(f’O) (29)
v :¢(P +v _¢(p0)7
poiche
lu—v[|?’=(u-v)-(u-=v)=u-u—-2u-v4v-v, (30)
[a-v[P=(a—-v)- 0-V)=a-0—-20-V+V-V,
restando invariate le norme, si ha
u-v=u-v. (31)

Pertanto in una isometria restano invariati gli angoli tra coppie di vettori differenza. In particolare
vettori ortogonali restano ortogonali.

Si noti che, attraverso le (29), Iisometria ¢ induce un’applicazione Qg : V — V che trasforma
i vettori nel modo seguente

u= QO(ﬁ)a (32)
v =Qo(V)
Pertanto la (29) si pud anche riscrivere
@(Po + 1) = ¢(po) +u = ¢(po) + Qo(u), (33)
#(Po + V) = ¢(po) + v = ¢(po) + Qo(V),
Si consideri ora un terzo vettore
w:=au+bv (34)
e si ponga
w = Qo(W) = ¢(po + W) — ¢(po) (35)
Poiche
w-u=w-u=(au+bv)-au=au-u+bv-u=au-u+bdbv-u=(au+dbv)-u, (36)
w-v=w-v=(au+bv)-v=au-v+bv-v=au-v+bv-v=(au+bdv)-v,
il vettore w si puo esprimere come
w=au+bv+r, (37)
dove r e un vettore ortogonale sia a u che a v. Affinche sia
WW=W-W, (38)
r deve soddisfare la condizione
(au+bv+r) - (aut+bv+r)=(au+bv) - (au+bv) (39)
che, semplificandosi in
r-r=0, (40)
implica r = o. Risulta dunque
w=au-+bv. (41)

Pertanto, in corrispondenza della posizione po l'isometria ¢, attraverso le (29) e (35), induce
un’applicazione Qo : ¥V — V tale che, per le (34) e (41),

Qo(aﬁ—i—b\_’):aQo(ﬁ)-‘ero(\_’). (42)
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6 APPENDICE 2. SPAZI EUCLIDEI

Si tratta dunque di un’applicazione lineare. Questo tensore non dipende dalla posizione pg. Infatti
se si considera una nuova posizione

Pc =po +d (43)
si ottiene, per ogni vettore w,
Qc(W) = ¢(pc + W) — ¢(pc)
= ¢(Po +d + W) — ¢(po + d)
= (¢(po) + Qo(d +w)) — (¢(po) + Qo(d)) (44)
= Qo(w+d) —Qo(d)
= Qo(W) + Qo(d) — Qo(d) = Qo(W).

Pertanto una isometria ¢ induce un unico tensore Q. Il tensore Q eredita dall’isometria ¢ la
proprieta di mantenere invariato il prodotto scalare tra qualsiasi coppia di vettori. Ne deriva che
Q & ortogonale. Infatti
Qu-Qv=u-v Va, W
= Q'Qu-v=u-v Va, Vv

¢ (45)
=~ (Q'Q-Tu-v=0 va, ¥
= Q'Q=L
In conclusione, dalle (29) e (32), si ottiene la seguente rappresentazione di una isometria
d(Pa +V) = o(pa) + Q(V) Vpa €&, WVeV, (46)

essendo Q un tensore ortogonale. Ponendo pg = pa + V, la rappresentazione precedente assume la
seguente forma

o(pe) = ¢(pa) + Q(P — PA)  VPa, VPB. (47)
4 Area
U1 Uy
U2 |
(%) Y u v2
e 4 U2
PPy U1
€

Figura 2: Area di un parallelogramma

In uno spazio euclideo! di dimensione 2 si consideri una posizione pa e il parallelogramma
corrispondente ad una coppia di vettori {u, v}, di vertici

PA, PA+ U, pa+V, pa+u+v. (48)

1Si noti che nelle definizioni che seguono di area, volume e determinante si utilizza solo la struttura di spazio
affine. Tali definizioni sono pertanto indipendenti dal prodotto scalare e dunque dalla nozione di ortogonalita.
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Si dice area una funzione

area: )V xV — R, (49)

tale che
1. area(u,v) = —area(v,u),
2. area(u+ w,v) = area(u, v) + area(w, v),
3. area(au,v) = carea(u,v),

e che non valga zero per qualsiasi coppia di vettori. Si puo dimostrare che da queste proprieta
deriva che area ¢ nulla se e solo se i vettori {u, v} sono linearmente dipendenti.
Esprimendo i vettori come combinazione lineare dei vettori della base {e1, ez} si ha

area(u,v) = area(uje; + uges, v) = uj area(er, v) + ug area(es, v)
= u area(e, vie;1 + vee2) + ug area(es, vieg + va€s)
= uyvy area(er, e1) + ujvg area(e, €2) + ugvy area(es, 1) + usvg area(es, €3)
= (ujvy — ugvy) area(er, e3). (50)
L’area del parallelogramma risulta pertanto uguale al determinante della matrice che ha per co-

lonne le coppie delle componenti dei vettori u e v, moltiplicato per ’area del parallelogramma
corrispondente ai vettori della base. Se la base ¢ ortonormale si assume di solito

area(e;, ez) = 1. (51)

L’espressione trovata per ’area coincide con quella che si puo calcolare seguendo la Fig. 2, utiliz-
zando la definizione di area di un rettangolo e di area di un triangolo, attraverso l’espressione

UUz + V12

B + 'U1’LL2) = U1V — V1U2. (52)

(u1 + v1)(ug + v2) — 2(

5 Volume

In uno spazio euclideo di dimensione 3 si consideri una posizione pp e il parallelepipedo corrispon-
dente ad una terna di vettori {u, v,w}, di vertici

PA,
pA+ua PA +V7 pA+w7 (53)
pA+u+V7 PA+V+W7 PA+W+U7
pa+u+vVv+w.
Si dice volume una funzione
vol : YV xV xV =R, (54)
tale che
1. vol(u,v,w) = —vol(v,u,w) = —vol(u, w, v),

2. vol(u+ z,v,w) = vol(u, v, w) + vol(z, v, w),

3. vol(au,v,w) = avol(u,v,w),
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8 APPENDICE 2. SPAZI EUCLIDEI

e che non valga zero per qualsiasi terna di vettori.
Esprimendo i vettori come combinazione lineare dei vettori della base {e, ez, e3} si ha

3 3
vol(u, v, w) E u; vol(e;, v, w) :E E u;vj vol(e;, ej, w)

3 3
ZZZU vjwg vol(e;, e, ex)

1=1 j=1 k=1

= (U102w3 + UV3W1 + U3V W2 — U V3W2 — U2V W3 — U31}2’LU1) vol(el, €, 83). (55)

Il volume del parallelepipedo risulta pertanto uguale al determinante della matrice che ha per
colonne le terne delle componenti dei vettori u, v e w, moltiplicato per il volume del parallelepipedo
corrispondente ai vettori della base. Per questo si puo assegnare la funzione volume semplicemente
assegnando il volume del parallelepipedo corrispondente ai vettori della base. Ad esempio si puo
assumere

vol(ey,ez,e3) = 1. (56)
Si consideri una funzione vol non nulla. Il volume corrispondente alla terna {u,v,w} & nullo
se e solo se 1 vettori sono linearmente dipendenti. Infatti se {u,v,w} sono dipendenti allora un
vettore si pud esprimere come combinazione lineare degli altri e per la propieta di antisimmetria
(1.) il volume risulta nullo. Viceversa, se vol(u,v,w) = 0 allora i tre vettori sono linearmente
dipendenti, altrimenti costruendo con essi una base si otterrebbe un volume nullo in corrispondenza
di qualsiasi terna di vettori, risultando cosi nulla la funzione vol, contrariamente a quanto assunto.

6 Determinante

Nel caso di spazio euclideo di dimensione 2, ponendo per un tensore F di V

Fe; = fiie1 + for e (57)
Fey = fioer + faoeo

si ha

area(Fel, Feg) = area(f11e1 + fgleg, f1291 + fggeg)

= (f11f22 — fo1 f12) area(ey, e2). (58)
Si definisce determinante di F il rapporto

area(Fe;, Fey)

detF = (59)

area(er, es)
Si dimostra che tale rapporto non dipende dalla scelta della coppia di vettori e neppure dalla scelta
della funzione area.
La definizione data si estende al caso di spazio euclideo di dimensione 3. Per un tensore F di
V si definisce determinante di F il rapporto

vol(Feq, Feq, Fes)

detF =
¢ vol(eq, ez, e3)

(60)

Si noti che ponendo

Fe; = fi1e1 + forex + fares
Fe, = fioey + fozex + fanes (61)
Fes = fi3e1 4 fagea + fszes

DISAT, Universita dell'Aquila, 11 aprile 2012 (612) A. Tatone — Meccanica dei Solidi.



APPENDICE 2. SPAZI EUCLIDEI 9

si ottiene

vol(Feq, Feq, Fes)
=vol(firer + farea + fs1e3, fizer + foz ez + fr2e3, fizer + fazex + f3ze3)
= (f11f22f33 + f21f32f13 + f31f12f23 - f11f32f23 - f21f12f33 - f31f22f13) V01(91762763)- (62)

7 Traccia

Dato un tensore A di V si definisce traccia di A il rapporto

vol(Aey, ey, e3) + vol(er, Aey, e3) + vol(er, ez, Aes)

trA = 63
vol(ey, e, €3) (63)
Si noti che ponendo
Ae; =aj1e1 +az es+azr e
Aey = ajpe) + axes +aszes (64)
Aez = ajze; +azzes +azzes
si ottiene
vol(ai1e1, e, e3) + vol(er, asses, e3) + vol(e, es, agze
e A — (a11€1,e2,e3) (e1, azzes, €3) (e1,ez,aszes) — 411 + Gy + ass. (65)

VOl(el, €o, e3)

8 Invarianti principali

Si consideri la funzione 5 tale che

L (A) o vol(Ael, Aeg, 83) + VOI(Ael, €o, Ae3) + vol(el, AEQ, A63) (66)
2 N vol(ey, e, €3)

Espandendo ciascuno dei termini del denominatore si ottiene, utilizzando la definizione (63),

vol(Ae;, Aes, e3) = vol(Aep,aq, e3)

= tr(A)vol(ey,as, e3) — vol(ey, Aay, e3) — vol(er, as, Aes)

= tr(A)vol(e;, Aey, e3) — vol(e;, A’eq, e3) — vol(er, Aes, Aes) (67)
vol(Aep, ez, Aes) = vol(aj, ez, Aes)

= tr(A)vol(ay, ez, e3) — vol(a;, Aes, e3) — vol(Aay, ez, €3)

= tr(A) vol(Aey, ez, e3) — vol(Aer, Aes, e3) — vol(AZe;, eq, e3) (68)
vol(e, Aes, Aes) = vol(eq, Aeq, a3)

= tr(A)vol(ey,es,a3) — vol(Aey, ez, a3) — vol(er, ez, Aag)

= tr(A) vol(e;, ez, Aez) — vol(Aer, ez, Aes) — vol(ey, es, Ae3) (69)

avendo posto temporaneamente a; := Ae;. Sommando e dividendo per vol(ey, e, e3) si ottiene
12(A) = tr(A) tr(A) — 12(A) — tr(A?) (70)
da cui risulta

12(A) = %(tr(A)2 — tr(A2)). (71)
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10 APPENDICE 2. SPAZI EUCLIDEI

Si dicono invarianti principali di un tensore A di V i coefficienti del polinomio caratteristico.
Espandendo 'espressione del polinomio caratteristico

vol ((A — AD)ey, (A — Al)es, (A — Al)es)

det(A — XI) = vol(er.ea.e3) (72)
si ottiene
det(A — XI) = =23 + 11 (A) A2 — 15(A) A+ 13(A) (73)
con t1(A) =tr(A) e t3(A) = det(A). Se lo spazio V ha dimensione 2 si ottiene invece
det(A — XI) = A2 — tr(A) A + det(A). (74)

9 Orientamento

Definita un’area in uno spazio euclideo di dimensione 2, si dicono orientate positivamente le coppie
ordinate di vettori a cui corrisponde un parallelogramma di area positiva, orientate negativamente
quelle a cui corrisponde un parallelogramma di area negativa.

Definito un volume in uno spazio euclideo di dimensione 3, si dicono orientate positivamente le
terne di vettori a cui corrisponde un parallelepipedo di volume positivo, orientate negativamente
quelle a cui corrisponde un parallelepipedo di volume negativo.

Per via della (59) e della (60), un tensore F : V — V conserva lorientamento se e solo se

detF > 0. (75)

10 Prodotto vettoriale

In uno spazio euclideo di dimensione 3, in cui sia stato definito il volume in modo che in corrispon-
denza di una base ortonormale {e;, ey, e3} sia

vol(el,eg,eg) = 1, (76)

si definisce prodotto vettoriale tra i vettori u e v il vettore

uxv (77)

tale che
uxv-w=vol(u,v,w), Yw e V. (78)
Si noti che, per le proprieta del volume, u X v = —v X u. Inoltre u x v = o se e solo se i vettori u

e v sono linearmente dipendenti. Dalla (55) risulta

u X Vv:-e] = UgV3 — U3V, (79)
uXvVv-ey = uzv; — uUvs, (80)
U X V-es = Uy — Ul]. (81)
Pertanto e
u X v = (ugu3 — uzva)el + (uzvy — ujvz)es + (ujvy — ugvy)es. (82)
In particolare risulta
€] Xey =e3, €z Xez3=e;, e3XxXe =esq. (83)
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10.1 Prodotto tensoriale antisimmetrico

Il prodotto vettoriale puo essere messo in relazione con il prodotto tensoriale nel seguente modo.
In corrispondenza dei due vettori u e v si consideri il tensore

u®v. (84)

Come qualsiasi tensore questo puo essere espresso come la somma della parte simmetrica e della
parte antisimmetrica

u®v=symu®v)+skw(u®v), (85)
dove

sym(u®v) = %(u®v+(u®v)T), skw(u®v) = %(u@v— (uev)"). (86)

Essendo la matrice di (u® v)
U1ty U201 U3zl
U2 U2V2  U3V2 |, (87)
U3 U203 U3V3

la matrice della parte antisimmetrica risulta
0 U2V1 — VU1 U3V — V3U1
5 U1V2 — V1U2 0 U3Vg — V3U2 . (88)

U1V3 — V1U3 UV3 — VU3 0

Si osservi che gli elementi (3,2), (1,3) e (2,1) di questa matrice, a meno del fattore 1/2, sono
uguali alle componenti del vettore (82). Esiste dunque una corrispondeza biunivoca tra i vettori
(uxv) eitensori skw(u® v), risultando (u x v) il vettore assiale di 2skw(u® v).

10.2 Rotazioni e prodotto vettoriale

In uno spazio euclideo di dimensione 3, per la definizione data di prodotto vettoriale, si ha in
corrispondenza di una coppia di vettori u e v

uXxv-w=vol(u,v,w), Vw e V. (89)
Applicando una rotazione R si ottiene
(Ru x Rv) - Rw = vol(Ru, Rv,Rw) = vol(u,v,w) =uxv-w (90)

da cui deriva che Yw € V

(RuxRv)-Rw=uxv-w, (91)
RT(RuxRv) w=uxv- -w. (92)

Risulta pertanto
RT(RuxRv) =uxv (93)

da cui si ottiene infine, essendo RTR =1,

Ru x Rv=R(uxv). (94)
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12 APPENDICE 2. SPAZI EUCLIDEI

11 Curve in uno spazio euclideo
Si consideri uno spazio euclideo £ di dimensione n. Si dice curva una funzione
c:T—E, (95)

con 7 intervallo aperto di R, tale che, in corrispondenza di un sistema di coordinate affine definito
da 1), la funzione
Ppoc:Z—R" (96)

sia C*°. Con cio si intende che, esprimendo la funzione (95) in termini di coordinate
c(s) =o+ci(s)er +ca(s)ez + -+ cn(s)en, (97)

le funzioni ¢; siano C'*°.
Si dice vettore tangente alla curva ¢ in s € 7 il vettore

1
(o) — Tim — _
c(s) = }llm}) h(c(s +h) —c(s)). (98)
Tale vettore esiste poiché per la (97) si ha

}llig%) %(c(s +h) —c(s)) = fl}g})%((cl(s +h) —ci(s))er + -+ (ca(s +h) — Cn(S))en>

decy dey,
=—(95)e o4 —(s)e 99
dS ( ) 1 + + dS ( ) mn ( )
Si noti che curve diverse possono avere la stessa immagine. In generale due curve c:Z. — &,
g : Ly — € aventi la stessa immagine C hanno tangenti diverse in punti corrispondenti. Si consideri
infatti la funzione

0:1.—14 (100)
tale che ¢(s) = g(o(s)). Dalla definizione (98) e dalla (99) risulta
d(s) = g'(o(s))o’(s), (101)

avendo posto o’(s) := do(s)/ds.

Spesso con il termine curva si indica il sottoinsieme C C € immagine di ¢. Una funzione (95) si
dice parametrizzazione della curva C se il vettore tangente e diverso dal vettore nullo in ogni punto.
Se ¢ e g sono due parametrizzazioni della stessa curva, la funzione (100) si dice riparametrizzazione.

11.1 Lunghezza di una curva

Si consideri I'arco di curva compreso tra i punti pa e pg della curva C e due parametrizzazioni
c:I.— €&, 9:Iy— E. Indicando con [za, 28], [sa, sg] 1 corrispondenti intervalli contenuti in Z. e
T4 € con o la riparametrizzazione (100), risulta, attraverso il cambiamento di variabile z = o(s) e
per la (101),

bai= [ gl = [ lgello’ s = [ s)las (102)

ZA SA SA

Tale scalare, che risulta dipendere solo dalla immagine C, per una fissata norma di V, si dice
lunghezza dell’arco di curva.
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Si noti che qualunque sia la parametrizzazione ¢, se la riparametrizzazione o ¢ tale che o(sg)—
o(sa) ha il significato di lunghezza dell’arco di curva tra i punti ¢(sa) e c(sg), essendo

o56) ~ o(ow) = lao = | e (s) s, (103)

SA

o(sg) —o(sa) = /SB o' (s)ds, (104)

SA

risulta o’ (s) = ||c/(s)]| e, per la (101), ||g’(z)]| = 1. In una parametrizzazione in cui il parametro
ha il significato di lunghezza di un arco di curva i vettori tangenti hanno dunque norma unitaria.

12 Campi scalari, campi vettoriali e gradienti

Un campo scalare su uno spazio euclideo € ¢ una funzione
a:&—=R (105)

che assegna ad ogni posizione un numero reale.
Scelta una parametrizzazione (20), eventualmente indotta da un sistema di coordinate, il campo
scalare (105) puo essere descritto, in uno spazio euclideo di dimensione 3, dalla funzione

a:R¥=R (106)
tale che
a(pa) = a(k(s1, s2,83)) = d(s1, s2, 53) (107)

essendo pa = K($1, 82, 83).
Si dice derivata del campo scalare « lungo la curva ¢ in ¢(0) lo scalare

lim %(a(c(h)) - a(c(O))). (108)

h—0

Descrivendo la curva attraverso la (97) e il campo scalare attraverso la (106) Pespressione della
derivata diventa

ale(h)) - ale(0 >>)
%(a () ol ca(1)) — {1 0),(0).e50)))

I

dCi

0; d(cl(o)’02(0)763(0))%(0% (109)

i=1

dove con 0;& si intende la derivata della funzione & rispetto all’argomento i-esimo.

Per la (99), dalla (109) risulta che la derivata di un campo scalare lungo una curva dipende
solo dal vettore tangente alla curva. Si puo dunque riguardare la (109) come la espressione di una
funzione

Va:V >R (110)

che, in corrispondenza della posizione pa, trasforma un vettore v nella derivata del campo « lungo
una qualsiasi curva per pa che abbia v come vettore tangente in pa. Tale funzione si dice gradiente
del campo scalare o in pa. Si noti che, ad esempio, per la retta ¢(h) = pa + he; si ha dalla (109)

o1
Vae, = lim E(a(pA + he1) — a(pa))

1 .
= lim E(d(sl + h,s2,83) — d(81,32,33)) = oa

h—0 sy’ (111)
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essendo la derivata calcolata in corrispondenza di pa. Per una retta c¢(h) = pa + hv, con v =
vie1 + vees + vses, si ha

o1 N .
Vav = }lLlLrB E(Oz(PA + hv) — a(pA)) = }ILI_% E(a(sl + hvy, s + hvg, s3 + hvz) — &(s1, s3, 83))
o0& o0& o0&
_ ) 112
881 vl + 882 U2 + 853 vs ( )
Dunque Va € una applicazione lineare. La sua matrice, con una sola riga, risulta
oa  0a  0ad
cga  gJa oo (113)
881 382 383
Un campo vettoriale su uno spazio euclideo £ € una funzione
u:&—-V (114)

che assegna ad ogni posizione un vettore. Fissata una parametrizzazione k, il campo vettoriale
(114) puo essere descritto, in uno spazio euclideo di dimensione 3, dalle funzioni scalari

u; :R* = R (115)
tali che

u(pa) = u(k(s1, s2,83)) = u1(s1, 52, 83)€1 + u2(s1, s2, $3)€2 + uz(81, 52, 53)es, (116)
essendo pa = K(s1, S2,83). Sidice derivata del campo vettoriale u lungo la curva ¢ in ¢(0) il vettore

lim ~ (u(c(h)) - u(c(()))). (117)

h—0 h

Descrivendo la curva attraverso la (97) e il campo vettoriale attraverso le (115) l'espressione della
derivata diventa

lim %(u(c(h)) - U(C(O)))

h—0

=22 djui(er(0), e2(0), ¢5(0) 2 (0)es. (118)

La derivata di un campo vettoriale lungo una curva dipende dunque solo dal vettore tangente
alla curva. Come per la derivata di un campo scalare la (118) induce, in corrispondenza di una
posizione pa, un tensore, detto gradiente del campo vettoriale u in pa,

Vu:V >V (119)

tale che . 5 5 5
. U1 (5 us
Vue; = lim - (u(pa + he;) —u(pa)) = 95, T 35,02 55, % (120)

La sua matrice risulta

Our - Our - 0wy
851 852 383
BuQ 811,2 aUQ
- = —= 121
Js1  0Osy 083 (121)
Gus - Juz - Oug
881 882 683
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13 Divergenza di campi vettoriali e campi tensoriali
La divergenza di un campo vettoriale v ¢ il campo scalare
divv =tr Vv (122)

Si noti che in corrispondenza di un campo tensoriale A uniforme risulta, dalla definizione di
prodotto scalare tra tensori e di gradiente di un campo vettoriale,

A Vw=tr(ATVw) =trV(ATw) = div (ATw) (123)
Si definisce divergenza di un campo tensoriale T quel campo vettoriale div T tale che
divT -w = div (TTW) —T-Vw (124)

per qualunque campo vettoriale w regolare. In particolare, se e; € un campo vettoriale uniforme
risulta, essendo nullo il suo gradiente,

divT -e; =div (TTe;). (125)
Indicando con {ey, €5, €3} una base ortonormale (costituita da campi vettoriali uniformi) e ponendo
Te; = ti;e1 + toie + tyes, (126)

si ha
TTe; = tier + tioes + tizes, (127)

da cui, per definizione di derivata di un campo vettoriale lungo una direzione, si ottiene

V(T"e;)e; = Oitirer + Oitines + Oitizes,
V(TTei)eg = Oot;1€1 + Ootjnes + Ootjzes, (128)
V(TTe;)es; = Ostirer + dstines + Ostizes.

Risulta pertanto
divT -e; =div (TTe;) = tr V(T e;) = O1ti1 + Oatyo + Ostys. (129)

Infine, per un campo vettoriale v su un dominio R C & con bordo 9R regolare a tratti, per il
teorema della divergenza si ha

/ divvdV = v-ndA (130)
R R

essendo n il campo dei versori esterni normali ai tratti regolari del bordo.
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