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Deformazione non affine

Si consideri un corpo che abbia all’istante t0 la forma di un quadrato di lato 1. Fissata
l’origine del sistema di coordinate cartesiano nel centro del quadrato e i vettori della base
ortonormale {e1, e2} paralleli ai lati, si consideri la deformazione definita dalla espressione

φ(x̄(ζ1, ζ2)) = o + φ1(ζ1, ζ2)e1 + φ2(ζ1, ζ2)e2
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Si disegni il contorno della forma del corpo originaria (quadrato) e di quella deformata.
Per un generico punto del corpo si costruisca il gradiente della deformazione. Si calcolino
poi in corrispondenza di alcuni punti del corpo le direzioni principali della dilatazione, le
dilatazioni principali, la ampiezza della rotazione. Si calcoli infine il rapporto tra le aree
delle due forme del corpo.

Descrizione della deformazione

Il contorno della forma originaria è descritto dalle rette
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con h ∈ [−1
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2 ]. Il contorno del corpo dopo la deformazione è descritto dalle curve
corrispondenti seguenti
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Figura 1: Tre diverse descrizioni della deformazione assegnata.

La descrizione può essere arricchita aggiungendo una diagonale

c̄5(h) = o + h(e1 + e2)
c5(h) = φ(c̄5(h)) = o + φ1(h, h)e1 + φ2(h, h)e2

oppure delle linee verticali e orizzontali

c̄v(h) = o + se1 + he2

c̄o(h) = o + he1 + se2

cv(h) = φ(c̄v(h)) = o + φ1(s, h)e1 + φ2(s, h)e2

co(h) = φ(c̄o(h)) = o + φ1(h, s)e1 + φ2(h, s)e2

con h ∈ [−1
2 , 1

2 ] e alcuni valori di s.

Direzioni principali e rotazione

La matrice di F(x̄(ζ1, ζ2)) è in generale

[F(x̄(ζ1, ζ2))] :=
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Sostituendo le espressioni di φ1 e φ2 si ottiene

[F(x̄(ζ1, ζ2))] =
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La matrice del tensore di Cauchy-Green è

[C(x̄(ζ1, ζ2))] = [F(x̄(ζ1, ζ2))]T [F(x̄(ζ1, ζ2))] =




7193+4020ζ2+900ζ2
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Centro: x̄(0, 0)

Sostituiti i valori di ζ1 e ζ2 dalla matrice di C si ottengono, calcolando le radici degli
autovalori, le dilatazioni principali

λ1 = 0.928546, λ2 = 1.33671

e le matrici delle proiezioni sugli autospazi

[P1] =




0.376596 −0.484532

−0.484532 0.623404




[P2] =




0.623404 0.484532

0.484532 0.376596




Dalla matrice della rotazione, calcolata utilizzando l’espressione R = F( 1
λ1

P1 + 1
λ2

P2), si
ottiene infine l’ampiezza della rotazione

θ = −0.092639π.

Vertice a sinistra in basso: x̄(−1
2 ,−1

2)

λ1 = 0.918329, λ2 = 1.27972

[P1] =




0.70004 −0.45824

−0.45824 0.29996




[P2] =




0.29996 0.45824

0.45824 0.70004




θ = −0.0509019π.

Vertice a destra in basso: x̄(1
2 ,−1

2)

λ1 = 0.648333, λ2 = 1.33141

[P1] =




0.511018 −0.499879

−0.499879 0.488982




[P2] =




0.488982 0.499879

0.499879 0.511018




θ = −0.106484π.
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Vertice a destra in alto: x̄(1
2 , 1

2)

λ1 = 0.875146, λ2 = 1.49369

[P1] =




0.235811 −0.424504

−0.424504 0.764189




[P2] =




0.764189 0.424504

0.424504 0.235811




θ = −0.131351π.

Vertice a sinistra in alto: x̄(−1
2 , 1

2)

λ1 = 1.16911, λ2 = 1.38498

[P1] =




0.0590849 −0.235783

−0.235783 0.940915




[P2] =




0.940915 0.235783

0.235783 0.0590849




θ = −0.0819087π.

Rapporto tra le aree

Occorre integrare la espressione del determinante del gradiente della deformazione sul
dominio della parametrizzazione. Risulta

∫ 1
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2

∫ 1
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detF(x̄(ζ1, ζ2))dζ1dζ2

∫ 1
2
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2

∫ 1
2
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dζ1dζ2

= 1.2412
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