ESERCIZIO [5-3] 1

Corpo affine elastico vincolato

€2

€1

R22222!

Un corpo a forma di parallelepipedo, con spigoli paralleli a e; di lunghezza ¢, spigoli
paralleli a eo di lunghezza f5 e spigoli paralleli a e3 di lunghezza /3, sia soggetto ad un
sistema, di forze costituito da una distribuzione uniforme —pes sulla faccia superiore e da
una distribuzione uniforme sullo spigolo superiore sinistro ge;, come in figura.

Il corpo sia disposto su un supporto rigido in modo che la faccia inferiore possa scorrere
ma non possa distaccarsene. Inoltre lo spigolo inferiore destro sia vincolato in modo che
non possa spostarsi nella direzione ej, come in figura.

Utilizzando il modello di corpo affine e assumendo che il materiale sia elastico e isotropo:

1. descrivere i vincoli sul campo di spostamento e sugli atti di moto;
2. calcolare la tensione, la dilatazione infinitesima, il campo di spostamento;

3. caratterizzare le forze reattive.

Atti di moto compatibili con i vincoli
Gli atti di moto test sono descritti dalla espressione
w(x) = wo + G(X — X0). (1)

Il polo Xo sia al centro dello spigolo sinistro della faccia inferiore. Le posizioni della faccia
inferiore sono descritte dalla espressione

o Y4
X =Xo+ 5191 + Cier + (ze3 (2)
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la velocita corrispondente &
_ 4
w(X) =wo + G(561 + C1e1 + (zes). (3)
La condizione imposta dal vincolo e
2
(Wo + G(561 + (1e; + C363)) -eg = 0. (4)

Condizione necessaria e sufficiente affinché sia nullo il polinomio

4
wo - ez + %Gel ez +(1Ge; - ex + (3Ges - e (5)
¢ che risulti
4
WO'GQ‘}‘EGel -eq =0, (6)
Ge1 €9 = 0, (7)
Ge3 ey = 0. (8)

Le posizioni dello spigolo destro della faccia inferiore sono descritte dalla espressione
X = X0 + l1e1 + (ze3. 9)
La velocita corrispondente &
w(x) = wo + G(l1e1 + (3e3). (10)
La condizione imposta dal vincolo &
(wo + G(l1e1 + (3e3)) - €1 = 0. (11)

Condizione necessaria e sufficiente affinché sia nullo il polinomio

wo-e; +01Ge; -ej + (3Ges - e; (12)

e che risulti
wo-e1 +41Ge; -e; =0, (13)
Ge3 el — 0. (14)

In un atto di moto compatibile con i vincoli la terna delle componenti di wo e la matrice
del gradiente della velocita hanno dunque in generale la forma

—l1911 g1 g12 O
[wol = 0 ; [G=(0 g2 0 (15)
w3 g31 932 933
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Risultante e momento risultante delle forze attive

53

/ / —pez) d¢1d¢s + / N (ge1) d(s = —pl1l3 €3 + ql3 e
2

5y
2 2 f

= / N / . (5161 + loes + (re1 + (3e3) ® (—pe2) dCi1d(3
T2 YT 2

£3

+ / Z (f2e2 + (3e3) ® (ge1) d3

2

14
= —p€1f3(51 e1 ey + ey ®ey) + qlals es @ e

o L
g O
M= -ty — 010505,
[M%,] R A
0 0 0

Principio di bilancio

(16)

(17)

(18)

Dal principio della potenza virtuale si ha in particolare che, essendo nulla la potenza delle

forze reattive per atti di moto compatibili con i vincoli, deve essere
f¢ WO + (M —T 515263) -GV =0

Risultando in questo caso

£ wo = —qlilsg11,
occorre richiedere che sia
q q
- —l1911 o11 012 — — 013
1ly / b g1 g12 O
b : 0 + 021+ip op+p o3| | 0 g2 O
Lo 2 931 932 933
0 w3 031 032 033
Espandendo il prodotto scalare si ottiene
gi1
g12
q q
((011 + =) (o12——) (022+p) o031 032 0’33) 922 | _ 0
o 4 931
g32
g33

(19)

(20)

=0 (21)

(22)
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Questa condizione deve valere per qualsiasi valore dei parametri g;;. Deve dunque essere

(011-1-62):0, 012—%:0, (022+p) =0, 031 =0, 032=0, 033=0. (23)

La tensione T, essendo un tensore simmetrico, ne risulta completamente determinata. La
sua matrice e

& !

=12 _, of- (24)
0y
0 0 0

Dilatazione infinitesima

La dilatazione infinitesima deve essere tale che la risposta sia la tensione calcolata. Pertanto
essa e data dalla espressione

1 A
E=—(T- tr (THI 25
2u< o )> (25)

da culi si ottiene
Apla — 2(A + p)q q 0
203N+ 2p) 0o 2uly
—2(\ 0o + A
[E] = q (A4 w)pls + Aq 0 . (26)
24l 20 (3N + 2u) Ly
0 0 Apls + g
20 (3N + 2pu) Lo

Campo di spostamento

Lo spostamento del generico punto nella posizione x &
u(x) =up + (E+ 0)(x — x0). (27)
Lo spostamento sulla faccia inferiore &
L
u(x) =uo + (E+ 9)(5191 + C1e1 + (ze3). (28)
La condizione imposta dal vincolo sulla faccia inferiore e
L
(uo + (E + @)(ée1 +Cre1 + Gzes)) - ea = 0. (29)
La condizione imposta dal vincolo sullo spigolo e

(uo + (E + ©)(l1e1 + (3e3)) - €1 = 0. (30)
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Deve allora essere

(E+O)e;-e2 =0,
(E+ O)e;-e2 =0,
(E+ O)eg-ex =0,
up-e;+ /1 (E+0O)e;-e; =0,
(E+O)es-e; =0.

Indicando la matrice della rotazione infinitesima © con

0 —05 6
© =6 0 -6
6, 6, 0

dalle condizioni di vincolo precedenti si ottiene

€91 +03 =0, €3—01=0, e13+02=0, up-ex=0, up-e =—Lie1.

Si ha dunque, sostituendo i valori di E,

Aply — 2(\ + u)q

O3=—-—-, 01=0, =0, uo-ex=0, ug-e;=—4

2uby’ 203X+ 2u)ly

restando indeterminata la terza componente dello spostamento ug.

Forze reattive

Le equazioni di bilancio, essendo T simmetrico, si possono scrivere

f=o,
My, = T {14505.

Pertanto
MXO = Mio + M;o = M;o =T l1lol3 — M

X0*

Risulta dunque

_E 0 0

ML ]=|42. 6 6ol
o " + 50, 0 O
0 0 0

Infine
f=f"+f" = ffM=-f"= plils es — gl3 eq.

(37)

(38)
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