ESERCIZIO [5-6] 1

Corpo affine elastico vincolato

62/\

Un corpo a forma di prisma retto di sezione triangolare, con spigoli paralleli a e; di lunghezza
41, spigoli paralleli a es di lunghezza ¢ e spigoli paralleli a e3 di lunghezza f3, sia soggetto
ad un sistema di forze costituito da una distribuzione uniforme pe; sulla faccia sinistra,
come in figura.

Il corpo sia disposto su un supporto rigido in modo che lo spigolo inferiore sinistro possa
solo scorrere in una guida lungo e3, mentre lo spigolo in basso a destra sia vincolato a
scorrere sul piano di normale n = (e; — e3)/+/2, come in figura.

Utilizzando il modello di corpo affine e assumendo che il materiale sia elastico e isotropo:

1. descrivere i vincoli sul campo di spostamento e sugli atti di moto;
2. calcolare la tensione, la dilatazione infinitesima, il campo di spostamento;

3. caratterizzare le forze reattive.

Atti di moto compatibili con i vincoli
Gli atti di moto test sono descritti dalla espressione
w(x) = wo + G(X — Xo). (1)

Il polo X¢ sia al centro dello spigolo sinistro della faccia inferiore. Le posizioni dello spigolo
sinistro della faccia inferiore sono descritte dalla espressione

X = X0 + (3es (2)

la velocita corrispondente &
w(x) = wo + G(Ge3). (3)
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La condizione imposta dal vincolo &

(wo + G((ze3)) -e1 =0, (4)
(WO + G((geg)) -ep = 0. (5)

Condizione necessaria e sufficiente affinché siano nulli i due polinomi

wo -e1 + (3Ges - e; (6)
w0 - e2 + (3Ges - ex (7)

¢ che risulti

wo - e; =0, (8)
WQ €2 = 0, (9)
G63 e — 0, (10)
Ge3 cey — 0. (11)

Le posizioni dello spigolo destro della faccia inferiore sono descritte dalla espressione
X = Xo + {1e1 + (3es. (12)
La velocita corrispondente &
w(x) = wo + G(l1e1 + (ze3). (13)
La condizione imposta dal vincolo &
(wo + G(l1e1 + (3e3)) - (e1 — e2) = 0. (14)

Condizione necessaria e sufficiente affinché sia nullo il polinomio

wo - (e1 —e2) +1Ge; - (e —e2) + (3Ges - (e] — €2) (15)

¢ che risulti
wo- e —wo - ey = —(1Ge; -e; +{1Ge; - ey, (16)
Ge3 e = Ge3 - €. (17)

Le condizioni imposte dai vincoli sono pertanto

wo -e; =0, (18)
wo - ez =0, (19)
Ges - e; =0, (20)
Ges - ey =0, (21)
Ge; -e; = Gej - es. (22)

DISAT, Universita dell’Aquila, 9 luglio 2004 (1111) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).



ESERCIZIO [5-6] 3

ovvero
wi; =0, (23)
wo = 0, (24)
913 =0, (25)
g23 =0, (26)
gi1 = g21. (27)

In un atto di moto compatibile con i vincoli la terna delle componenti di wg e la matrice
del gradiente della velocita hanno dunque in generale la forma

0 g1 g1z O
wol=10], [Gl=]g11 g2 O (28)
w3 931 g32 933

Risultante e momento risultante delle forze attive

Le posizioni della faccia sinistra sono descritte dalla espressione

¢
X = Xo + 5 e + (2 + Gy (29)
L3 123
2 2
= [ [ e deadcs = ptats (30)
T2 YT 2

£3 L
3 O[5y
Mg, :/e /e (Zey + Coes + (ze3) ® (per) déadCs
_t3 J "2
2 2

1294
=per@e (31)
J4
0 p?? {1654
1 1€2£3
M2 ] = . 32
[M5,] 0 0 0 5 (32)
0 0 0

Principio di bilancio

Dal principio della potenza virtuale si ha in particolare che, essendo nulla la potenza delle
forze reattive per atti di moto compatibili con i vincoli, deve essere

£ wH+ (Mg, —T volR) - G¥ =0, (33)
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con vol R = ¢10203/2. Sostituendo i valori calcolati e dividendo per il volume la espressione
precedente diventa

P 0 2

A 011 012 — pa 013 g1 g2 O

ol lo]|—]o= 022 on|-lgun g2 0 [ =0 (34)
931 932 g33

0 w3 031 032 033

Espandendo il prodotto scalare si ottiene

gi1
gi12
Lo

((U11+021) (012—]9?) 0922 031 032 033> 92— (35)
1 g31

932
g33

Questa condizione deve valere per qualsiasi valore dei parametri g;;. Deve dunque essere

(011 +021) =0, (012—p—)=0, 022=0, 031 =0, 032=0, 033 =0. (36)

La tensione T, essendo un tensore simmetrico, ne risulta completamente determinata. La
sua matrice e

£l £l
Py Py °
[T]: pé 0 ol- (37)
141
0 0 O

Dilatazione infinitesima

La dilatazione infinitesima deve essere tale che la risposta sia la tensione calcolata. Essendo il
materiale elastico e isotropo essa ¢ data dalla espressione (inversa della funzione di risposta)

E= 21u (T - M tr (T)I) (38)
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da cui si ottiene

1 Ly
= — —= 39
= 24 ( 3N+ 2,u> pﬁl (39)
1 62
= —p—- 4
12 =5 Py (40)
€99 = L (41)
2= 21 3N+ 2 2u 0y
1
_ 42
R < A+ 2#) b “2)
€13 = 0 (43)
£93 = 0 (44)
Campo di spostamento
Il campo di spostamento &
u(x) =up + (E+ 0O)(x — x0). (45)

Ponendo con ug = uje; + uses + uges e indicando la matrice della rotazione infinitesima
® con

0 -6 6
O]=(06 0 -6 (46)
-0 0 0
dalle condizioni di vincolo risulta
Uy = 0, (47)
Ug = 0, (48)
e13+ 02 =0, (49)
£93 — 91 = 0, (50)
€11 = €921 + 03. (51)
Si ha dunque, utilizzando le espressioni gia calcolate,
Uy = 0, (52)
ug = 0, (53)
6, =0, (54)
02 = 07 (55)
1 A )
0 = —_ = —_ = — —2 R -
3 =E€11 — €21 = €11 — €12 2 ( + 3)\+2’u)p£1, (56)

restando indeterminata la terza componente dello spostamento ug.
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Forze reattive

Le equazioni di bilancio, essendo T simmetrico, si possono scrivere

f =o, (57)
My, =T volR. (58)
Pertanto
My, = Mg, + My, = M =T volR — Mg . (59)
Risulta dunque
14
—pg—2 00
1
. 14 O o0 3
M =1 p2 0 —. (60)
2 2
0 0 0
Infine
f=f"+f" = ffM=-f"= plaols eq. (61)
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