Potenza, forze, momenti

Mais il y a aussi, au moins depuis d’Alambert, une deuxiéme voie possible, celle des
puissances (ou travaux) virtuelles. Contrairement & ce que lon croit parfois, cette
deuxiéme maniere est tout aussi naturelle que la premiere et elle ne fait che traduire une
expérience physique trés commune. Sion veut savoir si une valise € lourde, on essaie de
la soulever un peu; pour apprecier la tension d’une courroie de transmission, on 1’écarte
quelque peu de sa position stable; et c’est en essayant de pousser une voiture que l'on
se rendra compte des frottements tant externes qu’internes s’opposant au mouvement.

[...] L’idée essentielle de cette deuxieme voie est celle de “dualité”. Aussi cette voie
est-elle non seulement tres proche de I'expérience la plus commune comme nous ’avons
déja noté, mais aussi trés souple; selon que l'on choisira un espace vectoriel plus ou
moins “vaste”, on aura une description des efforts plus ou moins fine.

[Germain, P., La méthode des puissances virtuelles en mécanique des milieux continus.
Premiere partie: Théorie du second gradient, Journal de Mécanique, 12 (1973), pp.
235-274.]
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POTENZA, FORZE, MOMENTI 2

1 Potenza

Si consideri un corpo, i cui punti siano identificati dagli elementi dell’insieme B := {A, B},
e una sua configurazione

x:B—E&. (1)

Il modo piu semplice per descrivere la interazione meccanica del corpo con 'ambiente
esterno consiste nell’assegnare una funzione lineare W) detta potenza esterna, che, in
corrispondenza della configurazione y, trasforma un qualsiasi atto di moto in uno scalare.
La scelta dello spazio degli atti di moto da prendere in considerazione nella valutazione
della potenza (atti di moto test o atti di moto virtuali), svolge un ruolo cruciale nella
definizione di un modello di corpo.
Se in un atto di moto le velocita si indicano con

Wa, W (2)
la potenza ammette un’unica rappresentazione nella forma
wiert) (wa,wg) = fa - wa + fg - wg. (3)

I vettori fa, fg si dicono forze esterne applicate rispettivamente ai punti A, B.
Il caso che ha qui maggiore interesse ¢ quello in cui B e x sono tali che I'insieme im y
(la forma del corpo) ¢ un sottoinsieme R C & chiusura di un sottoinsieme aperto. In
corrispondenza di un atto di moto la velocita dei punti del corpo puo essere descritta dalla
funzione
W XA — Wa, (4)

che ha come dominio R. La potenza esterna ha in generale la seguente rappresentazione

WEa) () = /

b-de+/ t-wdA. (5)
R

OR
I campi vettoriali b e t, rispettivamente su R e OR, si dicono distribuzione di forza di
volume e distribuzione di forza di contatto (o di bordo).

1.1 Espressione della potenza attraverso una parametrizzazione

Si consideri ad esempio, in uno spazio euclideo di dimensione 2, un corpo la cui forma R
sia un rettangolo con lati di lunghezza ¢; e 5. Indicando con xg il centro del rettangolo
e scegliendo i vettori della base {e1, ez} paralleli ai lati, le posizioni dei punti del corpo
possono essere descritte dalla parametrizzazione di R

. o h b by Lo
x:D—R, D—[—§7§} x [—555]’ (6)
definita dalla espressione
x(C1,G2) = X0 + Cre1 + (2es. (7)

DISAT, Universita dell’Aquila, 18 dicembre 2002 (676) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).



POTENZA, FORZE, MOMENTI

Le posizioni dei punti sul bordo possono essere descritte dalla parametrizzazione x di IR
definita per ciascun lato dalle seguenti espressioni

14 V4
%x(¢) = xo0 + 5161 + ez, %(¢) =xo0 — 5181 + Cea,

14 Y4
x(¢) = xo0 + 5262 +Cer, %(¢) =xo — 5282 + Cey.

Definendo le funzioni

W = W O X, b:=box
) . ) (9)
w:=woXx, t:=tox

la (5) diventa

W<emt>(w):/b-wdv+/ t-wdA
R OR

— [ (G G) WG dandea + [ EQ) W dg (10)
D oD
22/2 51/2 A l; /2
-/ » / L BlG,G) (0 ) ey + Y [ PROR LS

essendo la sommatoria estesa a tutti i lati del rettangolo

2 Potenza in un atto di moto rigido

In un atto di moto rigido le velocita dei punti del corpo B sono tali che

wa = wo + W(xa — X0), ()
WB = WQ + W(XB — Xo).

Pertanto la potenza esterna (3) diventa
W (wp, wg) = fa - wa + f5 - Wg
(fa + fg) - wo + fa - W(xa —x0) + f5 - W(xg — x0) (12)
= (fa + 1) - wo + (xa — x0) ® fo - W + (xg — x0) @ fg -
= (fa+fs) - wo + ((xa —x0) ® fa + (xg —x0) @ fz) - W.
Usando il vettore assiale di W le (11) diventano

WA = Wo +w X (Xa — X0),
Wg = Wo +w X (Xg — X0),

(13)

A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica)
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POTENZA, FORZE, MOMENTI 4

da cui deriva la seguente espressione della potenza
W(emt)(WA,WB) = (fA + fB) - Wo + ((XA — Xo) X fA + (XB — Xo) X fB) cW. (14)

Il termine che moltiplica wq
f:=1f+1p (15)

si chiama forza risultante, il termine che moltiplica w

my, = (xa —X0) X fao + (xg — x0) x f (16)
si chiama vettore momento risultante rispetto a xo. Il termine che moltiplica W

My, = (xao —x0) ® fa + (xg — x0) ® f (17)

si chiama tensore momento risultante rispetto a xg.
Si noti che la (12), essendo W antisimmetrico, si puo anche scrivere

W) (wa, wg) = (fa + fa) - wo + skw ((xa — X0) ® fa + (xg — X0) @ fg) - W.  (18)

Per un corpo B di forma R, in un atto di moto rigido le velocita possono essere descritte
dalla funzione
w(x) =wo + W(x—x0) VxeR. (19)

La potenza esterna (5) diventa

W) = [

b-WdV+/ t-wdA
R

OR

- (/Rde+/athA>-wo+(/R(x—xo)®de+/8R(x—xo)®tdA>-W.

(20)
In questo caso la forza risultante e il tensore momento risultante sono
f::/de+/ t dA, (21)
R OR
My, ::/ (X—Xo)@de—l—/ (x —x0) ®tdA, (22)
R OR
e la (20) si scrive
WE (w) = f - wo + My, - W. (23)
In alternativa, utilizzando il vettore assiale di W si ottiene il vettore momento risultante
me::/(X—xo)xde+/ (x —x0) X t dA. (24)
R IR

Corrispondentemente la (20) si scrive

DISAT, Universita dell’Aquila, 18 dicembre 2002 (676) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).



POTENZA, FORZE, MOMENTI 5

2.1 Vettore momento e parte antisimmetrica del tensore momento

Si osservi che il vettore momento e il vettore assiale di 2skw M. Infatti per la uguaglianza
delle (23) e (25) deve essere
M-W=m-w (26)

dove w ¢ il vettore assiale di W. Poiché

My, Mis Mg 0 —ws wo
M-W = | My; My Mosg] - w3 0 —wq
M3z Mss Mg —wy w1 0
= (Mszy — Mas)wy + (M3 — Mszy)we + (Mo — Mig)ws, (27)
1 0 Mg — Moy Mz — M3 0 —w3 wo
skwM - W = 5 M21 - M12 0 M23 - M32 . w3 0 —Ww1
M3y — Mz Mszs — Moag 0 —wy Wi 0
= (Ms3g — Mas)wy + (M3 — Msz1)we + (Mo — Mig)ws, (28)

m-w = (m1e1 + moeo + M363) : (wlel + woes + W3e3)
= Mmiwi + Mawz + M3ws, (29)

le componenti di m risultano tali che

my = Mzo — Mog,
mao = M3 — M3y, (30)
m3 = My — Mo,

e dunque uguali rispettivamente agli elementi (3,2), (1,3) e (2, 1) della matrice di M—MT.

3 Potenza in un atto di moto affine
In un atto di moto affine le velocita dei punti del corpo B sono tali che

wa = wo + G(xa — X0),

wg = wo + G(xg — X0). (81)
Pertanto la potenza esterna diventa
W) (wa wg) = fa - wa + fz - wg
= (fa + 1) - wo + ((xa — x0) ® fa + (xg —x0) ® fg) - G (32)

= (fa + 1) - wo + skw ((xp —x0) ® fa + (xg — x0) @ fz) - W
+ sym ((xa — x0) ® fa + (xg — x0) ® fg) - D.

DISAT, Universita dell’Aquila, 18 dicembre 2002 (676) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).



POTENZA, FORZE, MOMENTI 6

In questo caso si dice tensore momento risultante il termine che moltiplica G
My, = (xao —x0) ® fa + (xg — x0) ® fi. (33)

Distinguendo il termine che moltiplica W, la parte antisimmetrica di G, dal termine che
moltiplica D, la parte simmetrica di G, si dira il primo momento antisimmetrico risultante
e il secondo momento simmetrico risultante, rispetto a xg.
Per un corpo B di forma R, in un atto di moto affine le velocita possono essere descritte
dalla funzione
w(x) =wo + G(x—x0) Vx€ETR. (34)

La potenza esterna (5) diventa

W) = [

b-de—i—/ t-wdA
R

OR

:(/7€de+/(9th,4>-wo+(/R(x—xo)®de+/aR(x—xo)®tdA)-G.

(35)
La forza risultante e il tensore momento risultante sono
f:_/de+/ £ dA, (36)
R R
MXO::/(X—XO)®de+/ (x—x0)®@tdA (37)
R R
e la (35) si scrive
W (w) = £ - wo + My, - G. (38)
3.1 Momento rispetto ad un altro polo
Si consideri una diversa descrizione dell’atto di moto (34)
w(x) =wp + G(x —xp), Vx€eTR. (39)
Essendo
wp = wo + G(xp — X0) (40)
risulta
w(x) =wo + G(xp —x0) + G(x —xp) = wo + G(x — x0). (41)

Ne deriva, attraverso la (35), la seguente relazione tra il tensore momento rispetto a xp e il
tensore momento rispetto a xo

(xP—xo)®(/Rde—i—/8thA>—I—(/R(X—XP)®de—|—/8R(x—xP)®tdA) "

= (/R(X—Xo)®de+/8R(X—Xo)®tdA)-

DISAT, Universita dell’Aquila, 18 dicembre 2002 (676) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).



POTENZA, FORZE, MOMENTI 7

Indicando con f la forza risultante, con My, il tensore momento risultante rispetto a xg e
con My, il tensore momento risultante rispetto a xp, dalla espressione precedente si ha

(XP — XO) ® f + Mxp - MXO' (43)

Si noti che se la forza risultante e nulla il tensore momento non dipende dal polo.

4 Sistemi di forze equipotenti

Si dicono equipotenti quei sistemi di forze che spendono uguale potenza per qualunque atto
di moto. Sono dunque equipotenti rispetto ad atti di moto rigidi quei sistemi di forze che
hanno la stessa forza risultante e lo stesso tensore momento (antisimmetrico) risultante.
Sono invece equipotenti rispetto ad atti di moto affini quei sistemi di forze che hanno la
stessa forza risultante e lo stesso tensore momento (sia antisimmetrico che simmetrico)
risultante. Si noti che due sistemi di forze che abbiano la stessa risultante e lo stesso
momento risultante rispetto ad un polo hanno, per la (43), lo stesso momento risultante
rispetto a qualsiasi polo.

4.1 Esempio di sistema di forze su un rettangolo (a)

fc

fs ?‘ ‘Xo .XA&fA

€2

(53] fD

Figura 1: Corpo soggetto a forze applicate in alcuni punti

Si consideri un corpo a forma di rettangolo, con forze applicate al centro di ciascun lato,
di lunghezza ¢1 e {5, come in fig. 1 La forza risultante e

f=1f\+fg+fc+1p, (44)
il tensore momento risultante e

My, = (xa —x0) @ fa + (x8 — X0) ® fg + (xc — x0) ® fc + (xp — x0) ® fp
1 1 (45)
=lhe ® §(fA —fg) +lea ® Q(fc —fp).

DISAT, Universita dell’Aquila, 18 dicembre 2002 (676) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).



POTENZA, FORZE, MOMENTI 8

4.2 Esempio di sistema di forze su un rettangolo (b)

T

Figura 2: Corpo soggetto a una distribuzione di forza applicata sul bordo

Si consideri il sistema di forze in fig. 2 costituito da una distribuzione di forza sul bordo,
uniforme su ciascun lato. Utilizzando le (8) si ottiene per il tensore momento risultante

272 61 % g1
My, = (—el + Czeg) ® ta dCo + ( — e+ Czez) ® tg d(2
2 \2 ) 2

4 4
+ /_Zl (%262 + Clel) ®tc dGi + /—Zl (— %292 + Qlel> @ tp dGi (46)
1
= §£1£2(e1 RQtp—e1Qtg+ e Rtc — e ®tD)
= l14y <e1 ® %(tA —tg)+ex® %(tc - tD))-
Per la forza risultante si ha
f = ly(ta + tg) + {1 (bc + tp). (47)
Scegliendo
tAZZ, tB:Za tCZZ, tD:fZ, (48)

il sistema di forze esaminato risulta nella stessa classe di equipotenza del precedente.

4.3 Esempio di sistema di forze su un rettangolo (c)

Si consideri il sistema di forze in fig. 3 costituito da una distribuzione di forza sul bordo
costante su ciascuno dei lati e opposta su lati opposti. La espressione del tensore momento

N

€
MXO = {109 (el Xt +ex® tg) . (49)

DISAT, Universita dell’Aquila, 18 dicembre 2002 (676) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).
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A

& ° t;

e \ZtQ

€2

Figura 3: Corpo soggetto a una distribuzione di forza applicata sul bordo, con valori opposti

su lati opposti

Assumendo )

1
t = = (ta —tg), to=-(tc —t
1 2(A B), to 2(c D)

il tensore momento risulta uguale al caso descritto in fig. 2.
Si noti che dalla (49) deriva la seguente proprieta

My, e1 = (143 tq,
MXOGQ = glgg t2.

Corrispondentemente per la matrice del tensore momento si ha
tir ti2
M) = £1£2 ( > )

tor o2

avendo posto
t1 = t11e1 +i21€2, to =t10e1 + 1€,

Ponendo inoltre

1 1
S1 = 7(tA + tB), So 1= f(tc +tD),
61 62

si ha
f= 6152(S1 + Sg).

Si puo allora definire la distribuzione uniforme di forza di volume
P:=S1+8S2

che risulta tale da avere risultante f e momento nullo. Infatti

/ (x —x0)®@pdV = /j /j (C1e1 + (oe2) ® (s1 + s2) d(1dCe = O.
R -3J/-3

(51)

(57)

DISAT, Universita dell’Aquila, 18 dicembre 2002 (676) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).
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Pertanto un sistema di forze costituito da una distribuzione di volume uniforme p data dalla
(54) e da una distribuzione sul bordo descritta da t; e ty tali che

1
t, = — M, e,
L= 00y ot
(58)
t —LM e
2 = 6152 x0©2,

appartiene alla stessa classe di equipotenza del sistema di forze in fig. 2.

4.4 Esempio di sistema di forze su un triangolo

n

. /’ﬂ ¢

X0
€9 ¢ &
‘ ; —L2
€1

Figura 4: Corpo soggetto a una distribuzione di forza applicata sul bordo

Si consideri il sistema di forze in fig. 4 costituito da una distribuzione di forza sul bordo
di un triangolo rettangolo, uniforme su ciascun lato, di lunghezza ¢ e {5, e sulla ipotenusa.
La distribuzione t sia tale che la forza risultante sia nulla:

1
{t —loty —lito =0 = t= z(ﬁztl + 51132), (59)
con £ := /#3 + (3. Utilizzando la parametrizzazione della ipotenusa
h
C(h) = X0 + Z(élel — 5262). (60)

il tensore momento assume la espressione

4

014 010 2 h
MXO — —17291 ® (_tl) _ ¥e2 R (—t2) +/ Z(elel - 6262) ®t dh

Nl

(61)
it

7(91 @t + ez @ ta).

DISAT, Universita dell’Aquila, 18 dicembre 2002 (676) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).
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Si osservi che risulta

2

t] = —
L

Mxoela
2

to = —
R

MXOGQ, (62)
2

=—M
l14s

t xo 1,

essendo 1
n:—= z(€2€1 + fleg) (63)

la normale esterna unitaria alla ipotenusa.

4.5 Esempio di sistema di forze su un parallelepipedo

Si consideri un parallelepipedo di spigoli {aj, as, a3} con forze f1, —fy, f5, —f5, f3, —f3 appli-
cate al centro delle facce e opposte su facce opposte. La forza risultante € nulla e il tensore
momento risultante e

M=a;®fi+a®fy +az®f;. (64)

Indicando con {nj, ny, n3} i vettori normali unitari alle facce del parallelepipedo, si esprima
ad esempio n; come combinazione lineare dei vettori {aj, a, a3}

n; = vi1a; + e1as + v31as. (65)

Si osservi che, essendo il vettore n; unitario e ortogonale a as e ag, si ha

1
l=mn; -n; =(vpa; +vaag+vaz) -nm=va-ng = (a;-ny) = o (66)

Inoltre, per le proprieta del volume e dell’area,

area (ag, a
area (ag,a3) = vol (ag,a3,n;) = vyy vol(ag,as,a;) = v = rea (ag, as) (67)

vol (a1, as,a3)’
Dalla espressione del tensore momento si ha pertanto

ol (a;,as,a
Mn1:(a1®f1—|—a2®f2—|—a3®f3)n1:(al-nl)ﬂ:—v ( L2 3)f1 (68)
area (ag, as)

e infine

M f;
n; = .
vol (aj, ag, a3) 17 area (ag,a3)

(69)

Analoghe espressioni si ottengono applicando M a ns e ngs.

DISAT, Universita dell’Aquila, 18 dicembre 2002 (676) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).
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5 Tensore momento come descrittore di classi di equipotenza

I risultati precedenti si possono generalizzare nel seguente:

assegnata, per un corpo di forma R, una classe di equipotenza, con forza risultante f e mo-
mento risultante M rispetto ad un polo Xg, esiste un rappresentante di tale classe costituito
dalla forza £ applicata nel punto che occupa la posizione xg e da una distribuzione di forza
sul bordo OR, avente risultante nulla, data da

t := Ln, (70)

1
L:= M. 71
vol (R) (71)
Si ha infatti per la risultante
/ LndA—L/ ndA = o, (72)
OR OR

e per il momento risultante
/ ((x—xo)®Ln)dA:L/ ((x—xo)®n)dA:L/IdV:M, (73)
R IR R

essendo, per il teorema della divergenza di campi scalari e per la definizione del gradiente
di un campo vettoriale,

/8R1ndA_/RV1dV—o, (74)
/aR ((x —X0) ® n)ei dA = /8R ((x —X0) - ei)n dA = /RV((X —X0) - ei) dv, (75)
V((X —x0) 'ei) ;= }ILIL%%(((X + he;) — XO) —(x— XO)) ‘e;=ej e (76)
= V((x—x0)-€)=e¢ (77)
= ((x —x0) ®n) dA:/ Ldv, (78)

oR R
/ IdV =1 vol (R). (79)

R

DISAT, Universita dell’Aquila, 18 dicembre 2002 (676) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).
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5.1 Tensore momento antisimmetrico

Si consideri una classe di equipotenza con risultante nulla e tensore momento antisimmetrico.
Un rappresentante di tale classe e la distribuzione sul bordo di un corpo a forma di rettangolo
data dalle (58). Indicando la matrice del tensore momento con

_ 0 12
My = laty <—t12 0 ) , (80)
risulta
tl = —t12e2, (81)
tg = t19€1. (82)
to1

—t19 J/ /rtIQ

—

—to1

€2

€1

Figura 5: Corpo soggetto a una distribuzione di forza applicata sul bordo con risultante
nulla e tensore momento antisimmetrico (t21 = —t12).

5.2 Tensore momento simmetrico

Si consideri una classe di equipotenza con risultante nulla e tensore momento simmetrico.
Un rappresentante di tale classe € la distribuzione sul bordo di un corpo a forma di rettangolo
data dalle (58). Indicando la matrice del tensore momento con

B t11 12
My, ] = l1t (tlz t22> , (83)
risulta
t; =tier +tigea, (84)
to = t1pe1 + tooes. (85)

DISAT, Universita dell’Aquila, 18 dicembre 2002 (676) A. Tatone — Corso di Scienza delle Costruzioni (CL Ing. Elettronica).
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too

{
;21

—t11

—112

€2

N
7 e

e

—t22

—t21

t12

t11

14

Figura 6: Corpo soggetto a una distribuzione di forza applicata sul bordo con risultante
nulla e tensore momento simmetrico (ta; = t12).
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