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1 1l teorema di assegnazione degli autovalori

Il problema dell’assegnazione degli autovalori con retroazione statica dallo stato consiste nel trovare
se esiste un controllore con retroazione lineare e statica dallo stato tale che il processo controllato
abbia gli autovalori coincidenti con dei valori desiderati.

Pit formalmente dato un sistema lineare tempo continuo:

{ dx/dt = Az + Bu,z € R", u € R™, (1)

y=mz,y <R,
ed un polinomio di grado n:
p(>\) ="+ an_lx\”fl + ...+ a1 A+ ag,

il problema di assegnazione degli autovalori con retroazione statica dallo stato consiste nel trovare
un controllore u = Kz tale che gli autovalori del processo controllato:

dz/dt = (A+ BK)x
Y=z,

coincidano con le radici del polinomio p(\).
Il seguente risultato caratterizza completamente questo problema.

Teorema Il problema dell’assegnazione degli autovalori con retroazione statica dallo stato ha soluzione
se e solo se il sistema (1) & raggiungibile.

Inoltre qualora le ipotesi di raggiungibilita siano verificate & possibile sintetizzare un controllore
statico che risolva il problema in esame in modo esplicito. Detta p 'ultima riga dell’inversa della
matrice di raggiungibilita associata al sistema (1), il controllore

u=—p-p(A)- z, (2)

risolve il problema dell’assegnazione degli autovalori con retroazione statica dallo stato. La formula
(2) & nota in letteratura come formula di Ackermann.

In questo paragrafo diremo che un autovalore A & raggiungibile (risp. non raggiungibile, osservabile,
non osservabile) se A & un autovalore relativo ad una dinamica raggiungibile (risp. non raggiungibile,
osservabile, non osservabile).



Esercizio 1 Sia dato il sequente sistema lineare tempo continuo

dz/dt = Az + Bu,z € R3 u € R, (3)
dove:
1 0 -1 0
A=|0 =3 1]:B=1]o0
0 2 1 1

Si determinino, se possibile, dei controllori con retroazione statica dallo stato che assegnino gli
autovalori del sistema controllato in:

() d=-1dp =3 Ay = =5;
(i) A =—1+4j; da=—1—j; \g = —2;
(i) M= -1+ =135 =3

Svolgimento - La matrice di raggiungibilita del sistema (3) &

0 -1 -2
R=[B AB A’B|=|0 1 -2
1 1 3

E’ facile verificare che il rango di R & tre e pertanto il sistema (3) ¢ raggiungibile: dunque & possibile
trovare un controllore che assegni gli autovalori come richiesto nei casi (i), (ii) e (iii). Per ridurre i
calcoli, é preferibile considerare il caso generale dei seguenti autovalori:

Al =a; 2 = b3 =c, (4)

e poi, una volta sintetizzato il controllore, sostituire ai parametri a, b e ¢ i valori come richiesto
nei casi (i), (ii) e (iii). Il polinomio p(A), le cui radici coincidono con quelle in (4), ¢ dato da
p(A) = (A = a)(A = b)(A — ¢). Utilizziamo dunque la formula di Ackermann (2) per sintetizzare il
controllore u = Kx. L’inversa della matrice di raggiungibilita R & data da

5/4  1/4 1
R'=1]-1/2 1/2 0
~1/4 —1/4 0

e pertanto y = [ —1/4 —1/4 0 ]. Da cui calcolando,

p(A) = (A — al)(A — bI)(A — cI)

P11 P12 P13
= | D21 D22 D23
* * *
dove,
pii=1—a—b—c—+ab+ ac+ bc— abc
p12:2+2a—|—2b—|—26
p13 = —5+2a+ 2b+ 2¢c — ab — ac — be
p21 =0
pog = —37 — 11la — 11b — 11¢c — 3bc — 3ab — 3ac — abc
P23 =9+ 2a 4+ 2b+ 2¢ + ab+ ac+ be
otteniamo:

K=—p-pA)=[h k ks],



dove:
ki =1/4(-1+a)(—1+Db)(-1+¢)
ko = —1/4(—35 — 9a — 9b — 9¢ — 3bc — 3ac — 3ab — abc)
ks3=—(14+a+b+c).

A questo punto possiamo sostituire ai parametri a, b e ¢ i valori come richiesto nei casi (i), (ii) e (iii)
ed ottenere:

() K=[k k ks ]=[12 -2 -8];
() K=[hk ky ks |=[15/4 —13/4 -3 ];

(i) K=[k ks ks ]=[3 -2 -3].



Esercizio 2 Dato il sistema lineare tempo continuo

dz/dt = Az + Bu,z € R3 u € R, (5)
dove:
-4 =2 0 0
A=| -2 6 2|:B=|1],
-2 -2 =2 0

st determini la classe dei controllori a retroazione statica dallo stato tali che il sistema controllato
abbia gli autovalori in A\ = —1; Ao = —2; A3 = —3.

Svolgimento - La matrice di reggiungibilita associata al sistema (5) ¢ :

0 —2 20
R=[B AB A*B]=|1 -6 36 |. (6)
0 -2 20

E’ facile verificare che il rango di R ¢ due e pertanto le condizioni del teorema dell’assegnazione
dei autovalori con retroazione statica dallo stato non sono verificate: cio implica che non ¢é possibile
assegnare in modo arbitrario gli autovalori del processo controllato. D’altronde, qualora gli autovalori
relativi alle dinamiche non raggiungibili fossero tra quelli richiesti nella specifica, sarebbe possibile
comunque progettare un controllore tale che il processo controllato abbia autovalori in A\; = —1;
A2 = —2; A3 = —3. Verifichiamo dunque quali autovalori della matrice A sono raggiungibili e non
raggiungibili. Gli autovalori della matrice A sono:

M=-20 M=-4 M=-6.

Per mezzo del PBH test valutiamo quali degli autovalori di A sono raggiungibili:

[ —2 -2 0 0

p([A=X | B])=p|[]| 2 -4 2 1|]=2
| -2 -2 0 0 |
[0 -2 0 0]

p([A=XT | B])=p 2 -2 2 1| |=3,
| -2 -2 2 0 |
[ -2 -2 0 0]

p([A=XT | B])=p[]| -2 0 2 1|]=3,
| -2 -2 4 0 |

e dunque 'autovalore A\{! = —2 ¢ non raggiungibile mentre gli autovalori \{ = —4 e \§ = —6

sono raggiungibili. Come & ben noto dalla teoria dei sistemi lineari le dinamiche non raggiungibili
non sono accessibili al controllo e per questa ragione rimangono immutate nel processo controllato.
D’altronde 'autovalore A\{* = A, e le restanti due dinamiche sono raggiungibili e come tali, ¢ possibile
forzare in loro, il comportamento desiderato dalle specifiche stesse. Dalla discussione fatta, risulta
che & conveniente scrivere il sistema di partenza in forma canonica di raggiungibilita in modo da
estrarre le dinamiche raggiungibili cui applicare il teorema dell’assegnazione degli autovalori per
imporre gli autovalori restanti dalle specifiche:

)\1 = —1; /\3 = -3.

Osservando la matrice di raggiungibilita in R & facile verificare che il sottospazio di raggiungibilita
e:

0 1
P=R(R)=R(V), V=1 0
0 1



Sulla base del sottospazio P ¢ possibile costruire la matrice di trasformazione T' che porti il sistema
(5) in forma canonica di raggiungibilita. Ricordiamo che:

T'=[V v],
1
dove v & un vettore che renda la matrice 7~ invertibile. Dunque per una sceltadiv = | 0 | si ha
0
0 1 1
T-'=1[{1 0 0],
0 10
da cui:
01 0
T=]10 0
1 0 -1

Sulla base di T" possiamo costruire la forma canonica di raggiungibilita associata al sistema (5):

dz/dt = A% + Bu, (7)
dove:
-6 0 -2
A=TAT ' = [ A0“ ﬁ” } = -2 -4 —2|;
= 0 0 -2

Il sottosistema raggiungibile é:
dxi/dt = A1 + By, (8)

—6 0 1
A11=[_2 _4};312{0}

La matrice di raggiungibilita associata al sistema (8) &

dove:

Ri=[ B AnBl]z[é _g}

Si noti che la matrice R; ¢ invertibile e pertanto possiamo applicare il teorema dell’assegnazione degli
autovalori con retroazione statica dallo stato al sistema (8), imponendo un polinomio caratteristico:

p(A) = A+ 1)(A+3) =X +4)+3.

Si osservi che:
4 |1 =3
r = [ 0 —1/2 ]

p=[0 -1/2].

da cui:

Inoltre:
9 15 0
p(A11) = A11” + 441, + 31 = { 12 3 ] .



Dunque, applicando la formula di Ackermann, si ottiene:
K1 = —p1 - p(An)
15 0
=-[0 _1/2]{12 3}
=[6 3/2].

Dunque applicando un controllore u = Kz, al sistema (8), otteniamo un sistema controllato i
cui autovalori coincidono in Ay = —1 e A3 = —3. La classe di controllori che verifica le specifiche
dell’esercizio per il sistema in forma canonica di raggiungibilita (7) & data da u = Kz, dove K =
[ —6 —=3/2 k ], k € R. Infine, tenendo conto del cambiamento di coordinate si ottiene:

u=Ki=KTx
0 1 0
2[6 3/2 k] 0 0 1 |z
1 0 -1
z[k; 6 3/2—k}m7k‘eR.



Esercizio 3 Dato il sistema lineare tempo continuo:
dz/dt = Az + Bu,z € R* u € R, 9)

dove:

_ a2 _
a=|t-a Vlip=| ! aer,
a —a—1 1

si determinino tutti i valori del parametro a e la classe dei controllori a retroazione statica dallo
stato tali che il sistema controllato abbia gli autovalori coincidenti in —2.

Svolgimento - La matrice di raggiungibilita associata al sistema (9) é:

1 3-a?
R=[B AB}_[l ~ ]
da cui p(R) = 2 se e solo se a # —2 e a # 2. Dunque per a # —2 e a # 2 le ipotesi del teorema di
assegnazione degli autovalori con retroazione statica dallo stato sono verificate e pertanto ¢ possibile
assegnare ad arbitrio gli autovalori ed in particolare in —2. Per i valori di singolaritd a = —2 e
a = 2 bisogna studiare gli autovalori non raggiungibili e verificare se questi autovalori verificano
direttamente le specifiche. Vediamo in dettaglio ogni caso.
Caso 1) a# —2,a#2.
In questo caso R ¢ invertibile e possiamo quindi applicare la formula di Ackermann imponendo un
polinomio:

p(A) = (A +2)2 = A2 +4)+ 4,

da cui:

4 2 _ 2 _
p(A):A2+4A+4I:[a 12 —a+36 a*+a 7],

—a® —a’>+7a a?—3a+1

Invertendo la matrice di raggiungibilita R si ottiene:

Rl 1 {—1 a2—3]'

a2 —4| —1 1
da cui: 1
'u‘:a2_4[_1 1]
Pertanto:
K =—pu-p(A) (10)
_ 1 (-1 1] a* —12¢* —a+36 a*+a—-7
a2 -—4 —a®—a’>+7a a®—3a+1
1
=—-= [—a4—a3+11a2+8a—36 —4a+8]
a’?—4
1
=— [ —a® —3a® +5a+18 —4].
a+2

Si osservi che la matrice K ¢ definita per tutti i valori a # —2: in particolare per il valore di
singolaritd a = 2 si ottiene:
K= [ -2 1 ] . (11)

Una interpretazione di cio & che evidentemente per a = 2 ’autovalore relativo alla dinamica non
raggiungibile & in —2 e pertanto esiste un controllore con retroazione statica dallo stato che verifica
le specifiche. Questa intuizione trovera conferma nel terzo caso dove si studiera il problema per il
valore di singolarita a = 2.



Caso 2 ) a = —2.
In questo caso R ¢ singolare e pertanto dobbiamo verificare se 'autovalore non raggiungibile della
matrice A & in —2. Pertanto calcoliamo gli autovalori della matrice A nel caso in cui a = —2:

M=—1; =2

Siccome entrambi gli autovalori di A non coincidono in —2 ed uno di essi & non raggiungibile, in
questo caso le specifiche dell’esercizio non potranno essere soddisfatte.
Caso 3 ) a = 2.
Anche in questo caso R ¢ singolare e pertanto dobbiamo verificare se ’autovalore non raggiungibile
della matrice A ¢ in —2. Innanzitutto occorre calcolare gli autovalori della matrice A nel caso in cui
a=2:

M=—1; M=-2.

Per individuare ’autovalore non raggiungibile possiamo studiare la forma canonica di raggiungibilita.
La matrice di raggiungibilitd R in questo caso é:

1 -1
=l 5]
e dunque
P=R(R)=R(v1), v = { | };
quindi scegliendo un vettore vy = [ (1) ] linearmente indipendente da v, otteniamo:
4|10
= { 1 1|
da cui:
10
T { o }

Possiamo a questo punto calcolare la forma canonica di raggiungibilita:
dz/dt = A% + Bu, (12)

dove:

T | An A | | -1 1]
A=TAT _[ S e B

~ By 1

B=TB= = .
Infine, osservando la forma canonica di raggiungibilita, ci si accorge che 'autovalore non raggiun-
gibile coincide con —2 e dunque in questo caso esiste un controllore che verifichi la specifica, un
controllore cioé che forzi ’autovalore —1, relativo alla dinamica raggiungibile, in —2. Il sottosistema

raggiungibile é:
dxy/dt = —x1 + u,

e dunque scegliendo u = kyx ed imponendo ’autovalore —2 nel processo controllato otteniamo,

d.’El/dﬁ =—x1+ ki1 = (—1 + k‘l).’L‘l = —2x1.



e dunque tale condizione ¢ verificata se e solo se k1 = —1. La classe di controllorif:he veriﬁqa le
specifiche per il sistema in forma canonica di raggiungibilita (12) & data da v = K&, dove K =
[ -1 k ] ,k € R. Infine, tenendo conto del cambiamento di coordinate, si ottiene:

w=Ki=KTz

10
“[ -1 k] [_1 0 }x_[_l_k ko keR
Possiamo infine riassumere i risultati: I’esercizio ha soluzione se e solo se a # —2. Inoltre la classe
dei controllori richiesta ¢ data da v = Kz dove:
_a+r2 [ —a® —3a2+5a+18 —4 ], a# —2,
K =
[ -1-k k } , a=2.

Si osservi che nel caso in cui a = 2 per k = 1, il controllore che risolve 1’esercizio coincide con il
controllore (11) e pertanto la discussione fatta nel primo caso & coerente con il caso speciale in cui
a=2.



Esercizio 4 Dato il sistema lineare tempo continuo:
dx/dt = Ax + Bu,z € R*,u € R, (13)

dove:

1 —at—7a®> —2a—6 2a*+20a® +4a+12 |
(a2 +1) —a 3a® + 2a ’

B:[%},aER,

st determini se esiste, un controllore con retroazione statica dallo stato, indipendente dal parametro
a, tale che il processo controllato abbia autovalor: tutti a parte reale minore di —5.

Svolgimento - Il sistema (13) ¢ parametrico in a ma si richiede un controllore che sia in-
dipendente dal parametro e che verifichi le specifiche. E’ conveniente prima di tutto sintetizzare un
controllore parametrico in a, che verifichi le specifiche e poi cercare un controllore "robusto" che
soddisfi le specifiche per ogni valore di a € R. Calcoliamo innanzitutto la matrice di raggiungibilita:

2 6a
R=[B AB]|= sl
1 a
a?+1
E’ facile verificare che il rango della matrice di R é uno per qualunque valore del parametro a € R e
pertanto le ipotesi del teorema dell’assegnazione degli autovalori con restroazione statica dallo stato
non sono verificate: cio implica che esiste un autovalore non raggiungibile. Per calcolare gli autovalori

relativi alle dinamiche non raggiungibili e gli autovalori relativi alle dinamiche raggiungibili conviene
calcolare la forma canonica di raggiungibilita. Pertanto il sottospazio di raggiungibilita é:

pnn-a((1])

da cui & possibile costruire la matrice di trasformazione T' che porti il sistema (13) in forma canonica

di raggiungibilita. Scegliendo un vettore v = [ ] si ottiene:

0
121
=1
da cui:
0 1
T = [ oL } .
Sulla base di T' possiamo costruire la forma canonica di raggiungibilita associata al sistema (13):
dz/dt = A% + Bu, (14)
dove:
P A A 1 3a? —a
A= TAT—l —_ 11 12 —
{ 0 A a2+1| 0 —(a®>+6)(a®>+1)

p-ro-[5]-[3]

L’autovalore relativo alla dinamica non raggiungibile é:

)\non_ragg = _<a’2 + 6)

10



e pertanto:
2
Anon_ragg < =5 == —a” < 1;

dunque Apon ragg < —5 per ogni valore di @ € R e pertanto Apon ragg verifica le specifiche. 11

sottosistema raggiungibile é:
2

a? +1

Scegliendo un controllore u = k121 e sostituendo in (15), otteniamo

dxl/dt:

r1 + u. (15)

3a
dri/dt = ——+k .
x1/ (a2 1 + 1) x1
Dunque I'autovalore relativo alla dinamica raggiungibile nel processo controllato ¢ Ayqq9 = (132%‘_‘51 + k1.
Imponendo la specifica, si ottiene:
3a?
Aragg < =5 <= k1 < =5 — (16)

a?+1
A questo punto € necessario scegliere un controllore e dunque un parametro ki che verifichi la

condizione (16). A tal fine si osservi che:

a
0<
“a2+1

< 1,Va € R,
da cui scegliendo un qualsiasi:
k1 < -8

la specifica richiesta nell’esercizio & verificata.

Dunque la classe di controllori che verifica le specifiche per il sistema in forma canonica di raggiun-
gibilita (14) ¢ data da uw = K&, dove K = [ ki k2 |, k1 < —8,k; € R. Infine, tenendo conto del
cambiamento di coordinate si ottiene

w=Ki=KTx

[ ks ;@]H _;]:c

[ ko k1 — 2ko ].73, ]{11 <—8,]€2€R.

11



Esercizio 5 Dato il seqguente schema di controllo:

E b-a 2 1 0 E
u_Ld)g/dt= 0 a 4 |[x+/1 E Y1

i 0 0 -b?*/a 0 i

i Y =X i

dx, /dt = —(a? +1)x, V,

| Y, =X, 1

dove i parametri a e b sono reali, determinare per quali valori di a e b é possibile imporre gli autovalori
del processo in —10 per mezzo di una retroazione statica lineare dallo stato.

Svolgimento - Dall’interconnessione del processo in esame & semplice osservare che la variabile
di stato x2 non & raggiungibile e pertanto, per verificare le specifiche, dobbiamo imporre:

—(a®+1)=-10 <= a= —3;a=3.

Inoltre il sistema, la cui variabile di stato & z1, & in forma canonica di raggiungibilita e pertanto
¢ semplice osservare che I'autovalore relativo alla dinamica non raggiungibile ¢ —b?/a: pertanto
dobbiamo imporre:

—b?/a = —10. (17)

Essendo i parametri a e b reali, dobbiamo escludereil valore a = —3 per il quale 'equazione (17) non
ha soluzione in R. Per a = 3 l'equazione (17) ha le due soluzioni b = /30,b = —+/30. Riassumendo,
la soluzione dell’esercizio é:

{a:3,b=\/%}u{a:3,b=—\/%}.

12



Esercizio 6 Dato il seqguente schema di controllo:

u; > dx, /dt=Ax +Bu+Gy,| | ¥,
ldx, Jdt = Ax) TV =% |
i 2 272 4 !yz:
Y2 = X, |
I |
dove: L . ) 3
—a
Al_[O —3}’ AZ_{ 0 a3+a2—4a—7]’
a’+a—2 —92a3 a+1
Bl:[ 0 ] Gl:[4a4 2a(a+1)}’a€R'

Si chiede di:

(1) determinare tutti i valori di a affinché esista un controllore a retroazione statica lineare dallo
stato tale che il processo controllato abbia gli autovalori coincidenti in —3;

(ii) calcolare lespressione di tale controllore.

Svolgimento - L’interconnessione del processo in figura ha come rappresentazione con lo spazio

di stato:
d1’1/dt _ Al Gl T + Bl
duofdt |~ | 0 Ay || 2o o "
(18)
yi | _ | 1
Y2 z2

Dall’analisi del sistema (18) ci si accorge che gli autovalori relativi alla matrice dinamica Ay sono
non raggiungibili e pertanto bisogna imporre che gli autovalori di As:

2
A2 =1—a"

)\272 :a3+a2 —4a—7,
coincidano in —3. Pertanto:

AMg=-34<=a=-2;2
)\2)2 = -3 a= —].; —2; 2.
Da questa analisi preliminare i valori ammissibili di @ per cui contemporaneamente A2 = —3 e

)\272 = —3 sono:
a=—2;a=2. (19)

Inoltre il sottosistema:

2 _
d:r1/dt—A1:E1+Blu_{é _g]mlJr{a +0a z}u

(20)
1=

¢ in forma canonica di raggiungibilita e pertanto & evidente che c¢’¢ un autovalore non raggiungibile

in Ag;; = —3 che verifica direttamente la specifica ed un autovalore in A1 ; = 1, la cui raggiungibilita

dipende dalla matrice By parametrizzata da a: da cio risulta evidente richiedere che 'autovalore
A1, = 1 sia raggiungibile e pertanto che:

a’+a—-2#£0&a#-2,a#1. (21)

13



Combinando le condizioni (19) e (21) si evince che il valore del parametro richiesto per soddisfare
le specifiche in (i) & a = 2.

La seconda parte dell’esercizio richiede di determinare un controllore che verifichi le specifiche richi-
este nel punto (i). A tal fine riscriviamo il sistema (20) per a = 2,

d.’L‘Ll/dt o 1 2 T1,1 4
|:d$172/dt:|_|:0 —3:||:.’E1’2:|+|:0:|u’
Yy = I1.

Focalizzando 'attenzione alla dinamica raggiungibile relativa alla variabile z;; ed imponendo un
controllore w = ky 11,1, la condizione richiesta al punto (i) impone:

dxi1/dt = x11 +4k1 12110 = (1 +4k11)210 = —3211,

da cui k11 = —1. Infine lespressione generale del controllore che risolve la specifica al punto (i) ¢
data da:
u = [ —1 k1 ko ks ].’E, kl,ng{ig eR.
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