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Capitolo 1

Spazio dei vettori geometrici e
[Rn

In matematica si incontrano spesso oggetti matematici che possono essere sommati
tra loro o moltiplicati per uno scalare, ossia numero reale (complesso, o di un qua-
lunque altro campo K). Se queste operazioni di somma e di prodotto per uno sca-
lare soddisfano certi assiomi allora diciamo che I'insieme di tali oggetti matematici
ha una struttura di spazio vettoriale.

1.1 Vettori geometrici

Sappiamo che esistono quantita che sono completamente individuate da un nume-
ro, ad esempio la massa, la pressione, la temperatura, ecc. Tali quantita sono dette
scalari. Esistono anche quantita fisiche (e.s. forza, velocita, ecc.) che per essere in-
dividuate non basta solo uno scalare, ma serve anche un verso e una direzione. Tali
quantita sono dette vettoriali. La nozione di vettore & sorta proprio dall’esigenza di
rappresentare quantita fisiche che hanno intensita, verso, direzione.

Siano A,B punti distinti del piano (o dello spazio). Il segmento orientato con
punto iniziale A e punto finale B e detto vettore applicato. Dato un segmento orien-
tato AB, con A distinto da B, ad esso restano associati, uno scalare che & dato dalla
lunghezza (0 modulo) del segmento, un verso, e una direzione che ¢ quella della ret-
ta individuata dai punti A e B. La lunghezza (o modulo) del segmento orientato AB
viene denotata con ||AB|.

Indichiamo con ¥ I'insieme di tutti i vettori applicati del piano o dello spazio. In
tale insieme definiamo una relazione, in simboli ~, detta relazione di equipollenza,
che dice quando due segmenti orientati sono in relazione tra loro.

Definizione 1.1.1 Siano AB e CD € . due segmenti orientati. Diciamo che AB &
equipollentea CD, in notazione AB ~ CD, se essi hanno la stessa lunghezza, lo stesso
verso e la stessa direzione.
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- -
—_— e
vettori equipollenti vettori non equipollenti

Figura 1.1: vettori equipollenti e non

Osservazione 1.1.2 Sia . I'insieme di tutti i possibili vettori applicati del piano o
dello spazio. La relazione di equipollenza in .%, in un certo qualsenso, divide I'insie-
me . di tutti i possibili vettori applicati del piano o dello spazio in tanti cassetti, in
ognuno dei quali ci sono vettori applicati equipollenti tra loro.

Se consideriamo i vettori applicati in Figur vediamo che OA, BC, DE vanno tutti

nello stesso cassetto, il quale verra denotato con il simbolo OA; il vettore applicato

OM va in un altro cassetto denotato con il simbolo OM; e ON in un altro cassetto
diverso dai due precedenti.

Figura 1.2: vettori applicati del piano

Osservazione 1.1.3 La relazione di equipollenza, ~, € una relazione di equivalenza

(vedifl1.2).

Definizione 1.1.4 Dato il segmento orientato AB, la classe di equipollenza, [AB], in-

dividuata da AB ¢ indicata col simbolo AB e viene detta vettore geometrico (o0 sem-
plicemente vettore).

Dunque AB & l'insieme di tutti i segmenti orientati equipollenti a AB. Osserviamo
che come rappresentante per ogni classe di equipollenza possiamo prendere i vet-
tori applicati aventi tutti lo stesso punto di applicazione, sia esso O, I'origine del
riferimento cartesiano. Per esempio in Figura i vettori applicati OA, BC,DE €
[OA] =OA.

11 vettore la cui classe di equipollenza e [AA] = [0O] viene detto vettore nullo e
viene indicato con O. Ovviamente il vettore nullo ha modulo uguale a zero e il verso
e la direzione non sono determinati.
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1.2 Lo spazio dei vettori geometrici

Indichiamo con V 'insieme di tutti i vettori geometrici (del piano o dello spazio),
ossiaV:=.%/~. InV definiamo due operazioni: quella di somma e quella di prodotto
per uno scalare.

Definiamo la somma di due vettori. Siano OA,OBe V.
¢ Se i due vettori sono non paralleli allora la somma la facciamo secondo la
regola del parallelogramma

B C=OA + OB

L7

o A

Figura 1.3: somma di due vettori non paralleli OA e OB

Osservazione 1.2.1 Notiamo che il vettore O_C:O_A + 6B, somma di due vettori non
paralleli puo essere ottenuto anche nel modo seguente: posizioniamo il vettore JB
in modo tale che €sso abbla A come punto di apphcazmne e sia equipollente a OB
Sia quindi AC OB ossia AC € un altro rappresentante per OB ved1 (2) in Figura|l.
Allora il vettore OC in (3), Flgura ¢ il vettore somma OA + OB.

B C C=OA + OB

/. -

o A O A 0} A

(1) 2) 3)
Figura 1.4: modo equivalente per sommare i due vettori non paralleli 6A e OB

« Se i vettori sono paralleli, ossia stanno sulla stessa retta, € chiaro che essi non
individuano un parallelogramma, ma quanto detto nell’osservazione va bene

anche in questo caso, ovvero la somma dei vettori paralleli OA e OB si ottiene po-
sizionando il vettore OB in modo tale che €s80 : abbia A come punto di apphcazmne
e sia equipollente a OB Sia quindi AC OB (AC € un altro rappresentante per OB),
vedi (1) in Flgura Pertanto il vettore OC e il vettore somma OA + OB

Dato uno scalare k € R e un vettore OA definiamo il prodotto per uno scalare k OA

come il vettore con punto di applicazione O avente: la stessa direzione di OA, la
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O A B 0o A C
AC~OB
B 0o A C o A

@

Figura 1.5: JC:somma dei due vettori paralleli JA, JB

lunghezza é uguale alla lunghezza di JA moltiplicato per |k]| e il verso coincide con

quello di OA se k > 0 € opposto a quello di OA se k <0

0 A k OA
sek>0 _ sek<0
kOB

Figura 1.6: prodotto di JA per uno scalare k

1.2.1 Proprieta della somma e del prodotto per uno scalare
Loperazione di somma gode delle seguenti proprieta:

(V1) (commutativa) 6A+JB = 6B+6A, per ogni SA, JBE A\

(V2) (associativa) (OA + OB)+ OC=0A +(OB + OC), per ogni OA, OB, OCe V
(V3) (esistenza del vettore nullo) JA +0 =6A, per ogni JAE V,

(V4) (esistenza dell’'opposto) OA+(-OA) = O, per ogni OA€ V.
Vediamo graficamente la proprieta associativa della somma di vettori.

10
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OB +0C (OA + OB)+ OC=0A +(OB)+ 0C)

Loperazione di prodotto per uno scalare gode delle seguenti proprieta:

(V5) (distributiva rispetto alla somma di vettori) k(JA + JB) =k JA +k 6B, per
ogni OA,OBeV e per ogni k € R.

(V6) (distributiva rispetto alla somma di scalari) (k + h) JA: k JA +h JA, per ogni
OAeVeperognik,heR.

(V7) (kh) OA= k(h OA), per ogni OA€ V e per ogni k, 1 € R.

(V8) 10A=0A, per ogni OA€ V.

Vediamo graficamente la proprieta distributiva rispetto alla somma di vettori. Se
per esempio k = 2, allora 2(OA + OB) =2 OA +2 OB.

2(OA+OB)

Figura 1.7: proprieta distributiva rispetto alla somma di vettori

La terna (V, +,-) & detta spazio vettoriale sul campo R, o anche spazio vettoria-
le reale, questo per indicare che gli scalari col quale moltiplichiamo i vettori sono
numeri reali.

Osservazione 1.2.2 Fissato un riferimento cartesiano nel piano e nello spazio noi
possiamo dare un vettore OA dando le coordinate del punto finale A. Se consideria-

mo i seguenti punti del piano A = (2,2),B = (2,1),C = (-1,-2), i vettori 6A, OB, JC
sono rappresentati in figura

11
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YA
A=(2,2)
B=(2,1)
0 >
C=(-1,-2)

Esiste quindi una corrispondenza 1 a 1 tra I'insieme V, dei vettori del piano con
. L o L . . . 1-1
punto di applicazione l'origine e le coppie di numeri reali, ossia Vo, «— R~.
Similmente esiste una corrispondenza 1 a 1 tra 'insieme V3 dei vettori dello
. . N . . . . . . 1-1
spazio con punto di applicazione I'origine e le terne di numeri reali, ossia V3 — R3.

1.3 Lo spazio vettoriale R"

Esempio 1.3.1 Sia R il campo dei numeri reali. La terna (R, +,), con le usuali ope-
razioni di somma e prodotto € uno spazio vettoriale sul campo R.

Esempio 1.3.2 Consideriamo il prodotto cartesiano di R con se stesso n-volte, 0s-
sia I'insieme delle n-uple ordinate (a;, -+, a,) € R x --- x R = R”. Definiamo in R"
un’operazione di somma

+:R" xR" — R"
((a1,+++,an), (b1, ,bn)) — (a1,"+-,an) + (b1, - ,bp) := (a1 + by, , an + by)
e un’operazione di prodotto per uno scalare k € R
RxR" —R"
(k,(ar,---,an)) = k(ay,---, an) = (kay, -, kay)

Si verifica facilmente che le proprieta (V1) — (V8) sono soddisfatte e quindi la terna
(R™, +,) & uno spazio vettoriale sul campo R.

1.3.1 Esercizi

1. Siano A= (2,1),B = (1, 3) punti di R2 e sia C = xA+ yB con x, y € R. Disegnare
il vettore geometrico C (con punto di applicazione 'origine) per x =2,y = -3.

2. Descrivere I'insieme dei punti C al variaredi x,yeRconx+ y=1.

3. Descrivere I'insieme dei punti C al variare di x,ye Rquando0<x<1e0 <
y=1.

12
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1.4 Altri esempi di spazi vettoriali reali

Diamo ora altri due esempi di spazi vettoriali reali.
Esempio 1.4.1 Sia R[x] I'insieme dei polinomi nell'indeterminata x a coefficienti in

R. Un polinomio p(x) € un’espressione del tipo

n
p(x)=ao+ax' + ax*+-+apx" =y a;x'
i=0

In R[x] definiamo I'operazione di somma e di prodotto per uno scalare. Dati due po-

linomi p(x) =X, a;xt, q(x) = Z;”:O b; x/ € R[x] e dato uno scalare k € R definiamo

M
p(x)+q(x):= )Y (a;+b)x',
=0

dove M = max(n,m) ea;,=0sen<t<Meb;=0se m<t<M
n .
kp(x):= ) (kaj)x'.
i=0

Si verifica facilmente che le proprieta (V1) — (V8) sono soddisfatte e quindi la
terna (R[x], +,+) € uno spazio vettoriale sul campo R.

Esempio 1.4.2 Sia V:= {f : R — R} I'insieme delle funzioni di R in R. Date due fun-
zioni f, g € V e dato uno scalare k € R definiamo le funzioni

f+8:R—-R; kf:R—-R
nel modo seguente
(f+8)(x) = f(x) + g(x); (kf)(x) :=kf(x)

Si verifica facilmente che le proprieta (V1) — (V8) sono soddisfatte e quindi la
terna (V, +,) € uno spazio vettoriale sul campo R.

13






Capitolo 2

Matrici e Sistemi di equazioni
lineari

In matematica e nelle sue applicazioni spesso i numeri appaiono sotto forma di ta-
bella rettangolare o quadrata. Ad esempio fissato un riferimento cartesiano nel pia-
no o nello spazio ordinario un punto viene identificato con una coppia ordinata di
numeri reali (se il punto sta nel piano) o una terna ordinata di numeri reali (se il
punto sta nello spazio ordinario). Nel caso di un punto del piano aventi coordinate
(x, y) la tabella & costituita da una sola riga

(x v)

5]

y

Anche i dati statistici spesso vengono visualizzati con 'uso di tabelle. Tali tabelle di
numeri sono dette matrici. Le matrici, per esempio, compaiono anche se vogliamo
stabilire come cambiano le coordinate di un punto se si cambia riferimento. Co-
me pure c¢’e¢ un modo di cifrare un messaggio utilizzando matrici, Ovviamente in
entrambi questi due casi uno ha bisogno di sapere come si recuperano i dati ini-

ziali e quindi non tutte le matrici vanno bene per questo scopo, ma solo quelle che
ammettono una inversa (cf. (2.8)).

oppure una sola colonna

2.1 Matrici

Una matrice € una tabella rettangolare o quadrata di numeri che vengono detti en-
trate della matrice. Le matrici vengono solitamente denotate con le lettere maiusco-
le. Per esempio

1 0 1
a[ Y o fme(2 02
1 1 -1

15



Maria Lucia Fania CAPITOLO 2. MATRICI E SISTEMI DI EQUAZIONI

sono matrici con 3 righe e 3 colonne la prima e 2 righe e 4 colonne la seconda.
In generale una matrice

all Ce ain

asy Ce . arn
A=

aAmnl1 . .- . Aamn

e detta matrice di tipo m x n. La matrice A pud anche essere scritta come A =
(@ij)1<ism, 1=j<n- Se con A; indichiamo la i-esima riga di A e con A/ indichiamo
la j-esima colonna di A allora la matrice A puo essere anche scritta come

aln . al,, A1
a1 . agp

A= . e . =
amy - . . Amp Ay

se vogliamo evidenziare le righe di A e come

an aip
a1 . azp

A=l . . . . . |=(A . .. A
am - . . amp

se vogliamo evidenziare le colonne di A.

Linsieme di tutte le matrici di tipo m x n a entrate in un campo K €& denotato con
My, (K).

Nell'insieme M, ,(K) definiamo un’operazione di somma e un’operazione di
prodotto per uno scalare.
Date A,B € M, (K),

A+B=(a;j) +(bij):=(aij+ bijhi<ism, 1<j=n
Dato ke K e data A € M, ,, (K),
kA=k(a;j):= (kaij)1<ism, 1=j<n
E’ facile verificare che (M, (), +,) € uno spazio vettoriale sul campo K.

Osservazione 2.1.1 Se in una matrice il numero di righe m € uguale al numero di
colonne 7 la matrice € detta matrice quadrata e I'insieme delle matrici quadrate di
tipo n viene denotato con M, (K).

Definizione 2.1.2 Sia A € M,, ,(K). La matrice ottenuta da A scambiando le righe
con le colonne si dice trasposta di A e si denota con ‘A. Dunque se A = (a;;) €
M, (K) allora ‘A = (aj;) € My, p (K).

16
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Se
1 0
1 -1 1
A=| -1 1 |, allora ‘A=
1 1 0 1 1

Definizione 2.1.3 Sia A € M, (K). A si dice simmetrica (rispettivamente antisimme-
trica) se A ='A (rispettivamente A = —A).

Delle seguenti matrici, la prima € simmetrica, la seconda & antisimmetrica.

0 1 -1
A:(_l1 _11),13: -1 0 2
1 -2 0

Definizione 2.1.4 Sia A = (a;,j) € M, (K). A si dice triangolare superiore (rispettiva-
mente friangolare inferiore) se a;j = 0 per i = j (rispettivamente, se a;; = 0 per j = i).
Assidice diagonalese a;j=0peri#j.Sea;;=0peri# jea;;=1peri=1...nAsi
dice matrice identita e viene denotata con I,,.

Definizione 2.1.5 Sia A = (a;,;) € My (K). A si dice unitriangolare superiore (rispetti-
vamente unitriangolare inferiore) se € triangolare superiore (rispettivamente trian-

golare inferiore) e inoltre ha tutti gli elementi della diagonale principale uguali a
1.

Definizione 2.1.6 Sia A€M, ,(K). Asidice a scala per righe se A ¢ della forma

an . ain
0 0 agjl . . . . . .. A2p
0 0 -+ 0 ay, = . . . . an
0 0 0
A=
0 0 0 asj, asn
0 0 .. 0
0 0 0 0 0 0 0 0
cons<m,
o pilt in generale se
0 0 aij . . ain
0 0 0 o 0 a2j2 . . arn
0 .. . 0 0 a3j3 . . asn
0 0
0
A= 0
0 0 Asj; 0 Qsp
0 .
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
cons<m.
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2.2 Prodotto tra matrici

Vogliamo ora definire il prodotto tra matrici. Cominciamo con il caso semplice, os-
sia con il prodotto di un vettore riga per un vettore colonna. Per come verra definito
il prodotto occorre che il numero di entrate per questi due vettori sia uguale. Sia
quindi A & un vettore riga con n colonne e B € un vettore colonna con 7 righe, ossia

by
A=(ay...ay), B=
by
definiamo il prodotto AB:= a1 by + az b, ... anbh, = Zzzl aiby.
In generalese A€ M, p(K) € BE M), 5 (KK)

aln . alp A1
a1 . azp
A= . R . =
am1 - . . QGmp A
bin . . . bip
by . . . by
B=[ . . . . . [=(B' . . . B")
bpr - . . bpn

dove A; indica la i-esima riga di A e B/ indica la j-esima colonna di B, definiamo il
prodotto righe per colonne, AB, nel modo seguente:

A;BY . . . AB”
ABY . . . AB”
AB:=
A,Bl . . . A,B"
dove )
AiBj = ai1b1j+a,-2b2j+--~+a,-pbpj = Z aikbkj
k=1
Osserviamo che
ABY . . . AB” A;B
A,BY . . . AB” .
AB= e = . |=(AB" . . . AB")
A,BY . . . A,B" A,;,B

a seconda se evidenziamo le righe o le colonne di AB. Da cio segue che la i-esima
riga di AB, (AB); = A;B ela j-esima colonna di AB, (AB)) = AB/.
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Osservazione 2.2.1 Siano A e B matrici per le quali il prodotto AB & definito. In
generale esso non € commutativo sia perché BA potrebbe non essere definito, ma
anche qualora lo fosse (per esempio se A e B sono entrambe quadrate dello stesso
tipo) la proprieta commutativa potrebbe non valere.

Esempio 2.2.2 Consideriamo le seguenti matrici
1 2 1 0
REEIER TN

Proprieta 2.2.3 (Proprieta del prodotto tra matrici) Siano A, B, C matrici per le quali
le operazioni di seguito indicate sono definite. Allora valgono le seguenti proprieta

si vede che AB # BA.

¢ A(BC) = (AB)C (Proprieta associativa)
¢ AB+C)=AB+AC e (A+B)C=AC+ BC (Proprieta distributiva)

Verifichiamo per esempio la proprieta associativa del prodotto tra matrici. Sia
AeMy,n(K), sia BeM,;,s(K) e sia C € Mg ;(K). Per provare che A(BC) = (AB)C basta
verificare che (A(BC));; = ((AB)C);; perognii,j,coni=1,--,me j=1,---,1. Bi-
cordiamo che I'elemento (i, j) di una matrice prodotto LM, ovvero (LM);; =L;M’ e
dunque

B,C/
(ABC)ij = A;(BC) =A;BC))=(aj...ain)
B,C/
Y1 bikckj
. S S
= (aj1...ain) . = Z apnbigcgj+--+ Z Ainbykcrj
k=1 k=1

Y =1 bukCij

N n .
= Y () aibi)ckj) = (AB);C! = (AB)C);;.
k=1 I=1

2.3 Esercizi

1. Calcolare la prima colonna e la terza riga di AB, dove
a={ 11 |ie=( 7]
2 3 b4

2. Date due matrici A, B per le quali il prodotto AB & definito, provare che ! (AB) =
BA.

3. Sia A € M, (K). Provare che A +’A & simmetrica e che A —A & antisimmetrica.
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2.4 Matrici elementari

C’e un algoritmo che permette di ridurre una data matrice A € M, ,(K) in una ma-
trice a scala per righe. Esso va sotto il nome di algoritmo di Gauss. Tale algoritmo usa
operazioni elementarisulle righe di una matrice e quindi vediamo quali sono queste
operazioni. Vi sono tre tipi di operazioni elementari sulle righe di una matrice:

D) Tipo: Scambio di due righe;

1) Tipo: Moltiplicare una riga per uno scalare non nullo k € K*;

III) Tipo: Sostituire unariga A; con A; + kA;, ke K.

Esempio 2.4.1 Sia

1 1 0 2
A= 2 -1 1 1
1 1 1 3

La seguente matrice A’ si ottiene da A con un’operazione elementare del I) Tipo

1 1 0 2 _ 2 -1 1 1
A= 2 -1 1 1 |Re—=Ry[ 1 1 0 2 |[=A
1 1 1 3 1 1 1 3

mentre la seguente matrice A” si ottiene da A con un’operazione elementare del III)
Tipo

1 1 0 2 - 1 1 0 2
A=l 2 -1 1 1 |R3—R3—-Ry| 2 -1 1 1 |=A"
1 1 1 3 0 0 1 1

Se le operazioni elementari vengono effettuate sulla matrice identica I,, € M, (K)
le matrici che ne risultano vengono dette matrici elementari. Abbiamo quindi la
seguente definizione

Definizione 2.4.2 Una matrice elementare R € M,,(IK) € una matrice che si ottiene
dalla matrice identita I,;, con operazioni elementari sulle righe di I,.

La notazione e la seguente
* R;(c): matrice ottenuta da I, moltiplicando la i-esima riga di I, per c € K*

* R;;: matrice ottenuta da I, scambiando la i-esima riga con la j-esimariga di
Iy

* R;j(c) : matrice ottenuta sommando alla i-esima riga di I, la j-esima riga
moltiplicata per c € K.
Esempio 2.4.3 Se moltiplichiamo la terza riga di I3 per 4 la matrice che si ottiene &
1 0 0
Rs@)=|0 1 0
0 0 4
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Come pure la matrice ottenuta da I3 scambiando prima e seconda riga &
01 0
Rp=[1 0 0
0 0 1
La matrice ottenuta sommando alla seconda riga di I3 la terza riga moltiplicata per
2e
1 0 0
Rys2)=| 0 1 2
0 01
Osservazione 2.4.4 Data A € M, ,(K), ogni operazione elementare sulle righe di A
si ottiene moltiplicando A a sinistra per la corrispondente matrice elementare.

Esempio 2.4.5 Sia

1 -2 -1 1 1 11
—s
A= 1 1 1 |Ri—Ri+3R3| 1 1 1
0 1 1 4
1 0 3 1 -2 -1 1 1 11
Ri33)A=]1 0 1 0 1 1 1 =11 1 1
0 0 1 0 1 4 1

2.5 Algoritmo di Gauss

Daremo ora I' algoritmo di Gauss che permette di ridurre una data matrice A €
M, »(K) in una matrice a scala per righe.

Utilizzando le operazioni elementari sulle righe in modo sistematico & possibile ri-
durre una matrice A € M, ,,(K) in una matrice a scala per righe. Descriviamo questo
algoritmo dapprima con esempi e poi lo vediamo in generale.

Esempio 2.5.1 Sia

1 1 0 2) R~Re2R ] 1 0 2
A=[2 -1 1 1 |Rg—=R3-R;| 0 -3 1 -3 |=4A
1 1 1 3 0 0 1 1

La matrice A’ & una matrice ridotta a scala per righe.

Esempio 2.5.2 Sia

1 -1 2 =2 1 -1 2 -2
=4 =
B=| -1 -1 1 -1 |R,—Ry+R;| 0 -2 3 -3 |[R3—R3-R,
0 -2 3 -3 0 -2 3 -3
1 -1 2 -2
0 -2 3 -3 |=PB
0 0 0 0

La matrice B’ & una matrice ridotta a scala per righe.
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Esempio 2.5.3 Sia

01 4 -2 1 3) R~Be2Ri (09 1 4 -2 1 3
c=lo2 -1 1 0 1|Rg—=R3-R;| 0 0 -9 5 -2 -5
01 0 2 10 00 -4 4 0 -3

_ 01 4 -2 1 3
R3 —9R3—-4R,| 0 0 -9 5 -2 -5 |=C
00 0 16 8 -7

La matrice C’ & una matrice ridotta a scala per righe.

Algoritmo di Gauss:

Caso 1 Supponiamo, a meno di uno scambio dirighe, che I'’entrata al posto (1,1) sia
non nulla. Sia dunque ayj; #0.

1° Passo : Fissiamo la 14 riga e facciamo operazioni elementari rispetto a tale riga
fissata in modo tale che tutte le entrate aj; diventino zero per k = 2. Per fare cio si

. . . ap+i . . . <
sostituisce lariga Az, j con Ap. j — (u:f” Ay, perj=0,...,m—2.Sia A’ la matrice cosi

ottenuta
an . st Qin
! !
0 ay - a,
A=
/
0 . e amn

Il 1°Passo, ¢ terminato. L'entrata a;;, che e diversa da zero, viene denotata con
p1 = ay; ed & detta pivot del 1° Passo.

2°Passo : A meno di uno scambio di righe (qualora la seconda fosse nulla), si deter-
mina 'intero j, per il quale, a partire dalla 2 riga in poi, almeno un elemento sulla
colonna j, sia # 0 e tutti gli elementi sulle colonne precedenti (da 1 fino a j» — 1)
siano nulli (dalla 2¢ riga in poi). Sia quindi a;, i # 0. Si fanno operazioni elementari,
rispetto alla seconda riga fino a ottenere la matrice

an . . .. . . . din
/ !
o - 0 L
A2 = . . . 0
o - 0 0 .. . . . amn

Abbiamo concluso il 2° Passo. L'entrata a; i che e diversa da zero, viene denotata
con p = a, i ed e detta pivot del 2° Passo.
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Si procede in questo modo e al Passor — esimo si ha, se r < m, la matrice

an . . . . . . ain
!/ !
0 ay;, . . a,,
" "
0 0 a3j3 . . asn
0 . 0
A=
0 0 0 0 0 0 0 0

in cui le ultime m — r righe sono tutte nulle, se r = m non ci sono righe nulle dopo
I'r-esima riga. Lentrata a!'}, se diversa da zero, viene denotata con p, = a; ed &
detta pivot del Passo r — esimo.

— — ! — " — " .
Le entrate p; = a1, p2 = Ay, P3 = Agjs--ey Pr = dpy SONO dette pivots della ma-

trice A.

Caso 2 Supponiamo che tutte le entrate sulla prima colonna di A sono nulle. Si
determina l'intero j; per il quale almeno un elemento sulla colonna j; sia # 0 e tutti
gli elementi sulle colonne precedenti (da 1 fino a j; — 1) sono nulli.

(1°Passo); : Chiamiamo ancora A la matrice ottenuta

0 0 amjp . . . an

0 0 ay, . . . an
A=| 0 0

0 0

0 0 amj, - - - amn

Ora si si procede come in 1° Passo fino a ottenere la matrice

0 0 aj . . . . n
’ /
, 0 0 0 Apjp1 = - - Ggp
A=]0 0 *
0 0 .
0 0 0 * Amn

11 (1°Passo0); & terminato.

2°Passo : Si determina l'intero j, per il quale, a partire dalla 2¢ riga in poi, almeno
un elemento sulla colonna j» sia # 0 e tutti gli elementi sulle colonne precedenti (da
1 fino a j, — 1) sono nulli a partire dalla 2¢ riga in poi. Se necessario si ordinano le
righe di A’ in modo tale che I'entrata a}, sia # 0. Si fanno operazioni elementari,
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rispetto alla seconda riga fino a ottenere la matrice A,

0 0 aljl . . . . Ce ain

0 0 0 - 0 a’zjz . S ay,
A= 0 0 0 - 0 ©0 agj2+1 .. .oay,

0 *

0 0 0 - 0 0 * ooal

Abbiamo concluso il 2° Passo.
Si procede in questo modo e al Passor — esimo si ha, se r < m, la matrice

0 - 0 mj; - . . . . - ... . ain
/ !
o -~ 0 O - 0 a;, . . a,,,
" "
0 ~0 0 -0 0 - 0 da, - . . ..d,
0o - 0 0 - 0 0 0
A=
0 - 0 0 a’ . . al
0o - 0 o o0 . . 0
0o - 0 . . -, . - . .o 0
0o - 0 0 0 - 0 0 - 0 0 . . 0

in cui le ultime m — r righe sono tutte nulle, se r = m non si hanno righe nulle dopo
I'r-esima riga.

Se volessimo dire in parole semplici cosa facciamo nel Caso [2] ossia il caso in cui
la matrice ha le prime j; — 1 colonne tutte nulle, possiamo dire che in questo caso &
come se ci dimenticassimo di queste colonne nulle e facessimo la riduzione di Gauss
sulla sottomatrice ottenuta da A sopprimendo le prime j; — 1 colonne.

Definizione 2.5.4 Data una matrice A il rango per righedi A & il numero dirighe non
nulle di una sua riduzione a scala ed esso viene denotato con r g(A).

2.5.1 Esercizi

Ridurre a scala per righe le seguenti matrici e determinarne il rango

3 -1 3 13 21 1 1 -2 -1 1 1
Aol 2 11212 41 2 2 00 2
0 -1 0 40 0 1 -3 2 -4 1 1 3
1 1 -1 5213 -1 -1 2 1 -1 -1
1 -1 2 1 2 1 0 -1 2 2 1 -2 1 0
| -4 1 22 0 2 o -2 -1 -1 5 1 0 1
€=l 2 2 4 31 1|P%|0o 9 2 221 2 1 4
0 3 -6 1 6 4 0 3 -4 5 1 3 -10
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2.6 Sistemi di equazioni lineari

A volte ci imbattiamo in problemi che da un punto di vista matematico si possono
esprimere come sistema di equazioni lineari. Ad esempio se abbiamo tre piani nello
spazio e vogliamo sapere se essi hanno o meno punti in comune bisogna sapere se
un dato sistema di tre equazioni lineari in tre incognite ammette o meno soluzioni.
Un problema in algebra lineare & quello di sviluppare procedure di calcolo perla de-
terminazione delle soluzioni di sistemi di equazioni lineari. Inoltre questi metodi di
calcolo devono essere di facile implementazione.

Cominciamo con esempi di carattere geometrico che ci descrivono quando un si-
stema di equazioni lineari ammette o meno soluzioni. Nel piano consideriamo le
seguenti coppie di rette:

Y4 Vi Va

)& X x X

Figura 2.1: rette incidenti (1), rette coincidenti (2), rette parallele (3)

1
M2x+y=1,x-y=2; 2Qx-2y=12x—-4y=2; (3)3x—y=1,x—§y=0

I sistemi di 2 equazioni lineari (quelle delle due rette) nelle incognite x, y sono:

_ _ 3x-y=1
2x+y=1 x=-2y=1
1 2 @3 1
2x—4y=2 x—gy:()

Se tali sistemi ammettono soluzioni queste rappresentano i punti comuni a en-
trambe le rette. Nel caso (1) abbiamo un’unica soluzione (il punto di intersezione
delle due rette). Nel caso (2) si hanno infinite soluzioni poiché le due rette sono pa-
rallele coincidenti. Nel caso (3) il sistema non ammette alcuna soluzione poiché si
tratta di due rette parallele distinte. Dunque dato un sistema di 2 equazioni lineari
in 2 incognite si hanno le seguenti possibilita:

¢ un’unica soluzione

¢ infinite soluzione

e nessuna soluzione
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Vedremo che queste situazioni si presentano anche per sistemi di m equazioni
in n incognite.

Consideriamo dapprima i seguenti tre esempi di sistemi di 3 equazioni nelle 3
incognite x, y, z.

x+y+z=1
X+y—-2z=0 X+y—-z=3
Esempio 2.6.1 (1) y-z=0 (2) 3)
3 y+z=0 -x—-y+z=1
z=

La terna (x, y, z) = (5,3, 3) € 'unica soluzione del sistema (1). La terna (x, y, z) =
(2z,—z,2) = z(2,—1,1) per ogni z € R € soluzione del sistema (2). Dunque il sistema
(2) ammette infinite soluzioni. Il sistema (3) non ammette alcuna soluzione.

Fissato I'ordine delle incognite, a ogni sistema di equazioni lineari possiamo asso-
ciare due matrici: quella dei coefficienti del sistema di equazioni lineari e quella
completa, ossia quella ottenuta dalla matrice dei coefficienti con 1'aggiunta della
colonna dei termini noti. Per i sistemi di equazioni lineari dati nell’esempio
abbiamo

Osserviamo che le prime due matrici hanno una forma particolare, esse sono a scala
e quindi abbiamo subito potuto stabilire se il sistema ammette o0 meno soluzioni.

In generale un sistema di m equazioni lineari nelle incognite x;, ..., x,, sara della
forma

anxy+apx+---+aipnxy= bl

A1 X1+ a2 X2+ -+ dypXn = by

A1 X1+ AmaXo + -+ QmnXn = by

Ad esso restano associate le seguenti matrici:

al .. ain
a1 . adrn

A= . Lo . € M, »(K), matrice dei coefficienti,
aAm1 . . - Amn
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X1
X= , matrice colonna delle incognite,
Xn
by
b=| . |eK™, matrice colonna dei termini noti.
b
Il sistema lo possiamo quindi scrivere anche in forma matriciale come AX = b. La

matrice A’ = Ab, ossia la matrice A a cui abbiamo affiancato la colonna dei termini
noti b & detta matrice matrice completa del sistema.

Definizione 2.6.2 Un sistema di m equazioni lineari nelle n incognite xi,..., x,,
AX = b, si dice che & compatibile se esiste almeno una soluzione, ossia esiste una
n-upla c =!(c;...cy) € K" tale che Ac = b. Diversamente si dice incompatibile.

Dato un sistema di equazioni lineari AX = b osserviamo che le operazioni ele-
mentari sulle righe della matrice completa A’ = Ab del sistema corrispondono a
operazioni sulle equazioni del sistema.

o Scambio di due righe diA’ —— Scambio di due equazioni del sistema;

* Moltiplicare una riga di A’, A, per k € K* «— Moltiplicare la i-esima equa-
zione del sistema per k € K*;

* Sostituire A} con A, + kA’j ~—— Sostituire la i-esima equazione con la i-esima
equazione+k(j-esima equazione).

Definizione 2.6.3 Dati due sistemi di m equazioni linearinelle n incognite xi, ..., x,,
essi si dicono equivalenti se hanno le stesse soluzioni.

Osservazione 2.6.4 Sia AX = b un sistema di equazioni lineari. Con operazioni ele-
mentari sulle righe della matrice completa A’ si puo ottenere un sistema SX = b’ con
S una riduzione a scala per righe della matrice A. 1l sistema SX = b’ & equivalen-
te al sistema AX = b ovvero i due sistemi ammettono le stesse soluzioni. Cio segue

facilmente dal seguente lemma.

Lemma 2.6.5 Il sistema

{ anxyt+apxt+---+aipnxn =b1 @2.1)

a1 X1+ axpXxy+---+axpxy =b2

e equivalente al sistema
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{ anxy+apx+---+apx Zbl 2.2)

k(a1 x1+appxy+---+ AipXp) + A1 X1+ Ao Xo+ -+ AopXy, = kby + by
perognik e K.

Dimostrazione Sela n-upla (cy,...,c,) € una soluzione del sistema (2.1) essa & chia-
ramente anche una soluzione del sistema (2.2). Viceversa se (cy, ..., c,) & una solu-
zione del sistema allora essa & soluzione della prima equazione in (che e
la stessa del sistema (2.1)) ed & soluzione della seconda equazione in e quindi
k(a1 +aypc+---+ayucn) + azcy + agaca+ -+ + azp ¢y, = kb + by da cui segue che
ax1C1+ apaCo +++++ appCpp = bo.

Esempio 2.6.6 Dire se il seguente sistema & compatibile e in caso di risposta positi-

va trovare le soluzioni.
Xo+2X3—X4+x5=0

X1 —2Xp+2X3+X4—X5=2

3.X'4—X5=1

Scriviamo la matrice completa del sistema e riduciamola a scala per righe

0 1 2 -1 1 : 0
A= : RTR
=11 -2 2 1 -1 : 2 |R—R

0 0 0 3 -1 : 1

I pivots della matrice dei coefficienti sono al posto (1,1), (2,2), (3,4) e quindi, nel
sistema ridotto a scala, p; € il coefficiente nella prima equazione dell'incognita x;,
p2 € il coefficiente nella seconda equazione dell'incognita x, e ps ¢ il coefficiente
nella terza equazione dell'incognita x4. Le restanti incognite x3, x5 sono le variabili
libere o anche parametri liberi del sistema. Pensiamo a esse come a dei termini noti
e quindi abbiamo

1 =2 1 : 2-2x3+xs5
0 1 -1 : =2x3—x5
0 0 3 °: 1+ x5
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Dall’ultima riga si ricava x4 = %(l + Xx5), questa si sostituisce nella riga precedente e

sicalcola x, = —2x3 + x4 — X5 = —2x3 + %(1 + X5) — X5 = % —2x3— %xS, si sostituiscono

le espressioni di x4, x, nella prima riga e si ottiene x; = % —6x3 — %xs. La soluzione
generica del sistema e:

(x1, X2, X3, X4, X5) = (5 —6x3— 5 x5, 3 —2x3— 3 X5, X3, 3+ 3 x5, %5) = (£,3,0,3,0)+x3(~6,-2,1,0,0)+
x5(—%,-2,0,1,1), al variare di x3, x5 € R.

Poiché il numero di parametri liberi & due, si dice che il sistema ammette oo? solu-

zioni.

2.6.1 Esercizi

Dire se i seguenti sistemi di equazioni lineari sono compatibili e in caso di risposta
positiva trovare le soluzioni.

X1+2x0—x3 =0 3x1+x2+5x3 =1 I3xi+x2+x3 =1
()X 2x1—4x3 =0 (2)4 —x1+x2+x3 =1 (3)% xX1+x2—Xx3 =4
—X1+X2+x3 =2 X1+ X2 +3Xx3 =1 4x1+2Xxp =2
Xo +2X3— X4 — X5 =0
2Xp + X3 — =1
W4 X1 -2x+2X3+X4—X5 =2 (5){ KA
X3+ X4 =2
3X4—JC5 =
X1 —2X2+2X3— X4 =1
6) 2x1—4x2+3x3+x4 =3
3x1 —6x2 +5x3 =4

(7) Esprimere, se possibile, una condizione sui numeri a, b, ¢ € R, in modo tale
che il seguente sistema o non ammette soluzioni, 0 ammette un'unica soluzione o
ammette infinite soluzioni.

2x1—3x2—-3x3 =a
—X1+X2+2Xx3 =b
X1 —3x2 =c

(8) Discutere il seguente sistema di equazioni al variare del parametro k € R

kxi+x,+kxs =1
—JC1+]CJC2—X3 =0
2x1—x2+kxs =0

(9) Si discuta il seguente sistema lineare nelle incognite xj, X, x3, al variare del
parametro reale k
X1—kxp+kxs=1

kxl—x2+x3:k2

X1+ kxy+3x3=k
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(10) Al variare del parametro reale &, determinare le soluzioni, se esistono, dei
seguenti sistemi di equazioni lineari

hxi+x,+hxs =h hxi1+xy+hxs =1
a) X1+ ”ZJCZ + X3 = - b) —X1 + th —-x3 =0
x1+x2+hx3 =2h 2x1—x2+hx3 =0

Risolvendo i vari esercizi, si vede che nel caso di sistemi compatibili il rango della
matrice dei coefficienti & uguale al rango della matrice completa. Inoltre nel caso di
sistemi lineari compatibili con infinite soluzioni si ha che il numero dei parametri
da cui esse dipendono e n—r, dove n & il numero delle incognite e r = rg(A), il rango
della matrice A dei coefficienti.

Vedremo successivamente che una condizione necessaria e sufficiente affinché
un sistema di equazioni lineari sia compatibile & che il rango della matrice dei coef-
ficienti sia uguale al rango della matrice completa.

2.7 Sistemi omogenei
Definizione 2.7.1 Il sistema AX = b si dice omogeneo se b = 0.

Osservazione 2.7.2 [sistemi omogenei sono sempre compatibili poiché esiste sem-
pre la soluzione banale. Dunque per sistemi omogenei non ci si pone il problema
della compatibilita, ma se esistono soluzioni diverse da quelle banali, dette anche
autosoluzioni.

Esempio 2.7.3 Determinare le soluzioni del seguente sistema lineare omogeneo.

X1 —2X2+Xx3+x4—x5=0
2X1—4Xx2+Xx3+3x4+2x5=0
3x1—6x2+2x3+4x4+x5=0

Scriviamo la matrice associata al sistema e facciamo operazioni elementari

1 -2 11 -1 Rz—R2—2R, 1 -2 1 1 -1
= =
2 -4 1 3 2 R3—R3-3R; | 0 0 -1 1 4 |R3—Rs3—R,
3 -6 2 4 1 0O 0 -1 1 4
1 -2 1 1 -1
0 -1 1 4
0 0 0 0
! ! !
X2 X4 X5

I pivots sono al posto (1,1), (2,3) e dunque le incognite xy, x4, x5 sono parametri
liberi. Quindi abbiamo x3 = x4 +4x5, X; =2X2 — X3 — X4 + X5 = 2X» —2X4 — 3X5. La
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soluzione generale del sistema ¢

(2x2 —2x4 — 3X5, X2, X4 + 4 X5, X4, X5)
x2(2» ]-)OrO)O) + x4(_2r0; 1, ]-)O) + xs(_370y4v0y 1)

(x1, X2, X3, X4, X5)

Le soluzioni (2,1,0,0,0), (-2,0,1,1,0), (—3,0,4,0,1) sono dette soluzioni base del si-
stema, ossia tutte le soluzioni del sistema sono combinazioni lineari di esse.

Osservazione 2.7.4 Sia AX = 0 un sistema omogeneo, dove A€ M, ,(R) eX = Hxy,... Xxp).
Indichiamo con X I'insieme delle soluzioni, ossia

T:= X eR"|AX = 0}

E facile verificare che per ogniX,Y € X si ha che X+Y € X e inoltre per ogni X € X e per
ogni k € R si ha che kX € X, ossia I'insieme X c R" & chiuso rispetto alle operazioni
di somma e di prodotto per uno scalare. Un sottoinsieme di R” con tali proprieta si
dice sottospazio vettoriale di R".

2.7.1 Esercizi

Determinare I'insieme delle soluzioni dei seguenti sistemi di equazioni lineari omo-
genei

+3xp—x3— =0

X1 +2xp—x3+x4 =0 X1 +3X2— X3 — X5
1) 2x1 —4x =0 (2) X1+x2+2x3—-3x5 =0
s _ X1+ %2 +3X3 -0

—X1+X2+x3+x5 =0
1 2 3 5 2x1—xp2+4x3—x4 =0

2.8 Algoritmo per il calcolo di A™*

Facciamo vedere, con un esempio, 'importanza di lavorare con matrici invertibili.
Sappiamo che in situazioni strategiche & importante che 1'avversario non sia a co-
noscenza della nostra posizione geografica. Ovviamente se noi abbiamo bisogno di
aiuto dobbbiamo poter comunicare ai nostri amici la nostra posizione geografica,
senza che gli avversari, in caso di intercettazione del messaggio, sappiano dove ci
troviamo. Ecco quindi la necessita di mandare loro non le nostre coordinate piane
effettive X =!(x, y), ma, per esempio, quelle ottenute da esse con una moltiplicazio-
ne a sinistra con una matrice C quadrata 2 x 2, siano esse X’ =(x, ¥") = CX. Quando
inostri amici ricevono i nostri dati, per poter venire in nostro aiuto devono sapere le
coordinate effettive e quindi da X' devono poter risalire a X. Questo, perd, possono
farlo solo se conoscono la matrice inversa di C. Vedremo che non tutte le matrici
quadrate ammettono inversa e quindi non tutte le matrici C vanno bene. Diamo
quindi la nozione di matrice invertibile.

Definizione 2.8.1 Sia A € M,,(K). A si dice invertibile se esiste B € M,,(K) tale che
AB=I, =BA.
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Osservazione 2.8.2 Una tale B, se esiste, € unica. Ossia se esiste un’altra matrice
C € M, (K) tale che AC =1,, = CA allora B = C. Infatti si ha che B=B-I,, = B(AC) =
(BA)C=1,-C=C.

La matrice B tale che AB = I,, = BA viene denotata con A~! e si dice matrice
inversadi A.

Osservazione 2.8.3 Le matrici elementari sono matrici invertibili. Si verifica facil-
mente che

e R;(0)"'=R;(c™H per ce K*
* R;} =Rj;
* R;j(0)7' =R;j(-0).
Esempio 2.8.4 Si considerino le seguenti matrici:

S

3
La matrice A ¢ invertibile. Infatti AB = I, = BA, dunque A ¢ invertibile e la sua inversa

e la matrice B. Facciamo ora vedere che essendo A invertibile essa & prodotto di
matrici elementari.

1 2 = 1 2 :>1 1 2 = 1 0
A=( oG )R21(1)( o 3 )Rz(g)( o 1 )Rlz(—Z)( 01 )=Iz

Poiché fare operazioni elementari sulle righe di una matrice equivale e moltipli-
care la matrice stessa, a sinistra, per la corrispondente matrice elementare, si ha che
Ri2 (—Z)Rg(%)Rgl (1)A =1,. Poiché 'inversa, se esiste, & unica, si ha quindi che

1
ATl= Ri2(~2)R2(5)Ra1 (1), 2.3)
Ma
1 -2 1 1 0 10
R12(—2)=(0 1 ),R2(§)=(0 %)»RZI(D:(I 1)
e quindi
. (1 =2)(1 0\(1 0)_ (35 -3
AT =Rya( 2)R2(3)R21(1)—(0 1)(0 %)(1 1)—(% %

Da Ri2(-2)Rz(3)Rz1 (1)A = I, segue che

_ 1 _ -
A=Ra1 ()7 R2(3) 7 Ri2(-2) " = Ra1 (~DR2 (3)R12(2)
e quindi se A ¢ invertibile si ha che A € un prodotto di matrici elementari.

Daremo ora un algoritmo per il calcolo dell'inversa di una matrice, se I'inversa
esiste.
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2.8.1 Descrizione algoritmo per il calcolo di A™!

Sia A € M, (K). Consideriamo la matrice (A,I,;). Osserviamo che data una matrice
B € M, (K), poiché il prodotto di matrici si fa righe per colonne, si ha che

B(A,I,) = (BA,B)
Se A e invertibile allora moltiplicando a sinistra, (A,I,,), per A~ !sihache
A'A ) =@AAA Y =1,,A™h
Ma se A & invertibile allora A~! & prodotto di matrici elementari e dunque partendo

da (A,I,) e facendo operazioni elementari fino a ottenere una matrice della forma
(I,,,B) troviamo A~!(= B).

Esempio 2.8.5 Determinare I'inversa della seguente matrice A, se esiste.
1 1 1
A=l 1 0 1
210

Affianchiamo alla matrice A la matrice identica e facciamo operazioni elementari
sulle righe, a partire da su fino a ottenere, a sinistra, una matrice triangolare supe-
riore e poi a partire dall’'ultima riga fino a ottenere, a sinistra, la matrice identica.

1 11:100 1 1 1 : 1 0 0
All)=[1 01 "0 10[|=]0 1 0 : 1 -10]|=
210 :0 0 1 0 -1 -2 : -2 0 1

1 1 1
11 1 1 0 0 1 10 -1
01 0 1 -1 0|0 10 1 -1 0 |
1 1
0 0 -2 -1 -1 1 0 0 1 T
1 1 1
100 -3 3 3
01 0 1 -1 0 |=0,A™H
1 1 1
0 01 7 3“3

Data una matrice A € M, (K), se la sua inversa esiste, c’& anche un altro modo per
calcolarla. Per fare questo serve la nozione di determinante di una matrice.
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2.9 Determinanti

Vogliamo vedere come associare a una matrice quadrata a entrate nel campo K un
elemento di K. Se A = (a) € M; (K) allora noi associamo a tale matrice lo scalare a.
Indichiamo tale numero con detA e viene detto determinante della matrice A.

Se A € una matrice 2 x 2, A € M, (K),

definiamo il determinante di A nel seguente modo
detA:=ad—-bcekK (2.9
e PROPRIETA DEL DETERMINANTE DI MATRICI 2 x 2 DEFINITO IN
1) det(y) =1

2)
det| € d =cb-ad=—(ad—-cb)=—-det a b
a b c d
3)

( ka+ha kb+hb'
det

c d ) = (ka+ha")d—(kb+hb')c = k(ad—bc)+h(a'd-b'c)

a
c

= kdet( Z

a b
+hdet( c d )

Per matrici 3 x 3 definiamo il determinante utilizzando la definizione di deter-
minante di matrici 2 x 2. Sia dunque A € M3(K),

apl a2 ais
A=| axn ax ax
aszy ds2 ass

allora

a a a a a a
detA .= audet( 22 023 )—algdet( 21 2 )+a13det( 21 z ) (2.5)
asy ass asy  ass asy  asz

Questo viene anche detto sviluppo di Laplace secondo la prima riga.

Cio puo essere generalizzato al caso di matrici n x n. C’¢ un modo induttivo
di definire il determinante. Prima di vedere il caso generale facciamo la seguente
osservazione relativa a matrici 3 x 3
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Osservazione 2.9.1 Nel caso di matrici 3 x 3 (e solo per esse) ¢’ la REGOLA DI SAR-
RUS che ci permette di calcolare il determinante della matrice in un modo molto
semplice:

Si scrive la matrice A si affiancano ad essa, nell’ordine, le prime due colonne di
A e si vede che il determinante si ottiene moltiplicando gli elementi delle diagonali
principali e sommandoli tra loro e poi sottraendo a questi la somma dei prodotti
degli elementi sulle diagonali secondarie.

Ecco un metodo facile per ricordare come si calcola il determinante di una ma-

trice 3x3. Sia
ap  diz  ais
A=| a1 ax aps
asy dsx dsg

e si affianchino ad essa, nell’ordine, le prime due colonne di A
a4y A2 M3 a1l an
azy dgx agz3 dg) a2

asy ds2 as3 dagy asg

Allora

ay diz2 a3

det|ax ax dap|= (andzzass + daz1a32a13 + asy a12a33) - (a13a22a31 +az3as2ayn + a33a12a31) (2.6)

asy dsz2 d4ss

Ritorniamo al caso di matrici n x n. Data una matrice A € M, (K), supponiamo
di saper calcolare il determinante di matrici (n — 1) x (n — 1) allora sappiamo anche
calcolare quello della matrice A, in modo analogo a quanto fatto per matrici 3 x 3.
Per fare cido dobbiamo introdurre qualche terminologia.

Osserviamo prima la seguente cosa:

Osservazione 2.9.2 Da si vede che il determinante di una matrice 3 x 3 € som-
ma di sei termini. Il numero di termini in tale sommatoria non & casuale. Esso
& precisamente 3!. Tale numero coincide con la cardinalita di Ss, il gruppo delle
permutazioni su 3 elementi. Se indichiamo con o gli elementi di S3 allora

det(A) = a11a220a33 + A12023a31 + 413021 G32 — (A31 A22 A13 + A32 423411 + 33021 A12)

= ) sign(o)aisn) e d303)
0€S3
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Definizione 2.9.3 Sia A = (a;;) € M(K) e sia A;; la matrice ottenuta da A soppri-
mendo la i-esima riga e la j-esima colonna. Il numero (-1)"*/det(A;;) & detto co-
fartore (i, j) di A, o anche cofattore dell’elemento a; ; e viene denotato con C;j, ossia
C,‘j = (=1 det(A,-j).

Data A = (a; ;) € M, (K) possiamo definire il determinante di A, det(A), nel modo
seguente

n . n
det(A):= Y aj(-D'*det(A1)) =) a1;Cy; 2.7)
j=1 j=1

Esso e detto anche SVILUPPO DI LAPLACE rispetto alla prima riga.

In realta tale sviluppo puo essere fatto rispetto a una qualunque riga (o colon-
na) di A. Da si vede che il determinante di una matrice quadrata si ottie-
ne moltiplicando ogni elemento di una riga con il suo cofattore e sommando tali
prodotti.

Osservazione 2.9.4 Se A € una matrice con una riga (o colonna) nulla allora il suo
determinante € zero. (Basta fare lo sviluppo di Laplace rispetto a tale riga (o colonna)
nulla.)

Osservazione 2.9.5 In generale per matrici n x n abbiamo che

det(A):= Y sign(0)aic()dzo(2) d3()--- Ano(n)
0€S,

Osservazione 2.9.6 Il determinante puo essere definito anche in modo assiomati-
co, ossia il determinante puo essere definito come quella funzione su M, () a valori
in K che soddisfa le seguenti proprieta R1,R2,R3.

Definizione 2.9.7 Una funzione f : M,,(K) — K e detta determinante se e tale che
RI: f(I,)=1;
R2: ilvalore di f cambia segno se scambiamo due qualunque righe;

R3: f eélineare rispetto alla prima riga, ossia

kﬂ\1'+ hf\a Ay [Xa
Ay Ay A

f ) y=kf(| ~ P+rfq P
Ay Ay Ap

« Tale funzione se esiste € unica.
Noi comunque tralasceremo questo aspetto assiomatico.

Vogliamo ora vedere come cambia il determinante di una matrice se si effettua-
no operazioni elementari sulle righe (o colonne) della matrice data.
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Teorema 2.9.8 Sia A € M, (K).

(1) SeB e una matrice ottenuta da A scambiando due righe (colonne) distinte allo-
radet(B) = —det(A);

(2) Se B é una matrice ottenuta da A moltiplicando una riga (colonna) per uno
scalare k € K* alloradet(B) = kdet(A);

(3) Se B é una matrice ottenuta da A sommando a una riga un'altra riga distinta
(dalla precedente) e moltiplicata per uno scalare k € K alloradet(B) = det(A).

Dimostrazione (1) Sia A = (A1,A,,...,A;). Sia B la matrice ottenuta da A scambian-
do la prima riga con la seconda, ossia sia B = (A3,Ay,...,A;). Andiamo a calcolare
il determinante di B facendo lo sviluppo rispetto alla prima riga. Si ha det(B) =
0 b D) det(B1)) = X1 arj (-1 det(Arp) = ~ X1 apj(-1)** det(Ay)) =

j=1
—det(A)
(2) Sia A = (Ay,...,A;,...,Ay). Sia B la matrice ottenuta da A moltiplicando la
i-esima riga A; per k € R*, ossia sia B = (Ay,...,kA;,...,A;). Andiamo a calcolare

il determinante di B facendo lo sviluppo rispetto alla i-esima riga. Si ha det(B) =
X bij(-1)"*det(B;;) = X kaij(-1)"* det(A;j) = kY5, aij(-1)"*det(A;j) =
kdet(A).

(3)SiaA=(Ay,...,A,...,A...,Ay). SiaBla matrice ottenuta da A sommando al-
la t-esimarigadi Ala i-esimariga di A moltiplicata per k € R, ossiaB = (Ay,...,A;,..., A+
kA;,...,A;). Andiamo a calcolare il determinante di B facendo lo sviluppo rispetto
alla z-esima riga. Si ha

n X n .
det() = Y bj(-D"det®B;j)) =) (a;j+ka;j)(-1)""det(A;))
j=1 j=1
n i n Lo
= Y a;j(-D"det(Ar))+k Y aij(-1) det(A;)) = det(A),
j=1 j=1
poiché I'ultima sommatoria & zero (vedi Lemma (2.9.10). O

Corollario 2.9.9 Sia A € M, (K) una matrice con due righe (o colonne) uguali. Allora
det(A) =0.

Dimostrazione SiaA = (Ay,...,A;,...,A;,...,A;) e supponiamo che lariga i-esima sia

uguale alla riga ¢-esima e sia B la matrice ottenuta da A scambiando la i-esima riga

conla t-esimarigadiA, ossiasiaB = (Ay,...,As ..., A, ..., Ap). Alloradet((Ay,...,As, ..., Aj, ... ,Ap)) =
—det((Ay,...,A,...,As ..., Ap)), ed essendo le due righe ugualisiha det(A) = —det(A),

ossiadet(A) =0 |
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Lemma 2.9.10 SiaA € M,,(K). Allora se k # t si ha che

n .
Y agj(-D)"det(A;))=0
j=1

Dimostrazione Sia A = (Ay,...,Ag,...,As...,Ay). Sia B la matrice ottenuta da A so-
stituendo la f-esima riga A; con la riga Ay, ossia sia B = (Ay,..., Ak, ..., Ak, ..., Ap).
Osserviamo che detB = 0 poiché B ha due righe uguali. Inoltre i cofattori (¢, j)
di B sono uguali a quelli di A e le entrate b;; = ag; per j = 1,...,n. Se calcolia-
mo il determinante di B facendo lo sviluppo rispetto alla ¢-esima riga si ha che
0=det(B) = X_ byj(-1)"*det(B)) = £_, ax;(-1)""/det(A)). Abbiamo quindi
visto che se si moltiplicano gli elementi di una riga per i cofattori di una diversa riga
e si sommano tra loro il risultato & zero. o

Calcoliamo ora il determinante della seguente matrice A utilizzando il metodo
di Eliminazione di Gauss.

1 1 1 1 1 det non cambia 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 -1 | p Fg |0 0 0 -2 -2
A=11 1 -1 -1 1 i=2,...,5 o 0 -2 -2 0
1 -1 -1 1 -1 0o -2 -2 0 =2
1 -1 1 -1 1 0o -2 0 -2 0
1 1 1 1 1
1 scambio di riga 0 -2 0 -2 0 det non cambia
- —
R, — Rs 0 0 -2 -2 0 |R4—R4—Ry
0O -2 -2 0 =2
0 O 0o -2 -2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0o -2 0 -2 0 det non cambia 0o -2 0 -2 0
B
0 0 -2 -2 0 |Ry—R4—R3[ 0 0 -2 -2 0
o o0 -2 2 =2 0 0 0 4 =2
0 0 0 -2 -2 0 0 0o -2 =2
1 1 1 1 1
det non cambia 0o -2 0 -2 0
E—Y
Rs —>Rs5+1/2R4| O 0 -2 =2 0 =T
0 0 0 4 =2
0 0 0 0 -3

Dunque —48 = det(T) = (—-1)det(A) e quindi det(A) = 48.
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2.9.1 Determinante del prodotto

Enunciamo, senza darne una dimostrazione, il teorema di Binet
Teorema 2.9.11 (Binet) Siano A,B € M,,(K). Allora
det(AB) =det(A)det(B)

Daremo ora alcune applicazioni di tale teorema.
« Siano L e M matrici quadrate di ordine non necessariamente uguale. Allora

L X
det( 0 M )zdet(L)det(M)

Dimostrazione Scriviamo la matrice
L X)) (T o L X
o M/ \o M 0 I

e dal teorema di Binet segue che

L X I o L X
det( 0 M )—det( 0 M )det( 0 I )—det(M)det(L)
Esempio 2.9.12 Sia
1 0 0 0
0 1 0 0
A=
0o 0 3 1
0o 0 4 -1
allora
1 0 0 0
0 1 : 0 0
1 0 3 1
det| ... ... ... .. .. —det(o 1)det(4 _1)——7
0 0 : 3 1
0 0 : 4 -1

« Un'altra possibile applicazione del teorema di Binet & un metodo per verificare
I'invertibilita di una matrice.

Teorema 2.9.13 Sia A € M,(K). A éinvertibileseesolose det(A) #0. SeA e in-
vertibile allora det(A™1) = #m).
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Dimostrazione Se A & invertibile allora esiste A™! tale che AA™! = 1. Quindi 1 =
det(l) = det(AA™!) = det(A)det(A™!) da cui segue che det(A) # 0. Viceversa sup-
poniamo che det(A) # 0. Allora affianchiamo alla matrice A la matrice identica e
facciamo operazioni elementari sulle righe di tale matrice, a partire dalla prima riga
in git1 e poi (essendo det(T) # 0) dall’ultima riga in su

) EG.| ) EG.| .
(A:I,,)=>(T:B):>(In:c)
dove C e l'inversa di A e quindi A e invertibile. O

Definizione 2.9.14 Sia A € M,,(K). La matrice cofattore & la matrice cof(A) le cui
entrate (i, j) sono (—1)"*/detA;;, ovvero cof(A) := (-1)'"/detA;j)1<i,j<n-

Esempio 2.9.15 Se

la matrice cofattore e
-1 -3
cof(A) = ( o 1 )

Vogliamo ora far vedere che per ogni matrice A € M,,(K) vale la seguente relazio-
ne

A-fcof(A) =det(A)-1, (2.8)
dove
(- ldetA;; . . . (DA,
(=D detAy,, . . . (=1)2T"A,,
cof(A) =
(- ldetA,; . . . (D""A,,

¢ la matrice dei cofattori di A. Il generico elemento (i, j) di A-‘cof(A) & della forma
Y7 ai(-1))*'detAj;. Se i = j esso rappresenta lo sviluppo del determinante di A
secondo la j-esimariga. Se i # j esso rappresenta il prodotto di elementi di una riga
per i cofattori di una diversa riga e dunque esso & zero (Lemma (2.9.10)). Si ottiene
quindi la relazione (2.8).

Osservazione 2.9.16 Se A ¢ invertibile allora la relazione (2.8) da un altro modo per
calcolare I'inversa di una matrice.
1

Infatti, poiché A ¢ invertibile, da segue che A- 77 ‘co f(A) =1, e pertanto

. 1 t a1
la matrice Tor @ cof(A)=A"".

Vogliamo ora vedere la REGOLA DI CRAMER per sistemi quadrati la cui matrice
dei coefficienti € invertibile.

Corollario 2.9.17 Sia A € M;,(K) invertibile. Sia AX = b un sistema di n equazioni
nelle n incognite xy,...,x,. Allora l'unica soluzione del sistema AX = b é data da
X=A"1h.
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Dimostrazione Poiché A & invertibile se moltiplichiamo AX = b a sinistra per A~!
si ha X = A™'b. Quindi il generico x; = m Z;’zl bj(—l)k+f detA ji e quest'ultima
espressione non ¢ altro che lo sviluppo secondo la colonna k-esima della matrice
ottenuta da A sostituendo la k-esima colonna con il vettore colonna b. O

2.9.2 Significato geometrico del determinante

Sia A € M, (R), indichiamo con A;, per i =1,...,nle righe di A. Tali righe si possono
considerare come elementi di R”. Sia

n
PA):=1{) tiA; | 0<t;<1,i=1,...,n}
i=1

& detto parallelogrammase n = 2 o parallelepipedo se n = 3.
Geometricamente, il determinante di A rappresenta, a meno del segno, il volume
(I'area, se n = 2) del parallelepipedo (parallelogramma, se n = 2) P(A).

Teorema 2.9.18 Sia A € M, (R). Il determinante, det(A) e, a meno del segno, il volu-
me del parallelepipedo P(A), ossia il volume di P(A) é uguale a |det(A)|.

Dimostrazione Facciamolo vedere solo nel caso n = 2. Sia
_ a b _ A1
A=< a)-()

dove Aj, A, sono le righe di A. Denotiamo con Area(A) = Area(A;,A), 'area del
parallelogramma P(A).

(1) Se

1 0
a=n=( 7]

allora Area(A) = Area(I) = 1 e dunque vale la proprieta R1 nella definizione

297

(2) Se scambiamo le due righe di A il parallelogramma resta lo stesso e quindi
Area(A1,Ap) = Area(Ay,A;). D’altra parte det(A1,A2) = —det(Az,A;) e dun-
que det(A1,Az) = £Area(A;,An).

(3) Per provare I'additivita nella prima riga basta verificare le seguenti due cose:
(1) Area(kAi1,A) = kArea(A;,A)

(i) Area(A; + A ,A») = Area(A;,Ay) + Area(A], As).
Per quanto riguarda (i) & chiaro che i parallelogrammi individuati dai vettori
kA; e A, e dai vettori A; e Ay, rispettivamente, hanno entrambi la stessa al-

tezza mentre la lunghezza della base kA, || kA || € eguale a | k| ||A;]| e pertanto
Area(kA1,Ay) = kArea(A1,A).

Per quanto riguarda (ii) se sostituiamo A; con A; +A’1 e teniamo fisso A, si
vede dalla Figura[2.2che Area(A; + A}, A) = Area(A;,Az) + Area(A], As).
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D D

A Ay

=0A; + OA’1 =0A; + OA,1

(0] A, (0] A

Figura 2.2: Area(A; + A, Ap) = Area(A1,A2) + Area(A], A,)

Abbiamo quindi visto che la funzione Area su M, (R) soddisfa le proprieta R1
e R3 della funzione determinante[2.9.7}) mentre non soddisfa la proprieta R2.
Per 'unicita del determinante si ha che det(A) = £Area(A). O

2.9.3 Esercizi
1. Sia A€ M,,(K). Provare che det(kA) = k" det(A).
2. Provare che nessuna matrice A € M3 (R) soddisfa A2 = —I5.

3. Sia A € M, (K) una matrice antisimmetrica con n dispari. Provare che det(A) =
0. Trovare un esempio di matrice antisimmetrica con n pari avente det(A) # 0.

4. Calcolare, usando il metodo dei cofattori, 'inversa delle seguenti matrici
2 1 0

A=|1 1 0 |,B= ( ; ;1 )

0 0 2

5. Risolvere il seguente sistema con la regola di Cramer

X1 —2X2— X3 =1
2x1+3x3 =2
=3x1+x2—x3 =-1

6. Trovare |'area del triangolo i cui vertici sono: A=(1,2),B=(0,-3), C=(2,1).

7. Trovare il volume del parallelepipedo individuato dai vettori A=(,2,-1),B=
0,-3,1),C=(-1,-1,1)

8. Dire se esistono valori del parametro k € R per i quali la seguente matrice Ay =

0 -k 1-k
-1 0 0 sia invertibile.
0 k-1 k
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10.

11.

12.

Sia GL, (K) := {A € M, (K) | Aé invertibile}. Provare che GL,(K) con I'operazio-
ne di prodotto tra matrici € un gruppo, detto gruppo lineare.

Determinare al variare di ¢ € R il rango delle seguenti matrici

1t
t r t-1 2 1

A=| -t -1 0 B=| °
2 0 0 Lo 1

Si consideri la seguente matrice

A=

NN =
NN =N
- NN

a) Trovare det(A)

b) Trovare A~} se esiste.
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Capitolo 3

Spazi Vettoriali e Basi

Nel Capitolo [1f abbiamo visto che I'insieme dei vettori geometrici del piano o del-
lo spazio, come pure lo spazio delle n-uple di numeri reali avevano una struttura
particolare, quella cosidetta di spazio vettoriale reale. Vogliamo ora generalizzare la
nozione di spazio vettoriale a un qualunque insieme non vuoto.

Definizione 3.0.1 SiaV # @ un insieme non vuoto su cui sono definite un’operazio-
ne di somma
+:VxV->V

e un’'operazione di prodotto per uno scalare
cKxV—-V

dove K € un campo.
Se 'operazione di somma gode delle seguenti proprieta

(V1) (commutativa) v+ ti = i+ U, perogni U, i €V
(V2) (associativa) (U + i) + 0 = U + (il + i), per ogni U, i, i € V
(V3) (esistenza del vettore nullo) 7+ 0 = 7, perogni 7€V,
(V4) (esistenza dell'opposto) U+ (— 1) = O, per ogni 7 € V.
e se l'operazione di prodotto per uno scalare gode delle seguenti proprieta:

(V5) (distributiva rispetto alla somma di vettori) k(V+1i) = kU+kii, perogni U, i € V
e perogni ke K.

(V6) (distributiva rispetto alla somma di scalari) (k+ h)U = kU + hv, per ogni UV € V
eperognik,hekK.

(V7) (kh)v = k(hv), per ogni U €V e perogni k, h € K.
(V8) 1V =1, perogni v eV.
allora la terna (V, +,) & detta spazio vettoriale sul campo K (per esempio K =R,C) o

anche K-spazio vettoriale. Gli elementi di V sono detti vettori.
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3.1 Sottospazi vettoriali

Dato un K-spazio vettoriale V tra i sottoinsiemi di V vi sono quelli che hanno la stes-
sa struttura di V, ossia quelli che sono essi stessi spazi vettoriali con le operazioni di
somma e di prodotto per uno scalare definite in V. Tali sottoinsiemi sono detti sotto-
spazi vettoriali. Un modo equivalente per dire che un certo sottoinsieme non vuoto
€ un sottospazio vettoriale € il seguente (da ora in poi, per semplicita, un vettore v
lo indicheremo semplicemente con v).

Definizione 3.1.1 Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Sia W < V un sottoin-
sieme non vuoto. W si dice sottospazio vettoriale di V se

1. Perogni u, we W sihache u+wew
2. Per ogni u € W e per ogni k € K si ha che kuew,

ossia W e chiuso rispetto alle operazioni di spazio vettoriale.

Osservazione 3.1.2 Osserviamo che ogni sottospazio vettoriale contiene il vettore
nullo. Infatti poiché un sottospazio vettoriale & chiuso rispetto al prodotto per uno
scalare, se come scalare prendiamo k = 0 allora dato w € W si ha che 0- w = Oe
dunque O e W.

Esempio 3.1.3 Sia V uno spazio vettoriale e sia W < V un sottoinsieme non vuoto
diV. Se W =V, oppure W = {O} allora W & un sottospazio vettoriale. Tali sottospazi
sono detti sottospazi banali.

Esempio 3.1.4 SiaV =R? e sia v € R? un vettore non nullo. Allora
W::{weRzlw: tv,teR}
& un sottospazio vettoriale di R?. Esso & la retta generata dal vettore v.

y

Figura 3.1: retta generata dal vettore v

Esempio 3.1.5 SiaV=R3 esia
W:={0,5,2) eR*|y,zeR}

W & un sottospazio vettoriale di R®. Esso rappresenta il piano yz.
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Esempio 3.1.6 SiaV =R3 esia

W:={(x,5,2) eR*|x—2y+3z=0}
W & un sottospazio vettoriale di R3. Esso rappresenta un piano nello spazio.
Esempio 3.1.7 SiaV =M, (R) e siano

S ={AeM,R|A="A}; o :={AeM,R)|IA=-"A}

Gli insiemi .# e o/ sono sottospazi vettoriali di M, (R).
Esempio 3.1.8 SiaV =R[x] e sia

R[x]<pn := {p(x) € R[x]|degp(x) < n}
Linsieme R[x]<; € un sottospazio vettoriale di R[x].

Lemma 3.1.9 SiaV uno spazio vettoriale su un campoK e sianoU,W c 'V due sotto-
spazi vettoriali. AlloraU N'W e un sottospazio vettoriale.

Dimostrazione UNW # @ poiché contiene il vettore nullo. Inoltre per ogni u, v €
UnW sihache u+veUnW. Infatti u, v € U ed essendo U un sottospazio vettoriale
u+veU. Come pure u, v € W ed essendo W un sottospazio vettoriale u+ v e W e
pertanto u+ v € UNW. Similmente si verifica la chiusura rispetto al prodotto per
uno scalare. m]

Osservazione 3.1.10 Osserviamo che I'unione di due sottospazi vettoriali, in gene-
rale non & un sottospazio vettoriale. Infatti se V = R? e come sottospazi prendiamo
U =asse delle x e W=asse delle y allora UuW non ¢ un sottospazio vettoriale. Infatti
seu=(1,0ew=1(0,1)allorauy,we UuW mentre u+w=(1,1) ¢ UUW.

Dato un qualunque spazio vettoriale V, faremo vedere che c¢’¢ un modo per co-
struire sottospazi vettoriali.
Siano vy,..., v, vettori di V. L'espressione

a1 +-+ayvy, a; €K

& detta combinazione lineare dei vettori vy,...,v,. I coefficienti a; sono detti pesi
della combinazione lineare.
Sia
L{v1,...,vn}) ={avi +---+ anvp, a;i €K}

I'insieme di tutte le possibili combinazioni lineari dei vettori vy,..., v;,.

Lemma3.1.11 LinsiemeL({v1,...,v,}) & un sottospazio vettoriale di V. Esso & detto
sottospazio generato dai vettori vy, ..., vy.

47



Maria Lucia Fania CAPITOLO 3. SPAZI VETTORIALI E BASI

Dimostrazione Linsieme L({v1,..., v,}) & non vuoto poiché i vettori v; appartengo-
no a tale insieme. Inoltre esso & chiuso rispetto all'operazione di somma e di pro-
dotto per uno scalare. Infatti per ogni v=Y", a;v;, w=Y" bjv; e L({v1,..., vn})
sihache v+w=Y",(a;+b;)v; e L({v,..., v,}). Similmente, per ogni scalare k € K
eperogni veL({vy,...,v,}) sihache kv = X! (kapv; e L({v1,..., vn}). ]

Esempio 3.1.12 Sia V uno spazio vettoriale su un campo K e siano U,W <V due
sottospazi vettoriali. Definiamo

U+W:={u+wlueUeweW}

Linsieme U + W & un sottospazio vettoriale di V, detto sottospazio sommadi U e W.
La dimostrazione & lasciata come esercizio.

Osservazione 3.1.13 Sia V uno spazio vettoriale su un campo K e siano U,W c V
due sottospazi vettoriali. Se UnW = {O} allora la somma U + W & detta somma
diretta e viene denotata con U @ W. Se inoltre V = U @ W allora i sottospazi U e W
sono detti supplementari.

3.2 Basi

Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Consideriamo I'insieme di vettori {vy,..., v,}
di V. Si dice che essi sono linearmente dipendenti se esiste una combinazione linea-
re

ayvy+---+apvy 26

con gli scalari a; € K non tutti nulli. Diversamente essi dicono linearmente indipen-
denti. Quindi i vettori {vy,..., v,} sono linearmente indipendenti se

ayvy +---+apv, =0 implicache a; =0 perognii=1,...,n.

Poiche se a; =0 per ogni i = 1,...,n allora banalmente a; vy +--- + a,v, = O pos-
siamo quindi dire che i vettori {vy,..., v} sono linearmente indipendenti se 'unica
combinazione lineare a; vy +---+ a,v, =0 é quellacon a; =0 perognii=1,...,n.

Definizione 3.2.1 Sia{vy,...,v;} uninsieme di vettori di V. Si dice che essi sono una
base finita o semplicemente una base dello spazio vettoriale V se

L L({v1,...,vn}) =V

2. v1,..., v, sono linearmente indipendenti

Esempio 3.2.2 Sia V = R? allora i vettori e; = (1,0), e, = (0,1) sono una base per R?.
Pil1 in generale se V = R” allora i vettori e; = (1,0,...,0),e; = (0,1,0...,0),...,e, =
(0,...,1) sono una base per lo spazio R". Infatti essi sono linearmente indipen-
denti e sono anche un sistema di generatori poiché ogni (xi,...,x;) = xje; +--- +
Xneyn. Linsieme {e1, e} ({e1, ..., e} rispettivamente) & detto base canonica di R* (R",
rispettivamente).
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N

Esempio 3.2.3 SiaV =R[x]<, := {p(x) € R[x]|degp(x) < n}. Linsieme {1, x,...x"} &
una base per R[x]<, detta base canonica.

Esempio 3.2.4 SiaV =M, (R). Sia E;; € M, (R) la matrice con tutte le entrate nulle
tranne quella al posto (i, j) che € uguale a 1. Linsieme {Eij} & una base per
M,,(R) detta base canonica.

1<i,j<n

Osservazione 3.2.5 Fissata una base {vy,...,v,} di un K-spazio vettoriale V ogni
vettore v € V si scrive in modo unico nella base fissata, ossia se v = Z:‘:l Xiviev=
Y viviallorax; = y;perognii=1,...,n.Infattidav=Y" , x;v; =YX, y;v; segue
che Z;’zl (x;i —yi)v; :6 e poiché l'insieme {vy, ..., v,} € linearmente indipendente si
hache x; = y; perognii=1,...,n.

Gli scalari x; peri = 1,..., k sono detti coordinatedel vettore v nella base {vy, ..., Vg}.

Teorema 3.2.6 Siano{vi,...,v,}, {w1,..., wy} duebasi diV. Alloran = m.
Dimostrazione Per dimostrare che n = m faremo vedere che n < m da luogo a una

contraddizione e che lo stesso vale se m < n. Supponiamo quindi che n < m. Poiché
{v1,..., vy} € unabase per V si ha che

wy, = anvitaxvr+---+an vy
Wy = AapVi+tdaxpvy+---+anvy

3.1)
Wm = aimUVi1t+admV2+---+aymVUn

D’altra parte {w1,..., W} sono linearmente indipendenti essendo una base per V e
quindil'equazione
XL WL+ + Xy Wy = O (3.2)

ammette la sola soluzione banale. Se sostituiamo[3.1nell'equazione[3.2]si ha che

xilanv +an v+ +amvp)+
Xa(a12v1 + GpaV2 + -+ + Apa Vp)+

Xm(@imV1+ a2+ + apmVy) =0

ossia
(anix1+appxz +- + aimXm) V1 + -+ (@n1 X1 + Apa X2 + -+ + A Xm) Vp = O

Poiché i vettori {v1,..., v,} sono linearmente indipendenti si ha che tutti i pesi del-
la combinazione lineare devono essere nulli e quindi si ottiene il seguente sistema
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omogeneo di n equazioni nelle m incognite x,..., X,

anxi+apxe+--+amxm=0

an X1+ apxo+ -+ adrmXm=0

) ' (3.3)

am X1+ apeXxo+-+ apmxm =0

Poiché n < m il sistema (3.3) ammette infinite soluzioni e cio contraddice il fatto
che {wy,..., Wy} sono linearmente indipendenti. In modo analogo si fa vedere che
m < nnon e possibile e dunque n = m. O

Dal Teorema(3.2.6|segue che tutte la basi di uno spazio vettoriale hanno la stessa
cardinalita. Possiamo quindi dare la seguente definizione.

Definizione 3.2.7 Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Per dimensione di 'V,
in notazione dim V, si intende la cardinalita di una sua qualunque base.

Esempio 3.2.8 Sia V = R". Abbiamo visto che l'insieme dei vettori {e}, ey,...,e,}, €
una base per V =R". Dunque dimR” = n.

Esempio 3.2.9 Sia V = K[X]<3. Linsieme dei polinomi {1, x, x?, x*} & una base per
K[X]<3. Dunque dimK[X]<3 = 4. In generale dimK[X]<, = n+1.

Esempio 3.2.10 SiaV =M, »(K). Linsieme delle matrici E; ; € My, »(K) con tutte le
entrate nulle tranne quella al posto i, j che € 1 & una base per M, ,(K). Poiché tali
matrici sono esattamente mn allora dimM,, ,(K) = mn.

Osservazione 3.2.11 Se V & un K-spazio vettoriale e se {v,...,v,} € una base per
V abbiamo visto in (3.2.5) che ogni vettore v € V si scrive in modo unico nella base
fissata, sia v = ¥/, x;v;. Allora possiamo stabilire una corrispondenza uno a uno
tra lo spazio V e lo spazio K”. A ogni v € V associamo la n-upla (x1,...,x;). Questa
corrispondenza ci permette di lavorare con n-uple di scalari anziche lavorare con
vettori v €V.

Vogliamo ora dare un algoritmo per selezionare una base da un sistema di gene-
ratori. Sia B = {vy,...,v,} V.

3.3 Come selezionare da B = {vy,..., v,} una base per il
sottospazio L(B)?

e Sev,..., vy sono linearmente indipendenti allora essi sono una base per L({B)}.

e Sevy,..., v, sono linearmente dipendenti procediamo nel modo seguente.
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Consideriamo la matrice M i cui vettori colonna sono i vettori vy, ..., ;. Riduciamo
M a scala per righe e sia S la matrice cosi ottenuta; siano inoltre jj,... j, le colon-
ne di S che contengono i pivots non nulli della matrice. Faremo vedere che vettori
Vj.,..., Uj, sono una base per L(B).

Per semplicita chiamiamo jj,..., jr, conl,...,r e sia Mg la sottomatrice di M i cui

vettori colonna sono vy,..., Uy € sia Sy la sottomatrice di S i cui vettori colonna sono
quelli che contengono i pivots. Lequazione
r -
Z x;iv;i=0
i=1

ammette la sola soluzione banale. Infatti tale equazione corrisponde al sistema
omogeneo MyX =0 con X =/(x1,..., x,) e tale sistema ammette la sola soluzione ba-
nale perché rg(Mp) = r. Dunque i vettori vy, ..., v; sono linearmente indipendenti.

3.4 Come completare a una base un insieme indipen-
dente di vettori

Vogliamo ora far vedere che dato un insieme finito di vettori linearmente indipen-
denti e sempre possibile completare tale insieme a una base per V.

Proposizione 3.4.1 Sia V uno spazio vettoriale su un campo K di dimensione fi-
nita. Sia{v,...,vy} un insieme di vettori linearmente indipendenti. Allora esso e
sottoinsieme di una qualche base di'V.

Dimostrazione Se L({ Ulyeens vm}) =V alloral'insieme {1y, ..., v;;} € una base per V.
Se L({v1,...,um}) #V allora esiste un vettore u € V—L({vy,...,v;n}). Osservia-
mo che I'insieme {vy,..., vy, u} & linearmente indipendente. Facciamo vedere che
I'unica soluzione dell’equazione
m
Y ajvi+bu=0
i=1
& quella banale. Infatti se b = 0 allora Z;?il a;v; + bu =0 ed essendo {v1,..., vy} li-
nearmente indipendenti ne segue che a; =0 peri =1,...,m. Se b # 0 allora u =
- b 'a;v;equindiueL({vy,..., vp}), contrariamente alle ipotesi. Orase L({v1,
V allora esso & una base. Diversamente aggiungiamo all'insieme L({v1, ..., Upm, u})

un vettore w € V — L({ Uly.oor U, u}) Si va avanti in questo modo fino a ottenere
una base per V. Osserviamo che questo processo termina dopo un numero finito (=
dimV — m) di passi. O

3.5 Equazioni parametriche e cartesiane di sottospazi
Una volta fissata una base in un K -spazio vettoriale V di dimensione finita & possibi-

le, dato un suo sottospazio W, scrivere le equazioni parametriche e cartesiane per
W.
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Sia {vy,..., v} una base per V e sia {w;,..., w;;} una base per W. Allora W =
L({wr,..., wn}) e quindi

W:={veV|lv=Hw;+--+ t;wm,con t; € K}

Indichiamo con (x,...,x;) le coordinate di un qualunque vettore v € V nella ba-
se {vy,..., v}, similmente denotiamo con (w},..., wf) le coordinate di w; rispet-
to alla fissata base di V, per i = 1,...,m. Dunque se v € V appartiene anche a W
allora in termini di coordinate rispetto alla base {v1,...,v,} si ha che (x3,...,x,) =
Wy, W+ + by (W, ..., W), OVVero

X1 = tlw}+~--+tmw,1n
(3.4)

Xp=hHw!+-+tmwy,

Le equazioni sono dette equazioni parametriche per il sottospazio W.

Vogliamo ora determinare equazioni cartesiane per W. Abbiamo visto che un
vettore X = (x,...,X,) € V appartiene anche a W se esistono scalari f3,...,#; € K
tali che X = (x1,...,x,) = tl(w%,..., w{‘) +oet tm(w,ln,..., w}), ovvero se il sistema
AT = X ammette soluzioni, dove A & la matrice dei coefficienti del sistema (3.4), os-
sia la matrice i cui vettori colonna sono i vettori wy,...,wy,, T ='(f,...,tn) €la
colonna delle incognite e X =7 (x1,...,X,) & la colonna dei termini noti. 1l sistema
AT = X ammette soluzioni se e solo se rg(A) = rg(AX). Ma rg(A) = m < n dunque il
nostro sistema sara equivalente a un sistema in cui le ultime n — m righe sono della
forma 0 = fi(x1,...,x,), per k=1,...,n—m con f; funzioni lineari di x,...,x,. Le
equazioni

A, x0) == fa-m(x1,..., %) =0,

sono dette equazioni cartesiane per W.

Esempio 3.5.1 SiaV =R®esiaW =L({w1, w»}) dove w; =(1,1,0,0,1), w = (1,2,1,1,0).
Determinare equazioni parametriche e cartesiane per W.

Osserviamo che i vettori wy, w, sono una base per W. Sia X = (x1,...,X5) € R®.
Se X € W allora (x1,...,x5) = w1 + bw» = £(1,1,0,0,1) + £2(1,2,1,1,0). Dunque le
equazioni parametriche per W sono

X1=Hh+10bh
Xo =1 +20
X3 =1
X4 =1
X5 =11

Per determinare le equazioni cartesiane dobbiamo risolvere il precedente siste-
ma di 5 equazioni nelle incognite #;, . Dunque x; = X3 + X5, X2 = X5 + 2X3,X3 =
X4.
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Esempio 3.5.2 SiaV =R*esiaW = L({w;, wz, ws}) dove wy = (1,1,1,1), w2 = (0,-1,1,0), w3 =
(0,—1,0,1). Determinare equazioni parametriche e cartesiane per W.

Osserviamo che i vettori wy, w,, w3 sono una base per W. Sia X = (x1,...,X4) €
R%. Se X € W allora (X1,..,X4) = w1 + buws + 3ws = 11(1,1,1,1) + (0,-1,1,0) +
3(0,-1,0,1). Dunque le equazioni parametriche per W sono

X1=nh
Xo=h—-h—-03
X3=hH+10b

X4 =10+ 13

Per determinare le equazioni cartesiane dobbiamo risolvere il precedente siste-
ma di 4 equazioni nelle incognite 73, f,, 3. ConI'eliminazione di Gauss

1 0 0 X1 1 0 0 X1 1 0 0 X1
1 -1 -1 X2 0 -1 -1 X2 — X1 0o -1 -1 X2 — X1
1 1 x3s | |0 1 X3 X1 0 0 -1 xp+x3-2x
1 1 x4 0 1 x4—x1 0 O 1 X4 — X1

1 0 0 X1

0o -1 -1 X2 — X1

1o 0 -1 xp+x3-2x
0 0 0 X2+ X3+ X4 —3X1

Dunque l'equazione cartesiana per W &: x» + x3 + x4 —3x; = 0.

3.6 Relazione di Grassmann

Dati due sottospazi vettoriali U, W di dimensione finita di un K- spazio vettoriale V,
vogliamo vedere la relazione che intercorre tra le dimensioni dei sottospazi U, W, U+
W, U Nn'W. Tale relazione va sotto il nome di relazione di Grassmann.

Proposizione 3.6.1 (Relazione di Grassmann) Siano U,W c V sottospazi di dimen-
sione finita di uno spazio vettoriale V. Allora i sottospazi UNW e U+ W hanno
dimensione finita e inoltre vale la seguente relazione

dim(U +W) = dimU + dimW — dim(U Nn'W)

Dimostrazione Sia dimU = h e sia dimW = k. Notiamo che essendo UNnW c U
anch’esso ha dimensione finita, sia dimUNW = s e sia {uy,..., us} una base per
UNnW. Estendiamo tale base a una base per U e a una base per W e siano esse
{uy,..., us, Uss1,..., up} e {uy,..., us, wi,..., Wr_s}, rispettivamente. Se facciamo ve-
dere che I'insieme dei vettori {u;,..., us, Us+1,..., Uy, W1,..., Wi_s} SONo linearmente
indipendenti e generano U + W allora abbiamo dimostrato la proposizione.
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Cominciamo col dimostrare che i vettori {uy, ..., Us, Usi1,..., Up, W1,..., Wi_g} SO-
no linearmente indipendenti. Occorre provare che 'equazione

h k=s N
Zaiui+2bjwj=0 (3.5)
i=1 j=1

ammette la sola soluzione banale. Da || segue che Zlh:l aju; = —Z?;f bjw; e
quindi il vettore —Zj?;f bjw; € UnW, pertanto —Z?;f bjwj =133

j=16juj- Daqui
segue che

k—s s R
Z bjw]'+ Z Cjluj =0
j=1 j=1

ed essendo tali vettori linearmente indipendenti (perché base per W) ne segue che
cj=0perj=1,..,seb;=0perj=1,..,k—s. Sostituendo tali valori nell'equa-
zione (3.5) ne segue che Zf.’:laiul- =0e quindi a; = 0 per i = 1,...,h, essendo
{ui,..., us, Ust1,..., up} una base per U. Da qui segue la indipendenza lineare dei
vettori {uy, ..., Ug, Ust1y...y Upy Wi,.eooy Wi_s).

Si vede facilmente che i vettori {uy, ..., Us, Uss1,..., Uy, W1,..., Wi_g} SONO UN Si-
stema di generatori per U + W. Infatti

h s k—s
U+w=Yy ajui+y bili+ ) CjwjE<U,...,Us, Usp1,..., Up, Wi,..., Wg_s >
iz i=1 i=1
Dunque dim(U +W) = h+ k- s =dimU + dimW — dim(U NnW). O

Esercizio 3.6.2 Si considerino i seguenti sottoinsiemi di R*:
U={x21) eR* lx+y—2z=0}L, W={(x,y,2,1) eR*|x= V,z=1}
Provare che
1) U,W sono sottospazi di R*
2) Determinare una base per U e W.

3) Determinare una base perUnWe U +W.

Per il punto 1) basta verificare che U e W sono non vuoti e chiusi rispetto alle ope-
razioni di somma e di prodotto per uno scalare. Verifichiamolo solo per U. Osservia-
mo che (1,1,2,0) € U e dunque esso € non vuoto. Siano ora (x1, y1, 21, 1), (X2, ¥2, 22, £2) €
U allora x1+y1—21 =0e x2+y2—22 = 0 da cuisegue che (x1+x2)+(y1 +12)— (21 +22) =
0 e pertanto (x1, y1, 21, t1) + (X2, y2, 22, t2) € U. Sihainoltre che k(x, y, z, £) € U per ogni
keReperogni(x,y,z,t) € Uessendo kx+ ky—kz=0.

Per il punto 2) osserviamo che U = {(x,,2,1) € R* lx=2z-y} ={x,5,2,1) €
R (x,3,2,0) = (2=, )2 D} =1{(x, 3,2, 1) eR* | (x, ), 2, 1) = 2(1,0,1,0) + y(~1,1,0,0) +
t(0,0,0,1)}. Dunque i vettori u; = (1,0,1,0), u2 = (-1,1,0,0), u3 = (0,0,0,1) sono una
base per U. In modo analogo si vede che i vettori w; = (1,1,0,0), w, = (0,0,1,1) sono
una base per W.
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Per il punto 3) osserviamo che se (x, y,z,t) e UnW allora (x, y,z,1) = (z— ), , 2, 1)
in quanto vettore in U e (x,y,z, ) = (x, X, z,z) in quanto vettore in W. Dunque z =
1, x=1yy ==zl2ovvero, z = t,y = t/2,x = t/2 e quindi il vettore generico dell'in-
tersezione e della forma (x,y,z,1) = (¢/2,t/2,¢t,¢t) = t(1/2,1/2,1,1). Dunque il vet-
tore (1/2,1/2,1,1) € una base per U N W. Per determinare una base per U + W os-
serviamo che i vettori {uy, up, us, wy, w»} sono un sistema di generatori per U + W
Basta quindi vedere quali di questi sono linearmente indipendenti. Si ha che i vet-
tori {uy, up, us, wy}, oppure i vettori {u,, Uy, us, wo} sono linearmente indipendenti e
dunque come base per U + W possiamo prendere o il primo insieme di vettori o il
secondo.

3.7 Spazio delle righe (colonne) di una matrice

Sia A € My, ,(R) una matrice m x n a entrate reali,

an Ce ain A1
azy . ar2n

A= = =( A A" )
ami . . . Qmn A

Sia
o row(A):=L({A1,...,An}) cR" lo spazio generato dalle righe di A
o col(A):=L({Al,...,A"}) = R™ lo spazio generato dalle colonne di A.

Facciamo vedere che tali sottospazi restano invariati quando facciamo operazioni
elementari sulle righe(o colonne) di A.

Lemma3.7.1 Sia A€M, ,(R).

1) SeB ela matrice ottenuta da A con operazioni elementari sulle righe di A allora
row(B) =row(A).

2) Se B e la matrice ottenuta da A con operazioni elementari sulle colonne di A
allora col(B) = col(A).

Dimostrazione La 1) € ovvia se facciamo operazioni elementari sulle righe di A del
I e II tipo. Dimostriamo che lo stesso vale se facciamo operazioni elementari del ITI
tipo. Sia B la matrice ottenuta da A sostituendo la j-esimarigaA; di A con A + kA;,
i#ZjequindiB,=A;pert#jeB;j=A;+kA;.

SiaLerow(B), quindiL=x1By +---+x;B;j +---+xjBj+ -+ xuBp = x1A1 +--- +
XiAj+-+ Xj(Aj+ KA + -+ XA € TOW(A).

Similmente dato M € row(A), M = y1A1 + -+ yiAj + -+ YjAj + -+ YAy =
B4+ yiBit-+yiBj—kA)+- -+ ymBp = y1Bi+--+yiBi+--+y;(Bj—kBi) +
s+ YmBm € row(B).

In modo analogo si procede sulle colonne. |
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In particolare, se A € M,;, »,(R) e S € una sua riduzione a scala allora row(A) =
row(S) :=L({S1,...,S+}), conSy,...,S; lerighe non nulle di S (che sono linearmente
indipendenti). Dunque dim row(A) =1, dove r= rango per righedi A.

Definizione 3.7.2 Sia A € M,;, ,,(R), si definisce rango per colonne della matrice A, la
dimensione del sottospazio col(A).

Vedremo ora che data una matrice A € M, ,(R) i sottospazi row(A) c R" e col(A) c
R™ hanno la stessa dimensione. Da cio segue che il rango per righe di A coincide
con il rango per colonne di A e tale numero viene detto rango della matrice A e viene
denotato con rg(A).

Teorema 3.7.3 (Teorema del rango) Sia A € M, ,,(R) una matrice m x n. Allora
dim row(A) = dim col(A) =rg(A)

Dimostrazione Sia S una riduzione a scala per righe della matrice A e siano ji,..., j,
le colonne di S che contengono i pivots non nulli. Allora le colonne Al . AT so-
no una base per il sottospazio col(A). Infatti abbiamo gia visto in[3.3|che i vettori
colonna AJl,...,AJr sono linearmente indipendenti. Per provare che essi sono una
base per lo spazio col(A) occorre far vedere che comunque prendiamo una colon-
na A* con k diverso da ji,..., j, si ha che l'insieme {AJ1,...,A/", A} & un insieme
linearmente dipendente. Consideriamo I'equazione

xj Al 4 xj AT+ xAR =0 (3.6)

Tale equazione da luogo a un sistema di m equazioni in r + 1 incognite con matrice
dei coefficienti la matrice A’ = (A1 --- AJr A¥). Tale sistema & equivalente al sistema la
cui matrice dei coefficienti & la matrice S’ = (S/1 ---SJ/r$¥), §’ & una riduzione a scala
per righe della matrice A’. Poiché S’ ha r righe non nulle ne segue che I'equazio-
ne non ammette la sola soluzione banale e percio 'insieme (AL, A ARy &
un insieme linearmente dipendente. Dunque {AJ1,...,AJr} & il massimo numero di
vettori linearmente indipendenti nell'insieme {Al,... A e pertanto esso & una base
per lo spazio col(A) e da cio segue che dim col(A) = r = dim row(A). Denotiamo r
con rg(A). O

Esempio 3.7.4 Sia

1 2 -4 3 5
A= 1 O 2 11
3 -1 1 0 3

Trovare una base per row(A) e una base per col(A).

1 2 -4 3 5 1 2 -4 3 5 1 2 -4 3 5
1 0 21 1]|—]0 2 -6 2 4 |—|1 0 2 -6 2 4
3 -1 1 0 3 o -7 9 -6 -7 0 0 -12 1 2

Linsieme {(1,2,—-4,3,5),(0,2,-6,2,4),(0,0,-12,1,2)} € una base per row(A) e'in-
sieme {(1,1,3),(2,0,-1),(—4,2,1)} € una base per col(A).
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Teorema 3.7.5 (Rouché-Capelli) Sia AX = b un sistema di m equazioni lineari nelle
n incognite xy, ..., xX,. Esso e compatibile se e solo se rg(A) = rg(Ab), dove Ab indica
la matrice completa del sistema.

Dimostrazione Supponiamo che il sistema sia compatibile, ovvero che esista una
n-upla cy,...,c, con AC = b, dove C ='(cy,...,¢,). Osserviamo che AC puo essere
scritto come AC = ¢;A' +---+ ¢, A" e quindi il vettore b = AC € col(A) =< Al,...,A" >
e pertanto rg(A) = rg(Ab). Viceversa se rg(A) = rg(Ab) allora la colonna b e di-
pendente con le colonne Al,---,A" e dunque esistono scalari cy,...,c, tali che b =
Al + -+ + ¢,A". Da cui segue che la n-upla ¢y, ..., ¢, € una soluzione del sistema
AX=b. O

3.8 Esercizi

1. Siconsiderino i seguenti sottospazi di M, ()
F:={AeM,(K)|A="A}
o :={Ae M, (K)|A=-"A}

(a) Trovare la dimensione dei sottospazi . e <.
(b) Verificare che . e &« sono supplementari, ovvero M, (K) = ¥ & .

2. In M3(R) si considerino i seguenti sottoinsiemi:
U = {X e M3(R)|AX = XA}, W :={Z € M3(R)|AZ = —ZA}, dove
1 0 -1
A=1 0 1 O
0 0 O

(a) Provare che U e W sono sottospazi vettoriali di M3 (R).
(b) Determinare una base per U e W.
(c) Dire, giustificando la risposta, se U + W coincide con tutto M3 (R).

3. Sia U l'insieme delle soluzioni del seguente sistema lineare omogeneo

x1—x2—x3—x4=0
X1 —2X2+3x3+x4=0

(a) Provare che U & un sottospazio vettoriale di R*.
(b) Determinare una base per U.

(c) Completare la base di U trovata a una base per R*.
4. In R* si considerino i seguenti sottospazi:
U= L({ul! uz, u3}),d0Ve uy = (Or ]-) _]-)O)) Uy = (lr —1,0,0), us = (lv ]-; _2;0)

V:{(xl,xg,x3,x4)ER4|x1 =t—u+2v,xX2=t,X3=uU, X4 =0, t,u, v €R}.
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(a) Determinare una base per UNV e U +V, rispettivamente.

(b) Dire se la somma U +V & somma diretta.

5. InR* si considerino i sottospazi:
W =L({w1, w2, ws}),dove wy = (1,-1,0,0), w, = (0,1,1,0), w3 = (0,3,0,1)

U = {(x1, X2, X3, Xa) € RYx1 = X2 + X3 — 224 = O}.
Determinare una base per UnW e U + W, rispettivamente.

6. Sia R[x]< lo spazio vettoriale dei polinomi di grado < 2. Sia V c R[x]<2 il
sottospazio dei polinomi che si annullano in x = 0. Trovare una base per V.

7. SiaA € M, (R). Supponiamo che A% = 0 e A® # 0. Provare che I'insieme {I, A, A%} c
M, (R) & un insieme linearmente indipendente.

8. InR* si consideri il sottospazio V di equazioni
X1+ X2—X3+x4=0,2x1+2x2—2x3=0,

e il sottospazio U generato dai vettori u; = (1,0,1,0),u» = (1,-1,0,1),u3 =
(_1y 3)2) _3)
(a) Determinare una base per UNV e una base per U +V.
(b) Determinare equazioni parametriche e cartesiane perUnVeU +V.
9. Nello spazio vettoriale R3 si considerino i vettori u; = (1,0,—1), uy = (1,2,0) e

siaU = L({u1, up}). Si consideri il sottospazio W, := {(x, y, z) € R3|x— ty+z = 0},
per ogni f €R.

(a) Determinare, al variare di ¢ € R, la dimensione dei sottospazi U +W; e
UnW,.
(b) Determinare, al variare di ¢ € R, equazioni cartesiane per U n'W,.

10. Nello spazio vettoriale R* si considerinoivettori u; = (1,2,1,-1), u = (0,-1,0,0),
usz = (tr t)_lr t)) Uy = (_1,0, tr 1)~

(a) Determinare la dimensione del sottospazio U = L({ul, Uy, Us, u4}) al va-
riare di f € R.

(b) Per i valori di t per i quali la dimensione non & massima determinare
equazioni cartesiane per U e una sua base.

(¢) SiaV =L({u1, uz}). Determinare un sottospazio W di R* in modo tale che
R* risulti somma diretta di W e V.

11. InR3 si considerino i seguenti sottoinsiemi:

U:={(x,),2) ER3|2x— y+4z=0},W:={(x,y,2) eR®|5y -3z =0}.

(a) Dire selasomma U +W e diretta.
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12.

13.

14.

(b) Trovare una base di U.

(c) Estendere labase di U trovata a una base di R®.
In R si considerino i seguenti sottospazi
U={(xy2eR|x+ky-z=0},
W={(x,y2) €[R3|3x+y:0,kx—z:0}
dove k € R.

(a) Determinare UNW al variare di k € R.
(b) Determinare una base per U, W, UNW e U+ W al variare di k € R.

(c) Dire se esistono valori del parametro k periqualiR® = U @ W.

In R[x]<3, lo spazio dei polinomi di grado < 3, si consideri il sottoinsieme
U:={p) e R[x]<3| p(0) = p(1) = 0}

(a) Provare che U & un sottospazio vettoriale di R[x]<3.
(b) Determinare una base per U.

(c) Completare la base di U trovata a una base per R[x]<3.

Siano A, B due matrici non nulle in M,, (R) tali che A &€ simmetrica e B & antisim-
metrica. Provare che 'insieme {A, B} € un insieme linearmente indipendente.
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Capitolo 4

Applicazioni lineari

Dati due K-spazi vettoriali V e W e data un’applicazione F : V — W noi siamo in-
teressati a quelle applicazioni che conservano la struttura di spazio vettoriale. Tali
applicazioni sono dette applicazioni lineari. Vedremo che se gli spazi vettoriali so-
no di dimensione finita tali applicazioni lineari non sono altro che trasformazioni
matriciali. Tali applicazioni lineari trasformano un segmento in un segmento (una
retta in una retta) e percio esse vengono utilizzate nella grafica al computer.

4.1 Applicazionilineari

Prima di dare la definizione di applicazione lineare in generale, presentiamo alcuni
esempi di trasformazioni geometriche del piano.

4.1.1 Esempi di trasformazioni geometriche del piano

Esempio 4.1.1 Sia F:R? — R? la proiezione sull’asse delle x.

y

P =(x,y)

0] P'=(x0 x

Figura 4.1: Proiezione sull’asse delle x

Dunque P’ = F(P) = F((x, )) = (x,0). Osserviamo che

1 0
F((x,y))=( 0 o )( ;)
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P =(x,y)

"IN

Figura 4.2: Riflessione intorno all’asse delle x

=Y

P’ =(x,-y)

Esempio 4.1.2 Sia F: R? — R? lariflessione intorno all’asse delle x.

Dunque F((x,y)=(x,—y)equmdiF((x'y)):( (1) —01 )( j )

Esempio 4.1.3 Sia F:R? — R? la rotazione antioraria di 7 intorno all’origine.

y
PP="y) 4P

0 X

Figura 4.3: Rotazione antioraria di 7 intorno all’origine

Sia P un generico punto del piano e sia P’ = F(P). I triangoli OPP; OP’P, sono
congruenti e dunque ||OP;|| = ||OP,||, ossia x = " e |[PP1|| = |[P'P2|, ossia y = —x" e
pertanto F((x, y)) = (-, x). Osserviamo che

0 -1
(2 3)(5)

Gli esempi dati mostrano che le matrici 2 x 2 possono essere viste in modo natu-
rale come trasformazioni geometriche del piano.
4.1.2 Esempi di applicazioni lineari
Diamo ora la definizione di applicazione lineare e presentiamo degli esempi.

Definizione 4.1.4 Siano V e W due spazi vettoriali su un campo K esiaF:V — W
un’applicazione. F si dice lineare se

1. Per ogni v;, v € V siha che F(v; + v2) = F(v1) + F(v2)

2. Perogni k € K e per ogni v € V siha che F(kv) = kF(v)
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Definizione 4.1.5 Un’applicazione lineare di uno spazio vettoriale in sé stesso & det-
ta endomorfismo.

Esempio 4.1.6 Diamo ora ulteriori esempi di applicazioni lineari

1) F:V—W, con F applicazione nulla
2) F:V -V, conF applicazione identica

3) F:V—=YV, conF(v) = kv con k € K. Tale F & detta omotetia. Se k=-1F ¢ la
simmetria di V rispetto all’origine.

4) Sia A € My, ,(R), A induce un’applicazione lineare F : R” — R, cosi definita
F(X) = AX per ogni X € R".

5) F:Mp,n(K) — My, (K), con F(A) ='A
6) F:M,(K)—K,conF(A) =Tr(A):=Y" | a;;

7) Sia V un K-spazio vettoriale, siano U,W c V sottospazi vettoriali tali che V =
U e W e dunque ogni vettore v € V si scrive in modo unico come v = u+ w con
ueUeweW.SiaF:V—W, conF(u+w):=w.F e detta proiezionediV su W.

Se V ¢ lo spazio ordinario R3 ese R =<u> o <w;, w,>=<u> oW allora F &
detta proiezione di V su W lungo la direzione u.

N

<

N

Figura 4.4: Proiezione di V su W lungo la direzione ii.

Osservazione 4.1.7 Sia F : V — W un’applicazione lineare, allora F(@) = 0. Infatti
F(O)=F(©0-0)=0-FO) =0.

Definizione 4.1.8 Siano V e W due spazi vettoriali su un campoK esiaF:V - W
un’applicazione lineare. L'insieme

N(F) := {v € VIF(v) = O}
e detto nucleodi F.

Proposizione 4.1.9 SianoV eW duelK -spazi vettoriali e siaF : V — W un'applicazio-
ne lineare.
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1) Il nucleo diF, N(F) €V é un sottospazio vettoriale di'V.

2) Limmagine diF, Im(F) €W e un sottospazio vettoriale di W.
Dimostrazione Verificare che per ogni u, v € N(F) e per ogni k e K sihache u+ve

N(F) e kv € N(F). Infatti F(u + v) = F(u) + F(v) = O, similmente F(ku) = k-F(u) =
k-0 = 0. In modo analogo si dimostra anche il punto 2). O

Definizione 4.1.10 Sia F:V — W un’applicazione lineare tra [K-spazi vettoriali. Se
N(F) e Im(F) hanno dimensione finita allora dim N(F) e detta nullitadiF e dimIm(F)
& detto rango di F.

Osservazione 4.1.11 Sia F:V — W un’applicazione lineare tra K-spazi vettoriali. Se
e1,...,e, € una base per V allora

Im(F) =L({F(e1),...,Flen)}).

Infatti

n
Im@F) := {weW|w=F() perqualcheveV}i={weW|w=F()_ x;e;), x; €K}
i=1
= L({F(e1),...,Flen)}).
Esercizio 4.1.12 Sia F: R® — R3 I'applicazione lineare cosi definita

F((x,y,2) :=(x, x,x).

Determinare il nucleo di F, 'immagine di F e le loro dimensioni.
N(F) := {(x,,2) € R3] (x,x,x) = (0,0,0)} = {(x, y, 2) € R?| x = 0} e quindi dimN(F) = 2.

ImF) :={(x,y,2) eR|(x,y,2) = (x, x, 0} = {(x, ¥, 2) e R®|x' = 2,y = 2}
e quindi dimIm(F) =1.

Proposizione 4.1.13 (Caratterizzazione di applicazioni lineari iniettive) SiaF : V —
W un'applicazione lineare tralK -spazi vettoriali. F & iniettiva se e solo se N(F) = {0}.

Dimostrazione Sia F iniettiva. Supponiamo per assurdo che N(F) # {6} esia v e
N(F) con v # 0. Allora F(v) =0 e F(0) =0 e per l'iniettivita di F ne segue che v = 0.
Viceversa supponiamo che N(F) = {0} e facciamo vedere che F ¢ iniettiva. Se F(v) =
F(u) allora F(v — u) =0 e dunque v — u € N(F) e quindi v = u.

O

Teorema 4.1.14 (Teorema della nullita piii il rango) Sia F : V — W un’applicazione
lineare tra K -spazi vettoriali con dimV = n. Allora N(F) e Im(F) hanno dimensione
finita e inoltre

dimV = dimN(F) + dimIm(F).
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Dimostrazione Se N(F) = VI'asserto € ovvio. Supponiamo che N(F) c Vesia{vy,..., vs}
una base per N(F). Estendiamo tale base a unabase perV esiaessa {vy,..., Us, Us+1,..., Un.}
Basta provare che i vettori F(vg.1),...,F(v;) sono una base per Im(F). Da (4.1.11)
segue che

Im(F) = L({F(v1),...,F(v5), F(vs+1), ..., F(wp)}) = L{{F(v541),..., F(vp)})

e pertanto i vettori F(vs41),...,F(v,) sono un sistema di generatori per Im(F). Vedia-
mo che essi sono anche linearmente indipendenti e cioe che 'equazione

n -
Y xFw)=0
i=s+1
ammette la sola soluzione banale. Per la linearita di F si ha che )
F(Z?=S+1 x;v;) =O0dacui segue che il vettore Y XivieNEe quindi )’

n , ) —
1y MF () =
n

i=s+1

XV =
Y xivi, ossia X1, xjv;— Y , x;v; =0. Essendo questa una combinazione li-
neare di vettori di una base che da il vettore si ha che tutti i pesi della combinazio-
ne lineare sono nulli e pertanto anche xs.1,...,x, € quindi F(vg41),...,F(vy,) sono

linearmente indipendenti. O

4.1.3 Alcune proprieta delle applicazioni lineari

Proposizione 4.1.15 Sia F : V. — W un’applicazione lineare tra K -spazi vettoriali.
Siano vy,...,v, €V esiano w; =F(v;) peri=1,...,n. Sevy,..., v, sono linearmente
dipendenti allora w;, ..., w;, sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione Se vy, ..., U, sono linearmente dipendenti allora esiste una combina-
zione lineare non banale, a; v; +-- -+ a, v, che da il vettore nullo, ossia Z;?ZI aiv;=0
con non tutti gli a; nulli. Applicando F abbiamo che F(Z;Ll a;v;) =F0O) e per la li-
nearita di F si ha che Z;’Zl a;F(v;) = 0, ossia Z;’zl a;w; = 0, con a; non tutti nulli.

O

Proposizione 4.1.16 SianoV e W K-spazi vettoriali, sia {v,,...,v,} €V una base di
V e siano wn,...,w, € Wqualsiasi. Esiste un'unica applicazione lineare F : V.- W
tale cheF(v;) = w; peri=1,...,n.

Dimostrazione Se F esiste essa e unica. Infattise v €V allora v=xjv1+---+ x50, €
quindi F(v) =F(X! | x;v;) = X | x;F(v;) = X, x;w; e poiché xy,..., x, sono unici
allora F € unica.

Facciamo vedere che F esiste. Infatti definiamo F(v) = F(Z?:1 XjV;) = Z;?ZI X Wj.
Si verifica facilmente che F ¢ lineare. O

Osservazione 4.1.17 Siano V e W K-spazi vettoriali e sia F: V — W un’applicazione
lineare biiettiva. Allora anche I'applicazione F~' : W — V & lineare.

Per ogni w1, w> € W siano vy = F~ 1 (w1), vo = F 1 (w). Allora

65



Maria Lucia Fania CAPITOLO 4. APPLICAZIONI LINEARI

F L (F(v)) + F(12) = F L (B(v) + 12)) = v1 + 1>
Fl(wy) + Fl(wy).

F (w) + wo)

Inoltre per ogni k € K e per ogni w € W di ha che
F ' (kw) =F ' (kF(v)) =F ' (F(kv)) = kv = kF~ (w).

Definizione 4.1.18 Siano V e W K-spazi vettoriali. Essi si dicono isomorfi se esiste
un’applicazione lineare biiettiva F: V. — W. In tal caso si scrive V=W e I'applicazio-
ne F si dice isomorfismo.

Osservazione 4.1.19 Nella definizione di spazi vettoriali isomorfi e sufficiente ri-
chiedere che esista un’applicazione lineare biiettiva F tra essi. Infatti da (4.1.17)
segue che anche F~! ¢ lineare e dunque F & un isomorfismo.

Teorema 4.1.20 SianoV eW K-spazi vettoriali di dimensione finita. Allora si ha che
V =W se esolose dimV=dimW.

Dimostrazione Supponiamo che V = W. Allora esiste un’applicazione lineare biietti-
vaF:V — W, ovvero un isomorfismo. Dal teorema della nullita pit il rango, (4.1.14),
segue che dimV = dimN(F) + dim Im(F) = dimW essendo F un isomorfismo.
Viceversa sia dimV = dimW =n e sia {ej, ..., e;} una base per V e sia {wy, ..., wy}
una base per W. Sia F : V — W un’applicazione cosi definita F(e;) = w; per i =
1,...,n. Da sappiamo che una tale F ¢ lineare ed & unica. Poiché Im(F) =
L({F(e1),...,F(en)}) = L({w1,..., wn}) = W ne segue che F & suriettiva. Inoltre dal
teorema ne segue che F & iniettiva e pertanto essa &€ un isomorfismo. O

4.1.4 Esercizi
1. Dire quali delle seguenti applicazioni sono lineari

(a) F:R3® — R? I'applicazione cosi definita F((x, y,2)) := (x +1,)
(b) F:R— R? I'applicazione cosi definita F(x) := (4x, —x)

() F:R?—R l'applicazione cosi definita F((x, y)) := |x]| + | y|

(d) F:M,(K) — K I'applicazione cosi definita F(A) := det(A).

4.2 Matrice associata a un’applicazione lineare

Sia F:V — W un’applicazione lineare di K-spazi vettoriali, sia dimV = n e dimW =
m . Vedremo che & possibile associare a F una matrice A € M, ,(K). Per fare cio
occorre fissare una base per V e una base per W.

Sia dunque {E1,E»,...,E;} unabase per V e sia {ej, e2,..., e;;} una base per W. Ne
segue che
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F(Ey) =anei+aner+---+amem

F(E2) = aze; + agez+---+ ameem

F(Ep) = aine; + azpez+---+ amnem

La matrice
all ayn e ain
a1 azo . arn
A=
aAm1 aAm2 . . . Amn

e detta matrice associata a F nelle basi fissate. Essa viene anche denotata con ME F).

Osserviamo che se X & un generico vettore di V allora X = Y. | x;E; e quindi X
puo essere identificato con (xy,..., X;), un vettore di K". Calcoliamo F(X), I'immagi-
ne di X viaF

m

n n n
FOQ xEp) =) xiFE) =) xi(} aije;j) 4.1)
i=1 i=1

i=1  j=1

FX)

n

n
O aixer+-+ () amixilem
i=1 i=1

SiaY=F(X), alloraY = ZT:l yjejdove y; =Y  aj;x; e dunque da siha che

Y =AX.

Osservazione 4.2.1 Se il dominio e il codominio di un’applicazione lineare F & lo
stesso allora, di solito, si prende la stessa base sia nel dominio che nel codominio.

Esercizio 4.2.2 Sia F: R? — R? I'applicazione lineare cosi definita
F((x, ) =2x+y,x—y).

Scrivere la matrice associata a F nella base canonica.

Sia {ey, e,} la base canonica di R%. Poiché F(e;) = F((1,0)) = (2,1), F(ez) = F((0,1)) =
(1,-1), la matrice associata a F nella base canonica e

S

Esercizio 4.2.3 Sia F: R® — R3 I'applicazione lineare cosi definita
F(e1) =(3,2,1), F(e2) = (-1,2,-3), Fe3) = (2,4,-2).
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1. Scrivere la matrice associata a F nella base canonica.

2. Calcolare F((5,1,1)).

Poiché F(e;) =3e; +2ep+e3, F(ep) = —e; +2e3—3e3, F(e3) = 2e; +4e, —2e3, la matrice
associata a F nella base canonica e

3 -1 2
A=| 2 2 4
1 -3 -2
Inoltre
3 -1 2 5 16
F((S,l,l)):A-t(Sll)z 2 2 4 1 |=| 16
1 -3 -2 1 0

Esercizio 4.2.4 Sia F:R? — R3 I'applicazione lineare cosi definita
F(].,O, 0) = (3, ]-v ]-)y F(]-y _]-y ]-) = (3y _3y3)) F(]-) Ov ]-) = (4)2r4)

1. Scrivere la matrice associata a F nella base canonica.

2. SiaW:={(x,y,2) € R3|x+ ¥y + z = 0}. Dire, giustifacando la risposta, se F(W) =
W.

Poiché F(1,0,0) = (3,1,1), F(1,-1,1) = (3,-3,3), F(1,0,1) = (4,2,4) questo equivale a
dire che F(e;) =3e1+ex+e3, F(ej—ex+e3) =3e;—3ex+3e3; Fe; +e3) =4e1+2ex +4e3.
Usando la linearita di F si ha che
F(e;) =3e;1 +ex+e3
F(el)—F(€2)+F(63) =3e1 —3ey +3e3 (4.2)
F(e1) + F(e3) =4e) +2e +4e3
Per scrivere la matrice associata a F nella base canonica si puo risolvere il sistema
nelle incognite F(e;), F(e2), F(es) e si ottiene F(e;) = 3e; +2ex + e3, F(ep) =
e1 +5ex+e3, F(e3) =e; +e2+3e3 edunque
3 1 1
A=|1 5 1
1 1 3
Sappiamo che F(W) = W vuol dire F(W) € W e W ¢ F(W). Sia (x,y,2) € W allora
(x,¥,2) = (-y—2z,¥,2) edunque F((x, y,2)) =F((-y - 2, ,2)),

311 -y-z —2y-2z
F(-y-2zy52)=A(-y-z,52=| 1 5 1 vy |= 4y
1 1 3 z 2z

quest’ultimo vettore, in generale, non appartiene a W, basta per esempio prendere
quello che si ottiene per z = 0.

Siano F:V — W e G: W — U applicazioni lineari, siano {vy,..., v}, {w1,..., wn},
{ui,...,us} basi di V,W, U rispettivamente e siano A = My (F), B = My (G) le matrici
associate a F e G rispettivamente nelle basi fissate. Allora la matrice associata alla
composizione GoF, ovvero My (GoF) € la matrice BA = My (G) - My (F).
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4.3 Cambi di Base

In R? fissiamo la base canonica {ej, e;} ela base {v1, v»}. Siano RA(O; e, e2) e RA(O; v;, v2)
i riferimenti affini associati alle due basi e siano (x, y) e (x', y) le coordinate relati-

ve ai due riferimenti (vedasi Definizione . Sia P € R?, allora il vettore OP =
x'v1 + ¥ 15 nella base {vy, 12} e OP = xe; + ye, nella base {ej, e,}.

|
|
1

e; Cn

Figura 4.5: Cambi di base

Se esprimiamo la base {v1, v2} nella base {ej, e»} otteniamo

{U1=611€1+021€2 4.3)

Uz = C12€1 + (2202

La matrice
1 ¢
C= ( 1 Ci2 )
€21 C22
e detta matrice del cambio di base. La matrice C viene anche indicata con M$(id),
dove e = {e}, e2}, v={v], 12},

R2 _id R2

{v1, 12} Mi(id) {e1,eo}
Tale matrice Mg (id) dice come la base v si scrive nella base e.

Osserviamo che il vettore

—

OP = x'vi+yw (4.4)
! /
= x(ciie1 + e +y (crzer +coer)
! / / /
= (enx +cpyler+(cax +c22yler

= Xxeyp+ye
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e quindi, poiché un vettore si scrive in modo unico in una fissata base, si hanno

le seguenti relazioni tra le coordinate (x,y) del vettore OP nella base {e;,e»} e le
coordinate (x', y') dello stesso vettore nella base {v, v}

/ /
X=cnx +c
{ 11 12Y 4.5)

!/ /
y=0Cax +cCy

X x
=MSGid)|
(y) v )(y )

Le relazioni sono dette equazioni del cambio di base. Poiché la matrice C =
ME&(id) & invertibile e C™! = MY(id) si ha pure che

[7)=e(3)

Sia V uno spazio vettoriale su un campo K con dimV = n, siano {ey,...,e,} e
{v1,..., vn} sono due basi per V, siano xi, ..., x, (xi,...,x;l, rispettivamente) le com-
ponenti di un vettore nella base {ey,...,e,} ({v1,...v,} rispettivamente) allora si ha
che

ossia

V1 =cC11€1 + 12+ +cCp1€p

Up =C12€1 +C2€2+ -+ Cpoéy 4.6)

Uy = Cip€l +Coper+ -+ Cpnén

La matrice
C11 C12 e Cin
C21 Cxp . . . C2n
C=
Cnl Cn2 . . . Cpn

¢ la matrice del cambio di base che viene anche indicata con M{(id) dove e = {ey, ..., ep},
v = {vy,..., V,}. Le relazioni tra le coordinate (xy,...,x;) del vettore OP nella base
{e1,...,ey} ele coordinate (x’l, ..., X)) dello stesso vettore nella base {v1,..., v,} sono:
X1 = C11X) + CraXy + o+ C1p X,
/ / /
X2 = €21X] +C22Xy + -+ CopnXy,
4.7)

ossia
X1 X
X x)
— M€
=M, (id)
/
Xn Xy,
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Poiché C = M¢$(id) e invertibile e cl= MY (id) siha pure che

xl X1
/
X2 X2
=Mg(id)
x! X
n n

Esempio 4.3.1 In R? si considerinolebasib := {b;, by} ev:={v;, vo} dove by = (2,—1), by =
(1,5), e v1 = (1,3), v2 = (3,4). Determinare la matrice del cambio di coordinate dalla
base b alla base v. Denotiamo tale matrice con M‘l;(i d). Sia

2 1 .
B:( 1 5 ):Mﬁ(ld)

esia
A:( s )=M§(id)
Noi vogliamo la matrice My (id) che mi dice come la base b si scrive nella base v.
RZ 24, RZ 14, R

{b1,b2} Mp(id)  fer,ex} Mg(id) {v1,v2}
Dunque My (id) = Mg(id) - Mg (id) = A™' - B.

4.3.1 Algoritmo per calcolare M (id).
Si considera la matrice (M$(id) IMg(id)) =(A|B)

(AIB)=( — (I21M)

1 3 : 2 1 ) si riduce a scala per righe fino a
3 4 : -15

la matrice M = A~!B. Otteniamo quindi
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Esempio 4.3.2 In R3 si consideri la base v, = (1,-2,1), v, = (1,-1,2),v3 = (1,1,1).
Sia v € R3 e siano (x, ¥, 2) le coordinate di v nella base canonica e siano (x',y’,z’) le
coordinate di v nella base vy, v, v3. Allora

1 1
v=x'vi+ym+Zvs=x"| =2 |+y| -1 |+Z| 1 |=xe;+yer+zes
1 2 1

e dunque la relazione tra le coordinate (x', y', z') e (x, y, z) & la seguente

1 1 1 x' X
-2 -1 1 Y =1y
1 2 1 z z

4.3.2 Esercizi

1. Si consideri la seguente matrice in M3 (R)

1 0 1
A= -1 1
1 1 -1

(a) Dire se A pud essere interpretata come una matrice del cambio di base.
(b) In caso dirisposta affermativa determinare la relazione tra le coordinate
di un vettore di R® nella base canonica e nella nuova base.

2. InR3 siconsiderinole basib := {b1, b, b3} ev:={vy, vy, v3},dove b; = (1,0,0), b, =
(1,1,0),b3=(0,1,1) e v = (1,2,2), v, = (2,1,-2), v3 = (2,—2,1). Determinare la
matrice del cambio di coordinate dalla base b alla base v.

3. InR[x]<3 si considerino i seguenti polinomi p; (x) = x—1, p2(x) = x+x2, p3(x) =
2—-x?+ x5
(a) Verificare che essi sono linearmente indipendenti.
(b) Estendere l'insieme {p; (x), p2(x), p3(x)} a una base per R[x]<3.
(c) Determinare le coordinate di 2 — x + x? — x® nella base trovata al punto
(b).

4. Si consideri lo spazio vettoriale R3.

(a) Dare due basi distinte b b’ di R? e diverse dalla base canonica.
(b) Scrivere la matrice del cambio di coordinate dalla base b alla base b’.

(c) Trovare le coordinate di v = (1,4, 1) nella base b.

5. In R3 si considerino le basi b = {b; = (1,1,0), b, = (0,1,-1),b3 = (1,0,2)}, v =
{rn=@0,1,1,v,=(0,1,1),v3=(1,0,1)}.
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(a) Determinare la matrice MP(id).

(b) Se le coordinate del vettore u nella base b sono (2,—4,1) determinare le
sue coordinate nella base v.

6. Nello spazio affine 3-dimensionale /3 (R)

(a) verificare che le equazioni
X' =2x+6y+3z+2
y =6y—-3z
Z/=2x-6y-3z-1
rappresentano un cambio di riferimento affine controverso con quello
canonico RA(O; x, y, z).

(b) trovare nel riferimento affine RA(O; x, y, z) le equazioni per la retta r :
y'=0
xX+7Z =0
7. Nello spazio affine & 3(R) sia fissato un riferimento affine RA(O; ey, e, e3). De-
terminare le formule del cambio di coordinate dal riferimento RA(O; ey, e, e3)

al riferimento RA(O'; 11, v,, v3), dove O’ = (1,-1,0), v; = (1,0,1), v» = (0,1,-1),
vy =(1,1,1).

4.4 Cambi di base e matrice di un’ applicazione lineare

Sia F:V — W un’applicazione lineare di K-spazi vettoriali, sia dimV = n e dimW =

m. Siano {E1,E,,...,E.}, {v1, v2,..., v} basiper Vesiano {ej, ey, ..., e}, {wy, wa, ..., wp}
basiperW. SiaA € M;;, ,(K) lamatrice associata a Fnelle basi {E1,Ey,...,E,}, {e1,e2,..., e}
ossiaA = ME(F) e sia Blamatrice associata a F nelle basi {vy, vo,..., vy}, {w1, wa,..., wpy}
ossia B = MY (F). Siano X (X’ rispettivamente) le coordinate di un vettore di V nel-

la base {E1,Ey,...,E;} ({11, vo,..., vy} rispettivamente) e siano Y (Y’ rispettivamente)

le coordinate di un vettore di W nella base {e;, ey, ...,e,} (w1, ws,..., wy,} rispettiva-
mente) Sia dunque {Ej,E,,...,E;} una base per V e sia {ej, es,..., e;;} una base per

W. Ne segue che I'applicazione F si scrive come

Y = AX (4.8)
oppure
Y =BX' (4.9)

Sia C = ME(id) la matrice del cambio di base in V e sia D = M&,(id) la matrice del
cambio di base in W e pertanto si ha che X = CX' = ME(id)X' e Y = DY’ = M&,(id)Y'.
Sostituendo tali relazioni in siha

DY’ = A(CX))

ovvero
Y =D 'AC)X’
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Quest'ultima insieme a (4.9) da che

B =D7!AC (4.10)

Osservazione 4.4.1 Sia F:V — V un endomorfismo e siano {E;i,...,E;}, {e1,...,e,}
basi per V. Sia C la matrice del cambio di base e siano A e B le matrici associate al-
I'endomorfismo F nelle basi {Ey,...,E;}, {e,..., ey} rispettivamente, ossia A = Mg (F)
e B=M.(F). Allora

B=C"!AC.

Le matrici A e B sono matrici simili.

Definizione 4.4.2 Siano A,B € M, (K). A e B si dicono simili se esiste una matrice
invertibile C € GL,,(K) tale che B= C!AC.

Esempio 4.4.3 Sia F: R® — R® 'endomorfismo la cui matrice rispetto alla base ca-
nonica e

-1 0

0 1

2 1 3

1
A=| 1
Trovare la matrice associata a F nella base v = {v;, v», v3} dove v; = (1,-2,1), v, =

(]-, _1)2)y U3 = (]-y 1’ ]-)
Abbiamo visto che B = My (F) = C"1AC, dove

1 1 1

C=| -2 -1 1

1 2 1

e quindi

1 2 1 11 14
1 -1 -2 1 -1 0 1 1 1 -
B=| -1 O 1 1 0 1 -2 -1 1 |=]0 5 6
1 1 8 2 4
1 Ll 1 3 1 2 1 8 ¢z 4

Possiamo anche calcolare dapprima C~!A e poi moltiplicarla, a destra, con C per
ottenere la matrice B. Ricordiamo che se si considera la matrice

1 1 1 :1 -10
. si riduce a scala per righe fino a
ClA=f_2 -1 1 1 0 1 — (2 IM)

1 2 1 :2 1 3
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1 11 1 -1 0 -3 -3 0 -1 -1 -2
~lo 13 3 -2 1 |7 o 1 o 1 2 3 |-
0 0 3 2 -4 -2 0 0 3 2 -4 -2

-3 0 0 2 5 7 1 00 -2 -3 -1
-l o 10:1 2 3 |=|lo1o0: 1 2 3 |=mCA
0 0 3 : 2 -4 -2 o001 : %2 -4 -2

Moltiplichiamo ora C7 LA, a destra, con C e otteniamo la matrice B.

Esempio 4.4.4 Sia F:R3 — R* 'applicazione lineare la cui matrice rispetto alle basi
b ={b;, by, b3} di R® e E la base canonica di R?* &

1 0
2 -1 3

— MEE) =

A=Mp®) =| | |

-1 1 -1

dove b, =(1,0,0), b, = (0,1, 1), b3 = (0,—1,1). Trovare la matrice associata a F rispetto
alle basi canoniche per R?, R*.

R3 c RS A R4
ey, ez, e3 by, by, b3 Ey,...Eq
dove C™' =MB(id) e
1 0 O
C=Mid)| 0 1 -1
0 1 1
e quindi
1 2 0 1 1 1
1 0 O
2 -1 3 2 -2 1
Em—a.c-1_ 11 0_
Me(F)=A-C 111 8 2 3 1 1
-1 1 -1 2 2 -1 1 0

In termini di coordinate siha Y = A-C™1X, ovvero
yi=x1+tXx2+ X3
V2 =2X1—2X2+ X3
Y3 =Xx1+Xx3

Ya=—X1+ X2
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4.4.1 Esercizi

1. SiaF:R3 — R*la trasformazione lineare cosi definita
F((x,y,2)=(x+y+2,x-2,2,y+2)

(a) Determinare il nucleo e 'immagine di F e le loro dimensioni.

(b) Dire se F e iniettiva e/o suriettiva.

2. Siconsiderila trasformazione lineare F : M (R) — M (R) tale che F(A) = BA per
ogni A € Mz (R), dove B & la matrice

SHH

(a) Determinare una base b di M (R) tale che

My, (F) =

S W o -
w o - o
(=2 \S IR V)
DO N O

(b) Determinare il nucleo e 'immagine di F.

3. Sia R[x]<3 lo spazio dei polinomi di grado < 3. Sia F: R[x]<3 — M2 (R) I'appli-
cazione lineare cosi definita:

(a) Verificare che una tale F & ben definita.

(b) Fissate le basi canoniche in R[x]<3 e M5 (R), scrivere la matrice associata
a F rispetto a tali basi.

(c) Trovare il nucleo e 'immagine di F e la dimensione di tali sottospazi.
4. SiaF:R®— M, (R) I'applicazione cosi definita

xX+z x-y+2z

F(x y,2) = 3x+y x-2y-z

(a) Verificare che F e lineare.

(b) Fissate le basi canoniche in R3 e M (R), scrivere la matrice associata a F
rispetto a tali basi.

(c) Trovare il nucleo e 'immagine di F e una base per tali sottospazi.
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(d) Trovare, al variare di a € R,

4 -1 0
-
5. SiaF:R3 — R3 la trasformazione lineare la cui matrice rispetto alla base cano-
nica e
0o 2 -1
A=l 2 -5 4
3 -8 6

(a) Determinare N(F2 —1) e N(F2 +1), dove F2 = FoF.
(b) Verificare che N(F2 —I) nN(F2 +1) = O.

6. SiaF:R%® — R3 un’applicazione lineare. Provare che F & iniettiva se e solo se F
€ suriettiva.

7. SiaF:R3 — R3 la trasformazione lineare definita da:
F(x,y,2) = (x,—4x+4y,-2x+ y+22).

(a) Scriverela matrice associata a F nella base B = {v;,v,,v3}, dovev; = (1,1,2),
V2 = (_er) 1))"3 = (17 _2r _1)~

(b) Dire se esiste una base di R® rispetto alla quale la matrice associataa F é
la seguente matrice

2 6 -3
M=|1 1 -1
1 2 -2
8. SiaF:M;3(R) — M3 (R) la trasformazione lineare tale che
F(A) = A-A.

Determinare il nucleo e 'immagine di F e le loro dimensioni.

9. Dire, giustificando la risposta, se esistono isomorfismi tra R3 e R?.

4.5 Funzionalilineari
Prima di dare la definizione di funzionale lineare vogliamo far vedere che dati due
K-spazi vettoriali V e W, I'insieme di tutte le applicazioni lineari di V in W & esso

stesso uno spazio vettoriale sul campo K.

Definizione 4.5.1 SianoV e W sono due spazi vettoriali su un campo K. Denotiamo
con Hom(V,W) := {F:V — W, Flineare}.
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Nell’'insieme Hom (V,W) definiamo la somma F+G come (F+G)(v) := F(v) +G(v)
e il prodotto per uno scalare kF come (kF)(v) := kF(v). Linsieme Hom(V,W) con le
operazioni di somma e di prodotto per uno scalare € uno spazio vettoriale sul campo
K. La verifica e lasciata come esercizio.

Vedremo che se V e W sono [K-spazi vettoriali di dimensione finita n, m rispetti-
vamente allora Hom(V,W) ¢ isomorfo allo spazio delle matrici M, , (). Infatti vale
il seguente teorema.

Teorema 4.5.2 SianoV eW sono K -spazi vettoriali di dimensione finita n, m, rispet-

tivamente. Siano {vy,---, vy} e{wy, -+, Wy} basi perV eW rispettivamente. Sia
My,v : Hom(V,W) — M;;, »(K) (4.11)
F— Mw,v(F)

Allora My y e un isomorfismo di K -spazi vettoriali. In particolare dim Hom(V,W) =
m-n.

Dimostrazione Verifichiamo che My, y € lineare. Sia A = My, v(F), B=Myy(G) eC =
My,v(F + G). Allora per ogni X € V si ha che (F+ G)(X) = CX. D’altra parte dalla
definizione di somma di applicazioni si ha che (F+ G)(X) = FX) + GXX) = AX+BX =
(A+B)X e pertanto C = A+B. Similmente si prova che se D = My, (kF) allora D = kA.

Per provare che I'applicazione My y € iniettiva basta verificare che il suo nucleo &
costituito dalla sola applicazione nulla. Il nucleo dell’applicazione My,y, N(My,y) :=
{F € Hom(V, W) | My, (F) = 0} = {0}

Per la suriettivita bisogna far vedere che per ogni A € M, ,(K) esiste un’applica-
zione lineare F: V — W tale che My, y(F) = A. Basta prendere come F I'applicazione
lineare definita dalla matrice A. Abbiamo quindi provato che My, € un isomorfi-
smo. Dal Teorema della nullita pit il rango, (4.1.14), ne segue che dim Hom(V,W) =
dimNMyy) +dimlmMyy) = dimMpy, ,(K) = m-n. |

Definizione 4.5.3 Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Un’applicazione li-
neare F: V — K e detta funzionale lineare. Lo spazio vettoriale Hom(V,K) viene
denotato con VY e viene detto spazio vettoriale duale dello spazio vettoriale V.

Sia V uno spazio vettoriale su un campo K di dimensione finita n e sia {es,..., e}
una base di V. Siano 15,...,n, € VY funzionali lineari cosi definiti

. 1 se i=]j
nilej)=8;;= 0 se i#] (4.12)

d;; viene detto simbolo di Kronecker..

Teorema 4.5.4 SiaV uno spazio vettoriale su un campoK di dimensione finitan e sia
{e1,...,en} una base diV. Sianon,...,n, € V¥ i funzionali lineari definiti in {4.12).
Allora linsieme {1, ...,Mn} & una base perV" detta base duale.

Dimostrazione Occorre far vedere che i funzionali n,...,n, generano V¥ e sono
linearmente indipendenti. Sia L € VY e sia L(e;) = a; € K. Affermiamo che L =
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X!, ain;. Per dimostrare tale uguaglianza bisogna far vedere che per ogni v € V,
L(v) = (XL, ain)(v). Sia v =X" | x;e;, allora L(v) = L(X}, x;e;) = X", x;L(e;) =
Y, aix;. Calcoliamoora (X1, ain)(v) = (X, ain) (X1, xie)) = X7 ami(X1, xie;) =
Y., aix;. Verifichiamo che i funzionali n,...,n, sono linearmente indipendenti.
Sia X7, yin; = 0 facciamo vedere che cio accade se e solo se tutti gli y; = 0 per i =
1,---,n. Poiché Z;Ll yin; = 0 allora per ogni vettore v € V si ha che (Z;’zl yini)(v) =0

e in particolare questo vale per i vettori della base ey,...,e,. Si ha quindi che 0 =
(X%, yimi(ej) = yjperogni j=1,---,n. -

Osservazione 4.5.5 I funzionali 1y,...,1n, sono anche detti funzionali coordinati.
Infattise v=Y" | x;e; €V, alloran;(v) =n;(X1, x;e;) = X1, xinj(e;) = x;.

Osservazione 4.5.6 SeV =" allora ogni funzionale L: K" — K & tale che L((xy,--+, xp)) =
a1 xy +---+aux, dove a; = L(e;) con ey,...,e, una base di V. Osserviamo che se L

¢ diverso dl funzionale nullo allora I'immagine di L, Im(L) = K e il nucleo di L ha
dimensione, dim N(L) = n—1.

Esempio 4.5.7 In R? si consideri la base {vy, v5, 3}, dove vy = (1,-1,0), vo = (0,1,1),
v3 = (1,0,2). Determinare la base duale.

Denotiamo con {1, d2,¢p3} la base duale. Dall’osservazione (4.5.6) sappiamo che
$1((x1,X2,%3)) = a1x) + axx, + azxs per opportuni a;. Tali scalari li possiamo de-
terminare usando il fatto che ¢;(v1) =1 e ¢1(vj) =0se j # 1. Sihaquindi 1 =
$1(v1) = $1((1,-1,0)) = a1 —az, 0 = ¢1(v2) = $1((0,1,1)) = ax + a3, 0 = P1(v3) =
$1((1,0,2)) = a; +2as. Risolvendo tale sistema di equazioni lineari nelle incogni-
te aj, ap, az siha che ¢; = 2x; + x2 — x3. Similmente si ottiene che ¢, = 2x; +2x — x3
e(bg, =—X1— X2+ X3.

4.6 Diagonalizzazione di endomorfismi

Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione, dimV = n. Linsieme di tutti gli endo-
morfismi di V € denotato con End (V). Daremo dapprima degli esempi di endomor-
fismi dai quali evince che esistono endomorfismi per i quali i vettori di una data base
non cambiano direzione una volta che li abbiamo trasformati con I'endomorfismo
stesso e che non tutti gli endomorfismi hanno tale proprieta.

Esempio 4.6.1 Sia F:R? — R? lariflessione intorno all’asse delle x.

y A
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Osserviamo che F(i) = i, F(j) = —j ossia i vettori della base canonica non cambiano
direzione. Come gia osservato in (4.1.2) la matrice associata a F rispetto alla base
canonicae={i,j} e

1 0
Mﬁ%(o_)
che ¢ una matrice diagonale.

Esempio 4.6.2 Sia F: R® — R3 I'applicazione che ruota un vettore OP di un angolo
1 intorno all’asse z.

— / / !
=y,2) =(%,,2)

<
J

~.

Figura 4.6: Rotazione di un angolo 7 intorno all’asse z

Osserviamo che F(7) = -, F(j) = —J, F(k) = k. Dunque i vettori della base canonica
non camblano direzione. I vettori con tale proprieta SONO dettl autovettori. Gli sca-
lari —1,-1, 1, sono detti autovalorirelativi agli autovettorl 07, k, rispettivamente. La
matrlce associata a F nella base canonica e = {7, J, kie

-1 0 0
Me®=| 0 -1 0
0 0 1

che & una matrice diagonale.

Esempio 4.6.3 Sia F: R* — R? la rotazione antioraria di § intorno all’origine.

Osserviamo che F(i) = j e F(j) = —i e quindi nessuno dei vettori della base canonica
conserva la direzione una volta trasformato con F. Osserviamo pure che la matrice
associata a F nella base canonica e = {i, j} ¢

0 -1
Me(F):( 1 0 )

Possiamo quindi dare la seguente definizione
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yl
P'=y) --{P2

P=(x,7)

5 .
p, °

Figura 4.7: Rotazione antioraria di 7 intorno all’origine

Definizione 4.6.4 Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione, dimV = n e sia F:
V — V un endomorfismo di V. F si dice diagonalizzabile se esiste una base 28 di V
rispetto alla quale la matrice associata Mg (F) & una matrice diagonale, ossia

AM O .. .0

0 A . . . O
Mg (F) =

0 0 . . . Ay

Labase 28 e detta base diagonalizzante per F e la matrice C i cui vettori colonna sono
i vettori della base 98 e detta matrice diagonalizzante.

Osservazione 4.6.5 Se A ¢ la matrice associata a F in una qualunque baseeseD ¢ la
matrice associata a F nella base diagonalizzante v allora

D=C'AC

dove C & la matrice i cui vettori colonna sono i vettori della base v. In altre parole un
endomorfismo é diagonalizzabile se la matrice associata a F in una sua qualunque
base e simile a una matrice diagonale.

Per stabilire se un endomorfismo ¢ diagonalizzabile o meno ci serve la nozione di
autovettore e di autovalore.

Definizione 4.6.6 Sia V un K-spazio vettoriale, dimV = n e sia F: V — V un endo-
morfismo. Sia v € V un vettore non nullo. Il vettore v si dice autovettore se esiste un
A € K tale che F(v) = Av. Lo scalare A € K & detto autovalore relativo all’autovettore
v.

Definizione 4.6.7 Sia E(A) := {v € VIF(v) = Av}. Esso e detto autospazio relativo
all’autovalore A.

Osservazione 4.6.8 E(A) é 'insieme degli autovettori relativi all’autovalore A unito
il vettore nullo.

Vale il seguente Lemma la cui dimostrazione viene lasciata come esercizio.
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Lemma 4.6.9 E(A) e un sottospazio vettoriale diV e inoltre dimE(A) = 1.

» Come si determinano analiticamente gli autovalori

Definizione 4.6.10 Sia V un K-spazio vettoriale con dim V =n. SiaF:V — V un
endomorfismo, sia {ey,..., ,;} una base per V e sia A = M, (F) la matrice associata a F
nella base {e,..., e,}. Il polinomio

pa\) :=det(A—Al)

e detto polinomio caratteristico.

Dalla definizione di determinante segue facilmente che pa (A) € un polinomio a coef-
ficienti in K nell'indeterminta A di grado n. Infatti

paN) = (=D"A"+ (D" Ler(A" -+ detA, (4.13)

dove tr(A) e la traccia della matrice A, ossia, tr(A) = Z?zl a;;. Basta osservare che

aln -A ain . ain
ary azo -A ... ar2n
det(A—\N) =det ) ’ ’ : -
an ano ... Aupn—A
=(aj1—A)----- (@nn—A) + 2 oeS,—id bigay---- buon)

dove b;; sono le entrate della matrice B=A— AL

Vedremo che gli autovalori sono tutte e sole le radici del polinomio caratteristico.

Proposizione 4.6.11 Gli autovalori di A € M,,(IK) sono tutte e sole le radici del poli-
nomio caratteristico pa(A).

Dimostrazione Sia A un autovalore di A. Allora esiste un X € K", X # 0 tale che
AX = AX da cui segue che (A —ADDX = 0 e dunque X & un’autosoluzione del sistema
omogeneo la cui matrice dei coefficienti & A - AL Ne segue che d et(A—XI) =0e
quindi A & una radice del polinomio pa(A).

Viceversa se A & una radice del polinomio pa(A) allora det(A— XI) =0equindiil
sistema omogeneo (A - XI)X = 0 ammette autosoluzioni e una tale autosoluzione &
un autovettore relativo all’autovalore A. O

Osservazione 4.6.12 Se K = C allora il polinomio pa(A) ammette sempre radici in C
essendo C algebricamente chiuso e dunque riusciamo sempre a trovare gli autovalo-
ri. Se invece K = R allora il polinomio pa(A) non sempre ha radici in R e quindi non
sempre gli autovalori sono contenuti nel campo su cui & definito lo spazio vettoriale.
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Esempio 4.6.13 Si considerino le matrici

0 0 0 -1
A:(l 0),3:(1 0 )EMZ(IR)

Determinare, se esistono, gli autovalori di A e B, rispettivamente. In caso di risposta
positiva trovare i relativi autovettori. Poiché
-A 0
\) = det =\?
pad) ( Y )

-A -1
1 -A

ne segue che B non ha autovalori in R poiché il suo polinomio caratteristico non
ammette radici reali, mentre gli autovalori di A sono A = 0 (radice doppia).

Gli autovettori relativi all’autovalore A = 0 sono i vettori non nulli X € R? tali che
(A—ADX =0 e quindi essi sono le autosoluzioni del sistema omogeneo la cui matrice
dei coefficienti & la matrice A e dunque sono le coppie (x,y) € R? tali che (x,y) =
¥(0,1) al variare di y € R.

pB()\):det( ):)\2+1

Esempio 4.6.14 Determinare autovalori e autovettori della seguente matrice

0 1 -1
A= -1 2 -1
1 -1 2

Poiché gli autovalori sono le radici del polinomio caratteristico di A calcoliamo

-A 1 -1
palAN)=det(A-AN3)=| -1 2-A -1 =2-MNA-1)2
1 -1 2-A

Dunque gli autovalori di Asono A; =2 e Ay =1 (radice doppia).
Poiché gli autovettori sono i vettori non nulli X € R3 tali che (A — AI3)X = 0 allora
essi sono le autosoluzioni del sistema omogeneo la cui matrice dei coefficienti & la
matrice A — Al3.

Per A; = 2 dobbiamo risolvere il sistema omogeneo la cui matrice dei coefficienti

2 1 -1
A-2I3=[ -1 0 -1
1 -1 0

e dunque le soluzioni sono le terne (x, ¥, z) € R3 tali che (x, ¥,2) = z(-1,1,1) al variare
dizeR.
Per A, = 1 dobbiamo risolvere il sistema omogeneo la cui matrice dei coefficienti

-1 1 -1
A-Tz3=| -1 1 -1
1 -1 1
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e dunque le soluzioni sono le terne (x, y, z) € R3 tali che (x, ¥%2)=y(1,1,00+z(-1,0,1)
alvariaredi y,z € R.

Dunque v; = (-1,1,1) & un autovettore relativo all’autovalore A; = 2 e i vettori
vy =(1,1,0), v3 = (—1,0,1) sono autovettori relativi all’autovalore A, = 1.

Esempio 4.6.15 Determinare autovalori e autovettori della seguente matrice

1 0 O
A= 2 4 0
2 -1 2

Poiché gli autovalori sono le radici del polinomio caratteristico di A allora calcolia-
mo
1-A 0 0
pa(A) =det(A—A3) = 2 4-2 0 =(1-NM)E-MN2-A)
2 -1 2-A

Dunque gli autovalori di A sono A; =1, Ay =4 e A3 = 2. Poiché gli autovettori sono
i vettori non nulli X € R3 tali che (A — AI3)X = 0 allora essi sono le autosoluzioni del
sistema omogeneo la cui matrice dei coefficienti & la matrice A — Als.

Per A; = 1 dobbiamo risolvere il sistema omogeneo la cui matrice dei coefficienti

0 0 0
A-I;=| 2 3 0
2 -1 1

e dunque le soluzioni sono le terne (x, y, z) € R3 tali che (x, ¥, 2) = y(—%, 1,4) al variare
diyeR.
Per A, = 4 dobbiamo risolvere il sistema omogeneo la cui matrice dei coefficienti

-3 0 0
A-4l3= 2 0 0
2 -1 -2

e dunque le soluzioni sono le terne (x, y, z) € R3 tali che (x, ¥, 2) = z(0,-2,1) al variare
dizeR.
Per A3 = 2 dobbiamo risolvere il sistema omogeneo la cui matrice dei coefficienti

@
-1 0 0
A-2I;=| 2 2 0
2 -1 0

e dunque le soluzioni sono le terne (x, y,z) € R3 tali che (x, ¥,2) = z(0,0,1) al variare
dizeR.

Dunque v; = (—%, 1,4) e un autovettore relativo all’autovalore A = 1, v, = (0,-2,1),
€ un autovettore relativo all’autovalore A, =4 e v3 = (0,0, 1) € un autovettore relativo
all’autovalore A3 = 2.

Osserviamo che gli autovettori {vy, v, 3} sono linearmente indipendenti e dun-
que essi sono una base per R3. In realta & un fatto generale che gli autovettori corri-
spondenti a autovalori distinti sono linearmente indipendenti. Cio lo vedremo nella
seguente Proposizione
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Proposizione 4.6.16 SiaF € End (V) esianoy, ..., A autovaloridistintidiF evy,..., vy
i relativi autovettori. Allora vy, ..., vy sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione La dimostrazione si fa per induzione sul numero k di vettori. Pro-
viamo l'affermazione per k = 2. Siano A;, A, autovalori distinti e siano vy, v, i re-
lativi autovettori. Verifichiamo che vy, v, sono linearmente indipendenti. Suppo-
niamo per assurdo che v; = kv, per qualche k € K. Allora F(v;) = F(kvy) da cui
segue che A v; = kAyv2 e poiche v; = kv, ne segue che A1 kv, = kAyv2 e dunque
k(A1 —A2)vy = 0. Poiche A} — A, #0 e v # 0 ne segue che k =0 e quindi v; = kvo =0
e questo contraddice il fatto che v, € un autovettore.

Supponiamo ora 'affermazione vera per k — 1 e dimostriamola vera per ogni k.
Provare che 'equazione

k
Y xivi=0 (4.14)
i=1

ammette la solo soluzione banale. Osserviamo che F(Z;‘:l XiVi) = 0. Usando la li-
nearita di F e il fatto che F(v;) = A; v; la (4.14) da

k
ZX;’)\,‘U,‘ =0 (4.15)
i=1
Moltiplichiamo (4.14) per Ay (che possiamo supporre diverso da zero diversamente
non c’é niente da provare) e si ottiene che

k -
Z Arxivi =0
i=1

Sottraendo da (4.15) quest’ultima equazione si ottiene

k-1
Xi(Ai = Ap)v; =0 (4.16)
i=1

Dall’ipotesi induttiva e dal fatto che i A; sono tutti distinti ne segue che x; = 0 per
ognii=1,...,k—1. Sostituendo tali valori in 1| siha x;vi = 0 da cui segue che
X =0 essendo vy # 0. O

Corollario 4.6.17 Sia F € End (V) e siano Ay,...,\,, autovalori distinti. Allora F e
diagonalizzabile.

Dimostrazione Dalla Proposizione[4.6.16|segue che gli autovettori vy, ..., v, relativi
agli autovalori Aj,...,A, sono linearmente indipendenti e dunque sono una base
diagonalizzante per V. m|

Lemma 4.6.18 (Invarianti per similitudine) SiaV un K-spazio vettoriale di dimen-
sione finita, dimV = n. SiaF :V — V un endomorfismo, siano e = {ey,..., ey}, v=
{v1,..., v} due basi perV e siano A = Me(F) e B = My (F) le matrici associate a F nelle
basie ={ey,...,ey} ev=1_{vy,..., v}, rispettivamente. Allora
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1. paN) = ps(A)
2. Tr(A) =Tr(B)
3. det(A) = det(B)

Dimostrazione Sappiamo che A e B sono matrici simili e pertanto esiste una matrice
invertibile C € GL,,(K) tale che B= C~'AC. Il polinomio

pe(N):i=det(B-Al,) = det(C"'AC—Al,) =det(C"'AC-C!AL,C)
det(C Y (A—\I,)C) = detC ' der(A— \l,)detC
det(A—Alp) = pa(A).

Poiché pg(A) = pa(A) allora i coefficienti dei termini dello stesso grado sono uguali,
in particolare sono uguali i coefficienti di A", ovvero Tr(B) = Tr(A) e i termini noti,
ossia det(B) = det(A). m]

Osservazione 4.6.19 Sia F:V — V un endomorfismo, con V K-spazio vettoriale di
dimensione finita. Dal Lemma|4.6.18|segue che se cambiamo base in V il polinomio
caratteristico non cambia.

Definizione 4.6.20 Sia A un autovalore di A € M, (K). Per molteplicita algebrica di X,
ma(X), si intende la sua molteplicita in quanto radice del polinomio caratteristico,
ossia quell’intero h = ma(X) > 1 tale che ()\—X)hlpA()\) e A—=A)"*1 non divide paA).
Per molteplicita geometrica di X, mg (M), si intende la dimensione dell’autospazio
E(A).

Lemma 4.6.21 Sia V un K-spazio vettoriale, dimV = n, sia F € End(V) e sia A un
autovalore di F. Allora mg(A) < mg(A).

Dimostrazione Sia E(\) l'autospazio relativo all’autovalore Aesia{vy,..., Umg} una

base per E(A). Completiamo tale base a una base perV, sia essa
{v,..., Umg) W1 wn_mg} e sia A la matrice associata a F in tale base,

A0 0 * . . = i)\ % g B
0 A 0 * . . =*
.o 0
0 * . * —
A=| Y . . _lo o A
0 0 = *
. . 0 =% *
0 0 0 = * O ¢
Allora pa(A) = A —A\)™sg pc(A), da cui segue che mu(X) =mg ). O
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Teorema 4.6.22 (Caratterizzazione di endomorfismi diagonalizzabili) Sia V un K-
spazio vettoriale, dimV = n, sia F € End(V). Supponiamo che tutte le radici del po-
linomio caratteristico nella chiusura algebrica di K siano contenute nel campo K e
siano quindi \y, ..., Ay gli autovalori distinti diF e my = mg(A1),...,mg = mg(Ag) le
corrispondenti molteplicita algebriche. Allora F e diagonalizzabile se e solo se

dimE(A\;) =m; perogni i=1,...,k (4.17)

Dimostrazione Se F & diagonalizzabile allora la ¢ immediata. Viceversa, sup-
poniamo che dimE(A;) = m; per ogni i =1,...,k. Per ogni autospazio E(A;) sce-
gliamo una base. Sia dunque {v13,..., V1, } una base per E(A1), {v21,..., V2m,} una
base per E(A2) e cosi via fino a {v1,..., Vim, } una base per E(Ag). Linsieme dei vet-
tori {v11,..., Vlmys-+» Vkls-+-» Ve, } ha cardinalita n = Z;‘:l m; e quindi esso sara una
base per V se I'insieme {v11,..., Vimy,..., Vk1,..., Vkm, } € linearmente indipendente,
ossia se 'equazione

X11V11 4+ Xy Uiy + 0+ Xk Vgl + -+ + Xy Vi, = 0 (4.18)

ammette la sola soluzione banale.
Sia w1 = x11 V11 + -+ X1y Vimys o0 W = Xg1 Vg1 +°+ + Xy Vi, - Allora ’'equazione

(4.18) diventa

-

Wi+ +wp=0 (4.19)

Osserviamo che w; e E(A;) perognii =1,..., k e dunque w; € un autovettore relativo
all’autovalore A;.

Se w; = 0 perognii=1,...,k allora, essendo i vettori {v;1,..., Vi;y;} linearmente
indipendenti ne segue che x;; =--- = Xj;;; =0 perognii=1,...,k.

D’altra parte w; # 0 non & possibile. Infatti essendo wy, ..., wy autovettori cor-
rispondenti ad autovalori distinti essi sono linearmente indipendenti e dunque I'e-
quazione da una contraddizione in questo caso.

Alloral’insieme {v11,..., Vimy,--+) Vk1)--+» Vkm, } € linearmente indipendente e quin-
di I'endomorfismo F € End (V) é diagonalizzabile poiché V ha una base di autovet-
tori.

O

4.6.1 Esercizi

1. SiaF:R[x]<3 — M2(R) la trasformazione lineare cosi definita

ap dl)

Flag+arx+ agx2 + a3x3) =
a, as

(a) Determinare la matrice A associata a F rispetto alle basi canoniche.
(b) Calcolare gli autovalori di A e i relativi autospazi.

(c) Stabilire se A € diagonalizzabile e in caso di risposta positiva determinare
la matrice diagonalizzante.
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2. Sia F:R3 — R la trasformazione lineare cosi definita F((1,1,0)) = (2,1,-1),
F((Oy ]-) 1)) = (zr ]-) _]-)) F((0,0, 1)) = (1v _2r 0)~
(a) Calcolare F((x1, X2, x3)).

(b) Dire se F e diagonalizzabile e in caso di risposta positiva trovare una base
di autovettori.

(c) Determinare la matrice associata a F nella base {v;, v», v3} dove v; = (1,0, 1),
UZ = (2) 1) 1)! 1/3 = (11_11 _3)'

3. SiaF:R* — R*la trasformazione lineare la cui matrice rispetto alla base cano-
nica e

S O -+ O
[
N - O O
- N O O

(a) Alvariare del parametro ¢ € R determinare gli autovalori di F.

(b) Dire se esistono valori del parametro ¢ € R per i quali F sia diagonalizza-

bile.
4. SiaF:R® — R la trasformazione lineare la cui matrice rispetto alla base cano-
nica e
1 0 1
A=l 0 ¢t -1
01 -t

(a) Alvariare del parametro ¢ € R stabilire se F e iniettiva, suriettiva, biiettiva.

(b) Dire se esistono valori del parametro ¢ € R per i quali I'insieme
C:=XeRFX) =(2,1,1)}

€ non vuoto. In caso di risposta positiva, dire cosa rappresenta geome-
tricamente tale insieme.

(c) Alvariare del parametro t € R stabilire se F & diagonalizzabile.

5. Si consideri la matrice

2 1 0
A= 1 1 -1
0o -1 2

Dire se la matrice A e diagonalizzabile. In caso di risposta positiva trovare una
base di autovettori.

6. Sia A€M, (R). Provare che:
(a) se A e tale che A2 =A e A & un autovalore di A, allora A =0, 1;

(b) se A & diagonalizzabile e ogni autovalore di A &0 o 1, allora A = A.
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7. SiaF:R3 — R3 la trasformazione lineare tale che F(e;) = 3e; +2e, +2e3, F(ey) =
—e] —es, F(eg) = —261 —262 —es3.
(a) Provare che F & diagonalizzabile e trovare una base di autovettori.

(b) Determinare la matrice associata a F nella base {v;, v», v3} dove v; = (1,0,-1), v =
(_17 1! 1)) U3 = (1)07 1)-

(c) Dire se esiste una base di R? rispetto alla quale F & rappresentata dalla
seguente matrice

1 1
c={3 2 1
1 1 1
8. SiaF:R® — R3latrasformazione lineare tale che F((1,0,1)) = (-2,0,1), F((0,1,2)) =
(-1,4,5), F((-1,0,1)) = (0,2,3).
(a) Verificare che F & ben definita.
(b) Scrivere la matrice associata a F nella base canonica.
(c) Verificare che F & diagonalizzabile e determinare una base di autovettori.

9. SiaF:R3® — R3 un endomorfismo avente tre autovalori distinti. Provare che F
é diagonalizzabile.

10. Sia F: R3 — R3 la trasformazione lineare tale che F((1,-1,1)) = (0,1+ ¢, —
1),F((1,1,1))=(0,1+¢1+ 1), F((0,0,1)) =(1,0,1),con t e R.

(a) Verificare che F € ben definita.
(b) Scrivere la matrice associata a F nella base canonica.
(c) Trovareivaloridit € R periquali F non e suriettiva.

(d) Dire se per i valori di t determinati al punto (c) la trasformazione F &
diagonalizzabile (giustificare la risposta). In caso di risposta positiva de-
terminare una base di autovettori.

11. SiaF:R® — R® un endomorfismo avente un autovalore uguale a zero. Provare
che F non e un isomorfismo.

12. SiaF:R3 — R3 la trasformazione lineare tale che il vettore (1,1, 1) & un autovet-
tore relativo all’autovalore A = 1, F((0,1,0)) = (0,3,0) e F((1,2,1)) =F((1,1,2)).

(a) Provare che F ¢ diagonalizzabile.

(b) Determinare una base di autovettori.

13. Si considerila matrice
1 1 a
A=l 0 0 b
0 0O
(a) Determinareivaloridi a, b€ R periquali A & diagonalizzabile.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(b) Per tali valori di a, b € R determinare una base di autovettori.
Sia F: M (R) — M2 (R) I'applicazione lineare cosi definita
F(A)=A-2'A

(a) Trovare autovalori e autospazi di F.

(b) Dire, giustificando la risposta, se F & diagonalizzabile.

Trovare la matrice A € M, (R) i cui autovalori sono 1,5 e i cui relativi autovettori
sono v =(1,2),w=(3,-2).

Trovare un’applicazione lineare F : R* — R® avente come nucleo il sottospazio
N(F) = {(x,y,2) € R3| x+ y = 0, x + z = 0} e avente un autovalore uguale a 1.

Sia F: R — R3 I'applicazione lineare la cui matrice rispetto alla base canonica

e
1 2 0
A= 2 4 0
0 0 1

Sia U il sottospazio individuato dall’asse delle x. Trovare la dimensione e le
equazioni cartesiane del sottospazio F~! (F(U).

SiaF: R3 — R? la trasformazione lineare tale che F((1, 1,0)) = (3,-2), F((1,0,1)) =
(2,-1), F((0,1,1)) = (1,0).

(a) Determinare la matrice associata a F rispetto alle basi canoniche.

(b) Determinare il nucleo e 'immagine di F e una loro base.

Sia F : R* — R? la trasformazione lineare la cui matrice rispetto alle basi cano-
niche &

1
13 -2 4

A=l2 0 1 0

SIano V= {Vl = (1) 1) 17 1)r Uy = (2) _1)370)y V3 = (4) 170) 0)) Uy = (17 _%r 1) 5))}) W=
{wy = (2,-3), w2 = (-1, 3)} basi per R* e R? rispettivamente. Scrivere la matrice
associata a F nelle basi v, w.

Scrivere una matrice A € M3(R) avente come autovaloriA; =1, A, =2,A3 =3¢
relativi autovettori v; = (2,-1,0), v, = (-1,2,-1),v3 = (0,-1,2).

Trovare una base per gli autospazi di

3 -2 0
A= -2 3 0
0 0 5

Sia F : R[x]<» — R? 'applicazione lineare cosi definita

F(a+bx+cx®) =(a-b,2a+c)
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(a) Scrivere la matrice associata a F nelle basi canoniche di R[x]<» e R?,
rispettivamente.

(b) Determinare il nucleo e 'immagine di F e una loro base.
(c) Determinare F~1((1,4)).
23. SiaWcR*il sottospazio generato dai vettori w; = (1,0,1,1), w» = (1,0,1,—-1).

Sia {e;, es, e3, e4} la base canonica di R* e sia F: R* — R* un endomorfismo tale
che F(ey) =2e1, F(ez) = —e3, N(F) = W.

(a) Provare che F ¢ univocamente determinata dalle condizioni date.

(b) Determinare la matrice associata a F nella base canonica.

(c) Dire se F & diagonalizzabile e in caso affermativo trovare una matrice

diagonalizzante.

24. Si consideri la trasformazione lineare F : R3 — R? definita da

F(x,y,2)=(x+y—-2z,x—2,X— 2)

(a) Determinare la matrice associata a F nella base canonica.
(b) Dire, giustificando la risposta, se F & diagonalizzabile.

(c) Dopo aver verificato cheipuntiA=(1,1,1), B=(0,1,1), C=(1,0,0) indi-
viduano un triangolo determinarne |’area.
I punti F(A), F(B), F(C) individuano anch’essi un triangolo?

25. Siano v; = (1,1,0), v = (0,1,2), v3 = (1,0,1) vettori di R3, e siano A\ = 1, Ay =
—1, A3 =5 tre numeri reali.

Sia F : R® — R3 I'applicazione lineare che ha il vettore v; come autovettore
relativo all’autovalore A;, i = 1,2,3.

(a) Verificare che I'applicazione lineare F é ben definita.

(b) Scrivere la matrice associata ad F nella base di autovettori.

(c) Scrivere la matrice associata ad F rispetto alla base canonica di V3.

26. Siconsiderila matrice

4 -1 0
A= -1 4 O
0 0 5

(a) Determinare gli autovalori di A ed i relativi autovettori.

(b) Mostrare che A é diagonalizzabile e scrivere la matrice diagonale D asso-
ciata ad A.

(c) Calcolare una base di autovettori per A e determinare una matrice C tale
che D =C'AC.
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27. Siconsideri la seguente matrice a entrate reali
h 0 1
A=| 0 h 2
-1 0 1
(a) Determinare, al variare del parametro reale h, il rango di A.
(b) Per i valori di h per i quali il rango non & massimo dire se la matrice ¢

diagonalizzabile.

28. Si considerino le matrici

2 00 1 0 0
A: 0 ]_ 0 ,B: ]_ 2 0
-1 0 1 -1 -1 1

a) Dire se ciascuna di esse ¢ diagonalizzabile su R e in caso di risposta af-
fermativa trovare per ciascuna di esse una matrice diagonalizzante.

b) Dire se A e B rappresentano lo stesso endomorfismo F : R® — R? in basi
diverse.

4.7 Forma canonica di Jordan

Data una matrice A € M, (K) non sempre A & diagonalizzabile, ovvero simile a una
matrice diagonale. Ci si chiede quindi se esiste una classe di matrici quadrate non
diagonali, ma abbastanza semplice tale che ogni matrice quadrata sia simile a una
di esse. Vedremo che esse sono le matrici in forma canonica di Jordan.

Definizione 4.7.1 Un blocco di Jordan]; di ordine ¢ € una matrice quadrata tale che

A1 0 . . .0

0 A 10 . .0
]t(X)z . . . . . . . ’X€K

00 . . . A1

00 . . . . A

Definizione 4.7.2 Una matrice ] € M, (K) si dice in forma canonica di Jordan se

JwAD 0 . .. 0
0 ]nz()\z) 0 . . 0
J=
0 0 . . . I

conJy, ()\_,-) blocco di Jordan di ordine n; e gli n; sono interi positivi tali che ny +--- +
ni =n.
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Esempio 4.7.3
2 1 : 0
_|l o 2 ) _ J2(2) O
A ( 0 3
o 0 : 3
1 1 0 0
0 1 : 0 0
B :(12(1) 0 )
0 LW
0 0 1 1
0 0 0 1
-1 1 0 0
0 -1 1 : o0
co . :(13(—1) 0)
0 0 -1 : 0 0 4
0 0 0 : 4

Osservazione 4.7.4 La matrice I,(_X) non ¢ diagonalizzabile. Infatti il polinomio ca-
ratteristico di J;(A) & Py, (A) = A=A\ e dunque A = A & un autovalore di mol-

teplicita algebrica m,(A) = t mentre la molteplicita geometrica, mg(X) < t poiche
rgd:N)—AD =¢-1.

4.7.1 Endomorfismi (o0 matrici) nilpotenti

Definizione 4.7.5 Sia A € M,,(K). A si dice nilpotente se esiste un intero m > 0 tale
che A™ = 0. Il piu1 piccolo m per il quale A™ = 0 si dice indice di nilpotenza di A.

Esempio 4.7.6 La seguente matrice A € nilpotente con indice di nilpotenza 3,

01 0

A=| 0 0 1

0 0 0
01 0 01 0 0 0 1
A=l 0 0o 1]lo o 1]=l0 o0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 1Y(0 1 0 0 0 0
Al=A%2.A=[0 0 O 00 1]=(0o0o0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Esempio 4.7.7 Sia V un K-spazio vettoriale con dimV = n. Sia f:V — V un endo-
morfismo tale che esistaun v € V con v # 0 e tale che i vettori v, f), fz(v), e ,f”‘1 (v)
sono una base per Ve f*(v) = 0. Sia B = {f" ' (v), f* %), --, f(v), v}, allora la
matrice associata a f in tale base e

01 0 0

0 0 1 O 0
Mg(f) =

o o0 . . . 01

0 0 0

Un tale endomorfismo € detto endomorfismo ciclico.
Sia é; = f* ' (v), & = f*2(v),---, €, = v. Facciamo ora vedere che I'indice di
nilpotenza di f € n. Infattise i = x,€1 +---+ x,6, ese m< nsiha

F70) = Xpy1 81+ + Xp€pom
In particolare f” (i) = 0.

Definizione 4.7.8 Sia V un K-spazio vettoriale con dimV = n. Sia f:V — V un en-
domorfismo. Sia W c V un sottospazio vettoriale. W si dice f-invariante se per ogni
w € W si ha che f(w) e W.

4.7.2 Forma canonica di Jordan di un endomorfismo nilpotente

Proposizione 4.7.9 Per ogni endomorfismo nilpotente f : V — V esiste una decom-
posizione diV = E; @ --- ® E; con E; sottospazi invarianti, dimE; = n; e fig;, e un
endomorfismo ciclico, ovvero

010 0
0010 0
M(fig,) =
00 . . .01
00 . . . .0

Dimostrazione Sia f :V — V un endomorfismo nilpotente di indice m e sia W; =
Imf', i=0,---,m. Osserviamo che

o« W, =1{0} poiche f™ &1’endomorfismo nullo.

o Wi cW,;. Infatti fi*1(v) = fi(f(v)) e Imf’ =W; e dunque
o f(W;) =W,

e Wy =V poiche f° =1Idy.

Dunque si ha che

0} =W,,cW,_1cWyoC--cW;cWy=V
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e W,1 € N(f). Infatti se w € Wy, = Imf™ ! allora w = f!(v) e quindi
fw) =™ ) =fmw) =0

Vogliamo costruire una base per V a partire da una base per W,,,_;. Sia dimW,,_; =
Pm-1 € sia

-1 1
el ey (4.20)

una base per Wy,,_;.
* Wy,-1 € N(f) implica che f(ef"") =0,---, f(ej: 1) =0
e f(Wy,—2) = W,,,_; implica che esistono vettori in W,,,_, le cui immagini sono

el ... - e 1, rispettivamente. Siano
el' ™, e, et eWpo (4.21)
f i l f
fe™=el"", -, eptt = flep?) (4.22)
Proviamo ora che i vettori
eml . gm11€Wm 1€Wp2
e’ e, et eWpo (4.23)

sono linearmente indipendenti. Se

m-—1 m2

m
alel +- +(lpm 1 pm 1+b1e

applicando la f a tale equazione e usando e ha che f (el'_"—l) =0,

fe"*) =e"peri=1,---,pn_1 e dunquel'equazione (4.24) diventa

et by, @2 =0 (4.24)

-

m-1
bie; +~~+b,,ml,!,m1 0.

Poiche tali vettori sono linearmente indipendenti essendo una base di W;,_; si ha
che by =---=bp,,_, =0. Sostituendo in (4.24) si ha che

m—1 ey
are; " +- +“Pm1pm1 0

dacuiseguechea; =---=a = 0 poiche i vettori e’" L. em 1 sono una base
Pm-1 Pm

di W;,,—1. Estendiamo i vettori in (4.23) a una base per Wm 2 esia qu1nd1

m-1 m-1
e Cppn
m-2 m-2 m-2 m-2
€ T er 1’ er D epm—z (4.25)

una base per Wy,,_,. Osserviamo che dim W, = p;;;—1+ pm—2 € dunque p;,—» =dim
Winoo-dim W,y = rg(f2) —rg(f™h.
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Inoltre i vettori e;" -2 41 m—2 , possono essere presi in N( f). Infatti poicheé

fWp,_0) =W, allora f(em 2 )—xl,e1 Ty “+ Xp,,_ 1,ep equlndl al posto di

em=2 ,; bossiamo prendere e Zp " lx] i ;" ~2 e questi vettori sono tali che

Pm-1 1+l
Pm-1 2 9 Pm-1 1
e _ m— _ .. m—
f Pm- 1+l Z le - f(epmfl"'i) Zl x]lf(ej )
]:
Pm-1

m-2 .m=1_13
f(epm—l‘*'i)_ Z Xji€j =0
j=1

Poiche f(W,,—3) = W,,_, allora esistono in W,,_3 vettori le cui immagini sono i

. -2 2
vettori e]" "%, -+, ezim - Siano
em3 . M3 ew (4.26)
1 ’ ’ Pm-2 m-3 .
f i if
fler Sy =e?, ., emZ = flen3) (4.27)

Analogamente a quanto visto per la famiglia di vettori in (4.23), si puo provare che i
vettori

m-1 . m-1
e}n 2 ' e;?{"él m-2 m-2
e oy Cp il T Cpps (4.28)
em—s .. em—s m-3 . em73

L Pm-17 “pm-1+1’ Pm-2

sono vettori di W,,—3 linearmente indipendenti e quindi si possono estendere a una
base per Wy,,_3

m—1 m—1
°1 - , epmél 2 2
m-— m- m- m-—
er o Pm-1’ epm_1+1’ €pms (4.29)
em-3 .. em-3 m-3 .. em3 m-3 .. em3
1 ’ Pm-1’ Pm-1+1’ Pm-2’ Pm-2+1’ Pm-3
. PN . . m_3
Si puo provare che i vettori TS e possono essere presi in N(f). Siva
avanti in questo modo fino a costruire una base per Wy =V
m-1 m-1
€ Pm-1
em—Z m—2 e~ -2 e e -2
1 Pm-1 pm 1+1 pm 2
em—s . m-3 e 3 . m—3 m—3 em—s
1 Pm-1 Pm-1+1 Pm 2 pm 2+1 Pm-3
(4.30)
0 0 0 0 0 0 0
€ €pm-1  Cppi+l €om—2z  Cpnotl €pm-3 €py

Siano Ej, per j =1,---, p, i sottospazi generati dai vettori colonna in (4.30). I vettori
su ogni colonna hanno la proprieta che

flehy=eit!
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perj=1,---,ppei=0,---m—1, ovvero salgono di un gradino rimanendo nella stessa
colonna. Dunque i sottospazi E; sono

e f-invarianti e fig; € un endomorfismo ciclico.

e dim E; =--- = dim E,,,_, = m e dunque esiste almeno un sottospazio di di-
mensione m, dove m & l'indice di f.

Per costruzione V = &/° E;. O

Osservazione 4.7.10 Dalla dimostrazione della Proposizione (4.7.9) segue che il nu-
mero di sottospazi f-invarianti € uguale a py, dove

po = dim Wy-dim W; =dim V-dim ImF = dim N(f)
dunque po = n-rg(f).

Osservazione 4.7.11 Dalla dimostrazione della Proposizione (4.7.9) segue che il nu-
mero di blocchi di ordine i &

Nit1+Nji-1—2n;

dove n; =dim Im(f?).

Se i = m allora il numero di blocchi di ordine m € uguale a p,,—;. Infatti n,,+1 +
N1 =20y = dimIm(f™) + dimIm(f™ 1Y) - 2dimIm(f™) = 0+ dimW,,_1 +0 =
Pm-1.

Se i = m—1 allora il numero di blocchi di ordine m —1 € uguale a p;;,—2 — pm-1-
Infatti 7, + N2 — 21p-1 = dimIm(f™) + dimIm(f™2) - 2dimlm(f™ ') = 0 +
dimWp—2 =2dimWy—1 = P2+ Pm-1—2Pm-1 = Pm-2 — Pm-1-

Lenunciato della Proposizione (4.7.9) in termini di matrici & il seguente:

Proposizione 4.7.12 Sia A € M;,(K) una matrice nilpotente di indice di nilpotenza
m. Allora A e simile a una matrice diagonale a blocchi, i cui elementi diagonali N;,
peri=1,---,s sono del tipo

01 0 . 0
0 01 O 0
oo . . . 01
0 0 0

Tutte le matriciN;, i = 1,---, s sono di ordine < m e almeno una di esse é di ordine m.
Il numero totale di blocchi s = n—rg(A). Inoltre il numero di blocchi di ordine i é

Nit1+ni-1—2n;

dove n; = rg(A)).
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Esempio 4.7.13 Sia

>

Il
o o O o o
[l elelel
[N el
[l el el =]
= elal

Si ha che A3 = 0 e dunque A & nilpotente di indice 3. Troviamo la matrice nilpotente
M in forma canonica e simile alla matrice A.

Poiche A & nilpotente di indice 3, M conterra almeno un blocco di Jordan di or-
dine 3. D’altra parte, poiche rg(A) = 2, il numero totale di blocchie s=n—-rg(A) =
5-2=3edunque

0o 1 O 0 0

0 0 1 0 0

0o 0 O 0 0
M=

0o o0 O 0 0

0 0 O 0 0

Esercizio 4.7.14 Si consideri la seguente matrice

-5 -5 0 2 0
5 5 0 -2 0
A=| O 0 0 1 O
0 0o 0 0 o
5 5 0 0 O

1) Verificare che A & nilpotente e trovarne I'indice
2) Determinare la forma canonica di Jordan della matrice A.

Osserviamo che A? = 0, dunque A ha indice 2 e quindi esiste almeno un blocco di
Jordan di ordine 2. Inoltre il numero di blocchi di Jordan di ordine 2 & uguale a
n3 + ny —2n, =dim ImA3+dim ImA — 2dim ImA? = 0+ 2 — 0 = 2. Sappiamo pure che
il numero totale di blocchi di Jordan & s =5—-rg(A) =5—-2 = 3 e dunque la forma
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canonica di Jordan per A

4.7.3 Forma canonica di Jordan di un endomorfismo qualunque

Sia V uno spazio vettoriale su K di dimensione n e sia f : V — V un endomorfismo
qualunque diV. Sia A un autovalore di f. L'autospazio E(A) pu0 essere pensato come
il pit1 grande sottospazio di V in cui 'endomorfismo f —Al & uguale a zero. Vogliamo
ora dare la nozione di autospazio generalizzato detto anche sottospazio radice.

Definizione 4.7.15 Un vettore U # 0, U € V & detto vettore radice relativo all’autova-
lore A se esiste un intero m = 1 tale che (f — AI)(%) = 0.

Lemma 4.7.16 L'insieme costituito da tutti i vettori radice relativi all'autovalore \ e
dal vettore nullo e un sottospazio vettoriale diV che denotiamo conR.

Dimostrazione Siano vy, v, due vettori radice relativi all’autovalore A. Allora esisto-
no my = 1, my = 1 tali che (f =AD" (#1) = 0 e (f —AI)™2 (i) = 0. Allora (f —AI) (if} +
;) =0, dove m = max{m;, my} e dunque v, + i, € Ry. Se U & un vettore radice allora
per ogni k € K si ha che k7 € R. a

Definizione 4.7.17 Il sottospazio R e il pit1 grande sottospazio dello spazio V in cui
I'endomorfismo f—Al énilpotente. Esso e detto autospazio generalizzatodell endomorfismo
f relativo all’autovalore A.

Osservazione 4.7.18 Il sottospazio Ry € invariante per f — AL Infatti per ogni U € Ry
esiste un m = 1 tale che (f —AI)"*(¥) = 0 da cui segue che (f =AD" 1 ((f —= A (D)) =0
e dunque (f —AD (D) € Ry.

Osservazione 4.7.19 Il sottospazio R, € invariante per f. Infatti per ogni U € R), esi-
ste un intero m = 1 tale che (f —AI)™(?) = 0 da cui segue che anche (f—AD)"*1(7) =0
edunque 0 = (f =AD" (f(v)=AD)) = (f =AD" (f (1)) = (f=AD"(AD) = (f =AD" (f (v))—
A(f=AD™(@) = (f - AD™(f(v)) e dunque f (V) € Ry.

Esercizio 4.7.20 1l sottospazio Ry € invariante per f — pul per ogni p € K. Infatti per
ogni U € Ry siha che (f—puD(v) = f(v) —pv € Ry essendo Ry, un sottospazio e i vettori

f (), uv € Ry. Da cio segue che (f — pl) g, € un endomorfismo di R,.
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Proposizione 4.7.21 Se A # p l'endomorfismo (f — ul)|r, e un isomorfismo

Dimostrazione E sufficiente dimostrare che il nucleo di (f — ) g, € costituito dal so-
lo vettore nullo. Supponiamo che esista un vettore 7 € N((f —pI)|g,) con 7 # 0. Allora
(f—uD(¥) =0 e dunque f(¥) = uv. Da cio segue che (f —AD (D) = f(§) =AD = (u=\)D
e dunque p — A € un autovalore dell’endomorfismo nilpotente (f — Al) g, . Ma gli au-
tovalori di un endomorfismo nilpotente sono zero e quindi p = A, contraddicendo
i # A. Quindi 7 = 0 e dunque N((f — uDr,) = {0} ]

Osservazione 4.7.22 Sia A un autovalore di molteplicita algebrica m allora il nucleo
dell’endomorfismo (f —AI)"™, N((f —AD)™) = R,. Potrebbe darsi che Ry = N((f —AD?)
cont<m.

Ora proveremo 'analogo della Proposizione (4.7.9) per i sottospazi radice.

Proposizione 4.7.23 Sia f : V — V un endomorfismo di un K-spazio vettorialeV di
dimensione n. Siano Ay, -+, \p autovalori distinti di [ e sianoRy =Ry, ,Rp = R)\p
gli autospazi generalizzati relativia\y, -+, Ay, , rispettivamente. Allora la somma

Ri+--+Rp
e diretta, ossia l'equazione
Uy +---+ 0, =0 con U; €R; seesolo se V; =0,peri=1,--,p.

Dimostrazione Faremo la dimostrazione per induzione sull’intero p. Per p =1 la
dimostrazione & ovvia. Supponiamo d’aver dimostrato la Proposizione per p—1 sot-
tospazi radice. Sia dunque 7, € R, questo implica che esiste un intero s = 1 tale che
(f =ApD*(@),) = 0. Applichiamo (f —A,D)® al vettore 7y +--- + U, e otteniamo

(F=ApD @B+ + (F = ApD* (Bp-1) + (f = ApD°(5,) =0 (4.31)

Poniamo (f — A,D)°(7;) = i; e sappiamo che (f —Ap,D*(T)p) = 0 e quindi abbiamo
I'equazione

-

W+ + Wy =0 (4.32)
PoicheisottospaziR; sono (f—A,I)- invarianti allora iv; = (f—A,I)*(7;) € R; e quindi
per ipotesi induttiva si ha che i) =--- = iW,_1 = 0. Poiche (f - ApD) & invertibile nei

sottospazi Ry,---Rp_1 siha che 7; = Operi=1,---,p—1edunque anche Uy = 0. O

Vogliamo ora dimostrare che i sottospazi radice R); hanno dimensione uguale
alla molteplicita algebrica di A;.

Proposizione 4.7.24 Per ogni autovalore A dell’endomorfismo f :V — V si ha che
dim Ry = mgq(A), dove m,(A) e la molteplicita algebrica di \.
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Dimostrazione Sia V/RX ={[P]: =0+ RX’ U € V}, lo spazio quoziente e sia m: V —
V/Ry I'applicazione di proiezione, ovvero nt(?) = []. Lendomorfismo f induce un’ap-
plicazione f:V/ Ry — V/Ry, con f(D) = [f(D)]. Si ha quindi il seguente diagramma
commutativo

\% Hf \Y
nl ln
Sia {vy,---, v;} una base per il sottospazio Ry. Estendiamo tale base a una base

perV e sia essa & := {vy, -+, Vs, UVr+1,°*+, V). Allora la matrice associata a f in tale
base & della forma

Ay
B=

0O : A
dove A; e una matrice di ordine ¢ e A, & una matrice di ordine n — ¢. Infatti poi-
che Ry € f-invariante allora f(v;) € Ry perognii=1,---,¢. Sia fi = f‘RX allora si ha
che A; e la matrice associata a f nella base {vy,-:-, v¢}. Osserviamo ch_e I'insieme
{lve+1],-++, [vnl} @ una base per V/Ry e quindi A, € la matrice associata a f nella base
{lv¢s1l,--+, [val}. Allora il polinomio caratteristico di B, pg(A) = pa, (A) - pa, (A). Sup-

poniamo che dim RX =t< ma(X). Poiche pg(A) = pa, (A)-pa, (A) ne segue che A ¢ una
radice del polinomio pa, (A) e quindi A & un autovalore dell’endomorfismo ? Sia [U]

il corrispondente autovettore. Allora F(D) = A7) da cui segue che [f (V)] = A7 e
quindi f(¥) — AU € Ry. Dunque esiste un intero k tale che (f — ADK(f(9)—AD) =0, da

cui segue che (f —XI)]‘Jrl () =0e quindi v € Ry, ossia [D] = 0, contraddicendo il fatto
che [7] € un autovettore. Dunque non & possibile che dim RX < ma(X) e pertanto
dim Ry = ma(\). O

Corollario 4.7.25 Sely,---, A, sono tutti gli autovalori distinti di f e sono tutti con-
tenutiin K allora

V=R, @8R,

Dimostrazione Poiche Ry +---+ Ry, € somma diretta e poiche dim(R; +---+Rp) =
mp+---+mp=nalloraV=R; &---&Rp. O

Abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema

Teorema 4.7.26 SiaV un [K-spazio vettoriale di dimensione n. Per ogni endomorfi-
smo [ :V — V i cui autovalori distinti Ay, -+, Ap sono tutti contenuti nel campo K si
ha che

V=R @ &R,

Equivalentemente

101



Maria Lucia Fania CAPITOLO 4. APPLICAZIONI LINEARI

Sia A € M,,(K) tale che tutte le radici del polinomio caratteristico sono contenute
in K. Allora esiste una matrice M € GL,,(K) tale che M~'AM é in forma canonica di
Jordan.

Ricordiamo che (f - Al)g, € nilpotente e denotiamo tale endomorfismo con g.
Allora

ﬁRA:/\I+g

Per la Proposizione (4.7.9) applicata all’endomorfismo g esiste una decomposizio-
ne di R) come somma diretta di sottospazi invarianti in ognuno dei quali g induce
un endomorfismo ciclico. Poicheé i sottospazi invarianti per g lo sono anche per f,
operando tale decomposizione in ogni sottospazio radice si ha il risultato.

Osservazione 4.7.27 Data una matrice A € M, (K) e dato un autovalore A per A si
ha che il numero di blocchi di Jordan di ordine k corrispondenti a A & dato dalla
formula

rg(A- D" 4 rg(A-AD*! —2rg(A— AD*

Esercizio 4.7.28 Determinare la forma canonica di Jordan della seguente matrice

— -0 O

1l polinomio caratteristico pa(A) = (A —2)*. La matrice A non & diagonalizzabile poi-
che m,(2) = 4 # mg(2) = 1. La matrice A - 2I & nilpotente di indice 4 e dunque A —21
ha almeno un blocco di Jordan di ordine 4. Pertanto la forma canonica di Jordan di
Ae

oSO o oOnN
S o =
oON —= O
N = OO

Esercizio 4.7.29 Determinare la forma canonica di Jordan della seguente matrice

>

1
S = N -
= =N o

Il polinomio caratteristico pa(A) = (A — 1)*. La matrice A non & diagonalizzabile poi-
ché m,(1) = 4 # mg(1) = 2. Lamatrice A -1 & nilpotente di indice 2 e dunque A-Tha
almeno un blocco di Jordan di ordine 2. Inoltre il numero totale di blocchi di Jordan
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és=4-rg(A-1)=4-2=2. Pertanto la forma canonica di Jordan di A &

1 1 0 0

0 1 0 0
J=

0 O 1 1

0 0 0 1

Esercizio 4.7.30 Determinare la forma canonica di Jordan della seguente matrice

4 1 1 1
-1 2 -1 -1
6 1 -1 1
-6 -1 4 2

A=

Il polinomio caratteristico pa(A) = (\—3)3(A+2). La matrice A non & diagonalizzabile
poiche m4(3) = 3 # mg(3) = 2. Per A = 3 il numero totale di blocchi di Jordan & 4 -
rg(A—3I) =4—-2=2.Dunque la forma canonica di Jordan di A &

Esercizio 4.7.31 Si considerila seguente matrice

7 6 0 -6 3
A=| 0 0 -1 1 0
0 0 0o -1 0
5 5 0 -4 2

(i) Determinare la forma canonica di Jordan J della matrice A.
(ii) Trovare una matrice C € GL5(R) tale che J = C"'AC.
Il polinomio caratteristico pa(A) = (A + 1)3(A — 2)?. La matrice A non & diagona-
lizzabile poiche m,(=1) =3 # mg(-1) =2 e my(2) =2 # mg(2) = 1.

Per A = —1 ilnumero totale di blocchidiJordane5-rg(A+I) =5-3=2.Per A =2
il numero totale di blocchidiJordané5—-rg(A-2I)=5-4=1.
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Determiniano ora la matrice C tale che ] = C"1AC, ovvero troviamo la base di R°
rispetto alla quale 'endomorfismo di R® definito dalla matrice A viene rappresenta-
to dalla matrice J. Noi vogliamo trovare vettori vy, 3, v3, v4, Us € R° tali che

Avy =-uy,
Al/g =V — Uy,
Avz = —vs3,
Avgy =21y,

Avs =v4+ 205

Osserviamo che da Av, = v; — v, ne segue che quindi v; = (A+ 1) v, = e quindi v; €
una combinazione lineare delle colonne della matrice A+I ed € anche un autovettore
relativo all’autovalore A; = —1 e quindi v; € E(-1) ncol(A+1).

-4 -4 0 6 -3
7 7 0 -6 3
A+I=( O 0 0 1 0
0 0 0 O 0
5 5 0 -4 3

X1 -1 0
X2 1 0
X3 = X2 0 + X3 1
X4 0 0
X5 0 0

e quindi l'autospazio E(-1) = Span{(-1,1,0,0,0),(0,0,1,0,0)} ed esso ha equazioni
X1 +x2 =0,x4 = x5 = 0. Lo spazio delle colonne della matrice A+1, col(A+1) ha
equazioni x4 =0, 2x] — X2 —6x3 +3x5 = 0.
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Allora le equazioni di E(—1) N col(A+1) sono x; + X2 = 0,x4 = x5 = 0,2x] — X2 —
6x3+3x5 =0e quindi E(-1) ncol(A+1) e I'insieme

X1 2
X2 -2
X3 |=x3 1
X4 0
X5 0

come v; possiamo prendere v; = (2,-2,1,0,0).
Ora calcoliamo v, sapendo che (A+1)v, = v;. Risolvendo il sistema (A+ DX = v;
siha

X1 0 -1 0
X2 0 1 0
X3 = 0 + X 0 + X3 1
X4 1 0 0
X5 3 0 0

e quindi come v, possiamo prendere v, = 3(0,0,0,1, 4=1(0,0,0,3,4).

Come vettore v3 possiamo prendere un vettore di E(—1) linearmente indipen-
dente con vy, V2, per esempio v3 = (0,0, 1,0,0) e quindi A(vs) = —v3.

Pe quanto riguarda 'autovalore A, = 2, noi vogliamo trovare vettori vy, v5 ta-
li che Avs = 2v4 e Avs = v4 + 2vs5, da cui segue che vy, = (A—2I)vs e quindi vy €
E(2) ncol(A—2I). Le equazioni di E(2) sono x; —x5 =0,x2—x5 =0,x3 =x4 =0e
quindi l'autospazio E(2) = Span{(-1,1,0,0,1)}. Lo spazio col(A —2I) ha equazioni
X1+ x2 =0 e quindi E(2) N col(A - 2I) = E(2) e comev, prendiamo v4 = (-1,1,0,0,1).
Ora calcoliamo v5 sapendo che (A —-2I)vs = vy e si ha che v5 = (-1,2,0,0,0). La
base % = {v1, v2, U3, V4, Us} € quella rispetto alla quale 'endomorfismo fj ha come
matrice associata J e quindi la matrice

2 0 0 -1 -1
-2 0 0 1 2
C= 1 01 O 0
0 3 0 O 0
0 4 0 1 0

Esercizio 4.7.32 Si consideri la seguente matrice

2 0 -1 1
1 1 -1 1
A= 1 -3 2 -1
0 -3 2 -1

(i) Determinare la forma canonica di Jordan J della matrice A.
(ii) Trovare una matrice C € GL4(R) tale che J = C"AC.

Il polinomio caratteristico pa(A) = (A — 1)*. La matrice A non & diagonalizzabile
poiche m,(1) = 4 # mg(1) = 2. Per A = 1 il numero totale di blocchi di Jordan &

105



Maria Lucia Fania CAPITOLO 4. APPLICAZIONI LINEARI

4—-rg(A-1) =4-2=2.Quindi o si hanno due blocchi di ordine 2 oppure un blocco
di ordine 1 e uno di ordine 3.
La matrice A—1 & nilpotente e poiche

1 0 -1 1 0 00 O
1 0 -1 1 2 | 0 o0 o
A-T=1 3 1 | @BD=1 o 1 4
0 -3 2 -2 -1 0 1 -1

ne segue che (A —2I)° = 0 e quindi & nilpotente di indice 3 e percid ¢’¢ almeno un
blocco di Jordan di ordine 3. Pertanto la forma canonica di Jordan di A &

S O O =
o O = O
S - - O
-0 O

Determiniamo ora la matrice C tale che ] = C"1AC, ovvero troviamo la base di R*
rispetto alla quale I’endomorfismo di R* definito dalla matrice A viene rappresenta-
to dalla matrice J. Noi vogliamo trovare vettori vy, v, v3, v4 € R? tali che

Al}l =V,
Avy = vy,
Avs =1y + s,
Avy=v3+ 14

Osserviamo che da Avs = vy + v3 ne segue che quindi v, = (A-T)vs daAvy =v3+ 14
ne segue che v3 = (A—D)vg = e quindi v, = (A-Dvs = (A— D2v,. Siha quindi che
v, & una combinazione lineare delle colonne della matrice (A — )2 ed & anche un
autovettore relativo all’autovalore A; = 1 e quindi v, € E(1) n col((A-1)?).

[ i
|

w

p—

|

p—

e l'autospazio E(1) ha equazioni x; — x3 + x4 = 0,3x2 —2x3 + 2x4 = 0 e quindi E(1) =
Span{(1, %, 1,0), (-1, —%,O, 1)}. Lo spazio delle colonne della matrice (A=D2, col((A-
1)?) ha equazioni x; = x» =0, x3 — x4 = 0.

Allora E(1) N col((A—1)?) & 'insieme

X1 0
X2 _ 0
X3 = 1
X4 1

come v possiamo prendere v» = (0,0,1,1).
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Ora calcoliamo v, sapendo che (A—1)?v4 = v. Risolvendo il sistema (A—1)2X = v,
siha

X1 0 1 0 0
2 = 0 + X 0 + X2 ! + X4 0
X3 1 1 0 1
X4 0 0 0 1

e quindi come v4 possiamo prendere v4 = (0,0,1,0). Poicheé v3 = (A—-1)v, allora
v3=(-1,-1,1,2)

Come vettore vy possiamo prendere un vettore di E(1) linearmente indipendente
con vy, U3, U4, PEr €sempio v; = 3(1,%,1,0) =(3,2,3,0) e quindi Av; = v;. La base
B = {11, 12, v3, V4} € quella rispetto alla quale I'endomorfismo fy ha come matrice
associata J e quindi la matrice

3 0 -1 0
2 0 -1 0
€= 31 1 1
01 2 O

Esercizio 4.7.33 Sia F:R* — R* I'endomorfismo cosi definito
F(x,y,2,1) =(y-22,2x+ 26, x+ t,—-y +22)
1) Scrivere la matrice A associata a F nella base canonica
2) Determinare il nucleo e 'immagine di F e una loro base.
3) Verificare che la matrice A € nilpotente e determinarne I'indice di nilpotenza

4) Trovare una base di R? rispetto alla quale la matrice A & in forma canonica di
Jordan.

1) Osserviamo che

O 1 -2 0
2 0 0 2
A= 1 0 0 1
0o -1 2 O
2) Da 1) segue facilmente che
NE) := {(xpz0eR | x+t=0,y-22=0}

= <11=(0210),v2=(1,0,0,-1) >=Im(F)

Poiché Im(F) = N(F) allora (Fo F)(v) = F(F(v)) = 0. Da qui segue che AZ = 0 essendo
A? la matrice associata a Fo F nella base canonica.

3) Da 2) segue che A nilpotente di indice 2 e dunque esiste almeno un blocco di
Jordan di ordine 2. Inoltre il numero totale s di blocchi di Jodan della matrice A e
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s=4-rg(A) =4—-2=2.Dunque la forma canonica di Jordan di A &

0 1 0 0
0 0 0 0
J=
0 0 : 0 1
0 0 : 0 0

4) Per trovare una base di R* rispetto alla quale la matrice A & nella forma cano-
nica di Jordan data in 3), consideriamo i vettori di una base di Im(F) siano essi
v1 =(0,2,1,0), v> = (1,0,0,—1). Siano vs, v4 € R?* tali che F(v3) = v; e F(v4) = v, Basta
quindi risolvere il sistema AX = v; e AX = v, e otteniamo che come v3, v4 possiamo
prendere v3 = (1,0,0,0), v4 = (0,1,0,0). Allora la base cercata & {v, vs, V2, v4}. Infatti
F(v1) =0,F(v3) = v1,F(v2) = 0,F(v4) = v3.

Esercizio 4.7.34 Determinare la forma canonica di Jordan della seguente matrice

8 6 -4
A=1 0 2 0
9 9 -4

e una base di R® rispetto alla quale la matrice ha la forma di Jordan determinata.

11 polinomio caratteristico pa(A) = (A — 2)3. La matrice A non & diagonalizzabile
poiche m4(2) = 3 # mg(2) = 2. La matrice A - 2I & nilpotente di indice 2 e dunque
A —2I ha almeno un blocco di Jordan di ordine 2. Inoltre il numero totale di blocchi
€3 —rg(A—2I) =2. Pertanto la forma canonica di Jordan di A &

2 1 0
J=1 0 2 0
0 0 2

Determiamo ora la base. La matrice

6 6 -4
A-2I=1 0 0 O
9 9 -6

ha rango 1 e quindi I'autospazio relativo a A = 2, E(2) = N(A — 2I) ha equazione 3x +
3y —2z=0e quindi & l'insieme delle terne

X -1 2
Yy |=y|l 1 |+z| O
z 0 3

Sia v» = (0,0,1) un vettore che non appartiene al nucleo di A —2I e quindi (A—
2I)(vy) # 0. Sia ora v; unvettore tale che v, = (A—2I)(v2) e quindi v, = (—4,0,—6). Os-
serviamo che (A—2I)(v;) = (A—21)2(v,) = 0. Come v3 possiamo prendere un qualun-
que altro vettore di N(A — 2I) che sia indipendente da v;, per esempio v3 = (—1,1,0).
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Nella base 2 = {11, V2, v3} la matrice A assume la forma canonica di Jordan. Infatti

A(r)) = (-8,0,-12)=2vy;
A(UZ) = (_4’0) _4) =v+ 21/2
Alvs) = (-2,2,0)=2v3

Esercizio 4.7.35 Determinare la forma canonica di Jordan della seguente matrice

4 2 -1
A= 4 6 -3
9 9 -4

e una base di R® rispetto alla quale la matrice ha la forma di Jordan determinata.

1l polinomio caratteristico pa(A) = (A —2)3. La matrice A non & diagonalizzabile
poiche m4(2) =3 # mg(2) = 1. Lautospazio generalizzato e N(A-21)3. In questo caso
(A-2D)3 = 0 e quindi A - 2I & nilpotente di indice 3 e dunque A - 2I ha almeno un
blocco di Jordan di ordine 3. Pertanto la forma canonica di Jordan di A &

2 10
J=10 2 1
0 0 2

Determiamo ora la base. Si ha che
2 2 -1
A-2I=| 4 4 -3
9 9 -6

ha rango 2 e quindi I'autospazio relativo a A = 2, E(2) = N(A — 2I) ha equazione 2x +
2y —z=1z=0e quindi e I'insieme delle terne

HEH

Inoltre
3 3 =2
Aa-202= -3 -3 2 |, (A-2p%=o0.
0 0 0

Sia v3 un vettore tale che (A —2I)%(v3) # 0, allora v, = (A—2D)2(v3) e v; = (A—
21)%(v3). Se per esempio v3 = (0,0,1), si ha v, = (A—2I)(v3) e quindi v, = (-1, -3,-6)
e v; = (A—2D)(v2) e quindi v; = (-2,2,0). Nella base 98 = {v}, 12, v3} la matrice A
assume la forma canonica di Jordan. Infatti

A(Ul) = (_4)4) 0) = 21}1;
A(v)) = (-4,-4,-12)=v1+21,
A(rs) = (-1,-3,-4) =1v2+2v3
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Capitolo 5

Spazi Vettoriali Euclidei

Vogliamo dare a R” una struttura di spazio euclideo. Per fare cio bisogna definire in
R un prodotto scalare. Noi considereremo come prodotto scalare quello standard.

5.1 Prodotto scalare standard in R".

Siano u = (x1, X2,..., Xn), v = (y1, Y2, ..., Yn) € R 1l prodotto scalare standard di u e v
¢ cosi definito

n
<u,v>= x1y1+x2y2+---+xnyn=inyi- (6.1)
i=1

Osserviamo che se pensiamo ai vettori u, v come vettori riga, ovvero

( X1 X2 Xn )’ ( n V2 Vn )

allora il prodotto scalare < u, v > non € altro che il prodotto tra la matrice riga u e la
matrice colonna ‘v, ovvero < u, v >=u-‘v.

5.1.1 Proprieta del prodotto scalare standard
Il prodotto scalare definito in (5.1) soddisfa le seguenti proprieta:
1. <u,v>=<wv,u>, perogniu,veR” (simmetria)
2. <u,v+w>=<u,v>+<u,w>, perogniu,v,weR" (linearita)
3. <u,kv>=k<u,v>,perogniu,veR"”eper ogni k € R (omogeneita)
4. <u,u>=0,l'ugualianza vale se e solo se u =0 (positivita)
Queste proprieta sono di facile verifica. Basta solo applicare la definizione di pro-

dotto scalare.

Definizione 5.1.1 Lo spazio R” in cui € definito un prodotto scalare (per esempio il
prodotto scalare standard) e detto spazio vettoriale euclideo.
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5.2 Gli spazi euclidei R?, R°.

Vogliamo ora considerare gli spazi euclidei R?, R® e vedere il legame che c’¢ tra il
prodotto scalare standard e le nozioni di: lunghezza di un vettore, angolo tra vettori,
proiezione ortogonale di un vettore lungo un altro vettore, con semplici considera-
zioni di carattere geometrico.

5.2.1 Lunghezza diun vettore

Dalla Fig. 1 si vede che la lunghezza del vettore iz (x1, x2) € R%, in simboli [|X]| si
puo calcolare applicando il teorema di Pitagora al triangolo OXX' e si ha che

1
IIXI| = /x}+x5 =<X,X>2.

Similmente, dato un vettore vettore X = (x], X2, X3) € R3, dalla Fig. 2 sivede che

1
X[ = /%2 + x5+ x2 =<X,X>2 .

v4
X3
I N
| \‘X
! I
| (0]
X'=(,0 ¥ . R
Vo

Fig. 1

La lunghezza di un vettore gode delle seguenti proprieta:
1. Perogniue R2(R3) ||ul| = 0 e vale l'uguaglianza solo se u =6;
2. Per ogni u € R?(R3) e per ogni k € Rsi ha ||kul| = |k| - ||ull;

Tali proprieta seguono direttamente dalla definizione.

5.2.2 Ortogonalita di vettori

Siano X,Y due vettori di R? aventi lo stesso punto di applicazione O e sia Z = X +Y,

vedasi Fig.

Dalla definizione di lunghezza di un vettore si ha che

X+Y|P=<X+Y,X+Y> (5.2)
X2+ Y|P +2<X,Y >

11ZI1?
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Y Z=X+Y

Figura 5.1: OX, OY, vettori ortogonali

Poiche i vettori X e Y individuano un angolo retto, applicando il teorema di Pitagora
al triangolo OXZ in Figura[5.1]si ha che

1ZI1? = 1IXI1? + 11Y11? (5.3)

Da e (5.3), poiche i vettori X e Y sono perpendicolari, si conclude che <X,Y >=
0. Abbiamo quindi la seguente definizione

Definizione 5.2.1 Due vettori si dicono ortogonali se il loro prodotto scalare € zero.

5.2.3 Proiezione di vettori

Siano X, Y due vettori di R? aventi lo stesso punto di applicazione O e linearmente
indipendenti, ovvero non paralleli, vedasi Fig. Sia Y’ la proiezione ortogonale di
Y lungo il vettore X, in simboli Y’ = prxY. Essendo il vettore Y’ parallelo al vettore X
sihacheY = tX perqualche reR.SiaZ=Y-Y' =YX

Z _ _ Y=7Z+1X

Y=tX=prxY X

Figura 5.2: Y’ & la proiezione ortogonale di Y lungo X

Se facciamo il prodotto scalare di Y per X e ricordiamo che Y =Z + ¢X, si ha
<Y, X>=<Z+tX,X>=<ZX>+ <X, X>=t <X, X >, (5.4)

quest’ultima uguaglianza vale perche i vettori X e Z sono ortogonali. Da (5.4) segue
che

t_<YX>
T <X, X>
e quindi
Y =prxY= <Y’X>x (5.5)
= PiX T <X, X> :
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5.2.4 Angolo tra vettori

Siano X, Y due vettori distinti non nulli di R? aventi lo stesso punto di applicazione O.
Essi individuano un angolo convesso 6 € [0,nt]. Tale angolo convesso non dipende
dall’ordine con cui si prendono i vettori X, Y. Se il vettore X o il vettore Y ¢ il vettore
nullo essi non individuano alcun angolo.

Y

|

|

|

] >
Y =X X

(0)

Se consideriamo il triangolo rettangolo OYY’ e ricordiamo che in un triangolo
rettangolo un cateto e uguale all'ipotenusa per il coseno dell’angolo adiacente si ha
che

[IY'|| = Y| cos6 (5.6)

D’altra parte da ne segue che

, <Y, X> <Y, X>| <Y,X>
Y[ =1l X||= [IX]] =
<X, X> <X,X> [IXI|

(5.7)

, . . . _ <yX>
quest’ultima uguaglianza vale in quanto ¢ = 55

acuto. Mettendo insieme (5.6) e (5.7) ne segue che

> 0 essendo I'angolo 6 un angolo

<Y,X>
cosf= ——— (5.8)
X1 - Y]]

5.3 Prodotto vettoriale

Dati due vettori v = (a1, az, az), w = (b1, bz, b3) € R3, con R3 spazio euclideo con pro-
dotto scalare standard, definiamo il prodotto vettorialedi v e w, denotato con v A w,
come il vettore le cui componenti sono

VAW := (a2b3 - agbg,agbl - alb3,a1b2 —dzbl).

5.3.1 Proprieta del prodotto vettoriale

I prodotto vettoriale gode delle seguenti proprieta:
1) vAw=—w A v antisimmetria
2) vA(u+w)=unu+vAw distributivita

3) k(vAw)=(kw)Av
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4) <v,vAw>=0
5 <w,vAw>=0
6) llvAwll?=v?[lwl||*~ < v, w >? identita di Lagrange

7) vhw=0seesolose v=kw

OAAOB

ar P

OBAOA

Tali proprieta si verificano facilmente, usando la definizione di prodotto vetto-
riale. Noi vedremo solo le ultime due proprieta.
Per quanto riguarda la 6):
(axbs — azby)? + (agby — a1 bs)* + (a1 by — azby)®
d22b32 + a32b32 —2asbzazb, + a32b12 + a12b32 —2asbya; bs + a12b22

+a22b12 —2a1byax by

2
[lvAwl|

D’altra parte

2 2 2
IlvlIFllwll* =< v, w >

(a% + (lg + ag)(b% + b% + b?z)) —(a1b1 + ax by + (131?3)2

— 212 212 212 212 212 212 2712 212 212

= ayby+ayb; +ayb3 + a;b] + a; b, + a; b + azby + azb; + a3 b;
—a%b%—agbg—agbg—2a1b1a2b2—2a1b1a3b3—2a2b2a3b3

_ 212 212 212 212 212 212

= aybs;+aibs +a5;b] + a; b3 + azby + azb; —2a1brax bo

—2611b1613b3—2612b2(13b3

Per quanto riguarda la 7):

E chiaro che se v = kw dalla definizione di prodotto vettoriale ne segue che vAw = 0.
Viceversa se v A w = 0 allora dalla identita di Lagrange si ha che ||v||?||w||? = (v- w)?.
Inoltre poiche (v- w)? = ||v]12]|lw]||® cos? 0, dove 0O & I'angolo tra i vettori v e w, ne
segue che cos?0 = 1, da cui segue che i vettori v e w sono paralleli.

Vogliamo ora esprimere il prodotto vettoriale di due vettori come il determinan-
te di una matrice e precisamente:
Siano i = (1,0,0), = (0,1,0), k = (0,0,1) e v = (a1, az, a3), w = (b1, by, bs) vettori di R3.
Osserviamo che i vettori v, w possono essere scritti come combinazione lineare di
i f, %, ossia v = a17+ a2f+ as E, w= b17+ b2f+ bgié. Allora

i j ok }
vVAw=det| a3 ap a3 Ii(dzbg—a3b2)+j(d3b1—a1b3)+k((l1b2—a2b1)
by by bs
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Esempio 5.3.1 Siano v=(1,2,1), w = (3,1,2) € R3. Allora

vAw=det =i4-1)+jB3-2)+k(1-6)=3i+ -5k

N o~ X

J
2
1

W =~

Osservazione 5.3.2 Se v, w € R sono vettori non paralleli allora il vettore v A w
rappresenta un vettore normale al piano generato dai vettori v, w € R3.

Esempio 5.3.3 Scrivere 'equazione cartesiana del piano IT passante per I'origine e
con giacitura il sottospazio generato dai vettori v = (1,2,1), w = (3,1,2) € R3.

Da li abbiamo che vAw = 37+ j—5k. Sappiamo inoltre che vA w & un vettore
normale al piano II e pertanto I’equazione cartesiana del piano ITe 3x+y—-5z=0.

5.3.2 Significato geometrico di||v A w||

Dati due vettori v, w € R3, vedremo che ||v A w|| rappresenta l'area del parallelo-
gramma individuato dai vettori v, w.

Dall’ identita di Lagrange si ha che ||[vA w|[? = [|v]|?[|w] >~ < v, w >2=|[v|?||w]|*-
[v12||w]|? cos? @ = ||v||?||w||? sin? 8. Da qui segue che ||v A w|| = ||v||||w]||sin®. Poi-
che ||w||sin 0 rappresenta 'altezza del parallelogramma individuato dai vettori v, w
relativamente alla base v si ha che ||v A w|| rappresenta I'area del suddetto paralle-
logramma.

5.3.3 Prodotto misto e suo significato geometrico

Siano u = (a1, az, as), v = (by, by, bs), w = (c1, ¢z, ¢3) vettori di R3. 1l prodotto scalare
(u A v)-w e detto prodotto misto. Osserviamo che

a, a das
<unv,w>=det| b1 by b3
T C (3

Vedremo che esso, a meno del segno, & il volume del parallelepipedo individuato
dai vettori u, v, w.

116



Maria Lucia Fania 5.4. LO SPAZIO EUCLIDEO RN

UnNv

Infatti [((uA v)-w| = | ||(uA V)||-||w]|cosO| = ||[(uA v)||-|hl|, dove h & I'altezza del
parallelepipedo individuato dai vettori u, v, w.

Esercizio 5.3.4 Calcolare il volume del tetraedro individuato dai puntiV, A, B, C dove
V=(1,23),A=(0,1,0),B=(-1,1,0),C=(2,1,2) e R3.

Osserviamo che i quattro punti non sono complanari. Infatti i vettori A?Sz B-A=
(-1,0,0), A_\'lz V-A=(1,1,3), AE: C-A=(2,0,2), sono linearmente indipendenti,
ovvero i vettori AB e AC non sono paralleli (e dunque essi generano un piano I1) e
il vettore A?/ ¢ I1, ossia detM # 0, dove M ¢ la matrice i cui vettori riga sono i vettori
AB,AC,AV.

\Y%

v

Volume( tetraedro )= Area(base) -h = 3 (3 AV -(AB A AC)) = 3

5.4 Lo spazio euclideo R”

La nozione di lunghezza di un vettore di R?, R pud essere generalizzata a vettori di
R". Sia u € R", definiamo la lunghezza di u come

1
ull:=<u,u>2

Come gia visto per vettori del piano e dello spazio, la lunghezza di un vettore
gode delle seguenti proprieta:

1. Perogni u € R" ||u|| = 0 e vale 'uguaglianza solo se u :6;

117



Maria Lucia Fania CAPITOLO 5. SPAZI VETTORIALI EUCLIDEI

2. Perogni u € R" e perogni k€ Rsiha ||kull = |k|-||ull;

Il prodotto scalare gode di un'importante proprieta che, come vedremo, ci permet-
tera di definire I'angolo tra due vettori di R”.

Teorema 5.4.1 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz) SianoX,Y € R". Allora
<X, Y>%<<X,X><Y,Y>
evale l'uguaglianza se e solo seX = kY per qualche k € R.

Dimostrazione Se Y = 0 la disuguaglianza e ovvia. Se Y # 0 consideriamo il vettore
X+AY e sia p = X+ AY) - X+ AY). Dalle proprieta del prodotto scalare si ha che
p=<X+AY,X+AY >= 0 e l'uguaglianza vale se e solo se X+ AY =0, ossia X = —AY.

Poiche p =<X+AY,X+AY >, allora g =< X+ AV, X+ AY >=<X,X> +2A <X, Y >
+A2<Y, Y >.

6] A

Figura5.3: p=<X,X>+2A <X, Y>+A2<Y,Y >

Lequazione
H=A2 <Y Y> 420 <X, Y>+ <X, X>

nel piano cartesiano A, 1, rappresenta una parabola con la concavita verso 1'alto
(poiche (YY) > 0) e tutta contenuta nel semipiano positivo (poiche p = 0). Dunque
il discriminante dell’equazione di secondo grado M<YY>+2A<X,Y>+<X,X>
deve essere minore o uguale a zero, ossia

<X, Y>2-<X,X><Y,Y><0.

O

Osservazione 5.4.2 Usando lanozione di lunghezza di un vettore, la disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz, (5.4.1) diventa

<X, Y >2<|IX]1? |1Y][?
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o equivalentemente
[<X,Y>|<I[XII- Y]l

da cui segue (se X e Y sono entrambi non nulli) che

<X Y>
=s—— =<
(X1 - [1Y1]

Da ci0 segue che esiste un unico numero 0 € [0, 7t] tale che

<X, Y>

cosf:=———
[IXI]- Y11

e quindi possiamo pensare a questa quantita come il coseno dell’angolo individuato
dai due vettori X e Y.

Definizione 5.4.3 Il numero reale 0 € [0, 7] tale che

<X Y>

cosf:= ———
X1 - 1Y

& detto angolo convesso tra i vettori X e Y, o angolo convesso formato dai vettori X e
Y.

Corollario 5.4.4 (Disuguaglianza Triangolare) SianoX,Y € R". Allora
[IX+ Y[ = [IX]] +[[Y]]

Dimostrazione Utilizzando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si ha che

<X+Y,X+Y>= [IX|IP+|[YIP+2<X,Y>
X2+ Y12+ 2] <X, Y > | < [IXI12 +[1Y]12 + 21X Y]]
(IXI] +11Y1)?

IIX+Y]?

IA

O

Diamo la nozione di ortogonalita in R". Come per la definizione di lunghezza di un
vettore, questa & una generalizzazione di quanto gia visto in R? e R3.

Definizione 5.4.5 Due vettori X,Y € R” si dicono ortogonali se <X,Y >= 0. In ge-
nerale, I'insieme di vettori {X;,X,...,X;} € detto ortogonale se < X;,X; >= 0 per
i#].

Esempio 5.4.6 La base canonica {E;,...,E,} di R” & un insieme ortogonale.

Esempio 5.4.7 Se{Xj,..., X} cR"” eéuninsieme ortogonale alloral'insieme {a X, ..., ai Xy}
€ un insieme ortogonale per ogni a; € R.

Definizione 5.4.8 Sia {X,...,X;} € R"” & un insieme ortogonale di vettori non nulli.
Esso si dice insieme ortonormalese ||X;||=1perognii=1,..., k.
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Esempio 5.4.9 Se {Xy,...,X;} < R" & un insieme ortogonale di vettori non nulli allo-

.. X 5 s ..
ral’insieme {X—‘ k-1 & un insieme ortonormale.

X3l 11Xkl
Esempio 5.4.10 Siano X; =(1,0,1,1),X, = (0,1,-1,1),X3 = (3,1,-1,-2) € R*. Lin-
sieme {X;,X2,X3} € un insieme ortogonale.

Un importante teorema di geometria che riguarda I'ortogonalita e il teorema di Pi-
tagora. Questo vale anche in R”.

Teorema 5.4.11 (Teorema di Pitagora) Sia {X;,..., Xy} un insieme ortogonale di vet-
tori diR". Allora

X1 +Xo + -+ Xpl® = 11X 112+ X% 4+ -+ [Xpe ]2

Dimostrazione Sappiamo che ||X; +X2+---+Xk||2 =<X;+Xo+-+Xp, X +Xo+-- -+
X >=< X, X1+ X+ 4+Xp >+ <X, X1+ Xo+.. ., X >+ < X, X1 + Xo++ -+ X >=
IX1]1% +[1X212 + - - +|IXk|[?, essendo l'insieme {X, ..., Xy} ortogonale. ]

Teorema 5.4.12 Ogni insieme ortogonale {Xy,..., Xy} di vettori non nulli é linear-
mente indipendente.

Dimostrazione Dobbiamo verificare che 'equazione
k
Z a;X;=0
i

ammette la sola soluzione banale. Osserviamo che per ogni j = 1,...,k si ha che
< Xj,ZZ.C a;X; >= 0, da cui, essendo I'insieme {Xj,..., Xy} ortogonale si ha che 0 =<
Xj,Zf a;X; >=<Xj,a;X;j >= aj <X;,X; >. Inoltre i vettori sono non nulli e quindi
aj=0perognij=1,...,k. m|

Vedremo che se in U < R”, sottospazio vettoriale, prendiamo una base ortogo-
nale allora é facile trovare le componenti di un qualunque vettore di U in tale base
ortogonale.

Teorema 5.4.13 (dello sviluppo di Fourier) Sia U < R" un sottospazio vettoriale e sia
{X1,..., Xk} una base ortogonale per U. Allora per ogniX € U si ha
X-Xy XXk
= 5 X1+ ——— X
X1l X!l

Dimostrazione SiaX = a1 X1 +--- + aiXy. Allora perogni j =1,...,ksihache X-X; =

_ _ 2 . - _ XX
(@ X+ +arXp)-Xj = a;X;-X; = a;l|Xjl| edessendoghXj750s1hacheaj—WJZD.

Vedremo che data una base di un sottospazio U < R" & sempre possibile trasfor-
marla in una base ortogonale.
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5.5 Algoritmo di Gram-Schmidt

Prima di descrive I'algoritmo di Gram-Schmidt nel caso generale, vediamo come si
ortogonalizza una base di R? o di R.

Esempio 5.5.1 Sia {v, w} una base di R? non ortogonale, vedi Figura (a). Fissia-
mo il vettore v e proiettiamo il vettore w lungo v e sia esso v; = pr,w = <IILZ}/,|TZ> v.
Chiamiamo wy = w —v;.

w=w-nm w wh

(a) (b)

Figura 5.4: Gram-Schmidt in R?

Allora il vettore w; = w — vy & un vettore ortogonale a v. Dunque 'insieme {v, w,} in
Figura (b) & una base ortogonale per R?.

Esempio 5.5.2 Sia {u, v, w} unabase di R3 non ortogonale, vedasi Figura (a). Fis-

siamo il vettore u e proiettiamo il vettore v lungo u e sia esso u; = pr,v = <”';|‘|‘2> u.

Chiamiamo vy = v — u;. Per disegnarli pil1 facilmente posizioniamo i vettori u, vy, w
come in Figura[5.5| (b).

w1
Vy=v—U

(@ (b) (©)

Figura 5.5: Gram-Schmidt in R
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Ora proiettiamo il terzo vettore w ortogonalmente sul piano generato dai vettori u e
v; e chiamiamo

<w,u> <w, vy >
2 u+ 2
[ull o1l

W =up+vy=pryw+pryw= 1.

Il vettore w; = w— w' = w — uy — vy & ortogonale sia al vettore u che al vettore v;.
Dunque l'insieme {u, v}, w;} in Figura (c) & una base ortogonale per R3.

Possiamo generalizzare quanto fatto in R?> e R® a una base non ortogonale di un
sottospazio U di R”.

Caso generale Sia {Xj,...,X;} una base per U < R", sottospazio vettoriale. Se
essa non € ortogonale allora esistono vettori Yy,..., Y in modo tale che {Yj,...,Yi} &
una base ortogonale per U. I vettori Y; si costruiscono nel seguente modo

Y =X;
Y2 =X; —aYh

Y3 =X3—aizY1 —ax3Y>

Yi =Xg—axY1— azpYo + - + Qp-16Yk-1
<X;,Y;>
1Y;11?
zione. Inoltre 'insieme {Yy,...,Y,} & linearmente indipendente. Infatti i vettori Y;
scritti nella base {Xj,..., Xy} danno luogo alle seguenti k—ple: Y; = (1,0,...,0), Yo =
(—a12,1,0,...,0), Y3 = (b,—ap3,1,0...,0), ...,Yr = (*,...,%*,1), dove b, * sono coeffi-
cienti opportuni. La matrice i cui vettori colonna sono Yy, ..., Y harango k essendo
triangolare superiore con tutti 1 sulla diagonale principale e quindi Yy,...,Y sono
linearmente indipendenti. Osserviamo che perognii =1,...,k, Y; € U essendo esso
combinazione lineare dei vettoriXy, ..., X e pertanto L({Xy, - -+ , Xy }) = L({Y1, -+, Yi}).

dove a;; = . Osserviamo che l'insieme {Yj,...,Yy} & ortogonale per costru-

Esempio 5.5.3 SianoX; =(1,0,1),X>=(1,1,1),X3=(1,2,2) € R3. Linsieme {X1,X5, X3}
e linearmente indipendente, ma non & ortogonale poiche < X;,X, >=2. Con l'al-
goritmo di Gram-Schmidt costruiamo una base ortogonale. Poniamo Y; = X;. Sia

Y2 =X~ S Y1 Ma<X), Xz >=2e <X, Xy >= 2equindiY> = (1,1,)-3(1,0,1) =

(0,1,0). Sia Y3 = X3 — <f|<§;“{‘12>¥1 - <|)§£|{|22>Y2. Ma <X3,Y; >=3, <X3, Yy >=2e <

Y2,Y> >=1, quindi Y3 = (1,2,2) - 3(1,0,1) - 2(0,1,0) = (- 1,0, 1).

In modo analogo a quanto fatto in R? e R® definiamo la nozione di distanza in
R,

Definizione 5.5.4 Siano X,Y € R”. Allora la distanza di X da Y & cosi definita

dX,Y) = [IX-YI|
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5.6 Basiortonormali e matrici ortogonali

Definizione 5.6.1 SiaV uno spazio vettoriale di dimensione finita 7 su cui ¢ definito
un prodotto scalare. Sia {v},---, v} una base di V. Essa si dice base ortonormale se
éortogonaleese ||v;||=1perognii=1,...,n.

Definizione 5.6.2 Sia A € M,,(R), essa si dice ortfogonalese A-A =1,,. Linsieme delle
matrici ortognali & denotato con O(n).

Osservazione 5.6.3 Se A € O(n) allora det(A) = £1 da cui segue che A ¢ invertibile.
Infatti dalla relazione A- ‘A = I,, ne segue che det(A)?> = 1 e quindi det(A) = +1.

Osservazione 5.6.4 Se A € O(n) allora i vettori colonna di A, AJ per j=1,---,n,sono
una base ortonormale di R”.
Infatti poiche A & ortogonale ne segue che A-'A =1, ='A-A e quindi

‘ 1 sei=j
CA-A)jj= .,

0 sei#]
Lentrata (i, j) della matrice ‘A-Aé ('A-A);j = 'A;-AJ = AT AT,

Proposizione 5.6.5 Siano {vy,---,v,} e{wy, -+, wy} due basi ortonormali diV e sia
C =M,,,, la matrice del cambio di base, ossia la matrice che dice come la base w si
scrive nella base v. Allora la matrice C e una matrice ortogonale.

Dimostrazione Ricordiamo che w; = Zzzl Cckj Uk € la matrice C = (cij)1<i,j,<n € la
matrice del cambio di base. Poiche le basi sono ortonormali si ha che

1 sei=j
<wp,WwWj>= .
0 sei#]
Calcoliamo < w;, w; >
n n
<wjpwj> = <)Y CkiVk ), CkjUk >
k=1 k=1

= <(ilh,QjurtCjUzt -+ CpjUn >+ <C2iV2,CjU1 Tt CjU2t +CpjUn >+
+"'+<Cm'vn’cljyl+CZjU2+"‘+anVn>=Cli'clj+"'cni'+cnj:
sei=j

o . 1
= <C,C/>=<('0);,C/ >=(C-C);;>= L
0 sei#j

e dunque !CC =1,,.

5.7 Complemento ortogonale

Sia U < R” un sottospazio vettoriale. Vogliamo considerare il seguente problema
di approssimazione: dato X € R", trovare un elemento di U la cui distanza daX sia
minima.

Vediamo questo dapprima con un esempio.
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Esempio 5.7.1 Sia U cR® un piano per I'origine, sia X € R® e vogliamo trovare Y € U
tale che d(X,Y) = ||X - Y]|| sia minima.

SeXeUalloraY=X.

Se X ¢ U allora il punto pit1 vicino a X si trova tracciando per X la retta r ortogo-
nale al piano dato U e il punto Y € U piuvicinoaXeY=Unr.

ut r
vl X=Y+Yt
o} ‘Y:prU(X)
| I pianoU
| |

Figura 5.6: Y e il punto del piano U pil vicino a X

Questo ci suggerisce un modo per risolvere il problema di approssimizzazione
in generale.

Cominciamo col vedere cosa si intende per complemento ortogonale di un dato
sottospazio U c R”. L'insieme dei vettori di R” ortogonali a tutti i vettori di U, deno-
tato con UL, ossia UL := X e R?| < X, u >= Oper ogni u € U} & detto complemento
ortogonaledi U.

Lemma 5.7.2 Sia U un sottospazio vettoriale di R". Allora
1) Ut éun sottospazio di R".
2) SeU =L(Xy,...,Xi}) alloraUt := X e R" | <X,X; >=0per i=1,...k}

Dimostrazione 1) Per ogni X,Y € U+ si ha che X +Y € U+. Infatti per ogni u € U si ha
che <X+Y,u>=<X,u>+ <Y, u>=0. Similmente Per ogni X € Ule perogni ke R
sihache < kX, u >= k <X, u >=0. Dunque Ul eun sottospazio di R”.

2)SeX eR" etale che <X,X; >=0perognii =1,...k alloraanche <X, u >= 0 per
ogni u € U. Infatti essendo u = Zf a;X; si ha che <X, u>=< X,Zf aiX;>= Zf a; <
X, X;>=0. O

Teorema 5.7.3 (Teorema di decomposizione ortogonale) Sia U un sottospazio diR".
Allora ogniX € R" si scrive in modo unico comeX=Y+Y+,Ye U, Yt € UL

Dimostrazione Sia {Xj,...,Xy} una base ortonormale per U (per Gram-Schmidt &
sempre possibile trovarla). Dato X € R", sia Y = Zf <XX;>X;esiaYt=X-Y.
Ricordiamo che < X,X; > X; & la proiezione ortogonale di X lungo X;. Si vede facil-
mente che Y- € U4, infatti Y- -X; = X-Y)-X; = X - XF <X, X; > X)) - X =<X,X; >
— <X,X; >= 0. Inoltre tale modo di decomporre X & unico. Infatti se X = Y+Yte
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inoltre X = Z+Z! alloraY-Z = Z+ - Y! e dunque Y - Z appartiene siaa U chea U+ e
percid <Y-Z,Y—-Z>=0. DaquiseguecheY-Z=0o0ssiaY=Ze quindi Y* =Z'. O

Definizione 5.7.4 Sia {X;,...,X}} una base ortonormale per U sottospazio di R" . Se
X € R", allora il vettore Y = Zf < X,X; > X; e detto proiezione ortogonale di X sul
sottospazio U.

Vedremo che la proiezione ortogonale di X su U & la soluzione al problema di
approssimazione.

Teorema 5.7.5 (Teorema di approssimazione) SiaU un sottospazio diR" e siaX € R".
Allora, la proiezione ortogonale di X sul sottospazio U, é I'elemento di U piti vicino
aX, ossiad(X,Y) <d(X,Z) perogniZe U.

Dimostrazione Dal Teoremal5.7.3]si ha che X = Y + Y, dove Y & la proiezione orto-
gonale di X su U. Per ogni Z € U sihache X-Z = X-Y) + (Y - Z). Osserviamo che
X-YeUteY-ZeU. Allora [[X-Z|?> = [[X-Y|[?+]]Y - Z||? = ||X - Y||? e dunque
dXX,Y)=dX,Z) perogniZeU. |

Esempio 5.7.6 In R® si consideri il piano U di equazione cartesiana 3x — y +2z = 0.
Determinare il punto di U pili vicino al punto X = (1,-1,1).

Osserviamo che U =< uy, up > dove u; = (1,3,0), u» = (0,2,1). Tale base non &
ortogonale poiche u; - uy = 6. La ortogonalizziamo con Gram-Schmidt. SiaX; = u; e

Xo=up— |lr)2<1)ﬁ12 X;=(0,2,1) - 16—0(1,3,0) = (—%, %, 1). Onde evitare frazioni prendiamo

come vettore Xp = (—3,1,5). Allora il punto di U piti vicino a X & la proiezione di X su

U, ossia Y = pr(X)y = &7 X1+ S8 Xe = 15(1,3,00+ 55 (=3,1,5) = (F, 3, 1)

Possiamo anche risolverlo geometricamente. Basta considerare la retta per X
e ortogonale al piano U e il punto cercato sara 'intersezione di U con tale retta.

Notiamo che la retta cercata € quella con vettore direttore il vettore normale al piano
. N 3.1 -1,_1

U ossia il vettore n = (3,—1,2) e dunque re laretta x = 5z— 3,y = 5 z— 3. Il punto

Y=rnUeilpuntoY = (%, 3, 1).

Esempio 5.7.7 In R3 si consideri il sottospazio U = L({uy, up}) dove uy = (1,-1,1), up =
(0,1,1). Decomporre X = (2,1,3) come somma di un vettore di U e di un vettore di
Ut

Osserviamo che < uy, up >= 0 e dunque tale base & ortogonale. Allora la proie-

zione diX suU &il vettore Y = pr(X)y = jﬁ;m; u+ jl’;’z“ﬁ; u=34(1,-1,1)+4(0,1,1) =

(,5.8iaY =X-Y=(2,1,3)-(3,%,3)=(5,3,—3)-AlloraX =Y+ Y.

5.7.1 Esercizi

1. Siano u; = (1,1,-1,2),u = (0,1,1,1),u3 = (0,0,1,-1), ug = (1,2,1,2) vettori di
R* e sia W lo spazio generato da essi.

(a) Trovare una base per W.

(b) Scrivere equazioni parametriche e cartesiane per W.
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(c) Dire se la base trovata al punto (a) & ortonormale e in caso di risposta
negativa ortonormalizzarla.

2. Siano u; = (1,-1,0,1),up = (0,1,1,0), u3 = (-1,0,1,0), ug = (0,0,2,1) vettori di
R* e sia U il sottospazio generato da essi.

(a) Determinare dim U e una base per U.

(b) Dire se la base trovata al punto (a) & ortonormale e in caso di risposta
negativa ortonormalizzarla.

(c) Sia W il sottospazio di R4 generato dal vettore w = (1,1,1,1). Dire, giusti-
ficando la risposta, se W & ortogonale a U.

3. InR3 si consideri il punto P = (1,0, 1) e il sottospazio U di equazione: x -2y +
3z=0.

(a) Determinare il punto di U pit1 vicino a P.
(b) Determinare una base per U che sia ortonormale.

(c) Completare tale base di U a una base per R3.

5.8 Prodotto scalare

Vogliamo ora dare la nozione di prodotto scalare su un qualunque spazio vettoriale
reale V.

Definizione 5.8.1 Un prodotto scalare su uno spazio vettoriale reale V € un’applica-
zione

F:VxV—-R
che gode delle seguenti proprieta:
1. F(u,v) =F(v, u), per ogni u, v € V (simmetria)
2. F(u,v+w) =F(u,v) + F(u, w), per ogni u, v, w € V (linearita)
3. F(u, kv) = kF(u, v), per ogni u, v € V e per ogni k € R (omogeneita)
4. F(u,u) =0, 'uguaglianza vale se e solo se u =6 (positivita)

Noi denoteremo il prodotto scalare con il simbolo <,>. Lo spazio V con il prodotto
scalare <, > e detto spazio euclideo e viene denotato con la coppia (V, <,>).

Esempio 5.8.2 SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 7, siano u = (x1, -+, x5),

v= 1, ,¥yn) €EVesiaF:VxV — R cosl definita F(u, v) := ‘u-v= Z;‘:lx,-yl-. Si
verifica facilmente che esso € un prodotto scalare.

126



Maria Lucia Fania 5.8. PRODOTTO SCALARE

Osservazione 5.8.3 Sia V uno spazio vettoriale reale con base v = {vy,::-,v,} e sia
<,>:V xV — R un prodotto scalare su V. Possiamo associare a tale prodotto sca-
lare una matrice A di ordine 7 la cui entrata a;; :=< v;,v; >. Tale matrice &€ una
matrice simmetrica poiche < v, v; >=< v}, v; > per la proprieta simmetrica di <, >.
Osserviamo che < u, w > si calcola facilmente a partire dalla matrice A. Infatti se
(x1,+++,xn) e (y1,-++, yn) sono le coordinate di u, w rispettivamente, rispetto alla base
v e pensiamo a questi vettori come vettori colonna allora

<u,w>=<X,Y>='X-A'Y
conX = (x1,---,xp) eY=(y1, -, yn). Basta usare le proprieta del prodotto scalare.

Lemma 5.8.4 Sia A € M, (R) una matrice simmetrica. Allora il polinomio caratteri-
stico di A possiede tutte radici reali.

Dimostrazione Possiamo pensare a A € M, (C) esiaFy : C" — C" 'endomorfismo de-
finito da A. Sia k € C una radice del polinomio pa(A) e sia X € C" un corrispondente
autovettore. Allora si ha che

AX = kX (5.9
Prendendo i complessi coniugati di ambo i membri si ha
AX = kX (5.10)
Consideriamo il seguente prodotto
'RAX ='XKX = K'XX

D’altra parte
XAX = (KA)X = (AKX =/ (kX)X = k' XX
Ne segue che
k'XX = k' XX
ossia k € R poiche k = k. O

Definizione 5.8.5 Sia V uno spazio euclideo e sia F € End (V). F si dice autoaggiunto
se

<F(),u>=<v,F(u) >perogni v,u,eV

Osserviamo che se F € End(V) € autoaggiunto e se in V fissiamo una base ortonor-
male v ={vy,---, v,} allora la matrice A = My (F) &€ una matrice simmetrica.
Infatti, sia F(v;) = Z,’C‘ZI a;rVx, allora

n
<F(v;), vj>=< Z ik Vi, Vj >= ajj
k=1
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e poiche F e autoaggiunto allora
n
<F)),vj >=<v;,F(vj) >=<v;, Y ajkvx >= aj;
k=1

Siha quindi a;; = aj;, ovvero la matrice A & simmetrica.

Proprio perche la matrice associata a un endomorfismo autoaggiunto in una ba-
se ortonormale € una matrice simmetrica, a volte F & detto anche endomorfismo
simmetrico.

Teorema 5.8.6 (Spettrale) SiaV uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita
n esiaF:V — V un endomorfismo simmetrico. Esiste una base ortonormale di V
rispetto alla quale la matrice che rappresenta F é diagonale. Equivalentemente, per
ogni matrice simmetrica reale A € M, (R) esiste una matrice ortogonale C € O(n) tale
che C™'AC sia diagonale.

Dimostrazione La dimostrazione si fa per induzione su n = dimV. Se n = 1 non
c’e niente da dimostrare. Sia n = 2 e supponiamo che il teorema sia vero per spazi di
dimensione n—1. Poiché F & simmetrico gli autovalori di F sono tuttireali. Sia quindi
A1 un autovalore e sia v; un corrispondente autovettore. Sia < vy >+l complemento
ortogonale di < v; >. Per ogni u €< v; >* si ha che

<Fu),v; >=<u,F(v)) >=<u, \jr1 >=A\1 <u,v; >=0

da cui segue che F(u) e< v; > quindi F ristretto al sottospazio < v; >* & un’appli-
cazione F_, .1 :< 1) >1 < p; >1 che & a sua volta un endomorfismo simmetrico
poiche Ficp,>1(w) =F(u). Per ipotesi induttiva il sottospazio < v; >1 possiede una
base ortonormale {v,---, v,} che diagonalizza Flop >t

Linsieme {”’;ﬁ, U2,-++, Uy} € una base ortonormale di V che diagonalizza F. O

Proposizione 5.8.7 SiaV uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita n e sia
F:V — V un endomorfismo simmetrico. Se A\1,\, sono due autovalori distinti di F
ogni autovettore relativo a \ é ortogonale a ogni autovettore relativo a \».

Dimostrazione Sia v; un autovettore relativo a A; e sia v, un autovettore relativo a
/\2. Si ha
<F(1), vy >=<A\jv, 12 >= A < vy, >

< v,F(1r) >=< Ul,)\g Up >= )\2 <V, >
Poiche F e simmetrico allora
M <V, 12>=Aa <,V >
ed essendo Aj, A, distinti ne segue che < vy, v, >=0. O

Esercizio 5.8.8 Determinare una matrice ortogonale che diagonalizzi le seguenti
matrici simmetriche

2 11 0 -1 1 5 -2 4
1 2 1| -1 -2 -11|,] -2 8 2
1 1 2 1 -1 -2 4 2 5



Capitolo 6

Rette e Piani nello Spazio

6.1 Geometria affine

Vogliamo ora dare delle applicazioni dell’algebra delle matrici alla geometria ana-
litica del piano e dello spazio. In particolare ci occuperemo di rette e piani nello
spazio. Lo faremo da un punto di vista algebrico, ossia andremo a definire le rette e i
piani utilizzando le operazioni di somma e di prodotto per uno scalare nello spazio
dei vettori geometrici che abbiamo visto essere in corrispondenza uno a uno con R3.

6.1.1 Equazione vettoriale, equazioni parametriche e cartesiane di
rette nello spazio

Definizione 6.1.1 Sia P € R? e sia # un vettore non nullo di R? di coordinate v =
(I,m,n). La retta r passante per P e avente per direzione quella individuata dal
vettore v € I'insieme cosi definito

r=XeR}X=P+i, reR (6.1)

Figura 6.1: r: retta per P con direzione %
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Ricordando che PX=X-P, la puo essere scritta come

PX= (7 6.2)

con t € R. Lequazione (6.2) & detta equazione vettorialedi r.
Linsieme

R:={tv, teR} (6.3)
& detto direzione della retta r e il vettore U e detto vettore direttoredi r.

Osserviamo che il vettore PQ in Figura (6.1) e un altro vettore direttore di r.
Se X = (x,y,2) e P = (x9, yo, 20) alloral’equazione (6.2) diventa

X =x9+tl
Y=Yo+itm (6.4)
zZ=2zp+1In

Le equazioni (6.4) sono dette equazioni parametrichedi r.
Se si elimina il parametro ¢ da (6.4) si ottengono le equazioni

{ﬁm%m=q ©5)

Lxy2)=c

dove fi(x,y,2), per i = 1,2, sono polinomi lineari nelle indeterminate x, y,z e c1, ¢,
sono opportuni scalari in R. Le equazioni (6.5) sono dette equazioni cartesianedi r.

Esempio 6.1.2 Siano P = (2,0,1) e ¥ = (0,2, —1) rispettivamente un punto e un vet-
tore non nullo di R3. Scrivere equazioni parametriche e cartesiane della retta r pas-
sante per P e avente come direzione quella individuata dal vettore v.

La retta r & I'insieme dei punti X = (x,y,2) € R3 tali che X =P+ (D e pertanto le
equazioni parametriche di r sono

x=2
y=2t
z=1-t

Eliminando il parametro f si ottengono le equazioni cartesiane di r

x=2
r:
y+2z=2

Esempio 6.1.3 Siano A=(1,0,1),B=(2,1,3) € R3. Scrivere equazioni parametriche
e cartesiane della retta r passante per i punti A, B.

Osserviamo che il vettore U =AB individua la direzione della retta passante per i
punti A, B.
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A

Poiche 7 =AB=B-A=(2,1,3)-(1,0,1) = (1,1, 2) allora la retta r & I'insieme dei punti
X = (x,¥,2) € R3 tali che X = A+ t 7 e pertanto le equazioni parametriche di r sono

x=1+t¢
y=t
z=1+2t

Eliminando il parametro ¢ si ottengono le equazioni cartesiane

x-y=1
r:
—2y+z=1
Definizione 6.1.4 Date due rette esse si dicono parallele se hanno la stessa direzio-
ne.
6.1.2 Equazione vettoriale, equazioni parametriche e cartesiane di
piani nello spazio

Definizione 6.1.5 Sia P € R3 e siano 7}, > due vettori non nulli di R tali che #; non
sia parallelo con 7,. Il piano 7 passante per P e generato dai vettori i}, 7> € I'insieme
cosi definito

n={XeR|X=P+ti +si, SR} (6.6)
ovvero
PX= t7) + 5T 6.7)
con t,s € R. Lequazione e detta equazione vettoriale di n. Linsieme
I:={tv) +si>|t,se€R} (6.8)
& detto giacitura del piano m.

SeX = (x,¥,2),P = (x0, Yo, 20), V1 = (a1, az, as), V2 = (b1, by, b3) alloral’equazione (6.7)
diventa

X=Xg+ta+sh
y=Yo+taz+sh, (6.9)
z=2z¢+taz+ sbs

Le equazioni sono dette equazioni parametriche di .
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Se si eliminano i parametri 7 e s da si ottiene I'equazione
fx,y2 =c (6.10)

dove f(x, y, z) e un polinomio lineare nelle indeterminate x, y, z e ¢ € R € uno scalare
opportuno. Lequazione (6.10) & detta equazione cartesiana di m.

Esempio 6.1.6 Siano i/ = (1,0,0), 7> = (0,2,—1) € R® e sia Q = (1,2, 1) un punto di R3.
Poiche i vettori 7] e 7> non sono paralleli allora il piano passante per Q e generato
dai vettori 71, 7> € l'insieme dei punti X = (x,,z2) € R3 taliche X = Q+ ti/; + sii e
pertanto le equazioni parametriche di t sono

x=1+t
y=2+2s
z=1-s

Eliminando i parametri ¢, s, si ottiene I'equazione cartesiana di n: y+2z—-4=0.

Definizione 6.1.7 Dati due piani essi si dicono paralleli se hanno la stessa giacitura.

Z
T
62 !
0 ¥
T2

X o3

Figura 6.2: 7y, 12 sono piani paralleli

Esempio 6.1.8 Nella Figura ipiani my : z =2 e my : z = —3 sono paralleli. Essi
hanno entrambi come giacitura il piano IT di equazione cartesiana z = 0.

Definizione 6.1.9 Siano re 7 una retta e un piano in R3, rispettivamente. Si dice che
re parallela al piano 7 se la direzione di r & contenuta nella giacitura del piano .

Esempio 6.1.10 Sia rla retta di equazioni x+ y—z =0,2x—y = 2 e sia n il piano di
equazione 3x — z = 4. Si vede facilmente che ¥ = (1,2, 3) & un vettore direttore di re
cheIl:3x—z =0 e la giacitura di . Poiche 7 € IT allora la retta r & parallela al piano
7.

Definizione 6.1.11 Siano re s due rette di R3. Esse si dicono sghembe (incidenti) se
non hanno alcun punto in comune (se hanno almeno un punto in comune).

Esempio 6.1.12 Nelle Figure[6.3]e abbiamo due piani incidenti lungo una retta
e due rette sghembe dello spazio, rispettivamente
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3!

Figura 6.3: 7y, 2 sono piani incidenti

Figura 6.4: r, s sono rette sghembe

6.1.3 Equazioni cartesiane di piani e rette particolari

« Piani coordinati: i piani coordinati hanno equazione x = 0; y = 0; z = 0, rispettiva-
mente.

Figura 6.5: piani coordinati

« Piani paralleli agli assi coordinati: Il piano di equazione cartesiana ax + by +
d =0 & un piano parallelo all’asse z.

Infatti un vettore direttore dell’asse z & k = (0,0,1), la giacitura del piano ax +
by +d = 0 ¢ il piano II di equazione ax + by = 0 e poiche k € I si ha che il piano
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ax+by+d =0 e parallelo all’asse z.

Q =|(x0, Yo, k)
ax+by+d=0

SR

| — PO = (xO»yO;O)
Figura 6.6: piano parallelo all’asse z

Similmente il piano di equazione ax + cz+ d = 0 & parallelo all’asse delle y e il
piano di equazione by + fz+ d = 0 & parallelo all’asse delle x.

« Rette parallele agli assi coordinati.

x=h
La retta di equazione r: { r e parallela all’asse z, (vedi Figura ).

x=h
r:
y=k

0 0,0 "y

(h’oro) (h; k; 0)

Figura 6.7: La retta r & parallela all’asse z

=k
Similmente la retta s{ e parallela all’asse y e la retta t: { Y b e parallela

all’asse x.
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6.1.4 Condizione di allineamento di 3 punti e di complanarita di 4
punti

Al. Siano A = (ay, az, as),B = (b1, b, bs),C = (1, 2, c3) € R3. Essi sono allineati se e
solo se
by—a; a-m
rg bz —ay C—ay =1
b3—as c3—az

Infatti dire che A, B, C sono allineati vuol dire che i vettori AB e AC sono linear-
mente dipendenti,

A

ossia che
bi—a1 ca-m
rg bz —ady C—ap =1
b3—az c3-as

Cl. SianoA,B,C,D € R® quattro puntinon allineati con A = (a1, az, as), B = (by, ba, b3),C =
(c1,¢2,¢3),D = (dy,d>,ds). Essi sono complanari se e solo se

bi-ar a-a di-a
det| bp—ay c—a, dy—a, |=0
b3—a3 c3—az3 d3—as

Infatti dire che A,B,C,D sono complanari vuol dire che i vettori AB, AC e AD
sono linearmente dipendenti, e quindi

B

D

bi-ar a-a di-a
det| bp—a» co—ay do—ay |=0
b3—a3 c3—az d3—as

Esempio 6.1.13 Siano A = (1,2,-1),B = (0,1,2),C = (-2,3,1) € R3. Verificare che i
punti non sono allineati e scrivere un’equazione cartesiana del piano passante per

essi.
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—

Osserviamo che i vettori AB= (—1,-1,3) e AC= (-3, 1,2) non sono paralleli e quindi i
punti A, B, C non sono allineati. Sia m il piano passante per essi. Allora 7t & I'insieme

dei punti X = (x,,z) € R3 tali che i vettori AB AC e AX= (x-1,y-2,z+1) sono
linearmente dipendenti, ossia

-1 -3 x-1
det| -1 1 y-2 [=0
3 2 z+1

da cui segue che 5x+7y+4z—15 =0 e un'equazione cartesiana del piano n passante
per A, B, C.

6.1.5 Condizioni algebriche di parallelismo tra due piani e traretta
e piano

e Siano 7y, m, < R3 due piani aventi rispettivamente equazioni cartesiane T :
ax+by+cz+d=0emn,:a' x+b'y+c'z+d =0. Essisono paralleli se e solo se

(a,b,c) = k(a',b',c’)per qualche k € R.

Infatti essere paralleli equivale a dire che essi hanno la stessa giacitura, ossia
le giaciture Iy : ax + by + ¢z =0,y : a’x+ b’y + ¢’z = 0 sono uguali e quindi
ne segue che (a, b, c) = k(a', D', ') per qualche k € R.

e Siano m, r  R3 rispettivamente un piano e unaretta. Sia ¥ = (I, m, n) un vettore
direttore della retta re sia ax + by + cz + d = 0 un’equazione cartesiana di 7. Il
piano 7 e la retta r sono paralleli se e solo se

al+bm+cn=0.

Infatti essere paralleli equivale a dire che la direzione della retta r € conte-
nuta nella giacitura I1 : ax + by + cz = 0 di &, ossia che il vettore direttore
7 = (I,m, n) €Il e quindi ne segue che al + bm+cn=0.

Esempio 6.1.14 Determinare le equazioni parametriche della retta r passante per
P =1(0,0,1) e parallela ai piani ; :3x+2y—2z=0,mp: —2x+3y—-2z+1=0.
Poiché r e parallela sia a m; che a m, la direzione R di r & contenuta sia nella
o . . . - 3x+2y-2z=0
giacitura di t; che in quella di mt, e quindi R:
—-2x+3y-2z=0

Una soluzione non banale di tale sistema omogeneo da un vettore direttore r =
xX=-1

(—1,8,13) di . Quindi le equazioni parametriche di rsono { y =8¢
z=1+13¢
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6.1.6 Fasci diPiani

Siano 1y, , < R3 due piani distinti di R® e siano ax+by+cz+d=0,a'x+b'y+c'z+
d' =0 le rispettive equazioni cartesiane.

« Se i piani 7, 2 non sono paralleli essi individuano un fascio proprio di piani,
denotato con Fj, , al variare di i, k € R, con (h, k) # (0,0), di equazione

Fpr:hax+by+cz+d) +k(dx+b'y+c'z+d)=0 (6.11)

Laretta r = m; N7, € detta asse del fascio.

T3 T2

m

Figura 6.8: Fascio proprio di piani con asse la retta r

« Se i piani 1y, M2 sono paralleli essi individuano un fascio improprio.

g

Figura 6.9: Fascio improprio di piani
Osservazione 6.1.15 Dato il fascio di piani di equazione (6.11), poiche (%, k) # (0,0)
allora possiamo riscrivere il fascio come
Fr:ax+by+cz+d+Aadx+b'y+cz+d)=0 (6.12)

con A = %(stiamo assumendo & # 0). Occorre tener presente che se scriviamo il
fascio di piani individuato da m;, 72 come in non stiamo considerando tutti i
piani del fascio ma stiamo escludendo m,, ovvero il piano del fascio che si ottiene
per h=0.
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Osservazione 6.1.16 Dato il piano nt: a”’x+ b"y + ¢"z+d" = 0 e il fascio di piani di
equazione Fj i : h(ax+by+cz+d)+k(a'x+b'y+c'z+d') =0, il piano n appartiene
al fascio Fy, ;. se esistono h, k € Rtali che a” = ha+ ka', b" = hb+ kb', ¢’ = hc + kc/,
d" = hd + kd', ovvero la matrice

a b ¢ d
a b ¢ d
al/ bl/ Cll d/l

ha rango minore o uguale 2 essendo I'ultima riga combinazione lineare delle prime
due.

Esempio 6.1.17 Determinare un'equazione cartesiana del piano i passante per P =
(1,2,3) e contenente la retta s

x=2
y=1-t
z=3t

Scriveremo I'’equazione cartesiana di n utilizzando due diversi metodi.

Usiamo dapprima il metodo del fascio di piani. Se nell’equazione parametrica di
s eliminiamo il parametro ¢ si ottengono le equazioni cartesiane di s: x =2,3y+z—
3 =0. Osserviamo che P non appartiene ad alcuno dei due piani la cui intersezione
e larettas. Sia x—2+k(3y+z—3) =0 il fascio di piani individuato dalla retta s.
Imponiamo il passaggio per P e otteniamo k = é e quindi il piano m ha equazione
6x+3y+z-15=0.

Altro modo per scrivere 'equazione di n e il seguente: poiche s < m allora n
contiene tutti i punti di s e in particolare i punti A = (2,1,0), ottenuto per ¢ = 0
e B = (2,0,3) ottenuto per ¢t = 1. Poiche il punto P ¢ s allora i punti A,B,P non
sono allineati e quindi il piano m & il luogo dei punti X = (x, y,z) tali che i vetto-

ri AX= (x—-2,y—-1,2), AB=(0,-1,3), AP= (-1,13), sono linearmente indipendenti,
x-2 y-1 z

ossia det 0 -1 3 |=0,ovvero6x+3y+z—-15=0.
-1 1 3

6.1.7 Esercizi

1. Nello spazio R3 si considerino le seguentirette: r: x=—-z—-1,y=2-6; s:x=
2z—-7,y=-3z+2.

(a) Verificare che le rette r, s sono incidenti e determinare un’equazione car-
tesiana del piano che le contiene.

(b) SiaRil punto diintersezione dellerette r, s. Verificare cheipuntiA,B,D,R
non sono complanari, dove A = (-1,-6,0), B=(-7,2,0) e D= (6,0, 1).

2. Nello spazio R3 si considerino le seguentirette: r: x=t+5,y=1t-2,z=—t;
s:x=2z-1,y=z+2.
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(a) Studiare la loro posizione reciproca.
(b) Determinare, se esiste, il piano passante per s e paralleloa r.

(c) Determinare, se esiste, la retta passante per P = (1,1,2) e incidente si-
multaneamente alle due rette r e s.

w

. Nello spazio R? si considerino le seguenti rette: r: x=t,y=t,z=1+1; s:
xX+y—2z=02y+z+k=0.
(a) Dire se r e s sono parallele.
(b) Determinare, se esistono, i valori del parametro k € Rperiqualirns# @.
(c) Per talivalori di k determinare il piano che contiene le rette r e s.

4. Determinare le equazioni parametriche e cartesiane della retta r’ simmetrica
dellarettar x=1+1t¢,y=3t,z=—2trispetto al pianon: x—y+2z—-7=0.

5. Siconsiderinoleretter:x=—-1+2t,y=t,z=—-tes:x+y—z+1=0,2x+z+2 =
0. Provare che esse sono complanari e determinare un’equazione cartesiana
del piano che le contiene.

6. Nello spazio R3 si considerino i punti A =(1,2,-1), B=(2,0,1), C=(0,1,3),
D=(3,0,-1).

(a) Verificare che essi sono complanari e determinare il piano i che li con-
tiene.

(b) Scrivere equazioni parametriche e cartesiane della retta r contenuta nel
piano 7, passante per il punto C = (0,1,3) e incidente la retta s di equa-
zionis: x=1+t,y=—t,z=1+1.

(c) Dire se esistono valori del parametro a € R periqualiil piano a:x—-2y+
z—a =0 appartenga al fascio di piani individuato dalla retta r.
7. Nello spazio R3
(a) Scrivere equazioni parametriche e cartesiane della retta r passante per
P =(1,-1,1) e avente vettore direttore ¥ = (1,-1,1)

(b) Trovare un vettore direttore dellaretta sdi equazioni x—y =1,x+2y—z =
0

(c) Nel fascio di piani individuato dalla retta s trovare, se esiste, il piano pa-
rallelo alla retta r.

8. DatoilpuntoA=(1,-3,-2)in R3, determinare I'equazione del piano passante
per A in ciascuno dei seguenti casi:

2x+y+z=0 3x+2y—-z+1=0
(a) parallelo alle rette r; : :

M r )
x-2y-1=0" "° 2y-2z+3=0
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y=2x+3
(b) parallelo allaretta s: o e passante per B =(2,0,3)
zZ=-Xx

2y-3z+1=0

(c) avente come traccia sul piano coordinato yzlaretta ¢: { 0
X =

9. Sianom; :2x+6y+2z-2=0,M2:2x-y+2-2=0,M3: x—4y—-32+6=0,m4 : X+
3y—3z—1=0ipiania cui appartengono le facce di un tetraedro. Determinare
le coordinate dei vertici del tetraedro.

10. In R3 si considerino le rette

xX-y=2 y=x-1
r: , St ’
z==2y Z=—-Xx+2

(a) Verificare che le rette r e s sono sghembe
(b) Dire se esiste una retta incidente r e s e passante per P = (0,1,1). In caso
affermativo scriverne le equazioni cartesiane.
11. In R3 si considerino i puntiA=(1,-1,2), B=(0,1,1), C=(3,-1,-1).
(a) Verificare che essi non sono allineati e determinare un’equazione carte-
siana del piano m che li contiene.
(b) Sia P = (1,3,0) € R3. Determinare il luogo descritto dal punto medio del

segmento PQ al variare di Q sul piano 7.

12. In R3 siano L e M le rette di equazioni x+z-1=y—z=0e3x+y—-2z-2=
x-3y+2=0.
(a) Verificare che esse non sono complanari.
(b) Determinare la retta parallela alla retta x—5 = y—z—4 =0 e incidente sia
laretta L che la retta M.
13. In R3 sia Llaretta passante per P = (1,2,3) e parallela al vettore 7 = (1,1, 1).
(a) Trovare un’equazione cartesiana del piano o che contiene la retta L e il
punto A= (2,3,5).

(b) Direseil piano a e parallelo al piano passante per C = (1,1, —2) e generato
dai vettori 77 = (2,1,3), 7> = (1,1, 3).

6.2 Geometria Euclidea

Abbiamo visto in (6.1.1) che una retta & individuata da un punto e da una direzione.
Vedremo ora che anche per un piano se diamo un punto e un particolare vettore
non nullo, ovvero il vettore normale al piano, questi due dati sono sufficienti per

individuare il piano.

140



Maria Lucia Fania 6.2. GEOMETRIA EUCLIDEA

Definizione 6.2.1 Sia 7i € R® un vettore non nullo e sia m < R® un piano la cui giaci-
tura e IT: {tii+ sv| t, s € R}. Se il vettore 7i & ortogonale sia a ii che a ¥ diciamo che il
vettore 7i € un vettore normale al piano .

Osservazione 6.2.2 Se il vettore 7 & ortogonale sia a i che a ¥ allora esso & ortogo-
nale a tutti i vettori di II.

z//l‘[:x+y=0
/
—

n:x+y-1=0

n=(1,1,0)

Figura 6.10: 71, vettore normale al piano n

Se vogliamo il piano 7 passante per il punto P = (xg, yo, 2) € avente 7 # O come
vettore normale allora tale piano & fatto di tutti quei punti X = (x, y, z) € R® tale che

il vettore PX & ortogonale al vettore 7, ovvero,

—

PX-7i=0 (6.13)
Se 71 = (a, b, ¢) allora la (6.13) diventa

a(x—xp)+b(y—yo)+clz—29) =0 (6.14)

Esempio 6.2.3 Nella Figura il vettore 7i = (1,1,0) & un vettore normale al piano
n:x+y=1. Esso e ortogonale a tutti i vettori della giacitura II, Infatti un generico
P €Il ha coordinate P = (x,—x,0) e P- 71 =0.

6.2.1 Condizioni algebriche di ortogonalita tra due rette, tra due
piani, tra retta e piano

e Siano r, s © R3 due rette con vettori direttori 7 = (I,m,n) e § = (I',m’, n'), rispet-
tivamente. Diciamo che r e s sono ortogonali, in simboli r L s, se 7-$ = 0, ovvero
se

W+mm +nn' =0
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e Siano o, az < R® due piani di equazioni cartesiane oy : ax+ by +cz+d =0¢e
az:a'x+b'y+c'z+d =0. Diciamo che a; e oy sono ortogonali, in simboli a; | oy,
se 71 - 1ip = 0, ovvero se

aa+bb+cc' =0

a2
n
n,
r 2
(04] Q

Figura 6.11: Piani ortogonali a; e oz

e Sia a;  R? un piano con vettore normale 7 = (a, b,¢) e sia r una retta con
vettore direttore 7 = (I, m, n). Diciamo che r e «; sono ortogonali, in simboli a; L 7,
se i vettori 71 e ¥, sono paralleli, ovvero se

(I, m,n)=k(a,b,c)

con k #0.
r
(Lmn) =7 J n=(a,b,c)
aq

Figura 6.12: Retta r ortogonale al piano o

6.2.2 Distanza di un punto da un piano

Siano P = x, yo,¢) € M : ax + by +cz+d = 0 un punto e un piano di R®, rispettiva-
mente. Vogliamo vedere come si determina la distanza del punto P dal piano n, che
denoteremo con d (P, 7).
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e SePemallorad(Pm) =0.

e Se P ¢ m, prendiamo un punto Py € i, Py = (p1, p2, p3) € siano vy, v, i vettori ge-
neratori del piano n. Il piano ha equazione vettoriale n : Pg+ #, U + t2U». Sia r la
retta passante per P e ortogonale al piano m, allora la retta r ha equazione vettoriale
r:P+th.

S
<

pra PoP=P’

Py

Figura 6.13: d (B ) = || PQ || = ||pri PoP || = || PoP ||

Sia Q il punto di intersezione della retta r con il piano n . Allora Q = P + ¢7i per
qualche te Re Q =Py + 1,71 + tp U2 per qualche f, t; € R. Si ha quindi che P + ¢7i =
Py + 1 U1 + t U2 da cui segue che Py—P = t7i—t1 U1 — o Up, ovvero PPo= t7i—t1 U1 — to Ua.
Facciamo il prodotto scalare di ambo i membri con il vettore 7 allora, poiche 77 L
v1=0e# L vysihache

—

PPy -ii=th-7
_ PPyt o PPyiis pcrs o -
e dunque r = —;>==. Ne segue che Q = P + —=%=7i. Poiche 7i = (a, b, c) e PPy= (p1 —

X0, P2 — Yo, P3— Zo) allora PEO ‘= a(pr—xo0)+b(p2—yo)+c(ps—2z = apL+bp2+cp3—

axo—byo—czoz—d—axo—byo—czoAllora||PQ||:||Q—P||=||P+@-ﬁ—P|I:

PE()’F! _ |de+by0+CZ()+d|
l n-n = Va2+b?+c2 Dunque
— laxg+ by + czp + d|
d®m)=1PQll=
Va?+b?+c?
Osserviamo che || PQ || = ||pr7 PoP || = || PoP’ ||, dove prj PoP denota la proiezione

del vettore PyP sul vettore 7i.

Esempio 6.2.4 Trovare la minima distanza tra il punto P = (1,5,5) e il piano n di
equazione cartesiana 2x — y + 3z = 1. Si determini inoltre il punto Q € 7 pil1 vicino a
P.

143



Maria Lucia Fania CAPITOLO 6. RETTE E PIANI NELLO SPAZIO

Osserviamo che il vettore 7 = (2,—1,3) & un vettore normale al piano. Sia Py =
(0,2,1) € m e quindi il vettore PoP=P — Py = (1, 3,4). Dunque

AP = laxo+byo+czg+d|l [2-5+15-1] 11
' va?+b?+c? V4+1+9 V14

0 anche, sappiamo che la proiezione del vettore PyP lungo 7 & il vettore pry PoP=

POPﬁ" n= (2 —1,3) elasualunghezzae||pry PP || = ﬁvl4edunque dPmn) = \}—1171.

Per determinare il punto Q € 7 piu1 vicino a P troviamo la retta r passante per P e
con direzione quella individuata dal vettore 7; il punto di intersezione di 7 con m e il
punto Q. Laretta r ha equazioni parametriche

x=1+2t
y=5—t
z2=5+3t
Lintersezione di r conmsihase2(1+2¢)—-(5—1)+3(5+3t) =1, ovvero per ¢ = —ﬁ e
dunqueQi(l—% H,5-38)=(-48 737 OsserwamochePQ (-4,4._3
i3 _ /121 121 1089 1694 _ 11
equindi [|PQ|l1=1/%5 + 156 + To5 = ,/m_\/_ﬁ

6.2.3 Distanza di un punto da unaretta

Siano P e r un punto e una retta di R®, rispettivamente. Vogliamo vedere come
trovare la distanza del punto P dalla retta r, che denoteremo con d (P, 7).
eSePerallorad®r)=

» Se P ¢ r, consideriamo il piano n passante per P e con vettore normale un vettore

direttore di r. Tale piano interseca la retta r in un punto Q. Allora d (B, r) = || PQ ||.

Esempio 6.2.5 Trovare la minima distanza tra il punto P = (1,0,3) e la retta r di
equazione cartesiana 2x — y+3z =1,y —z = 3. Si determini inoltre il punto Q € r
piu vicino al punto P.

Osserviamo che il vettore 7 = (1,—1,—1) & un vettore direttore di r. Sia m il piano
passante per P e con vettore normale 7. Allora m ha equazione cartesiana (x — 1) —
y—(z2—3) =0, ovvero x — y — z+ 2 = 0. Risolvendo il sistema di equazioni

2x-y+3z=1
y—-z=3
X—y—z=-2

siottiene Q= (3, , ). Allora PQ= 3, &, ~5) e quindi d (8 r) = || PQI = § V2.

Osservazione 6.2.6 E chiaro che se r e s sono due rette di R® coincidenti, oppure se
r e s si intersecano in un punto allora d (r, s) = 0. Come pure se r e s sono due rette
parallele distinte allora d (1, s) = d (B s) = d (Q, r), dove P &€ un qualunque punto di r
e Q & un qualunque punto di s.
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Figura 6.14: d(Br) = || PQ ||

6.2.4 Minima distanza tra due rette sghembe

Siano r e s due rette sghembe. Si pud provare che esiste un unico punto R € r e un

unico punto S € s tali che il vettore RS & ortogonale sia a un vettore direttore di r che
a un vettore direttore di s. Una volta determinati tali punti la minima distanza tra la

rettar elarettasedatadal||RS||=d(r,s).

Figura 6.15: d (1, s) = | I?S I, r, s rette sghembe

Esempio 6.2.7 Siano r e s due rette in R® di equazioni parametriche
x=3+t x=t

ri{y=-1+t¢t s:qy=5-2¢
z=2 z=2+1

(a) Trovare la minima distanzatrar e s.

(b) TrovareipuntiRe reS € s pili vicini tra loro.
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Si verifica facilmente che le due rette non si intersecano. Inoltre esse non sono pa-
rallele poiche i vettori direttori 7 = (1,1,0) e = (1,-2,1) di r e di s, rispettivamente,
non sono paralleli. Dunque le rette sono sghembe.
SianoR=@+t,-1+t,2)ereS=(t',5-2¢,2+t') € s due punti generici. Vogliamo
determinare il valore del parametro ¢ e ¢’ tale che il vettore RS=S—R = (¢/,5-2¢,2 +
)—@B+t,-1+1t,2)=(t'-3—1,6—2t —t,1') sia ortogonale sia a 7 che a 5. Abbiamo
2t+1' =3

quindi il seguente sistema ,
t+6t =15

la cui soluzione & (¢, ') = (3, %). Dunque R=(3%,-2,2), S = (3}, 5, ) e | RS || =
2VI1=d(rs).

6.2.5 Angolo convesso tra due piani

Siano oy : ax+by+cz+d=0eaz:adx+Db'y+c'z+d =0 due piani dello spazio
euclideo R3 e siano ny = (a, b, c) e ny = (@', b', ¢') i vettori normali di o; e a rispetti-
vamente. L'angolo convesso tra i due piani a; e o, € 'angolo convesso 6 tra i vettori
nien,con0<0<me

ny-np
[1ma 11|72

Osserviamo che se si moltiplica una delle due equazioni cartesiane di «; o a per

cosO =

(041 a2

Figura 6.16: Angolo convesso trai piani a; e o

uno scalare negativo allora 6 cambia in - 6.

6.2.6 Angolo convesso tra due rette orientate

Siano r e s due rette orientate in R3 e siano 7 e § vettori direttoridi r e s, rispettiva-
mente.

Allora 'angolo convesso tra le rette r e s € 'angolo convesso 0 tra i vettori 7 e §
con0<O<me

73
cos0 = ———
HFIIS]]
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Figura 6.17: Angolo convesso tra le rette orientate r e s

se si & scelta un’orientazione sulle rette e se i vettori 7 e § sono orientati come le rette.

6.2.7 Angolo convesso tra una retta e un piano

Siano r e 7 una retta e un piano in R3 e sia r’ la proiezione ortogonale di r sul piano
1. L'angolo tra la retta r e il piano n & I'angolo 6, in Fig. Di tale angolo 6 & piu

Figura 6.18: Angolo tra la retta r e il piano nt

facile calcolarne il seno

al+bm+cn

VI2+m?+n2Va?+b%+c?

Foii
17117l

sin@ = ‘cos(g —6)) =

dove 7 = (I, m, n) & un vettore direttore della retta r e 71 = (a, b, ¢) & un vettore nor-
male del piano .

6.2.8 Esercizi

1. InR3 si considerino le seguentiretter; : x—-1=0,y—-z+1=0; rp:2x—z+1=
0,2y+2z-7=0.

(a) Verificare che esse sono incidenti e determinare I’equazione cartesiana
del piano m che le contiene.

(b) Scrivere I'’equazione parametrica e cartesiana della retta perpendicolare
al piano n e passante per il punto P = (0,-1,1).

2. In R3 si considerino le seguenti rette r; : 3x+z-2=0,3y-2z=1; r:y=
1,3x+z=2;r3:x=1,z=-1.
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(a) Verificare che esse sono a due a due incidenti e determinare i punti di
intersezione.

(b) Sia T il triangolo individuato dai punti determinati in (a). Trovare I'area
di tale triangolo.

(c) Scrivere I'equazione del piano che contiene le rette ry, 12, 3.
3. In R3 si considerino i puntiA=(1,2,1),B=(0,1,1),C=(-1,0,2).
(a) Verificare che i punti non sono allineati e scrivere 'equazione cartesiana
del piano a che li contiene.

(b) Scrivere equazioni parametriche e cartesiane della retta rperpendicolare
al piano a e passante per il punto P(2,2,1).

(c) Sia slaretta di equazioni x = ¢,y = t+ 1,z = 2¢. Dire se le rette re s sono
sghembe.

4. Siano A = (1,1,-1),B = (0,-1,1),C = (2,1,0),D = (1,2,2) punti dello spazio
euclideo.

(a) Dopo aver verificato che i punti A, B,C,D non sono complanari, si deter-
mini 'equazione cartesiana della retta r passante per A e avente come

direzione quella individuata dal vettore XB.

(b) Determinare ’equazione cartesiana del piano perpendicolare alla retta
1 e passante per D.

(c) Determinare il volume del parallelepipedo individuato dai punti A, B, C, D.
5. Siano A= (1,2,1),B=(2,0,-1),C=(1,1,1) e R,

(a) Verificare che i punti A, B,C non sono allineati.

(b) Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane del piano o contenente i
punti A, B, C.

(c) Scrivere le equazioni parametriche dellaretta r passante per il punto P =
(0,1,1) e perpendicolare al piano a.

(d) Determinare la minima distanza dal punto P = (0,1,1) al piano « e il
punto Q del piano « pil vicino a P.

6. Sia 7 = (—1,—2,3) un vettore di R3. Scrivere I'equazione cartesiana del piano nt
avente 7i come vettore normale e passante per il punto A= (0,1, -1).
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Capitolo 7

Matrici Complesse

Sia M, (C) I'insieme delle matrici n x n a entrate complesse. Per esse € definita la
somma e il prodotto per uno scalare complesso, come per le matrici a entrate reali.
Data A = (a;j)1<i,j<n € My(C) per complessa coniugata di A si intende la matrice

A= (a;))

con a;j il complesso coniugato di a; ;.
Valgono le seguenti proprieta

+B=A+B

>|

1.

>

2. AB=AB
3. KA=k-A

4. 'A) = (‘A)

7.1 Matrici Hermitiane
Data una matrice A € M,,(C) e sia A) la trasposta della complessa coniugata di A.
Osservazione 7.1.1 Se A € M,,(R) & una matrice simmetrica reale allora {A) = A.

Le matrici complesse che soddisfano questa condizione sono la generalizzazione
delle matrici simmetriche.

Definizione 7.1.2 Sia A € M, (C) una matrice complessa. A € detta hermitiana (dal
matematico francese Charles Hermite) se ‘A = A.

Osservazione 7.1.3 Se A € M,,(C) € una matrice hermitiana allora le entrate sulla
diagonale principale di A sono tutte reali.
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Esempio 7.1.4 La matrice
1 -2i 4+1
A= 2 8 1-1i
4-1 1+ 5
¢ hermitiana, infatti {A) = A. Mentre la matrice
1 —2i 4+
B= 2i 8 1-1i
4—-i 1+1 i

non é hermitiana, infatti non tutte le entrate sulla diagonale principale sono reali.

7.2 Prodotto hermitiano standard in C”.

Vogliamo definire nello spazio vettoriale complesso C" un prodotto tra vettori che
permetta di poter definire tramite esso il modulo di un vettore come pure la nozione
di vettori ortogonali. Noi considereremo il prodotto hermitiano standard.

Definizione 7.2.1 Siano u = (x1,X2,...,X,), v = (y1,¥2,-.., ¥n) € C"*. 1l prodotto her-
mitiano standard di u e v , denotato con < u, v >y, € il numero complesso cosi
definito

n
<UVSHI= XY XY, + o+ XpY, = ini. (7.1)
i=1

Osserviamo che se pensiamo ai vettori u, v come vettori riga, ovvero

(x1 2 - %), (01 y2 - ¥Yn)

allora il prodotto hermitiano < u, v >y non ¢ altro che il prodotto tra la matrice riga
u e la matrice colonna ‘7, ovvero < u, v >g=u-'v, dove 7 = Ty V)
SeX=(x, -+, x,) € C" allora

<X, X>H= XX + XoXp + o+ X Xn = X1 P + 1022+ + |x,)2

dove |x;| denota il modulo del numero complesso x;. Da cui segue che X-X > 0 se
X # 0. Questo prodotto ci permette di definire la lunghezza di un vettore X € C"

come
X1 = V<X X o5 = /131 2+ a2+ -+ 2]

Si vede che ||X|| =0 se e solo se X = 0.
Osserviamo che il prodotto hermitiano & una funzione

<> C"xC"=C
che soddisfa le seguenti proprieta

150



Maria Lucia Fania 7.2. PRODOTTO HERMITIANO STANDARD IN CN.

7.2.1 Proprieta del prodotto hermitiano standard
1. <u+v,w>g=<u,w>y+<v,w>y, perogni u,v,weC"
2. <u,w+w' >g=<u,w>yg + < u, w >y, perogni u, w,w' € C"
3. <ku,v>yg=k<u,v>y, perogni u, v € C" e per ogni k € C (omogeneita)
4. <u,v>y=<v,u>y,perogniu,veC”
5. <u,u>p=0, si hal'uguaglianza se e solo se u = 0 (positivita).

Le proprieta 1. e 3. ci dicono che il prodotto hermitiano standard e C-lineare. La
proprieta 2. dice che il prodotto hermitiano standard & additivo in w. Le proprieta
2. e 4. cidicono che il prodotto hermitiano standard e antilineare in w. Osserviamo

che
<u,kv>g=<kvu>g=k<v,u>g=k<u,v>y

In analogia a quanto visto per gli spazi euclidei abbiamo la seguente definizione

Definizione 7.2.2 Due vettori si dicono ortogonali se il loro prodotto hermitiano &
Zero.

Se U c C" & un sottospazio di C", con U+ indichiamo il seguente insieme
Ult={veClv ortogonale a ogni vettore di U}

Si verifica facilmente che U & un sottospazio vettoriale di C" detto sottospazio
ortogonalea U.

Lo spazio vettoriale C" con il prodotto hermitiano standard & detto spazio vetto-
riale hermitiano.

Esempio 7.2.3 SianoX=(1,1-1i,5+1i,i),Y=(2-1i,1-i,1,3+i) e C*.

1. Dire se X € un versore, in caso contrario determinare un vettore multiplo di X
che sia un versore.

2. Calcolare <X,Y >q.

\/1+(1—i)(1+i)+(5+i)(5—i)+i(—i):\/1+1+1+25+1+1
V30

X1

X non e un versore, come versore multiplo di X possiamo prendere

1 1
—X=——(1,1-i,5+1,i).
[IXI] V30

Calcoliamo ora <X,Y >y
<X, Y>g=12-i+(1-)A-D)+GB+)1+iB—-i)=2—-i+1+1+5+i+3i—1=8+3i
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Faremo vedere che anche per matrici hermitiane, come per matrici simmetriche
reali, si ha che gli autovalori sono reali e che autovettori corrispondenti ad autovalori
distinti sono ortogonali. Vale il seguente teorema

Teorema 7.2.4 Sia A una matrice hermitiana.
1. Il polinomio caratteristico di A possiede tutte radici reali.
2. Gli autovettori di A corrispondenti ad autovalori distinti sono ortogonali.

Dimostrazione Sia A un autovalore di A e sia X un autovettore relativo a A. Allora
AX = AX. Osserviamo che

< AX, X >p=< X,'AX >=< X, AX >y,

quest’ultima relazione si ha essendo A hermitiana.
Ne segue che

A <X, X>p=< AX, X >g=< AX, X >y=< X, AX >y=< X, AX >g= A < X,X >4

e quindi

A=A <X,X>=0

ed essendo < X,X >>p# 0 ne segue che A = Ae dunque gli autovalori sono reali.
Siano A e p autovalori distinti di A e siano X e Y i corrispondenti autovettori.
Allora AX = AX e AY = pY. Consideriamo il prodotto hermitiano

A<XY>g=<AX, Y >y=<AX, Y >y=< X AY >y=<X,uY >y=pu <X, Y>y=pu <X, Y >y (7.2)
Quindi la relazione (7.2]) diventa
A-—p <X,Y>u=0

ese A # 1 ne segue che <X, Y >=0 e quindi X e Y sono ortogonali. O
Definizione 7.2.5 Sia vy,---, v, unabase di C”. Essa ¢ detta base ortonormale se

[lvill:=1 perognii=1,---,n (7.3)

<v;,vj>y=0 perognii#j (7.4)

Definizione 7.2.6 Una matrice A € M, (C) si dice unitaria se i suoi vettori colonna
sono una base ortonormale per C”. In altri termini se

A'A = 1,,, ovvero se A"l =tA
Esempio 7.2.7 La matrice

Ta+1)
3(1=10)

Sk

€ una matrice unitaria.

Esercizio 7.2.8 Dire se la seguente matrice & una matrice unitaria
1+i 1
a-(1r )
1-1 1
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7.3 Diagonalizzazione Unitaria

Per una matrice simmetrica reale A sappiamo che esiste una matrice ortogonale C
tale che "CAC & una matrice diagonale. Vedremo che se la matrice A & hermitiana lo
stesso risultato vale con C matrice unitaria, ovvero A si diagonalizza con una matrice
diagonalizzante unitaria.

Teorema 7.3.1 (Diagonalizzazione unitaria) Sia A una matrice hermitiana. Allora
esiste una matrice unitaria C tale che "CAC & una matrice diagonale.

Esempio 7.3.2 Data la matrice hermitiana

3 2—-1i
A_( 2+i 7 )

trovare una matrice unitaria C tale che ‘CAC sia diagonale.

7.3.1 Esercizi

1. Sia
0 2+i 0
A= 2-i 0 1
0 1 0

Dire se A é unitaria. In caso contrario determinare una base ortonormale per
lo spazio generato dalle colonne di A.

2. Determinare una matrice unitaria C tale che ‘CAC sia diagonale, dove A & una
delle seguenti matrici

. . 1 0 0 10 1+i
(1. ’)( 4 3_1), o 1 1+i|,] o 2 o
—-i 1 3+1 1 . .
0 1-i 2 1-i 0 0

3. Provare che se A € una matrice hermitiana e unitaria allora ogni autovalore di
Aeugualealo—1.

4. Si considerino i seguenti vettori

a) X=(=2,1+,2i),Y=(01-1i,2i,1) eC3
b) X=02-1i,-1,1+3i,20),Y=(-1,2i,1+1i,i) € C.

Dire se sono ortogonali e si calcoli la loro lunghezza.

5. InC3 siconsiderila base data dai seguentivettori u; = (1+i,1,1), up = (-1,-1+
i,0),u3 = (i,1,—1). Dire se essa e ortonormale. In caso contrario ortonorma-
lizzarla con Gram-Schmidt.

6. Siano A e B matrici unitarie. Provare che AB & unitaria e che A™! & unitaria.
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7. Sia V uno spazio vettoriale complesso con base vy, v2. Se v = x1v; + X202 €
w = y1V1 + Y2 U2, poniamo

) <VW>>=2X1Y1+X2)1+X1)2 +X2)2
b) <v,w>i=x191+2x)1+2x172 — X272
o) <vw>=x171+1+Dx172+ 1 —-)x271 —3x272

d) <v,w>=2x171+3x2)2

Dire se essi definiscono un prodotto hermitiano su V.
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Capitolo 8

Spazi Affini e Spazi Euclidei

8.1 Spazi Affini

Nello spazio (piano) ordinario (detto anche spazio affine) abbiamo introdotto i vet-
tori come classi di equipollenza di segmenti orientati. Abbiamo anche visto che se
si fissa nello spazio un punto, per esempio O = (0,0,0), a ogni punto P dello spazio

ordinario possiamo associare il vettore OP e in questo modo si vede che a R® re-
sta associato uno spazio vettoriale, Vy, quello dei vettori con punto di applicazione
l'origine.

Viceversa, dato uno spazio vettoriale V su un campo K, vedremo cosa si intende
per spazio affine con spazio dei vettori associato V, generalizzando in tal modo la
nozione di piano e spazio affine.

Definizione 8.1.1 SiaV uno spazio vettoriale su un campo K. Uno spazio affine con
spazio dei vettori associato V & un insieme non vuoto «f su cui e definita I'applica-
zione

,Q{ X d — V (8.1)
FQ) —PQ
in modo tale che le seguenti proprieta siano soddisfatte

(SA1) perogniP € o/ e per ogni v €V esiste un unico Q € & tale che PQ=v

(SA2) perogniPQ,R€ o sihache P_é) + C;R:I;R

L'applicazione (8.1) definisce una struttura di spazio affine sull’'insieme <.
o & detto spazio affine reale se il campo K =R, of € detto spazio affine complesso se
il campo K =C.

Esempio 8.1.2 SiaV =K". K" si pud pensare come spazio affine su sé stesso, basta
definire I'applicazione

K'xK' — K"
®Q — PQ=Q-P
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Si verificano facilmente le proprieta di spazio affine. Infatti per ogni P € K" e per
ogni v € K" esiste un unico Q € K" tale che PQ v, basta prendere Q = P +v

Come pure per ogni BQ,R € K" si ha che PQ + QR Q-P+R-Q PR Dunque
(SA1), (SA2) sono soddisfatte. Lo spazio affine K" viene denotato con A" (K).

Definizione 8.1.3 (Riferimento affine) Sia «/ uno spazio affine con spazio dei vettori
associato V. Assegnare un riferimento affine su &/ equivale ad assegnare un punto
O € o/ euna base {vy,...,v,} di V. RA(O; v1,..., v,) € detto riferimento affine.

Per ogni P € &, OPe V e dunque OP= x; vy +--- + X, V. Il vettore OP si identifica
con la n-upla (x3,...,x,) e queste sono dette coordinate affini del punto P.

Per esempio in AZ(R), con riferimento affine RA(O; vy, v3), OP= xjv; + Y1 V2.

y

”77,P=(x1,y1)

7
s

O0uv x X

Figura 8.1: Riferimento affine RA(O; vy, v2)

8.2 Affinita

Vogliamo considerare particolari applicazioni biiettive di uno spazio affine < in sé
stesso, f: o/ — &, dette affinita. Descriveremo in modo esplicito tali applicazioni
nel caso in cui of = &/ (K). Vedremo che queste applicazioni non sono altro che
la composizione di una traslazione e di un’applicazione lineare biiettiva. Le affini-
ta trasformano rette in rette, piani in piani, sottospazi in sottospazi e conservano il
parallelismo. Quindi sottospazi affini paralleli sono trasformati in sottospazi affini
paralleli. Ad esempio nel piano la proprieta di un quadrilatero di essere parallelo-
gramma e una proprieta affine, mentre non lo ¢ quella di essere un quadrato. Diamo
ora la definizione di affinita.

Definizione 8.2.1 Sia V uno spazio vettoriale su un campo K e sia &/ uno spazio
affine con spazio dei vettori associato V. Un’applicazione biiettiva

frod —of

tale che esista un automorfismo ¢ : V. — V (ovvero un isomorfismo) che soddisfa la
proprieta

FP)FQ=¢PQ) perogniPQe o 8.2)

e detta affinita.
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Esempio 8.2.2 Sia o/ uno spazio affine con spazio dei vettori associato V. Sia 7 € V
esia ty : o — of I'applicazione cosi definita:

t(P):=5+P

Tale applicazione, detta traslazione definita da 7, € un’affinita. Infatti ¢; & iniettiva
poiché se 1;(P) = t3(Q) sihache 7+ P = 7+ Q e pertanto P = Q. Inoltre ¢; & suriettiva
infatti per ogni Q € of sihacheP = —7+Q e tale che t3(P) = t3(—7+Q) = Q e quindi t3
e biiettiva. Osserviamo che I'isomorfismo ¢ associato a ; € 'applicazione identica.

Infatti per ogni BQ € <, t3 (P);g(Q)Z (p(Pb) =idy(PQ).

Osservazione 8.2.3 Sia 9 (/) 'insieme di tutte le traslazioni. Consideriamo in ta-
le insieme I'operazione di composizione. La coppia (9 (f),0), € un gruppo, detto
gruppo delle traslazioni. Infatti se t, t;; sono due traslazioni la loro composizione
ty oty € una traslazione poiché f; o0t =t ~ e quindi 'operazione di composi-
zione € una operazione binaria su 9 (&/). Tale operazione ¢ associativa poiché la
composizione di applicazioni € associativa. Inoltre I'applicazione id, : of — of €
una traslazione, infatti id = tg- Data una qualunque traslazione 3 la sua inversa,
t;l =t_3, che & una traslazione.

Definizione 8.2.4 Sia V uno spazio vettoriale su un campo K e sia &/ uno spazio
affine con spazio dei vettori associato V. Linsieme

Aff(d):={f: o — | f & un’affinita}

con |'operazione di composizione & un gruppo, detto gruppo delle affinita. La com-
posizione di due affinita f, g & un’affinita. Infatti se ¢,y sono gli automorfismi asso-
ciatia f e g rispettivamente allora fog é’affinita con automorfismo associato ¢ow.
L'elemento neutro e I'applicazione identica id. : o — </ che ha come automorfi-
smo associato I'applicazione idy : V — V. Per ogni f € Af f(#) esiste 'inversa, f~!,
essa & I'affinita con automorfismo associato ¢!, dove ¢ & I'automorfismo associato

af.
Osservazione 8.2.5 Linsieme I («f) c Af f(<f) & un sottogruppo di Af f ().

8.2.1 Affinita di</"(K)

Se come spazio affine prendiamo <" (KK), descriviamo in modo esplicito il gruppo

Aff(™(K)).

Sia f: o/ "(K) — " (K) un’affinita. Sia ¢ : K — K" I'isomorfismo associato a
f, sia A = Me(p) la matrice associata a ¢ rispetto alla base canonica e sia C = f(0).
Allora per ogni X € «/"(K) si ha che

fX)=AX+C (8.3)

Infatti dalla definizione di affinita, si ha che
f(0) fX)= ¢(0X)
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da cui segue che f(X) — f(0) = AX—-0) = AX e quindi
fX)=AX+C.

Viceversa se A € GL(n,KK),C € «"(K) allora f : «/™(K) — «/"(K) cosi definita
fX)=AX+C

& ur’affinita. Infatti se denotiamo con ¢ : K" — K" 'applicazione lineare definita
dalla matrice A, tale applicazione & un isomorfismo. Inoltre per ogni BQ € «/"(K)

f(P)—];(Q)= fQ-f(P)=AQ+C-AP-C=A(Q-P)= @(P?))
e dunque f & un’affinita.

Piu in generale se «/ € uno spazio affine di dimensione 7 con spazio dei vettori

associatoV, ese RA(O; ey, -, e,) e unriferimento affine su &7, per ogni punto P € «f,
indichiamo con (x1, -+, x5,) le sue coordinate affini. Allora ogni affinita di < si scrive
come

fX)=AX+C (8.4)

dove A = M, () € la matrice associata all’automorfismo ¢ relativamente alla base e,
eC=f(0).

Osservazione 8.2.6 Da (8.3) segue che ogni affinita f € la composizione di una tra-
slazione e di un’applicazione lineare biiettiva, ovvero

f=tcoy,
dove ¢ e 'automorfismo associato all’affinita f e C = f(0).

Osservazione 8.2.7 Denotiamo con Af fy(«/"(K)) I'insieme delle affinita che fissa-
no 'origine. Siverifica facilmente che Af fy(«/" (K)) &€ un sottogruppo di Af f (/" (K)).
Da segue che se f(0) =0 allora f(X) = AX e quindi Af fy (=" (KK)) & in corrispon-
denza biunivoca con GL, (K).

Definizione 8.2.8 Sia f : of — o« un'affinita e sia P € of/. P & detto punto fisso per f
se f(P)=P.

8.2.2 Altri esempi di affinita

Esempio 8.2.9 Fissiamo un punto C € «/. Per ogni P € o« denotiamo con o¢(P) il

simmetrico di P rispetto a C, ossia o¢(P) & tale che Coc(P)= — CP. Lapplicazione
oc: o — & che manda P nel suo simmetrico rispetto a C & un’affinita.

Infatti o¢ & iniettiva poiché se o¢(P) = o¢(Q) ne segue che CO'&P):CO'C Qe

quindi C_P):(Y)’ e pertanto P = Q. Inoltre o & suriettiva infatti per ogni Q € </ si ha
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che P =0 (Q) e tale che o¢(P) = Q infatti oc(0¢(Q)) = Q e quindi o & biiettiva. Os-
serviamo che I'isomorfismo ¢ associato a o¢ € 'opposto dell’applicazione identica.
Infatti

ocP)oc(Q)

0¢(Q) - o¢(P) = —C + 0¢(Q) + C — o (P)
oc(P)C + Coc(Q)=CP — CQ= — PQ= —idy (PQ)

Esempio 8.2.10 Sia &/ uno spazio affine con spazio dei vettori associato V, con V K-
spazio vettoriale di dimenisone 7n. Sia Py € «f e sia A e K*. Un’ omotetza di centro PO

e valore A & un’applicazione w = wp, ) : o/ — & dove w(P) ¢ tale che Pow(P) A POP
Osserviamo che

e w(Pg) = Py. Infatti Pow(Pg)= A Pﬁ;oz Oe dunque w lascia fisso Py.
e o & un’affinitd con automorfismo associato ¢ = Al,.

e dunque le omotetie di centro Py sono affinita che fissano P.

8.2.3 Alcune proprieta delle affinita
Definizione 8.2.11 Sia o/ uno spazio affine con spazio dei vettori associato V di di-
mensione 7 e siano {Py,---,P,} punti di «/. Essi si dicono linearmente indipendenti

se gli n vettori PyPy,--- ,PyP,€ V sono linearmente indipendenti.

Proposizione 8.2.12 Sia «f uno spazio affine con spazio dei vettori associato V di
dimensione n e siano {Py, -+ ,Py}, {Qo, -+, Qn} due (n+ 1)-uple di punti linearmente
indipendenti. Allora esiste un'unica affinita f : «f — < tale che f(P;) = Q; per ogni
i=0,---,n.

Dimostrazione Poiche {P()_i)l,--- ,P(}n},{Q;Ql,"- ,Q(;)n} c V sono basi per V, da

(4.1.16) esiste un'unica applicazione lineare ¢ : V — V tale che ¢(PoP;) =QpQ; per
i=1,---,n e tale applicazione & un isomorfismo. Definiamo f : & — o/ mediante la

seguente condizione
Qof(Pi)=@(PoP;). (8.5)

Tale f & 1n1ett1va Infattl se f A)=f (B) da (8.5) si ha che Qo f (A)=Qop f (B). D’altra
parte Qg f (A)= cp(POA) e QO f (B)_ (p(PoB) e qu1nd1 (p(PoA) (p(PoB) ed essendo ¢ un
isomorfismo si ha che POA POB da cui segue che A = B. Inoltre f & suriettiva. Infatti
per ogni B € of se prendlamo A= Po +¢ 1(QOB) si ha che f(A) = B. Dunque f &
un afﬁmta Da ( si ha che Qg f (Po)= (p(POPO) Oe quindi f(Pgy) = Qp. Inoltre
Qof(P )= tP(PoP ) =QoQi - o
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Esempio 8.2.13 Determinare I'affinita f : «/%(R) — «/?(R) tale che i punti P, = (0,0),
P, = (1,0), P3 = (0,1) abbiamo come immagine i punti Q; = (1,1), Q2 =(2,1),Q3 =
(3,2), rispettivamente.

SiaX e «/2(R) esiaY = f(X). SeX = (x,y) e Y = (x,y) allora Y = f(X) = AX + C, ossia

X\ (a b\ x L@

y ] \Lc d y c2
Poiché f(0,0) = (1,1) ne segue che ¢c; = 1,c, = 1. Da f(1,0) = (2,1) ne segue che
2=a+1,1=c+1edunque a =1, c=0. Similmente si vede che b =2,d =1 e dunque

[ )-G 2 )0

Le equazioni dell’affinita f sono

X =x+2y+1
y=y+1

Proposizione 8.2.14 Sia f : «/%(K) — «/*(K) un'affinita del piano avente tre punti
fissi non allineati. Allora f = id 2 .

Dimostrazione Siano P,Q,R € «#%(K) tre punti non allineati. Allora i vettori PQ, PR
sono linearmente indipendenti e quindi sono una base per K2 Inoltre, essendo

PQ,Re dz (K) tre puntl ﬁs31 ne segue ¢ che PQ f(P)f(Q), PR f(P)f(R) D’altra

parte f(P)f(Q)— (p(PQ) f(P)f(R)— (p(PR) e quindi PQ = @(PQ), PR = LP(PR) dove
¢ : K? — K2 & I'isomorfismo associato a f. Poiché ¢ fissa i vettori di una base ne
segue che ¢ = idy2 e quindi Me(¢) = I. Abbiamo visto in che f(X) = AX+C,
dove A = Me(g) e C = f(0). Poiché A = Me(¢) =1, ne segue che f(X) =X +C e inoltre
daP = f(P) =P +Cnesegue che C=0e pertanto f = id ;. |

Esempio 8.2.15 Determinare 'affinita f : A2%(R) — «/%(R) tale che f(=1,1)=(-1,1),
fn=r',e fs)=s,dover:2x—y-2=0,s:x+y—-1=0, r’ :assedelley, s
asse delle x.

Poiché r’ = f(r) e s’ = f(s) le rette r’, s’ hanno equazione x' = 0, y' = 0, rispettiva-
mente. Inoltre da f(r) = r’ ne segue che x' = k(2x — y—2) e da f(s) = s’ ne segue
che y' = h(x + y — 1), per qualche k, h € K. Tali costanti sono determinate usando il
fatto che f(-1,1) = (-1,1) e quindi -1 = k(-2-1-2), 1= h(-1+1-1) e dunque
k=1 h=-1

Le equazioni dell’affinita f sono

g2 12
577575
y=-x-y+1
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8.2.4 Esercizi

1.

Determinare I'affinita f : «#/%(R) — «/2(R) tale che f(1,3) = (1,1), f(r) =1/, e
fls)=s,dover:x=0,s:2x—y=0,r":x-2y=1.

. Determinare I'affinita f : «/?(R) — «/%(R) che lascia fisso il punto P = (1,1)

emanda le rette r1 : x+ y+2 =0, rp : 3x — y = 0 rispettivamente nelle rette
§1:X—2y =0, s :2x+y—1=0. Determinare inoltre Q € =/ (R) tale che f(Q) =
@,1.

. Determinare I'affinita f : «/?(R) — «/?(R) che manda I'asse delle x nella retta

r:x—2y =0, l'asse delle y nella retta s: 2x+ y =2 e il punto P = (4,2) in
Q =(2,2). Determinare inoltre I'inversa di f.

. In «/2(R) si considerilarettar:x+y=1.

(a) Determinare le equazioni delle affinita che fissano tuttii punti della retta
r.

(b) Trale affinita in (a) determinare, se esistono, quelle che mandano il pun-
to A= (1,3) nel punto Q = (2,-2).

(c) Trale affinita in (a) determinare, se esistono, quelle che sono traslazioni.

. Sia f: #3(R) — «/3(R) l'affinita tale che f((1,2,0)) = (2,-1,1), f((1,3,1)) =

(3,-1,0), @(ey) = e; + e3, @(e2) = e; — ez, dove @ & 'isomorfismo associato a
f el'insieme {e}, 2, e3} € la base canonica di R3.

(a) Determinare le equazionidi f.

(b) Trovareipuntifissidi f.

. In A%(R) si considerino lerette r: y—1=0e s: x—2=0.

(a) Determinare tutte le affinita f: A%(R) — A?(R) taliche f(r)=se f(s) =r.

(b) Dire se tra le affinita determinate in (a) esistono delle traslazioni.

8.3 Spazi Euclidei

Definizione 8.3.1 Uno spazio euclideoE & uno spazio affine sul cui spazio dei vettori
associato V, e definito un prodotto scalare.

Definizione 8.3.2 (Riferimento ortonormale) Sia E uno spazio affine con spazio dei
vettori associato V. Assegnare un riferimento ortonormale su E equivale ad assegna-
re un punto O € E e una base ortonormale {vy,...,v,} di V. RO(O; vy, ..., v,) & detto
riferimento ortonormale.

Per ogni P € E, OPe V e dunque OP= x; vy + - -- + x,, vy, Il vettore OP si identifica
con la n-upla (x,...,x,) € queste sono dette coordinate ortonormali del punto P.
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A
y
% 2 A P= (xl ) x2)
(7] 1
|
1
(0] e X1 X

Figura 8.2: Riferimento ortonormale RO(O; ey, e2)

Per esempio nello spazio euclideo RZ?, con riferimento ortonormale RO(O; ey, e2),

OP=x1e1 + x20).

Definizione 8.3.3 Sia E uno spazio euclideo su cui ¢ fissato un riferimento ortonor-
male Z0 (0, e;,:--,e,) e sia f : E — E un’affinita. Si dice che f & un'isometria se
l'automorfismo ¢ : V — V associato a f e tale che A = M(¢) &€ una matrice ortogo-
nale.

Si ha quindi che f: E — E si esprime nella forma
fX)=AX+c
con ¢ = f(0O).

Proposizione 8.3.4 Sia E uno spazio euclideo con spazio dei vettori associatoV. Se
f:E —E e un’isometria allora per ogniP,Q € E si ha che

dBQ) =d(f(P), f(Q) (8.6)
ovvero se | é un’isometria allora essa conserva le distanze.

Dimostrazione Se f € un'isometria con automorfismo associato ¢ : V — V. Sia Q —
P=(q1—p1,-,qn— pn) allora f(Q) — f(P) =AQ+ c— AP — ¢ = A(Q — P) da cui segue
che

I FPFQ I = 11f(Q) — F(P)II? = [A(Q - P)| 2
<AQ-P),A(Q-P)>="(Q-P)'AA(Q-P)
"Q-P)(Q-P)=<Q-BQ-P>=d((RQ)*

d(f(P), f(Q)?

si & usato il fatto che la matrice A & ortogonale, ossia ‘AA = I,, e che quindi /(Q —

P)'AAQ-P) =" (Q-P)(Q-P).
O

Definizione 8.3.5 Sia f: E — E un’isometria con automorfismo associato ¢ : V—V
associato tale che A = M () € una matrice ortogonale, con e una base ortonormale.
Allora f si dice isometria diretta se det(A) = 1, si dice isometria inversa se det(A) =
-1
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8.3.1 Isometrie del piano

Se f :E — E & un'isometria del piano allora la matrice A & della forma

A= cos® —sin0
“ | sin®  cos6

se I'isometria e diretta e della forma

_ [ cos®  sin®
" | sin® —cosB

se l'isometria € inversa.
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Capitolo 9

Coniche

I luoghi geometrici ottenuti intersecando un cono con un piano sono detti coniche
e a seconda della posizione del piano rispetto al cono si hanno: ellissi, parabole o
iperboli, o coniche degeneri.

Figura 9.1: Sezione Conica: Ellisse

ellisse
e
iperbole
AN conica degenere

Figura 9.2: Sezioni Coniche
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9.1 Equazione generale di una conica in R?

Consideriamo un polinomio di grado due a coefficienti reali nelle indeterminate
X, XY, sia esso

F(x,y) = a11x2 + a22y2 +2a12xy+2ap1x+2ag2y + doo 9.1)

con ayy, gy, aiz non tutti nulli e indichiamo con C il luogo di zeri di tale polinomio
ossia
€ :={(x,y) e R*|F(x,y) = 0}

C ¢ detto supporto della conica definita da F(x,y). Osserviamo che se G(x,y) =
kF(x,y) con k € R—{0} il supporto della conica definita da G(x, y) & lo stesso di quel-
lo definito da F(x,y). Indichiamo che [F(x, y)] la classe dei polinomi della forma
kF(x,y) con k € R—{0}. Definiamo quindi una conica come la classe [F(x, y)].

Osservazione 9.1.1 Osserviamo che se il polinomio F(x, y) si fattorizza su R come
prodotto di due fattori lineari allora il supporto € sara dato o da due rette distinte
se F(x,y) = (ax+by+c)(Ix+my+n), oppure sara una retta doppia se F(x, y) = (ax+
by + )2

Osserviamo pure che il supporto di F(x, y) potrebbe essere costituito da un solo
punto, se per esempio F(x, y) = x? + y? allora 6 = {(0,0)}, oppure potrebbe essere
I'insieme vuoto, se per esempio F(x, y) = x> + y* + 1.

Possiamo associare al polinomio F(x, y) come in (9.1) la seguente matrice simmetri-
ca

A=| apn ann a2 9.2)
ao2  diz a4z

allora il polinomio F(x, y) pu0 essere scritto come

app do1  do2 1
(1 x y)| an an a2 || x |. 9.3)
do2 diz a2 y

La matrice A e detta matrice associata alla conica 6.
Vorremmo trovare un modo per capire da (9.1) il tipo di conica. Vedremo che la
matrice A contiene queste informazioni.

9.1.1 C(lassificazione affine e metrica di una conica

Vogliamo dare la classificazione delle coniche reali sia da un punto di vista affine
che metrico. Per fare questo serve la nozione di coniche affinemente equivalente e
d coniche congruenti.

Definizione 9.1.2 Una conica € e detta affinemente equivalente (isometrica) a una
conica €6’ se esiste un’affinita (isometria) del piano f tale che f(€) = €’. Indichiamo
con [€], la classe delle coniche affinemente equivalenti e indichiamo con [€],, la
classe delle coniche congruenti.
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Sia quindi ¥ una conica reale di equazione
auxz+a22y2+2a12xy+2a01x+2a02y+ agpp =0 9.4)

con ayy, dzz, a2 non tutti nulli. Come gia visto, possiamo scrivere tale equazione in
forma matriciale come

agp aoe1  Go2 1
(1 x y)| an an an x |=0. (9.5)

do2  d12 a2 y

Consideriamo la seguente affinita (isometria) del piano

= "+c12y +b
{x e+ oy by 9.6
y= cax' +tcny +b
che possiamo anche scrivere in forma matriciale come
X Ci11 C12 x’ b1 ) ( x’ ( b1 \J
— + :C + 9.7
(J’)(Cn sz)()" (bz “y b, ©-9
o anche
1 1 0 0 1 1 0 O 1 1
X = bl C11 C12 x’ = bl x’ =C x’
y by ¢ c2 y b, Coo y ¥y
da cui segue che
(1 x y)=(1 ¥ y ) (9.8)
Se sostituiamo in si ottiene
1
(1 x y )cac| «' |=0 (9.9)
y/
e quindi
1
(1 x y )B| ¥ |=0, (9.10)
yl
con B =!CAC. Osserviamo che
1 by b 1 0 O
B='CAC = [0 Al b (9.11)
0 'Coo b, Coo
boo b boz
= bo1
bo2 "Co0A00Coo
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con
apnn a2
Ago = (
ar  az
la sottomatrice ottenuta da A sopprimendo prima riga e prima colonna Ne segue
che

Boo =’ Co0A00Coo 9.12)

dove By & la sottomatrice ottenuta da B sopprimendo prima riga e prima colonna.

9.1.2 Alcune proprieta metriche e affini delle coniche

Osserviamo che le matrici A e B come definite sopra hanno lo stesso rango. Esso &
detto rango della conica e viene denotato con r g(%).
Quindi il rango di una conica & una proprieta sia affine che metrica di una conica.

¢ Se detA =0 allora la conica € e detta degenere. In tal caso se

rg(A) =2 < consiste di due rette distinte
rg(A)=1 < consiste di due rette coincidenti

* Se detA # 0 allora la conica € e detta non-degenere.
Osserviamo pure che

Boo ="'CooA00Coo (9.13)

da cui segue che il rango di Ay & uguale al rango di Byp e quindi esso & una proprieta
affine (metrica) della conica.
La conica e detta
parabola se det(Ag) =0

acentro se det(Agy) #0

Poiché det(Bgo) = det(Agp) allora il segno del determinante di Agy € una proprieta
metrica (affine) della conica.

Si ha che
>0 ellisse

detA
00{< 0 iperbole

Osservazione 9.1.3 Se la conica ¥, definita da ZXXAX =0, con X = (1, x, ¥), & una co-
nica a centro, ovvero det(Agp) # 0, per trovare le coordinate del centro basta fare
I'intersezione delle seguenti due rette

apl+ajx+a =0
{01 11 12Y 9.14)

ap2 +appx+axy= 0

Questa condizione puramente legata alla matrice associata alla conica, in real-
ta & una condizione di carattere geometrico. A tal scopo serve la nozione di piano
ampliato (o anche piano proiettivo).

168



Maria Lucia Fania 9.1. EQUAZIONE GENERALE DI UNA CONICA IN R?

9.1.3 Complementi: Piano affine ampliato

SiaP=(x,y) € R2. Vogliamo associare a P una terna omogenea (xg, X1, x2) e lo faccia-
X2

mo nel modo seguente: Sia xp € R con x( # 0. Poniamo x = ﬁ—:), V=2 allora al punto
P = (x, y) facciamo corrispondere la terna (xp, X1, X2) con xo # 0. Alla terna (0, x1, x2)
non corrisponde alcun punto di R?. In questo modo a R? aggiungiamo dei punti e
abbiamo cosi il piano ampliato che denotiamo con P?(R), o semplicente P2. I punti
della forma (0, x1, x2) sono detti punti all’'infinito o anche punti impropri. Quindi
dato P = (x,y) € R? la terna omogenea ad esso associata € (1, x,y). Viceversa data
una terna omogenea (xg, X1, X2) con xp # 0 gli associamo il punto di R? di coordinate
(x,y)dovex =L, y= %

In R? consideriamo una retta r con vettore direttore (I, m) e passante per Q =

L . {x = tl+p
(p, q) allora essa ha equazioni parametriche r :
y= tm+q

SiaP e ralloraP = (¢/+ p, tm+ q) e la terna omegenea ad esso associata & (1, t/+
p.tm+q) e tale ternaper t #0 & (3,1+ 2, m+ ) e tale terna (3,1+ £,m+ %) —
(0,1, m) per t — oco. Il punto (0, /, m) & il punto all'infinito della retta r. Osserviamo
che le ultime due coordinate di tale punto sono i parametri direttori della retta r e
quindi tutte le rette parallele hanno lo stesso punto all’infinito.

Se la retta r in R? ha equazione cartesiana r : ax + by + ¢ = 0 la sua equazione
omogenea in P2 & ax; + bx, + cxg = 0 (essa é anche detta chiusura proiettivadi r).

Osserviamo che la retta di equazione omogenea xo = 0 & la retta all'infinito di P2.

La conica % in P? ha equazione omogenea
2 2 2 _
ap Xy + ax Xy +2a12X1 X2 + 2dp1 Xo X1 + 2dg2 Xo X2 + dgoXg =0

I punti di intersezione di € con la retta all'infinito sono dati dal sistema di equa-
zioni
anxf + (122)6% +2a12x1 X2 + 20091 Xo X1 + 2a02 X9 X2 + (,lo()xg =0
Xo = 0

e quindi si ha

anxf + (,Zgzx% +2ap2x1x0= 0
Xo = 0

Poicheé (x1, x») # (0,0) possiamo supporre che sia x» # 0 e quindi abbiamo

X1 2 X1
an(—)"+2a12—+axp=0
X2 X2
da cui segue che

[ 2
xp “drety/ap—anaz

X2 an

Osserviamo che se
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>0 due soluzioni distinte, dunque 2 punti all'infinito (iperbole)

A= a%z—auazz <0 nessuna soluzione reale, dunque non ha punti all’infinito (ellisse)

=0 due soluzioni coincidenti, dunque 1 punto all'infinito (parabola)

Ma A = —det(Agp) e quindi

>0 ellisse
detAgo =4 <0 iperbole
=0 parabola

9.1.4 Forme canoniche affini di coniche reali

Vogliamo ora dare una classificazione affine delle coniche di R?. Consideriamo quin-
di le classi di equivalenza di coniche rispetto all’azione delle affinita del piano. Due
classi [61]14 € [62], sono dette distinte se preso un rappresentante di [6)], e un rap-
presentante di [6>], non esiste alcuna affinita f con f(%)) = 6, e quindi [61],N
[62]4 = @. Linsieme delle forme canoniche affini per le coniche di R2 & I'insieme dei
rappresentanti per le classi distinte di equivalenza affine.

Teorema 9.1.4 Ogni conica € di R? ¢ affinemente equivalente a una delle seguenti
coniche di equazione:

1. x>+ y?>-1=0ellisse
la. x*+y?+1=0 ellisse a punti non reali
Ib. x*+ y? =0 ellisse degenere
2. x*—y?—1=0iperbole
2a. x*—y? =0 iperbole degenere
3. y*—x =0 parabola
3a. y*>—1=0 parabola degenere
3b. y*+1=0 parabola degenere
4. y?> =0 conica doppiamente degenere

Le coniche nella lista sono a due a due non affinemente equivalenti.

Dimostrazione Supponiamo che € abbia equazione (9.4). Per trasformare ¢ in una
delle coniche date nella lista del teorema occorre fare una sostituzione o un
numero finito di esse. Nel primo passo vogliamo eliminare il termine misto di grado
due, ovvero 2a;2xy. Essendo Agp una matrice simmetrica reale & possibile trovare
una base di R? rispetto alla quale la matrice By sia diagonale e quindi la sostituzione

X | _ Ci11 C12 x’
( y )_( €1 €2 )( v ) 619
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trasforma l'equazione (9.4) in (9.10) con By diagonale, quindi possiamo supporre
che a;, = 0 e pertanto dopo tale trasformazione la conica ¢ ha equazione

auxz+a22y2+2a01x+2a02y+a00 =0 (9.16)

Osserviamo che %6 € a centro se e solo se ajaz» #0.
Nel secondo passo vogliamo eliminare i termini lineari.
Consideriamo dapprima il caso di conica a centro. Con la traslazione

/ ao1
xX= —an

Py 9.17)
y= y-&
I'equazione (9.16) si trasforma in
aux’z + (,122_}/,2 +dyy=0 (9.18)

per un opportuno dy € R.
Se la conica non & a centro, possiamo supporre, a meno di scambiare tra loro
x',y', che ai1 =0 e app #0. Con la traslazione

x= x'
yo y— (9.19)
a2

I'equazione (9.16) si trasforma in
6122_)//2 + 2(1()1)6, +dy=0 (9.20)

per un opportuno dy € R.
Se ag) = 0 si ottiene 'equazione

azy?+dy =0 (9.21)

Se ag) # 0 si considera la seguente traslazione

I _ 1 doo
5T 9.22)
y = y
e si ottiene 'equazione
azy" +2anx" =0 9.23)

Laltro passo sara quello di normalizzare i coefficienti.

Se € & una conica a centro allora € & stata trasformata in (9.18). Se il coeffi-
ciente dy e diverso da zero possiamo supporre che esso sia dyy = —1 (a meno di
moltiplicare per -do_ol) e fare la sostituzione

<

=
-

(9.24)

<

x!
/
y

N
S|
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e siriduce a una delle prime cinque equazioni nella lista. Se la conica non € a centro
e € e stata trasformata in (9.20) possiamo supporre che dyy = 0 oppure dyp = -1 €
fare la sostituzione

(9.25)

Il
<>

x/

/
y az
e la conica si riduce a una delle ultime tre equazioni nella lista.

Se la conica non € a centro e ¥ € stata trasformata in (9.23) possiamo supporre
che ay, > 0. Essa viene trasformata nella sesta equazione con la sostituzione

I _
;,, _ e 9.26)

9.1.5 Forme canoniche metriche di coniche reali

Nel piano euclideo R? consideriamo le classi di equivalenza di coniche rispetto al-
I'azione delle isometrie del piano. Vale il seguente teorema.

Teorema 9.1.5 Ogni conica dello spazio euclideo R? é congruente a una delle seguen-
ti coniche di equazione:

2
1. Z—Z+%—1:0 (a=b>0) ellisse

2

la. 2—2 + % +1=0 (a=b>0) ellissea puntinon reali
2

1b. ;_2 + Z_ =0(a=b>0) ellissedegenere

2
2 X__%_]_zo(a>0,b>0) iperbole

2
2a. x—i -%=0(@=b>0) iperbole degenere

2"
3. y¥*-2px=0 (p>0) parabola
3a. y*—a*>=0(a=0) parabola degenere
3b. y¥*+a*=0(a>0) parabola degenere
4. y?> =0 conica doppiamente degenere

Le coniche nella lista sono a due a due non congruenti.

Osservazione 9.1.6 Nel caso di coniche generale del Tipo 1., 2. e 3. facciamo le se-
guenti osservazioni
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¢ Sia ¥ una conica di Tipo 1., ovvero € € un’ ellisse. Se a = b allora la coni-
ca e una circonferenza di centro 'origine e raggio 1. In generale si vede che
I'intersezione di € con gli assi coordinati danno i punti (+a,0) e (0, +b) detti
vertici dell’ellisse. Poiché siamo nel caso a = b > 0, consideriamo lo scalare
¢ =V a?-b?. 1punti di coordinate (+c,0) sono detti fuochi dell’ellisse. Il nu-
mero e = % e detto eccentricita dell’ellisse. Osserviamo che 0 < e < 1. Si ha che
e =0 se e solo se ¥ € una circonferenza.

y

(0,b)

/—\ )
(—a,O)\ y (a,0)

0,-b)

2
Figura 9.3: Ellisse di equazione Z—i +2-1=0,a2b>0

¢ Sia ¥ una conica di Tipo 2., ovvero € € un’ iperbole. Se a = b allora l'iperbole
e detta equilatera.

y

2
Figura 9.4: Iperbole di equazione Z—z - % =1,a>0,b>0

In generale si vede che l'intersezione di 6 con l'asse coordinato y = 0 da i
punti (+a,0), detti vertici dell'iperbole. Sia ¢ = vV a? + b2. I punti di coordina-
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te (£c,0) sono detti fuochi dell'iperbole. Il numero e = < & detto eccentricita
dell'iperbole. Osserviamo che e > 1.

Le rette di equazione ay = +bx sono dette asintoti dell'iperbole. Osservia-
mo che per valori di |x| >> 0 I'iperbole si avvicina sempre pit1 a queste due
2 2
rette. Infatti da Z—; - % —1 =0 segue che b?>x? — a’b? = a®y? e quindi ay =
+Vb2x2 - ab?.
Se y >0 allora ay = Vb?x2 — a?b?.
Consideriamo ay — b|x| = Vb2x2 — a?b? — b|x|.
Moltiplico e divido ambo i membri per v b2x2 — a?b? + b|x| si ha quindi
612 b2

Vb2x2 —a?b? + b|x|

e quest’ultima quantita diventa sempre pil piccola per |x| >> 0.

ay—blx|=-

 Sia % una conicadi Tipo 3., ovvero € & una parabola. Poiche il temine quadra-
tico e in x allora la parabola e simmetrica rispetto all’asse x = 0, detto anche
asse di simmetria. Tale asse incontra la parabola nell’origine. Esso & detto
vertice della parabola. Leccentricita della parabola e e = 1.

y

=
[N}

|
=

Figura 9.5: Parabola di equazione x> —2py =0

9.1.6 Invarianti ortogonali di una conica non degenere

Sia ¢ una conica non degenere nello spazio euclideo R? e sia ’XAX = 0 la sua equa-
zione.

Vedremo quali sono gli invarianti di una conica non degenere per trasformazioni
ortogonali del piano, ovvero isometrie. Scriviano I’equazione di €, come

ago Aol Ao 1
(1 X y) dpr dil  d X =0.
ao2  diz a4z X
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Lemma9.1.7 detA,detAgy, trAg Sono invarianti per trasformazioni ortogonali del
ay  ap

) e la sottomatrice ottenuta
ap ax

piano, ovvero isometrie del piano, dove Ayy = (

da A sopprimendo prima riga e prima colonna.

Dimostrazione Sia

9.27)

x= cnx +cpy +bh
y= cax +cny +b

un’isometria piana che possiamo anche scrivere in forma matriciale come

x\_(en ez (¥ by ) _ x by
(J’)_(Czl 22 )(y’)+( bz)_COO( y’)+( bz) (9.28)

con Cyp matrice ortogonale. Dopo tale cambio di coordinate la € avra equazione

1
¢:(1 ¥ y)cac| & |=o0 9.29)
y/
con
1 0 0
C=| bh en c2

Osserviamo che

1 bl bg app do1 Ao 1 0 0
‘cAC = | 0 ao b
0 Coo apz Ago b Coo
boo  bo1 boz
= bo1 =B
bo2 £CooA00Coo
Ne segue che
Boo =’ Co0A00Coo (9.30)

dove By & la sottomatrice ottenuta da B sopprimendo prima riga e prima colonna.

Osserviamo che det(B) = det(*CAC) = det("C) det(A) det(C) = det(C)? det(A) = det(A)
poiche detC = detCyo = +1 essendo Cyp una matrice ortogonale. Inoltre essendo Bgg
simile a Agg allora detAgg = detBgg, e trAgg = t7Bgp. O

Osservazione 9.1.8 La matrice Agg € una matrice simmetricareale, allora essa e dia-
00
gonalizzabile tramite una matrice ortogonale. Siano A;, A, autovalori di Agg, {v1, v}
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una base ortonormale di autovettori e sia G la matrice i cui vettori colonna sono
v1, v2. Allora la matrice simile (congruente) a Agg € la matrice

NE
D‘(o )\2)

Se A1, A2 sono tali che

AA2>0 € e un'ellisse
A1A2 <0 % é un’iperbole
AMA2=0 % & una parabola

o Se la conica e a centro allora le rette passanti per il centro della conica e con
vettori direttori gli autovettori vy, > (che sono ortogonali tra loro) sono detti assi
delle conica.

Se (x, ¥) sono le coordinate rispetto alla base canonica e (x', ') sono le coordi-
nate rispetto alla base v;, v, allora la trasformazione

X x'
=G 9.31
( y ) ( y ) 63D

¢ la trasformazione che manda gli assi coordinati del piano euclideo negli assi della
conica. Tale trasformazione puo anche essere scritta come

1 1 0 O 1 1
x |=]0 x |=M[
y o GJ\Y Y
Da qui segue che
1
XAX = (1 & y )'MAM| ¥/
!
y
dyo gy agy 1
- (1 x| d v
a’02 [GA()()G y,

! ! !
“90 ayr 2
= (1 X y)| ay

!
)

-

~

! ! !
o “90 ayr 92
= (1 x ¥y )| a, M O
6162 0 )\2

-

~

< 8 = < 8 ~

E quindi dopo la trasformazione I'’equazione di € e
€ MxX2+ N2y +2ah, X +2ap,y + ayy =0
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Consideriamo la nuova trasformazione

1 G0
-
2 y+)\i22

ovvero portiamo l'intersezione degli assi x’, y’ (che & uguale all'intersezione degli as-
. . al al . ) .
si x, y) nel centro della conica C = (- Aill, - )\%2). Dopo tale tasformazione I'equazione
di€e
azZ +Pz5+y=0

Nel caso di ellisse o iperbole, la matrice B &

boo O O
B=| 0 by 0
0 0 by

¢ Se la conica e una parabola allora o A; = 0 oppure A, = 0. Poiche la forma
canonica della parabola e

€ byy? +2bg1x' =0 (9.33)

la matrice B in questo caso €

0 by O
B=| by O 0
0 0 by
o anche
€: b11x"%+2bgy =0 (9.34)
la matrice B in questo caso €
0 0 b
B=| 0 by O
b 0 0

Esercizio 9.1.9 (1) Siconsiderino le seguenti coniche

a) X*+y*+xy+x+y-1=0
b) 3x%>-3y?-8xy+10=0
c) 9x2+16y% +24xy—40x+30y =0
(i) Dire se la conica € a centro oppure no.

(ii) Nel caso sia a centro determinare le coordinate del centro.

(iii) Determinare un'isometria che trasformala conica nella forma cano-
nica e determinare la forma canonica.

(2) Determinare la forma canonica e 'isometria che trasforma % in forma cano-
nica
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a) 6y°+8xy—8x+4y—-3=0
b) 4xy+4x—-64y+1=0
c) x>+ y*>+2xy—3x-5y=0

-1 1 1
2
Soluzione (Esercizio (1)) a) La matrice associata alla conica e A = % 1 g )
3 3 1
(i) detA = —1 e quindi la conica & non degenere. Osserviamo che detAyy = %,

dunque la conica € a centro ed essa e un’ellisse.
(ii) Per determinare le coordinate del centro basta fare I'intersezione delle rette

apl +anx+apy= Oeap +appx+ azy =0

1 1
1 1

1l punto d’intersezione C = (-3, —3) & il centro della conica.

y

Figura 9.6: Ellisse di equazione x? + y? + xy +x+y—1=0

(iii) Utilizziamo gli invarianti ortogonali per determinare una forma canonica di
%€ . Poiche la conica é a centro allora la matrice

boo O O
B=| 0 by O
0 0 by

Sappiamo che
detA=detB; detAgy=detBgy; trAgg = trBgo.

Nel nostro caso
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detA =—-1= byob11b22

detAgy = ?—1 =detBgg = b11b22

trAg =2 = trBoo = b11 + bao.
-1 4

Si ha quindi che by = T =3

Poiche b1 +byp =2¢€ % = b1 by allora
3 2
- b11(2 - b11) =2b11 - by

da cui segue che by = % oppure by = % e quindi by =2— % = % oppure byy =2 — % =
%. Allora ¥ ha le seguenti forme canoniche

oppure

Per determinare un’isometria determiniamo gli autovalori della matrice

1 L
Aoo=(1 2)
3 1

1-A 1

Il polinomio caratteristico di Agp € pag, (A) = detAgg = ( 1 1 2 A ) =(1-N2-
! Z

1= -3 - Gli autovalori sono A; = 1 e A = 3. Lautovettore relativo a A; =
e v1 = (1,—1) e l'autovettore relativo a A, = % e v, = (1,1). La base ortonormale
u) = (\/é’_\/LE)’ Uy = (\/ié, \/Lé). Dunque l'isometria &

1
2
e

x 1 L % _1
(5 2 )5 ) 039
Se sostituiamo (9.35) nell’equazione di € si ottiene
1x12+§y/2_é =0.
2 2 3

b) La matrice associata alla conica e

10 O 0
A= 0 3 -4
0 -4 -3

(i) detA = —250 e quindi la conica & non degenere. Osserviamo che detAgg = —25,
dunque la conica € a centro ed essa & un’iperbole.

(ii) Per determinare le coordinate del centro basta fare I'intersezione delle rette
apy +anx+apy= Oeay +appx+ aypy = 0

3x—4y= 0
4x+3y= 0
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Il punto d’intersezione C = (0,0) & il centro della conica.
(iii) Utilizziamo gli invarianti ortogonali per determinare una forma canonica di

€.
Poiche la conica € a centro allora la matrice
by O 0
B= 0 by O
0 0 boo

Sappiamo che
detA=detB; detAgy=detBgy; trAgg= trBgo.

Nel nostro caso
detA = —250 = bgob11 b2
detAgg = —25 =detBgg = b11b22
trAgy =0=trBgg = b1 + b22.
250 =250 _ 1.

Siha quindi che by = 555~ = — =5

Poiche by; + by = 0 e —25 = by boy allora

~25=by1(~b1) = —b%,
da cui segue che by; = +5 e quindi by = ¥5 Allora 6 ha le seguenti forme canoniche

10+5x2-5y%=0

oppure
10-5x%+5y%=0

Notiamo che gli autovalori di

3 -4
Aoo—( 4 3 )

sono A; = 5 e A, = —5. Lautovettore relativo a A; =5 & v; = (—2,1) e 'autovettore

i — 53y, = &g = (=2l __1 (L L
relativoa A, = —5¢é v, = (1,2). La base ortonormale & u; = ( 75 \/ﬁ)’ Uy (\/5' \/5).
Dunque l'isometria &

-2 L /
X X
HEFEIH
y NG y
Se sostituiamo (9.36) nell’equazione di € si ottiene
5x2-5y2+10=0

o anche o ;
¥ X
L _ =1
2 2
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Y
0, v2)
X
0,-v[2)

2
Figura 9.7: Iperbole di equazione —%2 + y? =1

¢) La matrice associata alla conica e

0 -20 15
A= =20 9 12
15 12 16

(i) detA = —15625 e quindi la conica & non degenere. Osserviamo che detAgy =0 e
dunque la conica € una parabola.
(iii) Poiche la forma canonica di € & a5,y +2ay;, x' =0 e

0 by O
B=| by O 0
0 0 Dby

Sappiamo che
detA=detB; trAgy = trByo.

Nel nostro caso
detA = —15625 = —b3, by,
trAgy =25 = trByg = boo.

Si ha quindi che b3, = 1322 = 625, allora by = 25.
Allora ¢ ha le seguenti forme canoniche

25y +50x' =0

ovvero
2 ! _
Yy +2x =0
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Figura 9.8: Parabola di equazione y = x?

9.1.7 Conica come luogo geometrico: eccentricita

Pensiamo alla conica come la traiettoria di un punto che si muove in un piano in mo-
do che resti costante il rapporto della sua distanza da un punto fisso e da una retta
fissa. Questo rapporto costante si chiama eccentricita della conica e viene indicata
con e.

Abbiamo visto che

O<e<l1 ellisse

e>1 iperbole
e=1 parabola
L y
L__1___P
-2,0 F=(£,0)
& X

Figura 9.9: Parabola, eccentricita e = 1
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9.2 Equazioni di coniche con date condizioni

Vogliamo dare una costruzione esplicita di coniche con date condizioni. Siano %},
%> due coniche distinte e non degeneri. Siano XAX = 0 e ’XBX = 0, le equazioni di
%) e 6>, rispettivamente, e sia

E\=€1+\6: XA+ABX=0 (9.37)
il fascio di coniche individuato da 6; e 6>.

r2

S1

Figura 9.10: 112, $1 82, f1t2, coniche degeneri del fascio individuato da €6 e 6>

Osservazione 9.2.1 Ilfascio %) contiene tre coniche degeneri. Infatti 6) ¢ degenere
se det(A+AB) =0, ma det(A+ AB) = 0 & un polinomio in A di grado 3 e quindi si
hanno tre coniche degeneri, quelle corrispondenti ai valori di A che sono radici di
det(A+AB) =0.

Osservazione 9.2.2 Se le coniche %) e %6, sono generiche allora la loro intersezione
%61 N 6> = {A,B,C,D}. Tali punti sono detti punti base del fascio. Tutte le coniche del
fascio passano per tali punti e vi sono tra queste tre coniche degeneri, riducibili a
coppie di rette. Ciascuna conica riducibile dovendo passare per i quattro punti base
del fascio dovra essere costituita dai lati opposti del quadrangolo ABCD
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9.2.1 Coniche con date condizioni col metodo del fascio

1. Sevogliamo una conica per 5 punti A, B,C, D, E si considera il fascio di coniche
%61+, con 6] = (AD)(BC) e 6> = (AC)(BD) e poi siimpone il passaggio per il punto
E.

2. Se B =C consideriamo unaretta r per B e non passante né per AnéperDe
si considera il fascio di coniche 6) = 6, + A%6» con 6, = r(AD) e 6> = (AC)(BD).

Esempio 9.2.3 Scrivere '’equazione della conica passante per A = (0,0),B = (1,0),
C=(0,1), etangente in P = (2,2) alla retta di equazione x + y—4 =0.

Soluzione Si considerano le seguenti coniche degeneri %) : (CP)(BP) e 6, : (CB)(x +
y—4). Osserviamo che CP: x-2y+2=0,BP:2x-y-2=0eCB: x+y—1=0. Quindi
il fascio €\ =61 +A6> = (x -2y +2)2x—y—-2)+A(x+y—1)(x + y —4). Imponiamo
il passaggio per il punto A = (0,0) e si ottiene A = 1 e dunque la conica cercata &
% :3x*>+3y>-3xy—3x-3y=0.
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3. SeB=CeseA=D consideriamo una retta r; per B e non passante per A
e una retta r» per A e non passante per B; il fascio di coniche 6) = 61 + A6> con
<€1 =rnr e‘@”z = (AB)Z.

Bl=C -

A—
—

A=D

r2

9.3 Coniche nel piano proiettivo
Sia ¢ una conica in R? di equazione
a11x2+a22y2+2a12xy+2a01x+2a02y+ app =0 (9.38)

con ap, az, ayz non tutti nulli. Sia (xp, x;, x2) la terna omogenea associata a (x, y),

quindi stiamo assumendo xp # 0 e x = %, y= % Si ha che I'equazione di € nel
piano proiettivo P2(R) (piano ampliato) e

aoox(z) + auxf + dzzxg +2a12X1 X2 +2ap1 XoX1 +2a92 X9 X2 =0 (9.39)

Possiamo anche scrivere tale equazione in forma matriciale come

app do1  do2 X0
(X() X1 )Cg) apr dix; a2 X1 =0. (9.40)
ap2 di2  dz2 X2
X0
SeX=| x; |allora
X2
€: XAX=0

9.3.1 Polarita definita da una conica

Sia € una conica non degenere di equazione ’XAX = 0.

¢ Sia P € P?(R) con P esterno alla conica. Si definisce polare del punto P rispetto
alla conica € la retta p cosi definita:

p:'PAX=0 (9.41)
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Figura 9.11: p: polare di P rispetto a €

Indichiamo con 1 e f, le rette per P e tangenti alla conica e siano R e S i rispettivi
punti di tangenza. Se P = (yo, y1,2) =Y, R= (20,21, 22) = Z, S = (0, 2}, 25) = Z' allora
le rette tangenti #; e £, hanno equazioni:

H:AY+pZe

t:AY+ HZ/ .

Determiniamo 1’ intersezione di #; con 6:

'Y + uZ)AAY + pZ) =0
ovvero
A2'YAY + 2\ W'YAZ + p2'ZAZ = 0 (9.42)
Il punto R = (29, 21, 22) =Z € € allora 'ZAZ=0¢e dunque diventa

A2'YAY + 2Apu'YAZ =0

e sappiamo che ‘YAY # 0 poicheé P =Y ¢ €. Inoltre essendo la retta 1, tangente a €
allora I'equazione

A2'YAY + 2Apu'YAZ =0

deve avere due soluzioni coincidenti e quindi ‘YAZ = 0. Ma ‘YAZ = 0 dice che il
punto Z appartiene alla retta di equazione ‘YAX = 0, ovvero ‘PAX = 0 e quindi

2 2 2
'PAX=0: (Z ajoyi)Xo + (Z ai1yi)x + (Z ajyi)x2 =0 (9.43)
i=0 i=0 i=0
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Se facciamo lo stesso per la retta f, si ha che S = (z, 2}, z}) = Z' appartiene alla retta
e quindi la retta passa per R e S e dunque essa & I'equazione della retta
polare del punto P rispetto alla conica 6.

¢ Sia P € P?(R) con P € 6. Allora la polare di P rispetto a € ¢ la retta tangente alla
conica nel punto P e pertanto ha equazione

'PAX =0 (9.44)

Infatti poiche P € € allora ‘PAP = 0 e quindi soddisfa I’equazione (9.44).
Sia X : AP + VP’ I'equazione parametrica delle retta per P con P # P’. Le interse-
zioni di tale retta con la conica 6 sono date da

AP+ VvP)A(AP +VvP) =0

ovvero . .
A2'PAP + 2Ap'PAP’ + 2 'P'AP' =0

Affinche la retta X : AP + vP' sia tangente a € in P deve aversi che 'P’AP' =0 e
quindi la retta tangente a a € in P ha equazione ‘PAX = 0.

Teorema 9.3.1 (direciprocita) Sia6€ una conica non degenere contenuta in P2. Siano
P.Q € P? esiano p e q le rispettive polari rispetto alla conica € . Si ha che

PegseesoloseQ e p.

Dimostrazione La retta q ha equazione ‘QAX = 0 e la retta p ha equazione ‘PAX = 0.
Poiche P € g allora ‘QAP = 0. Essendo la matrice A simmetrica si ha che ‘QAP =0 &
lo stesso che 'PAQ = 0 e questo dice che Q € p.

Definizione 9.3.2 Sia % una conica non degenere contenuta in P2. Siano P,Q € P? e
siano p e q le rispettive polari rispetto alla conica €. I punti P, Q si dicono coniugati
rispettoa ¥ se Qe pe quindi P € gq.

e Sia P € P?(R) con P interno alla conica. Allora la polare p di P rispetto a € & la
retta passante per P; e P, vedi fig. Infatti osserviamo che r; & la polare di P; e
ry €la polare di P, e il punto P appartiene sia a r; che a r». Dal teorema di reciprocita
ne segue cheP; e pe Py e p.
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S1

‘ N
P;
p

Figura 9.12: p: polare di P rispetto a €

Esempio 9.3.3 Determinare I’equazione della polare di P = (-2, 3) rispetto alla co-
nica di equazione x? +2y? —2xy+2y—1=0.
La matrice associata alla conica

Inoltre le coordinate omogenee del punto P sono (1,-2,3). Sappiamo che la polare
di P ha equazione p:'QAX = 0 e quindi

-1 0 1 X0
(1 -2 3)f o 1 -1 x |=0
1 -1 2 X2

e quindi p:2x9 —5x1 +9x2 =0, in coordinate affini p:5x -9y -2 =0.

Definizione 9.3.4 Sia ¢ una conica non degenere contenuta in P2. Il centro di € &
il polo della retta all’infinito.

Definizione 9.3.5 Sia % una conica non degenere contenuta in P? di centro C. Una
retta passante per il centro e detta diametro della conica.

Osservazione 9.3.6 Dal teorema di reciprocita ne segue che i diametri di una conica
non degenere € sono le polari dei punti all'infinito.
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Osservazione 9.3.7 Siano d; e d» due diametri distinti. Allora C = d; N d,. In parti-
colare se come d e d, prendiamo le polari dei punti all'infinito dell’asse x e dell’asse
y, rispettivamente, allora essi hanno equazione

di:agixo+anxi+apx,=0ed: agpxg+ ajpxy + axpx; =0

Osservazione 9.3.8 Se la conica ¥ ¢ una parabola il centro € improprio, esso ¢ il
punto all'infinito della parabola.

Definizione 9.3.9 Sia ¥ una conica non degenere e siano d; e d, due diametri di-
stinti. Essi si dicono coniugati se il polo di d; appartiene a d, e il polo di d» appar-
tiene a d;.

Definizione 9.3.10 Sia € una conica non degenere. Gli assi di € sono due diametri
coniugati e ortogonali tra loro.

Sia D = (0, [, m) il polo di un diametro d e quindi l'e_quazione diessoed: (apl+
agom)xy + (arn !l +_algm)x1 + (a2l + apom)xy = 0. Sia d il diametr_o coniugato di d,
allora il suo polo D = (0, —(aj2! + azom), a1 1l + a;om). Poiche d e d sono ortogonali
allora

an l2 + (axp —ajp)ml— a12m2 =0. (9.45)
Ne segue che esistono due assi a meno che % non sia la circonferenza.

Facciamo vedere che gli assi di una conica a centro ¥ sono le rette per il centro
e con vettori direttori gli autovettori della sottomatrice

ap  a
Ago = (
ayp  a

Dimostrazione Siano A1, A, autovalori di Ay e siano vy, v i relativi autovettori. Se
v1 = (I, m) & autovettore relativo all’autovalore A; ne segue che

ayl a2 l Y l
aiz  aze m Hom

OvVVvero

ayl+apom=2A1
{ 11 12 1 9.46)

apl+apxm=Am

Facendo il prodotto in croce ne segue che

aiMim+ alg)\lmz —app lz —apAilm=0

Ovvero

(11212 + (az2 —ayn)ml— a12m2 =0.
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Capitolo 10

Forme bilineari e Forme
quadratiche

10.1 Forme bilineari
Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione, dimV =n = 1. Un’applicazione
b:VxV—K
& detta forma bilineare su'V se soddisfa le seguenti due proprieta
1. b(ouy +Puy, v) = ab(uy, v) +Pb(up, v) perognia,p €K eperogni uy,uy, veV

2. b(u,avy +Pvy) =ab(u,v1) +Pb(u, v2) perognia,P ek e perogni uy,up,veV

Esempio 10.1.1 Sia A € M3(K), con

e sia

:K3xK?P - K
XY — X-AY

Tale forma b ¢ bilineare. Se in particolare A = I3 allora b e detta forma bilineare
standard.

Vogliamo far vedere che & sempre possibile, fissata una base in V, associare a una
forma bilineare b una matrice.
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Fissiamo una base in V, per esempio la base canonica {ej,---, e,}. Siano u,v e V
due qualunque vettori di V, u = X1 | x;e;, v= X" | y;e;. Possiamo quindi identifi-
care u conla n-uplaX = (x1,---,xz) evconY = (y1,---, ¥n). Allora

n n n
b(u,v) =bX,Y)=b(}_xie;, ) yjej)= Y Xiyjb(e;,ej) ="X-A-Y,
i=1 I=! ij=1

dove A & la matrice quadrata di ordine n le cui entrate a;; = b(e;, ¢j).

Definizione 10.1.2 Sia b:V xV — K una forma bilineare su 'V e sia A la matrice asso-
ciata a b in una qualche base di V. Il rango di b, rg(b) = rg(A). La forma bilineare b
si dice degenere se rg(b) < dimV; b si dice non-degenere se rg(b) = dimV; b si dice
simmetricase b(u, v) = b(v, u) per ogni u, v €V, ovvero, se la matrice A € simmetrica;
b si dice antisimmetrica se b(u, v) = —b(v, u) per ogni u, v € V, ovvero, se la matrice
A e antisimmetrica.

Vogliamo ora vedere come cambia la matrice associata a una forma bilineare se
cambia la base.

Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione, dimV =n=1esiab:VxV - K
una forma bilineare. Siano e = {ey,--,e,}, f=1{f1,---, fu} due basidi V e siano A,B €
M, (K) le matrici associate alla forma bilineare b nella base {ej,---,e,} e {f1,-:-, fu},
rispettivamente. Siano u,v € V due qualunque vettori di V. Allora nella base e i
vettori si scrivono come u = Z?:l Xiej, V= Z?Zl yie; e nella base f si scrivono come
u=y" xifi,v=%"y.fi. Sia M = Me(id) la matrice i cui vettori colonna sono le
coordinate dei vettori f; nella base e si ha quindi che X =MX' e Y = MY'. Allora

b(u,v) ="X'-B-Y =X-A-Y="MX)-A- MY") =X’ - (MAM) - Y’

e quindi
B ="MAM.

Definizione 10.1.3 Siano A,B € M, (K). Si dice che la matrice A & congruente alla
matrice B se esiste una matrice invertibile M tale che B = MAM.

Osservazione 10.1.4 Si verifica facilmente che la relazione di congruenza ¢ una re-
lazione di equivalenza.

Vogliamo ora considerare solo forme bilineari simmetriche. Diamo la nozione
di vettori ortogonali.

Definizione 10.1.5 Sia b:V xV — K una forma bilineare simmetrica e sia v€ V. Un
vettore u € V si dice ortogonale (o anche perpendicolare) a v se b(v, u) = 0.

Definizione 10.1.6 Sia b:V x V — K una forma bilineare simmetrica e siaS <V un
sottoinsieme di V. Sia

St:={ueV|b(v,u) =0perognive S}

tale insieme & detto insieme dei vettori ortogonali a S.

192



Maria Lucia Fania 10.1. FORME BILINEARI

Osservazione 10.1.7 S & un sottospazio vettoriale di V.

Definizione 10.1.8 Siano U, W sottospazi di V. Si dice che U e W sono ortogonali se
U c W+, Dalla simmetria di b segue che W c U™+,

Esempio 10.1.9 Sia b : R® x R® — R la forma bilineare simmetrica la cui matrice
rispetto alla base canonica &

2 -1 5
A= -1 0 1
5 1 -3

SiaUcR3il sottospazio generato dal vettore u; = (1,1, 1). Calcolare U+, Ricordiamo
che

Ut:= {veR®|b(v,u) =0 perogniue U}
= {(veR®| b(v,uy) =0}.
Poiche
2 -1 5 1
b(v,u))="XAu;=(x y z)| -1 0 1 1 |=6x+3z

5 1 -3 1
ne segue che Ut = {(x, y,2z) € R3|2x + z = 0}

Definizione 10.1.10 Sia v € V. Si dice che il vettore v & isotropo rispetto alla forma
bilineare simmetrica b se b(v, v) = 0, ovvero se v € L(v)*.

Osservazione 10.1.11 Si vede facilmente che
1. 0 & un vettore isotropo

2. Se v eisotropo allora anche kv & isotropo, con k € K

Lemma 10.1.12 Sia v €V un vettore non isotropo, alloraV = L(v) @ L(v)L.

Dimostrazione Per ogni w € V consideriamo lo scalare I;((L,j',’/’)) . Tl vettore w— % ve
L(v)*. Infatt
b(w,v) b(w,v)
b(v, w - =b(v,w)— b(v,v) =0.
(v w b(v,v) v)=bww) b(v,v) v

Quindi

b(w,v) b(w, v)

w= vt w-— v
b(v,v) b(v,v)

e pertanto si scrive come somma di un vettore in L(v) e un vettore in L(v)L. Inoltre
Lw)nLv)t={0}e quindi si ha I'asserto. O
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10.2 Forme quadratiche

Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione, dimV =n=1. Siab:V xV — K una
forma bilineare simmetrica su V. La forma quadratica associata a b & 'applicazione

qg:V — K
v — b

Se fissiamo una basein Ve se X = (x1,--, X;;) sono le coordinate di v in tale base e A

¢ la matrice associata a b nella base fissata allora g(X) ='X-A-X = Z?j:l aijxixj.

Proposizione 10.2.1 SiaV un K-spazio vettoriale di dimensione, dimV =n = 1. Sia
b:V xV — K una forma bilineare simmetrica suV e sia q la forma quadratica asso-
ciataa b. Allora q soddisfa le seguenti condizioni

i) q(kv) =k?*q(v), perognik €K e perogniveV
ii) 2b(v,w) =qv+w)—-qv) —qw)

Dimostrazione La condizione i) segue dalla definizione di g. Per la condizione ii)
basta esplicitare g(v + w) — q(v) — g(w) e usare la definizione di g. O

Da questa proposizione segue che g individua univocamente b poiché b si espri-
me tramite g. Quindi su 'V, assegnare b, oppure assegnare g & la stessa cosa.

Esempio 10.2.2 Sia b la forma bilineare simmetrica su R? cosi definita:
b(x,y) =2x1Y1+ X2Y2 +2X3Y3+ X2 Y1 + X3Y1 + X1 Y2 + X3)2 + X1 V3 + X2 V3.

Determinare la forma quadratica g associata a b e scriverne la matrice associata. La
forma quadratica associataa b &

q(X) = ZX% + x% + 2x§ +2Xx1X2 +2X1X3+2X2X3

La matrice associata a g & la matrice

2 1
A=l 1 1 1
1 2

10.3 Diagonalizzazione delle forme quadratiche

Vogliamo provare che ogni forma bilineare simmetrica ammette una base diagona-
lizzante. Si ha il seguente teorema

Teorema 10.3.1 SiaV un K-spazio vettoriale di dimensione, dimV=n=1. Siab:
V xV — K una forma bilineare simmetrica suV. Allora esiste una base diV diagona-
lizzante per b. Equivalentemente, ogni matrice simmetrica A € M3, (K) e congruente a
una matrice diagonale.
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Dimostrazione La dimostrazione é per induzione sull’intero n. Per n = 1 il teorema
€ ovvio. Supponiamo l'asserto vero per n —1 e verifichiamolo per n. Osserviamo
che, poiche la forma b & non nulla, esistono v, w €V tali che b(v, w) # 0. Facciamo
vedere che uno dei vettori v, w, v + w € non isotropo. Infatti se v, w sono isotropi,
ovvero b(v,v) =0 = b(w, w), sihache b(v+ w, v+ w) = b(v,v) + b(w, w) +2b(v, w) =
2b(v, w) # 0 e quindi v+ w & non isotropo. Quindi in V riusciamo sempre a trovare un
vettore non isotropo sia esso v. Dal Lemma sappiamo che V=L(v) ® L)t
equindidim Liwnt=n-1.Siab = b‘L(U)L. Per ipotesi induttiva esiste in L(v)* una
base diagonalizzante per b’ sia essa {cp,- -, ¢}, ovvero b'(c;, cj)=0peri# j. Poiche
v ¢ L(v)! alloral'insieme {v,cp,- -, c,,} & una base perV che diagonalizza b. Basta far
vedere che b(v,c;) = 0 per i = 2,---,n, ma questo & ovvio poiche c; € L(v)*. Inoltre
b(ci,cj) =Db'(ci,cj) =0peri#j. ]

10.3.1 Diagonalizzazione di una forma quadratica col metodo di
Lagrange

Un altro modo per provare il Teorema|10.3.1|e quello di "selezionare”, in modo suc-
cessivo, dei quadrati; questo € anche noto come metodo di Lagrange.

Teorema 10.3.2 Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione, dimV=n=1. Siab:
V xV — K una forma bilineare simmetrica suV. Allora esiste una base diV diagona-
lizzante per b.

Dimostrazione Sia A la matrice associata a b nella base canonica {ej,---,e,}. La
dimostrazione ¢ fatta per induzione sull’intero n. Per n = 1 il teorema € ovvio. Sup-
poniamo 'asserto vero per n—1.

Osserviamo che e possibile trovare una base di V {vy, - -+, v} tale che b(vy, v1) #
0. Infatti se

e se ay) = b(ey, e1) #0 allora come base prendiamo {ey, -, ey}.

e se aj) = bley,e1) =0 e aj; = b(e;,e;) # 0 per qualche i allora come base pren-
diamo {e;,e2---,e;_1,e1,ei-1, -+, en} = {c1,-++,cu} € rispetto a tale base b(cy,c1) #
0.

esea;; =b(e;,e;) =0perognii=1,---nallora, essendo la forma b non nulla, per
qualche i # j b(e;, e;j) # 0, sia per esempio b(ey,e2) # 0. In questo caso come base
prendiamo {e; + ez, 2+, e,} ={c1,---, cp} e rispetto a tale base b(cy, 1) # 0.

Sia g : V — K la forma quadratica associata a b e supponiamo di aver scelto una
base rispetto alla quale a;; # 0 e siano xy,- -+, X, le coordinate rispetto a tale base.
Scriviamo la forma quadratica

1

2 !

qx) = a—(anxl +apxy+-t+aipXxn)” +q (X2, , Xp)
11

Dall'ipotesi induttiva sappiamo che esiste una base diagonalizzante per ¢’, sia essa
{c2,-+-,cp} esia

n
C]l(yz;"‘;.)/n)z Zﬁ]y?
iz

Il cambio di coordinate
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Y1 =a1x1+apx+--+adipXn
yi=Xxiper i=2,---,n

da che ;
1
) =—yi+ Y Biy;
ayn j=2

Quindi esiste una base diagonalizzante per q. O
Esempio 10.3.3 In R? si consideri la seguente forma quadratica
2 2 28 5
qX) =2x7 +3x5 + Ex3 —2X1X2 —4Xx1 X3 +8X2X3
Determinare una forma canonica di g. Poiche a;; = 2 # 0 allora scriviamo
1 2 !
q(x) = 5(2x1 — X2 —2x3)" + q (X2, x3)

da cui segue che g’ (xp, x3) = gx§ + 15—8x§ + 6xyx3. Ora scriviamo

! 5 2 18 2 2.5 2 "
q (x2,x3) = PRI +6x2x3 = E(Exz +3x3)" +q (x3)

da cui segue che ¢" (x3) = 0 e quindi il cambio di coordinate
n= 2x1 — X2 —ZX3

5
=—X2+3x
)2 5 X2 3

Y3 =X3
da la seguente forma canonica g(y) = 3 3 + 3.

Esempio 10.3.4 In R3 si consideri la seguente forma quadratica
q(X) =2X1X2 +4X1X3— X2X3

Determinare una forma canonica di g. Poiche a;; = 0 per ogni i + 1,2, 3 allora faccia-
mo un cambio di coordinate in modo tale che a;; # 0, ossia sostituiamo il vettore e;
con in vettore e; + e; e quindi il cambio di coordinate &

y1=x1
Y2 = X2 — X1 € pertanto
Y3 =X3

1 3
) =2y2 +2)1y2+3y1y3— Y2 y3 = SC@r+yat Eys)z +4'(y2,3)

da cui segue che q'(y2,y3) = —1y3 — 2y5 — 2 y23. Ora scriviamo

! 1 5 2 "
q (y2,y3) = —2(—5yz - Zys) +q7°(y3)
da cui segue che q" (y3) =2 yg e quindi il cambio di coordinate
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Z1=2y1+ )2+ 23’3
1 5
22 = _E.VZ - ZJ/3
23=1Y3
dala seguente forma canonica g(z) = %zf - 2z§ + Zzg.
Dal Teoremal10.3.1]segue che, a secondo se il campo K & algebricamente chiuso
0 meno possiamo scegliere una base diagonalizzante rispetto alla quale la matrice

associata alla forma b sia una matrice diagonale particolare e precisamente si hanno
i seguenti risultati che distinguono il caso K = R dal caso K algebricamente chiuso.

Teorema 10.3.5 (Sylvester) SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensionen = 1 e sia
b:V xV — R una forma bilineare simmetrica suV. Allora esiste una base diV rispetto
alla quale la matrice associata a b in tale base e la seguente matrice diagonale
Ip
~Ir_p (10.1)
0

dove re il rango della forma bilineare b. Lintero p dipende solo dalla forma b e non
dalla base rispetto alla quale la matrice associata a b & la matrice (10.1).

Dimostrazione Dal teorema(10.3.1|sappiamo che esiste una base {f1,- -, f,,} rispetto
alla quale la la forma quadratica g € della forma
qx) = anxf +o 4 a,mxi

dove x1,--,x, sono le coordinate di un vettore x nella base {f,:--, f;}. Il numero
dei coefficienti a;; # 0 diversi da zero & uguale al rango di b, sia esso r. Supponiamo,
ameno di scambiare I'ordine dei vettori della base {f,:--, fu}, che

a;;>0 per 1l<isp

ajj<0 per p+l=<j<r

a;r=0 per r+l=st=sn
Poiche a;; >0 per 1 < i < p allora possiamo scrivere

aiizalz. per l<i<p
2
ajj=-a;

7 per p+l=sj=sr

con «; opportuni numeri reali positiviperi=1,---,r.

Come base per V prendiamo {g;,--, g}, dove g; = a%fi peri=1,---,regi=f;
peri=r+1,---,n. Lamatrice associata a b nella base {g1,---, g,} & la matrice (10.I).
Infatti b(gi, 8i) = b(o%. z',o%i i) = éb(fi,fi) = % e quindi

b(gi,g)=1 per 1l<i<p
b(gi,g)=-1 per p+1<isr
b(gi,g)=0 per r+l<i<n
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Dunque in tale base
W) =Y+ Y= Yo == Vr (10.2)
dove v=y181+ +Yngn-
Facciamo ora vedere che I'intero p non dipende dalla base {g,--, gx}. Suppo-

niamo che esista un’altra base {wy, -, w;} rispetto alla quale la forma quadratica
associata a b si esprime come

R 103

dove v = zyw; +---+z,wy,. Provare che t = p. Se t # p, possiamo supporre che ¢ < p.
Consideriamo i sottospazi U =< g1,+-+,gp > € W =< wyy1,-++, Wy, >. Sappiamo che
dimU+dimW = p+n—t>nessendo t < p e quindi, dalla relazione di Grassmann
si ha che dim(UnW) = 1. Esiste quindi v € UNnW con v # 0. Poiche veUevew
allora v=x181+ - +Xpgp € V=21 W41+ +2Z, Wy € quindi g(v) :yf1+---+y,§,][J >0
eqv)=-z2,, ., — 2> <0, che & una contraddizione e quindi ¢ = p. O

Lintero p & detto indice di positivita. Lintero r — p & detto indice di negativita.
La coppia (p, r — p) & detta segnaturadi b e di g.
Teorema 10.3.6 Sia V uno spazio vettoriale su un campo algebricamente chiuso K
condimV =nz=1esiab:VxV — K una forma bilineare simmetrica suV. Allora esi-
ste una base diV rispetto alla quale la matrice associata a b in tale base é la seguente
matrice diagonale

I
( On—r) (10.4)

dove0,,_, éla matrice quadrata nulla di ordinen—r er eil rango di b.

Dimostrazione Dal teoremall0.3.1|sappiamo che esiste una base {f1,---, f,;} rispetto
alla quale la la forma quadratica g & della forma
qx) = aux% +oo 4 a,mxi

dove x1,--+,x, sono le coordinate di un vettore x nella base {f},:--, f;}. Il numero
dei coefficienti a;; # 0 diversi da zero & uguale al rango di b. Supponiamo, a meno
di scambiare I'ordine dei vettori della base {f1,--, fi;}, che

a;;>0 per 1<is<p

ajj<0 per p+l<j<r

ar;=0 per r+l<t=<n
Siano ay, -+, o € K tali che 0(? =aj;peri=1,---,r, questo possiamo farlo poiche K &
algebricamente chiuso. Come base per V prendiamo {g;,---, gn}, dove g; = o% fi per

i=1,---,reg;=fiperi=r+1,---,n. Lamatrice associata a b nellabase {g;,---, gx}
e la matrice (10.4). Infatti b(g;, g;) = b(alif,-, aiifl-) = éb(fl-,fi) = % e quindi

b(gi,g)=1 per 1<i=<r
b(g;,g)=0 per r+l<i<n
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Dunque {g1,---, gn} €la base cercata. O

Definizione 10.3.7 Sia g una forma quadratica su uno spazio vettoriale reale V. Si
dice che g e definita positiva se q(v) > 0 per ogni v # 0; si dice che g ¢ definita
negativa se q(v) < 0 per ogni v # 0; si dice che g e semidefinita positiva se q(v) =0
per ogni v # 0; si dice che g & semidefinita negativa se q(v) <0 per ogni v # 0; si dice
che g ¢ indefinita se non €& né semidefinita positiva né semidefinita negativa.

Definizione 10.3.8 Sia M, (R) I'insieme delle matrici simmetriche reali di ordine n.
Una matrice simmetrica A € M, (R) si dice definita positiva (rispettivamente semide-
finita positiva, definita negativa, semidefinita negativa, indefinita) se la corrispon-
dente forma quadratica e definita positiva (rispettivamente semidefinita positiva,
definita negativa, semidefinita negativa, indefinita).

In particolare, dal teorema di Sylvester [10.3.5 segue che se A € M3 (R) & una ma-
trice simmetrica reale definita positiva, essa € congruente alla matrice identica I,
e quindi esiste una matrice P € GL,(R) tale che A ='PL,P ='PP. Valeil seguente
corollario

Corollario 10.3.9 Una matrice simmetrica A € M;,(R) e definita positiva se e solo se
esiste una matriceP € GL,,(R) tale che A ="PP.

Definizione 10.3.10 Sia V uno spazio vettoriale reale. Una forma bilineare simme-
trica definita positiva su V si dice prodotto scalare.

Vogliamo ora dare un criterio per stabilire se una data matrice simmetrica reale
¢ definita positiva o negativa. Data A € M;, (R) consideriamo le sottomatrici

an  diz  ais
_ [ an a2 _ _
Ar=(an ), A= oy oo As=| axn ax axs |, Ap=A
azy ds2 ass

e denotiamo con D; = det(A;). D; sono detti minori principali della matrice A. Vale
il seguente

Teorema 10.3.11 Sia A € M3, (R) una matrice simmetrica.

1) A edefinita positiva se e solo se tutti i suoi minori principaliDy,D3,- -+, D, sono
positivi.

2) A edefinita negativa se e solo se

D;<0,D,>0,D3<0,---

Dimostrazione Dimostriamo la 1). La dimostrazione e per induzione sull’intero 7.
Se n = 1 l'affermazione ¢ ovviamente vera. Supponiamo che n > 1 e A ¢ definita
positiva. Proviamo che tutti i suoi minori principali D;, Dy, ---,D;, sono positivi.
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Se A & definita positiva allora ‘xAx > 0 per ogni x € R"” — {0} e quindi se x = ej, con
e; un vettore della base canonica di R”, si ha che ‘e;Ae; > 0, ovvero a;; =fe;Ae; > 0.
Si consideri la seguente matrice unitriangolare

1 %2 _Qn
an 7 an
0 1 .. 0
C= . . .o . (10.5)
0 0 .. 1

Dalla dimostrazione di Lagrange del teorema (10.3.2), segue che la matrice

al 0 . 0
0 ay - A,
'CAC =
0 @y yy - - Guypo
dove A’ = (a;.j) € M,,—1(R) & una matrice simmetrica. Sia ‘x = (x1, X2, -+, x) = (x1,"X2),
dove X, = (x2,-++, x5). Poiche
"x("CAC)x = ay1 %% +"X,A'X, (10.6)

e poiche 'CAC ¢ definita positiva, ne segue che anche A’ & definita positiva. Per ipo-
tesi induttiva i minori principali D}, -+, D/ _, sono positivi. Osserviamo che i minori
principali di A coincidono con quelli di ‘CAC poiché C & unitriangolare. Allora per
i=2,---,nsiha

D;=an;D}_, >0. (10.7)

Viceversa se tutti i minori principali sono positivi in particolare a;; # 0 e quindi si
puod considerare la matrice ‘CAC con C la matrice definita in[10.5 Da (10.7) ne segue
che i minori principali di A’ sono

D/ — Di+l

' i=1,,n-1
Dy

e poiche D; >=0 per ogni i = 1,---, n ne segue che A’ & definita positiva. Da ne
segue che ‘CAC & definita positiva e quindi anche A ¢ definita positiva.
Per la dimostrazione di 2) basta sostituire A con —Ain 1). O

Data una matrice simmetrica A € M, (IK) vogliamo descrive un altro modo, per
trovare una matrice P € GL,, () tale che PAP sia una matrice diagonale. Comincia-
mo con la seguente osservazione:

Osservazione 10.3.12 Le operazioni elementari sulle colonne di una matrice A €
M, (K) si ottengono moltiplicando a destra A per la trasposta della corrispondente
matrice elementare. Se scriviamo A = (A!,A?,---,A") dove con A’ siindicala i-esima
colonna di A e se facciamo, per esempio, la seguente operazione che manda A? —
kAl +A?
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A= (AL A% A" = (AT kAT + A%, AT
questo & lo stesso che moltiplicare A, a destra, per ‘Ry; (k), ovvero
A-Ryp (k) = (A}, kAT + A%, AT,

Dimostrazione La matrice ‘A ha come righe le colonne di A e le operazioni elementa-
ri sulle righe di ‘A si ottengono per moltiplicazione a sinistra per la corrispondente
matrice elementare; per esempio 1'operazione che manda (‘A), — (‘A), + k(“A); si
ottiene come

Ra1 (k) -'A (10.8)

e quindi se ne facciamo la trasposta della matrice (10.8) si ha I'operazione sulle
corrispondenti colonne di A, e poiche ‘(Ro; (k) -‘A) = A-'Ro (k) si ha la tesi. ]

Dall’osservazione precedente segue che, data A € M, (K), se vogliamo trovare una
matrice invertibile P tale che
'P-A-P=D

con D matrice diagonale si procede come segue:

Consideriamo la matrice (A,1,); moltiplichiamo per matrici elementari R!,---,R®
per ottenere una matrice strettamente triangolare superiore

R*----R'-A,R*----R' 1))

Per avere zeri al di sopra della diagonale principale della matrice R®----R! - A dob-
biamo moltiplicare a destra per la matrice ‘R! ----R¥, e quindi D =R®----R!-A-’R! -
< IRS = (RS----RY)-ALRS----RY =(RS----R1)) -A-{(R®----RY) e dunque la matrice P
cercata & proprio P =/(R®----R!), che & invertibile essendo la trasposta di un prodotto
di matrici elementari.

Esempio 10.3.13 Determinare la matrice P tale che ‘PAP sia una matrice diagonale,
dove A e la seguente matrice

3
1 -3
1 2
2 3

Affianchiamo alla matrice A la matrice identica e facciamo operazioni elementari

sulle righe, e le stesse operazioni sulle corrispondenti colonne, fino a ottenere, a
sinistra, una matrice diagonale e la matrice che resta a destra & p,

1 —% 1 110 0 Ry—Rz+3R,
B
A L) = -3 1 2 01 o |RB3—Rs—Ry

1 2 3 :00 1
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1 -3 1 : 1 00| @c+da [1 0 0 1 00
-

0 5 33 10| GGlo 2 g o
0 2 2 : -101 0 2 2 : -101
— 1 0 0 1 00 -
Rg—'7R2+§R3 0 _% % % 1 0 Cg—'7C2+gC3
o o 2 8 7 32

1 0 0 1 00
0 -2 0 210 =D, P)
0o o0 & 8 7 32
e dunque
1 3 8
P={0 1 7
00 3

10.3.2 Esercizi

1. Nello spazio vettoriale R® riferito alla base canonica, si consideri la forma
bilineare simmetrica b cosi definita

b(x,y) = x1y1+5X2y2 + X3Y3 + X1 Y2 + Xo¥1 +3X1Y3 +3X3)1 + X2)3 + X3)2.

(a) Scrivere la matrice A associata a b e calcolarne il rango.
(b) Scrivere la forma quadratica g associata a b.

(c) Diagonalizzare g.
2. InR3 si consideri la seguente forma quadratica
_e2_ 2 2
qX) =5x7 — x5 + X5 +4x1X2 +6X1 X3

(a) Diagonalizzare g.
(b) Trovare una base diagonalizzante per q.

(c) Trovare la base rispetto alla quale g ha la forma canonica di Sylvester.

3. Siconsiderila seguente matrice simmetrica

2 -4 -8
A=l -4 1 7
-8 7 5
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(a) Trovare una matrice invertibile P tale che 'PAP & una matrice diagonale.

(b) Trovare la segnatura della forma quadratica definita dalla matrice A.

4. Siconsiderila matrice

3 1

2 -3 3

A=l -3 1 o0
10 1

Determinare la matrice P tale che ‘PAP sia una matrice diagonale.

5. Siconsiderila seguente forma quadratica

g:R*> — R

(x1,%2) — 3xF—8x1x2+3x5

(a) Diagonalizzare g.
(b) Determinare il relativo cambio di coordinate.

(c) Dire se g ¢ definita positiva o definita negativa, o semi-definita positiva,
o semi-definita negativa, o se € indefinita.
10.4 Classificazione proiettiva delle coniche
Lequazione di una conica € in P?(R) & della forma
(/lex% + azgxg +2ay2x1 X2 +2ap1 X9 X1 + 2002 X9 X2 + aooxg =0 (10.9)

con ayy, ax, aj2 non tutti nulli, dove (xg,x1,x2) sono le coordinate omogenee in
P2(R). In forma matriciale essa la scriviamo

doo do1  4o2 X0
t
( Xo X1 X2 ) apr djl a2 X1 ="XAX. (10.10)
apz a2 a4z X2

Se sostituiamo in (10.10) X con MX/', dove M € GL,,(R), si ottiene
IX/BXI

con B ="MAM. Le matrici A e B hanno lo stesso rango.

Osserviamo che in P?(R) una conica ¢ il luogo di zeri di una forma quadratica
con matrice associata la matrice A. Dal teorema di Sylvester segue che in P?(R) esi-
stono cinque tipi di coniche proiettivamente non equivalenti tra loro. Infatti vale il
seguente teorema

Teorema 10.4.1 Una conica € in P?R) & proiettivamente equivalente a una delle
seguenti coniche di equazione:

1. x(z) + x% - x% = 0 conica generale
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la. x3+ x3+ x5 =0 conica generale a punti non reali
2. x5—x} =0 conica degenere

2a. xj+x? =0 conica degenere
3. xé = 0 conica doppiamente degenere

Le coniche nella lista sono a due a due non proiettivamente equivalenti.

Dimostrazione Come gia detto, dal teorema di Sylvester segue che ogni conica in
P2(R) & proiettivamente equivalente a una delle cinque coniche date. Per dimostra-
re che esse sono a due a due proiettivamente non equivalenti basta osservare che
due coniche nella lista 0 hanno rango diverso oppure se hanno lo stesso rango il
supporto & diverso. Esempio il supporto della conica in 1a. € I'insieme vuoto, men-
tre la 1. ha supporto non vuoto. Le coniche 2. e 2a. hanno supporto costituito o da
due rette distinte o da un solo punto. O
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10.5 Quadriche in R®

Una quadrica £ in R3 & I'insieme degli zeri di un polinomio p(x, y, z) € R[x, y, z] di
grado due. Messi da parte i casi particolari, tali luoghi sono superfici in R® che sono
esempi di varieta non lineari in R3.

Esempio 10.5.1 Sia C = (c1,¢2,¢3) € R3, R € R, un numero reale positivo. La super-
ficie sferica di centro C e raggio R & l'insieme dei punti di R® che hanno la stessa
distanza R dal punto C fissato. In termini di coordinate

S:={(x,,2) ER* | (x—c)* + (y— c2)? + (2~ c3)* = R%}
e dunque

X4 yi 201020y -203z+¢f + G+ 5 -RP=0 (10.11)

Figura 10.1: Superficie sferica di centro I'origine

10.6 Equazione generale di una quadrica in R

Consideriamo un polinomio di grado due a coefficienti reali nelle indeterminate
X1, X2, X3, Sia €SSO

F(x1, x2, x3) dnx% + a22x§ + {lggxg +2a12X1X2 +2a13X1 X3 + 2dA23X2 X3 +

2ap1 X1 + 2ag2 X2 + 2ap3 X3 + dog (10.12)

con ap, ax, ass, a2, ai3, dz3, non tutti nulli e indichiamo con £ il luogo di zeri di
tale polinomio ossia

2 1= {(x1, X2, x3) € R® | F(x1, X2, X3) = 0}

2 e detto supportodella quadrica definita da F(x;, x2, x3). Osserviamo che se G(x1, x2, x3) =
kFE(x1, x2,x3) con k € R— {0} il supporto della quadrica definita da G(xy, x2, x3) € lo

205



Maria Lucia Fania CAPITOLO 10. FORME BILINEARI E QUADRATICHE

stesso di quello definito da F(x1, x2, x3). Indichiamo che [F(x1, x2, x3)] la classe dei
polinomi della forma kF(x;, x2, x3) con k € R—{0}. Definiamo quindi una 2 come la
classe [F(xq, x2, x3)].

Definizione 10.6.1 Sia 2 una quadrica di R® definita dal polinomio (10.12). Il poli-
nomio F(x1, X2, x3) ha una componente omogenea di grado 2

2 2 2
q(xl,xg,xg) =apn Xy +axx; + azzxs +2a12X1X2 +2a13X1 X3+ 2023X2X3

che ¢ detta la forma quadratica della quadrica e si indica con Agy = (a;})1<i,j<3 la
matrice simmetrica associata alla forma quadratica.

Possiamo associare al polinomio F(x;, x2, x3) come in (10.12) la seguente matrice
simmetrica

doo do1 Qo2 Ao3
a a a a
A= 01 11 12 13

(10.13)
do2 diz az2 dzs
dp3 d13 dz3 433
allora il polinomio F(x3, x2, X3) puo0 essere scritto come
agp Aol Aoz o3 1
a a a a X
(1 x1 x x3 )| oob mib %z o3 b (10.14)
do2 diz adz2  azs X2
dps d13 dz3  ds3 X3
o in forma matriciale
F="XAX (10.15)
dove
1
X1
X =
X2
X3

La matrice A & detta matrice simmetrica completa associata alla quadrica 2.

Sia f: R3® — R3 un’isometria dello spazio. Se indichiamo con x1, x, x3 le coordi-
nate di R3 e con x}, Xy, x5 le nuove coordinate date da f allora si ha

X1 = cnxi + Clzxé + Clgxé +dp
X2 = cmxi + ngxé + ngxé + dz (10.16)

X3 = c;;lxi + C32x£ + ngXé + d3

Cl1 Ci2 (13
C=| 1 cn 23
C31 C32 C33
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€ una matrice ortogonale.
Applicando 'isometria f alla quadrica, '’equazione della quadrica diventa:

X'"CACX =0 (10.17)

dove
1
xl
X'=|
2
X3

e

1 0 0 0

c13
dy ¢ C2 C23
d3 c31 C32 C33

™
1l
X
o
o)
AR
=
o)
—
)

(10.18)

Definizione 10.6.2 Data una quadrica £ di equazione
XAX =0
allorail rango di 2, rg(2) = rg(A). La quadrica £ é detta
(i) non degenere, serg(2)=4
(i) semplicemente degenerese rg(2) =3
(iii) doppiamente degenerese rg(2) =2
(iv) triplamente degenerese rg(2) =1
Definizione 10.6.3 Sia 2 una quadrica di equazione
'XAX =0
e sia Agp la matrice della forma quadratica di 2.
(i) Se 2 ¢ non degenere, ossia rg(2) = rg(A) =4, allora 2 si dice:

(i.1) quadricaacentrose rg(Apo) = 3. Intal caso laforma quadratica q(xy, x2, X3)
di £ & non degenere e 2 si dice:

(i.1.a) ellissoidese q(x1, x», x3) = 0 ammette la sola soluzione reale banale;
(i.1.b) iperboloidese q(x1, x2, x3) = 0 ammette soluzioni reali non nulle;
(i.2) paraboloidese rg(Ago) = 2;

(ii) Se 2 e semplicemente degenere, ossia rg(2) = 3, si dice

(ii.a) cono, se rg(Agy) =3;
(ii.b) cilindro, se rg(Ago) <3;

(iii) Se 2 é doppiamente degenere, ossia rg(2) = 2, allora si hanno due piani
distinti,

(iv) Se 2 e triplamente degenere, ossia rg(2) = 1, allora si hanno due piani coin-
cidenti.
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10.6.1 Forma canonica metrica di quadriche non degeneri

Nello spazio euclideo R3 con coordinate x, ¥, 2, il teorema di classificazione del-
le quadriche euclidee dice che ogni quadrica non degenere di R® a punti reali &
congruente a una delle seguenti 5 forme canoniche

2 2 2 . .
1. %+§+i—2=1 (a=b=c>0, ellissoide)
2 2

2. L4 L 2 _ 1 (a=zb>0,c>0, iperboloideiperbolico, 0 a una falda)

3. x—z -5 - % =1 (a>0,b=c>0, iperboloide ellittico, a a due falde)

2
4. Z—z + % —-z=0 (a=zb>0, paraboloide ellittico)

2
5. z—z - % -z=0 (a,b>0, paraboloide iperbolico)

. 2 2 2 .. .
o Ellssoide: %; + 5 + %, =1, le sue equazioni parametriche sono
az ' b c2

x=acosusinv
y=bsinusinv (u,v) €10,2m] x [0, 7]

Z=CcCosv

Figura 10.2: Ellissoide
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s 3. s L Lo .
* Iperboloide iperbolico: 77 + 17 — % =1, le sue equazioni parametriche sono
x=acoshusinv
¥y = bcoshusinv (u,v) e Rx [0,27]

z=csinhu

Figura 10.3: Iperboloide iperbolico (o a una falda)

2 2 2 " .
« Iperboloide ellittico: % - % - i—z = 1, le sue equazioni parametriche sono
X=aucosv
¥y =businv (u,v) € Rx [0,27]

z=+cV1+u?

TN

7%
TSR

Figura 10.4: Iperboloide ellittico (o a due falde)
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» Paraboloide iperbolico: Z—Z - Z—z —z =0, le sue equazioni parametriche sono
xX=u
y=v (u,v) eERxR
u?  v?
AR

Figura 10.5: Paraboloide Iperbolico

. . . 2 2 . . .
» Paraboloide ellittico: % + % —z =0, le sue equazioni parametriche sono
xX=u

y=v (v, ) eRxR

Figura 10.6: Paraboloide ellittico
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10.6.2 Alcune considerazioni

2
« ELLISSOIDE: 2: 5 + 5+ 5 =1.

Figura 10.7: Ellissoide
Se a = b = c allora £ & una superficie sferica di centro |'origine e raggio a.

Poiche nell’equazione di un ellisoide generale compaiono solo i quadrati del-
le indeterminate x, y, z, si ha che £ & una superficie simmetrica rispetto all’origi-
ne, agli assi coordinati e ai piani coordinati che sono detti rispettivamente centro di
simmetria, assi di simmetria e piani di simmetria dell’ellissoide.

Lintersezione di 2 con gli assi di simmetria sono detti vertici dell’ellissoide e
sono i sei punti di coordinate (+a,0,0), (0,+b,0), (0,0, +c).

I segmenti che congiungono 'origine con i sei vertici dell’ellissoide sono detti
semiassi dell’ellissoide.

Lellissoide € una superficie limitata essendo delimitata dai piani di equazioni
cartesiane x = +a, y = +b, z = £c. Si deduce quindi che l'ellissoide non contiene
rette.

Osserviamo che l'intersezione dell’ellissoide con i piani coordinati (che sono
piani principali o di simmetria) sono delle ellissi dette ellissi principali. Esse hanno
equazione:

2
M L+5-1=x=0

o

(i) 5+2-1=y=0

2

2
(i) £+ -

2 1=2z=0
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Figura 10.8: Iperboloide ellittico (o a due falde)

Poiche nell’equazione di un iperboloide ellittico compaiono solo i quadrati delle
indeterminate x, y, z, si ha che 2 & una superficie simmetrica rispetto all’origine,
agli assi coordinati e ai piani coordinati.

Liperboloide ellittico possiede un solo asse reale, esso e 'asse x e la sua in-
tersezione con l'iperboloide ellittico & il punto di coordinate (+a,0,0). Linterse-
zione degli altri due assi con I'iperboloide ellittico e vuota e quindi sono detti assi
immaginari. Quindi l'iperboloide ellittico possiede due soli vertici, (+a, 0, 0).

Osserviamo che l'intersezione dell’iperboloide ellittico con il piano di simmetria
x =0 e vuota (non ha punti reali), mentre I'intersezione dell’iperboloide ellittico con
i piani di simmetria y = 0 e z = 0 sono iperboli generali.

Inoltre osserviamo che l'iperboloide ellittico non ha supporto nello spazio de-

finito da |x| < a, mentre se x = h con |h| > a allora I'intersezione dell’'iperboloide

2 2 2

ellittico col piano x = h & un’ellisse di equazione % + §_2 +1- % —=x—-h=0.Liper-

boloide ellittico & costituito da due componenti disgiunte. Se x = +a allora si hanno
i due vertici.
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2
« IPERBOLOIDE IPERBOLICO: 2: %, + 15 - 2 =1,

a

Figura 10.9: Iperboloide iperbolico (o a una falda)

Poiche nell’equazione di un iperboloide iperbolico compaiono solo i quadrati
delle indeterminate x, y, z, si ha che 2 & una superficie simmetrica rispetto all’ori-
gine, agli assi coordinati e ai piani coordinati.

Liperboloide iperbolico possiede due assireali, essi sono'asse x e’asse y elalo-
ro intersezione con l'iperboloide iperbolico sono i punti di coordinate (+a, 0,0), (0, +b,0).
Lintersezione dell’altro asse z con 'iperboloide iperbolico & vuota e quindi esso &
detto asse immaginario.

. . . . . 2 2 ~ .
Lintersezione di £ con il piano z = 0, ovvero % + % —1=12z=0, eun’ellisse detta
ellisse di gola. In realta I'intersezione di £ con il piano z = h, con h € R qualunque
o .o x2 y2 h2 . . . . .
sono ellissi: ol 1- Zz=a- h = 01 cui semiassi crescono al crescere di |h| e
quindi si estende indefinitivamente.

Lintersezione di 2 con gli altri due piani principali ovvero il piano x = 0, e il
piano y =0 sono le iperboli

oyR 2
@ %—i—z—l:xzo

2 2
(i) -%-1=y=0
Se si interseca col piano x = h con h € R si hanno sempre iperboli generali che di-
ventano degeneri per h = +a in tal caso si hanno due coppie di rette passanti dai due
- " Y 2 22 "
vertici (+a, 0,0) dell'iperboloide % - i—z =x-a=0, % - i—z = x+a = 0. Dunque l'iper-
boloide iperbolico contiene rette. Vedremo che esso ha due schiere di rette. Infatti se
. 2 2 2 2 2 2

riscriviamo %+§—§—2 =1 come 1—% = ?_i_? allora (l—ﬁ)(l+§) = (%—f)(%+f).
e dunque le rette
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A+ =tF+2%) e 1-% =1L -2),conter”
e

A+5H=s(3-%) e (1-%)=1(F+2),conseR*,

appartengono all'iperboloide iperbolico. Si hanno quindi due schiere di rette al
variare di t € R* e di s € R*.

Teorema 10.6.4 Sia 2 una quadrica non degenere. Allora 2 é congruente a una delle

quadriche in|10.6.1

Dimostrazione Sia 2 una quadrica di R® definita dal polinomio

F(x,y,2) = a11x2+a22y2+a3322+2a12xy+2a13xz+2a23yz+

+2a01x+2a02y+2a032+ apo (10.19)

Il polinomio F(x, y, z) ha una componente omogenea di grado 2, ovvero
qx,y,2) = a11x2 + (122_)/2 + 03322 +2a12Xy+2a13xz+2a3yz

e indichiamo con Aqg = (a;j)1<4,j<3 la matrice simmetrica associata alla forma qua-
dratica g(x, y, z). Sia A = (a; j)o<i, j<3 la matrice associata a 2 allora

F(x,y,2) =1, x32A1,x,Y,2) (10.20)

Se la forma quadratica g(x, y,z) € non degenere, ovvero rg(Ag) = 3 e se indi-
chiamo con A; , i = 1,2,3 gli autovalori di Ay allora, a meno di moltiplicare il tutto
per —1, la sua segnatura puo essere

¢ (3,0) equindi A; = A = A3 >0 (a meno di un cambio di coordinate), oppure
¢ (2,1) equindiA; = A2 >0e A3 <0 (a meno di un cambio di coordinate).

Se indichiamo con (x, 3, z') le coordinate che trasfomano ¢(x, y, z) in forma cano-
nica allora
F(x',y,2) = Mx? + X2y + As2? + ax' + by +cz' +d

per opportuni a,b,c,d € R. Si effettua una opportuna traslazione degli assi e si
perviene alla forma canonica desiderata.
Abbiamo quindi che

« Ellissoide: rg(Agp) = 3, autovalori di Agg concordi. Inoltre

se det(A) < 0 Ellissoide reale;

se det(A) > 0 Ellissoide immaginario.
« Iperboloide: rg(Agp) = 3, autovalori di Agp discordi. Inoltre
se det(A) < 0 Iperboloide ellittico;

se det(A) > 0 Iperboloide iperbolico.
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» Paraboloide: rg(Agg) = 2, cioé un autovalore di Ay € zero. Inoltre

se det(A) < 0 Paraboloide ellittico;
o anche se i due autovalori non nulli di Agy sono concordi

se det(A) > 0 Paraboloide iperbolico;
o anche se i due autovalori non nulli di Agg sono discordi.

In generale se 2 & una quadrica di R® definita dal polinomio

F(x,y,2) = auxz + aggyz + a33z2 +2a12xy+2a13xz+2a3yz+
+2ap1 X +2ap2y +2ap3z + ago (10.21)

. e se indichiamo con q(x, y,2) = a;1 X% + ax y? + aszz> + 2a12 Xy + 2a13xz + 2ax3yz
la forma quadratica associata alla quadrica 2 e con Ag = (a;j)1<i,j<3 la matrice
simmetrica associata a g(x, y, z). Sia A = (a;)o<i, j<3 la matrice associata a 2 allora

F(x,3,2) =(1,x,32A(1,x,Y,2) (10.22)

Vogliamo vedere quali sono gli invarianti di 2.

¢ Invarianti

det(A); rg(A); sono invarianti di 2.
Osserviamo che il polinomio caratteristico di Ago,

PageN) = =23 +Tr(Ago) A2 = (A1 A2 + A1 A3 + A2A3)A + det(Agp)

con;, i =1,2,3, autovalori di Agg.

A 00
Poiche Ay € congruenteaBgy=| 0 A2 0 [nesegue che glialtriinvarianti
0 0 Ag

di £ sono:
det(Ago); rg(Ago); Tr(Ago); segno degli autovalori di Agg;
Esempio 10.6.5 Si considerila quadrica £ di equazione
x2+y2+2z2+4x—2=0

Determinare il tipo di quadrica e ridurre tale quadrica a forma canonica.
La matrice simmetrica associata a 2 ¢

-2 2 00
2 100
A=l o 01 0
0 0 0 2

Poicheé det(A) = 2(—6) = —12 si ha che rg(2) = 4 e quindi la quadrica € non degene-
re. Poiche det(Ag) =2 si ha che la quadrica € a centro. Inoltre poiche la forma qua-
draticadi £, q((x,y,2)) = X2+ y2 +2z2% & non degenere e gli autovalori di g(((x, ¥, 2))
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(A1 = A2 = 1,A3 = 2) sono tutti concordi, quindi £ € un ellissoide. Poiche la forma
quadratica q((x1, X2, x3)) & in forma canonica, basta fare un’'opportuna traslazione
per eliminare i temini lineari. Osserviamo che la segnatura di Ay € (3,0). A meno
di scambiare tra di loro le coordinate si ordinano gli autovalori in modo tale che
A1 = A2 = A3, ovvero si considera il cambio di coordinate

!

!

!

ST S
I
2 < W

e quindi la quadrica nelle nuove coordinate diventa
2x%+y?+2%+47 -2=0

Se indichiamo con B = (b;;) la matrice associata a £ e se si considera la seguente
traslazione

X'=z _bu
7N

N
27

7=z _ Do
7o

pOiChé bos =4, A3 =1, bop1 = b2 =0,

X =2z

V=2

Z’=Z3—2

Sostituendo nell’equazione della quadrica si ha 2z + z5 + (23 —2)* +4(23 —2) -2 =0
da cui si ottiene la forma canonica

225 +25+25-6=0. (10.23)

Modo semplice per scrivere forma canonica senza

0 0 0 ¢
B= 0 Ay 0 O
0 0 A O
t 0 0 O

10.6.3 Forma canonica metrica di quadriche semplicemente dege-
neri

Le equazioni cartesiane delle quadriche semplicemente degeneri sono:

ZZ

'x2+%—p:0 cona,b>0 (Cono)
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2
U x—; +5=1 cona=b>0 (Cilindro ellittico)
a b
2
* Z—i —4=1 cona,b>0 (Cilindro iperbolico)
e ay’=x cona>0 (Cilindro parabolico)

2 2 o .
e Cono: x> + % - % =0, ha equazioni parametriche

X=Ucosv
y=uasinv (u,v) eRx[0,2m]
z=bu

Figura 10.10: Cono

Se facciamo l'intersezione col piano z = 0 abbiamo 'ellisse che si riduce a un
2 2 . . ~ .
punto % + % =0, ('origine) che & dettovertice del cono.

Se facciamo l'intersezione con il piano x = 0 o con il piano y = 0 abbiamo iper-
boli degeneri
2 2 Lo . .
% - i—z = x =0, ovvero (}E’ - %)(% + %) = x = 0, coppie di rette per il vertice

2 2
2 — 5 =y=0,o0vvero (3 - £)(3 + %) = y =0, coppie di rette per il vertice.

Pil1 in generale se facciamo l'intersezione con un piano del fascio avente come
assel’asse z si hanno sempre coppie di rette per il vertice del cono. Ognuna di queste
rette & detta generatrice del cono.

Se facciamo l'intersezione con i piani z = &, h € R* abbiamo ellissi generali, una
qualunque di queste ellissi € detta direttrice del cono. Infatti essa € intersecata in
un solo punto da ogni generatrice del cono.

Se facciamo l'intersezione con i piani x = k, h € R* o coni piani y = k, k € R*
abbiamo iperboli generali.
In realta ci sono anche piani la cui intersezione con il cono sono parabole.
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2 2 o .
o Cilindro ellittico: % + %5 =1, le sue equazioni parametriche sono:

b2
X =acosv
y=bsinv (u,v) eRx [0,27]
zZ=Uu

Ml

Figura 10.11: Cilindro ellittico

. . 2 2 . . .
« Cilindro iperbolico: %; — %5 =1, le sue equazioni parametriche sono:
a b
x=zacoshv
y =bsinhv (, V) ERxR

Z=U

—
—
——]
 —
—

=
=
——
—
[

Figura 10.12: Cilindro iperbolico
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« Cilindro parabolico: y?

2

= x, le sue equazioni parametriche sono

xX=v
y=v (u,v) €eRx[0,27]
z=1u

Figura 10.13: Cilindro parabolico

Osserviamo che
e Cono: rg(A) =3 =rg(Ag), autovalori di Ay discordi.
e Cilindro: rg(A) =3, rg(Ag) = 2. Inoltre

se I, > 0 cilindro ellittico;
se I, < 0 cilindro iperbolico;

se I, = 0 cilindro parabolico;
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10.6.4 Quadriche doppiamente degeneri

Le quadriche doppiamente degeneri in forma canonica metrica sono:

2
o x2- % =0 con a > 0 (Due Piani incidenti)

2

e x> —a® =0, con a >0 (Due Piani paralleli)

2
 Due Piani incidenti: x2 — % =0

Figura 10.14: due piani incidenti

=

I

I+
Q<

le sue equazioni parametriche sono (u, 1) ERx R
)

N <
([l
NS

e Due Piani paralleli: x“ —a~ =0,

Figura 10.15: due piani paralleli

Il
I+

a

Il
NS

X
le sue equazioni parametriche sono { y (u,v) ERxR
z
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10.6.5 Quadriche triplamente degeneri

Le quadriche triplamente degeneri hanno forma canonica metrica: x> = 0.

Figura 10.16: due piani coincidenti

10.6.6 Schema per la classificazione delle quadriche
(1) det(A)#0

(@) det(Agy) #0
(i) det(A)<0
o autovalori di Agg concordi — ellissoide reale
 autovalori di Agg non concordi — iperboloide ellittico
(ii) det(A)>0
« autovalori di Agg concordi — ellissoide complesso
« autovalori di Agg non concordi — iperboloide iperbolico

(b) det(Agp) =0
(i) det(A) <0 — paraboloide ellittico
(i) det(A) >0 — paraboloide iperbolico
(2) rg(A)=3

(@) det(Agg) #0 — cono

(b) det(Agy) =0 — cilindro
se I, > 0 cilindro ellittico;
se I, <0 cilindro iperbolico;
se I, = 0 cilindro parabolico;

dove I, = A1A2 + A2A3+ AxA3 con A;, i =1,2,3, autovalori di Agp.
(3) rg(A) =2 — due piani distinti

(4) rg(A) =1— due piani coincidenti

221






Capitolo 11

Appendice

11.1 Campi

Definizione 11.1.1 Sia K un insieme non vuoto su cui sono definite due operazioni
binarie, quella di somma
+:KxK—-K

(a,b) — a+b

e quella di prodotto
CKxK—-K

(a,b) —a-b
Laterna (I, +,-) € detta campo se sono soddisfatti i seguenti assiomi:
Cl) (a+b)+c=a+(b+c)perognia,b,cel (proprieta associativa )
C2) a+b=Db+ aperognia,bekK (proprieta commutativa)

C3) esiste 0 € K tale che a+0 = a per ogni a € K (0 é detto elemento neutro della
somma)

C4) perognia €K esiste l'opposto, ossia esiste a' € K tale che a+ a’' =0 (l'opposto di
a viene denotato con —a)

C5) (a-b)-c=a-(b-c) perognia,b,cecK (proprieta associativa)
C6) a-b=Db-a perognia,belk (proprieta commutativa)

C7) esiste 1 € K tale che a-1 = a per ogni a € K (1 é detto elemento neutro del
prodotto o anche unita)

C8) per ogni a € K con a # 0 esiste l'inverso, ossia esiste a* € K tale che a-a* =
a* -a=1 (Uinverso di a viene denotato con a™*)

C9) (a+b)-c=a-c+Db-cperognia,b,celkK (proprieta distributiva).
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Esempio 11.1.2 Linsieme @ dei numeri razionali, I'insieme R dei numeri reali sono
esempi di campo con le usuali operazioni di somma e di prodotto.

Daremo un altro esempio di campo, quello dei numeri complessi.

11.1.1 Inumeri complessi

Consideriamo I'insieme R x R = R? e definiamo su esso due operazioni, una di som-
ma e una di prodotto.

+:R? xR? - R? R xR > R?

(a,b)+ (c,d):=(a+c,b+d) (a,b)-(c,d) := (ac—bd, ad + bc)

Osserviamo che (R?,+) & un gruppo abeliano rispetto alla somma.
Si verifica facilmente che per il prodotto vale la proprieta associativa, commuta-
tiva e la proprieta distributiva del prodotto rispetto alla somma.

» La coppia (1,0) e 'elemento neutro rispetto alla prodotto.
e Se (a,b) #(0,0) alloral’'inverso di (a, b) rispetto al prodotto & la coppia (ﬁ, aZ_Tbe)'

Laterna (R?,+,-) éun campo detto campo dei numeri complessi e viene denotato
conC.

Osservazione 11.1.3 Se identifichiamo a € R con la coppia (a,0) € C si vede che
RcC.

Osservazione 11.1.4 La coppia (0,1) viene denotata con la lettera i e viene detta
unita immaginaria. Osserviamo che i%2 = —1. Infatti (0,1)- (0,1) = (-1,0) = —1.

Osservazione 11.1.5 Il polinomio x% +1 € R[x] non ha radici in reali. Ma se consi-
deriamo x2 + 1 € C[x] esso ha radici in C, esse sono i, —1i.

Teorema 11.1.6 (Teorema fondamentale dell’algebra) Ogni polinomio non costante
a coefficienti in C ha una radice in C. Ossia C é algebricamente chiuso.

Osservazione 11.1.7 Dal Teorema|I1.1.6/segue ogni polinomio p(x) € C[x] non co-
stante ha un fattore lineare x — a, dove a € C & una radice di p(x). Quindi gli uni-
ci polinomi irriducibili in C[x] sono i polinomi lineari. Ne segue quindi che ogni
polinomio p(x) € C[x] & un prodotto di fattori lineari

Osservazione 11.1.8 Data una coppia (a, b) € RxR, osserviamo che (a, b) = a(1,0) +
b(0,1) = a+ ib. Dunque ogni numero complesso z € C lo scriviamo come z = a+ib,
con a,beR, a e detto parte reale di z e viene denotato con a = Re(z), b & detto parte
immaginaria di z e viene denotato con b = Im(z).
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11.1.2 Rappresentazione geometrica dei numeri complessi

Da un punto di vista geometrico, fissato un riferimento cartesiano ortonormale in
R x R, & possibile stabilire una corrispondenza uno a unotraR xR e C.

y
O,y L.____ P=(x,y =2z
i 3
10 . C
0 :(x,O) X '
: xy) — , x+iy
‘§=(x,—y)=z

Fig. [T12)

I punti sull’asse delle x sono detti reali. I punti sull’asse delle y sono detti imma-
ginari puri.

Dato z = x + iy € C, il numero complesso z = x — iy, (simmetrico di z rispetto
all’asse x) e detto complesso coniugato di z.

La lunghezza del vettore 6P, | 6P | = p & detto modulo di z e 'angolo 6 che il

vettore OP forma con il semiasse positivo delle x & detto argomento di z. Dunque al
numero complesso z possiamo associare una coppia (p, 8).

Osservazione 11.1.9 Se z — (p,0) e 2’ — (p’,0') allora
z=z seesolose p=p' A 0=0+2knm
Osservazione 11.1.10 Dalla figura in[11.1.2]si ha che x = pcosf e y = psin6 e quindi
z=x+iy=p(cosB+isinh)
Quest'ultima espressione & detta forma trigonometrica di z.

Esempio 11.1.11 Scrivere il numero complesso z = 1 + i in forma trigonometrica.

Osserviamo che p = v/2 e 'angolo che esso individua con I'asse positivo delle x & i

e quindi z = v2(cos ¥ +isin %)
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Similmente il numero complesso z = —1 — i in forma trigonometrica si scrive
y
- 5
come z = V2(cos 27+ i sin 27) -1 77T L

3 -

| 0] X

|

z=-1-i *--4-1

Osservazione 11.1.12 Se i numeri complessi li scriviamo in forma trigonometrica &
molto facile calcolarne il prodotto. Sia

z1 = p1(cosBy +isin0;), zo = p2(cosOy +isinby),

allora
z1 - 2o = p1p2(cos(B; +62) + isin(B; +62)) (11.1)
Infatti
2122 = p1(cosB; +isinB;)-p2(cosb, +isinhy)

= p1p2(cosB;cosB, +1icosB;sinb, +isinb; cosH, + i%sin 07 sin05)
= p1p2lcosB; cosBy —sinB;sinB + i(cosO; sinB, +sinB; cosBy)]

= p1p2lcos(0; +062) +isin(0; +0,)]

Esercizio 11.1.13 Sia z; = V2(cos X +isin%), zp = v2(cos 3m+ isin 37), allora
2 m 3 .. om 3 .
Z1°2p = V2 (COS(Z + Zn) + zsm(z + Zn)) =2(cosm+isinm) =-2

Teorema 11.1.14 (De Moivre) Sia z = p(cos0+isin0) esia n un intero positivo. Allora

z" = p"(cos (nB) + i sin(nb)) (11.2)

Dimostrazione La dimostrazione si fa per induzione su n. La (11.2) vale per n = 2,
(vedi (11.1)). Supponiamo che la relazione (11.2) sia vera per n—1 e dimostriamo
che essa vale per ogni n. Infatti

zZ" = z"l.z=p""Ycos((n—-1)0)+isin((n—1)0))-p(cosO + isinh)

p"(cos (n0) + i sin(n0))

nella penultima uguaglianza si € usata l'ipotesi induttiva, mentre nell’'ultima ugua-
glianza si & usata la regola del prodotto. a
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Esercizio 11.1.15 Calcolare (-2 + 2i)%. Basta calcolare (-1 + i)* Scriviamo —1 + i in
forma trigonometrica. Poiché p = \/(-1)2+12=+v2 e 0 = %J‘l’ sihache -1+i=
y

-1+i 11

3
3 .3 1 27
\/z(coszn+zsmzn) 1 N4

O X

e dunque

(-1+0)* ((\/5)4(cos42n + isin4§ln))_1 =2%(cos(37) + i sin(37))

22(-1+0)) = —22.
Pertanto (-2 +2i)* =24(-1+i)*=-26=—-64

Osservazione 11.1.16 Se z = p(cos0+ isinB) # 0 allora & anche facile calcolare l'in-
verso

z71 = p7lcos(-0) + i sin(—0)]
Esercizio 11.1.17 Calcolare (—1+i)7L.

Scriviamo —1+1 in forma trigonometrica. Abbiamo visto che —1+i = v/2(cos %J‘[+
., .3
isin §7) e dunque

(-1+0)7!

(V2(cos Sm+ isin o)™ = —= (cos(— om0 + i sin(->m)
4 4 B 4 4

V2
= L(cos(§n)—isin(§n))—L(—L—ii)——l—i
R $TR Ve R 22

Laregola (11.1), del prodotto tra numeri complessi, a volte puo essere utilizzata
per calcolare il valore di certe funzioni trigonometriche.

Esercizio 11.1.18 Calcolare sin 1“—2

Osserviamo che {5 = % —-4-Siaz; = (:0573—I + ising, z3 = cos(—§) +isin(-7), allora

nom, .. M T mo.. W
2129 =c0S(———)+isin(———)=cos—+isin —
3 4 3 4 12 12

I_ %+‘/7§i, zp = cos(—F) +isin(—

_ Vi3,
3 D=%-Fida

D’altra parte z; = cos ’3—‘ +isin
cui segue che

1 V3. v2 V2. V2 V6 V6 V2.

21 p=+—i(—-—D=—+—+(——-—)i

2 2 2 2 4 4 4 4
V6-v2Z

o
e dunque sin 75 = 27
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11.1.3 Esercizi
1. Scrivere in forma trigonometrica i seguenti numeri complessi:
1+i,-1+i, V3+i, 1-iV3

2. Calcolare la seguente espressione e scrivere il risultato in forma trigonometri-
ca: 10-5i _ 148
©T3-i  1+43i

3. Calcolare (‘/75 +20)%0

11.2 Applicazioni e Relazioni

Definizione 11.2.1 Siano A e B due insiemi non vuoti. Il prodotto cartesiano di A e
B, A x B ¢ I'insieme delle coppie ordinate (a, b) con a € A e b € B; in simboli:

AxB:={(a,b)eAxB|laeA,be B}
Esempio 11.2.2 Se A:={a, b} e B:={1,2,3} allora
AxB:={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b?2),(b,3),}

Osserviamo che se A # B il prodotto cartesiano A x B #B x A.
Vogliamo ora dare il concetto di applicazione.

Definizione 11.2.3 Siano A e B due insiemi non vuoti. Una funzione (o applicazio-
ne)daAinB, f:A — B, & una legge che associa a ogni a € A uno e un solo elemento
beBesiscrive b= f(a).

Linsieme A ¢ detto il dominio di f e I'insieme B & detto il codominio di f. Lim-
maginedi f, denotata con f(A) é il seguente sottoinsieme di B

f(A):={beB|b= f(a)per qualchea € A}

Per ogni C c B, la controimmagine di C & denotata con f~!(C) ed & cosi definita
FHC) :={acA|f(a)€C}

Osservazione 11.2.4 Una funzione f la possiamo pensare come un sottoinsieme
del prodotto cartesiano A x B, f c A x B tale che per ogni a € A esiste un unico b € B
tale che la coppia (a, b) € f e scriviamo b = f(a).

Esempio 11.2.5 Sia A = {-1,1,2} esia f ={(-1,-1),(1,1),(2,2)} c Ax A. Allora f &
un’applicazione di A in A. Usando la notazione f : A — A, la legge che definisce
f & la seguente: f(a) = a. Tale applicazione ¢ detta applicazione identica e viene
denotata con idp : A — A.

Esempio 11.2.6 SiaA = {-1,1,2} e sia B = {1,3,4}. Allora f = {(-1,1),(1,1),(2,4)} &
un’applicazione di A in B poiché per ogni a € A esiste un unico b € B tale che (a, b) €
f. Usando la notazione f : A — B, la legge che definisce f ¢ la seguente: f(a) = a®.
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Definizione 11.2.7 Un’applicazione f : A — B & detta iniettiva se x # y implica che

F)#fy).

Osservazione 11.2.8 Un modo equivalente per dire che un’applicazione f ¢ inietti-
va e il seguente: f € iniettiva se f(x) = f(y) implica x = y.

Esempio 11.2.9 Lapplicazione f:R — R definita da f(x) = 3x + 1 & iniettiva. Infatti
daf(x) = f(y) nesegueche3x+1=3y+1equindi x=y.

Definizione 11.2.10 Un’applicazione f : A — B ¢ detta suriettiva se per ogni b € B
esiste a € A tale che f(a) = b. Equivalentemente: se f~!(b) # @, per ogni b € B.

Esempio 11.2.11 Lapplicazione f:R — R" definita da f(x) = x? & suriettiva. Infatti
per ogni y € R* esiste x = ,/y € R tale che f(x) = y.

Esempio 11.2.12 Lapplicazione f : Z — Z definita da

x
- se X é pari
f(x) = 2
x+1 se x é dispari

e suriettiva.

Sia n € Z(codominio). Se n € pari allora 2n,n—-1¢ f‘1 (n). Se n e dispari allora
n-1e f’l(n) e quindi per ogni n € Z, f’l(n) #@.

Osserviamo che tale applicazione non ¢ iniettiva. Infatti si ha f(4) =2 = f(1).

Definizione 11.2.13 Un’applicazione f : A — B & detta biiettiva se f ¢ sia iniettiva
che suriettiva.

Diamo ora la definizione di composizione di applicazioni.

Definizione 11.2.14 Siano f : A — B e g: B — C due applicazioni. L'applicazione
go f él'applicazione di A in C definita nel seguente modo:

(gof)la):=g(f(a) perogniacA.

Osserviamo che per poter definire g o f occorre che il dominio di g contenga I'im-
magine di f.

Esempio 11.2.15 Siano f:Z — Z e g: Z — Z le applicazioni cosi definite

X

- se X é pari
fx)=< 2

x+1 se x é dispari

g(x) = 2x. Poiché il dominio di g contiene I'immagine di f possiamo definire go f.
Essa e I'applicazione di Z in Z cosi definita:

x
g(E) se x é pari {x se X & pari

(gOf)(x)={

g(X+1) sexe dispari 2(X+1) sexe dispari

Similmente possiamo definire f o g. Essa & I'applicazione di Z in Z cosi definita:

(fog)x)=f(gx) = f2x)=x.
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Vogliamo ora vedere quale legame esiste tra 'iniettivita delle applicazioni f e g
e quelladi go f. Cosi pure vedremo, tra gli esercizi, che la composizione di applica-
zioni suriettive € suriettiva e la composizione di applicazioni biiettive & biiettiva.

Teorema 11.2.16 Siano f:A — B e g:B — C due applicazioni iniettive. Provare che
lapplicazione g o f e iniettiva.

Dimostrazione La composizione go f e un’applicazione di A in C. Dobbiamo pro-
vare che se (go f)(x) = (go f)(y) allora x = y. Da (go f)(x) = (go f)(y) ne segue
che g(f(x)) = g(f (), da cui, utilizzando I'iniettivita di g, ne segue che f(x) = f(y).
Quest’ultima uguaglianza implica che x = y, essendo f iniettiva. O

Definizione 11.2.17 Siano f:A — Be g:B — C due applicazioni. Se I'applicazione
go f =idp sidice che f e un'inversa destra di g e che g € un’inversa sinistradi f. Se
si ha inoltre che f o g = idp si dice che f & un’inversa bilatera di g.

Esempio 11.2.18 Consideriamo I'applicazione f : R — R* definita da f(x) = x. Ta-
le applicazione ammette come inversa destra le seguenti applicazioni g, h: R* — R,

dove g(x) = vx, h(x) = —v/x.

Vogliamo ora dare una caratterizzazione delle applicazioni iniettive, suriettive e
biiettive. Abbiamo il seguente teorema:

Teorema 11.2.19 Sia f : A — B un'applicazione. Si ha:
(i) f einiettiva se e solo se f ammette un'inversa sinistra.
(ii) f eésuriettiva se e solo se f ammette un'inversa destra.

(iii) f e biiettiva se e solo se f ammette un'inversa bilatera. In questo caso l'inversa
bilatera é unica.

Dimostrazione (i) Supponiamo che f ammetta un’'inversa sinistra, sia essa §: B —
A.Sihadunqueche gof =ida. Se f(x) = f(y) allora applicando g siha che g(f(x)) =
g(f(y)) da cui segue che x = y, essendo go f = ida.

Viceversa supponiamo che f sia iniettiva e facciamo vedere che esiste un'inversa
sinistra di f. Dobbiamo quindi costruire un’applicazione g : B — A tale che go f =
ida. Sia b e B. Se b € f(A) allora essendo f iniettiva ne segue che esiste un unico
a € A tale che f(a) = b, poniamo quindi g(b) = a. Se b € B— f(A) allora poniamo
g(b) = ay, con aq € A. Siverifica facilmente che go f = idj.

(ii) Supponiamo che f ammetta un’'inversa destra, sia essa g : B — A. Si ha dun-
que che fog = idp. Facciamo vedere che per ogni b € B esiste a € A tale che f(a) = b.
Prendiamo come a = g(b).

Viceversa supponiamo che f sia suriettiva e facciamo vedere che esiste un’in-
versa destra di f. Dobbiamo quindi costruire un’applicazione g : B — A tale che
fog=idg. Sia b € B. Allora essendo f suriettiva ne segue che esiste almenoun a € A
tale che f(a) = b, poniamo quindi g(b) = a. Si verifica facilmente che fo g = idg.

(iii) La prima parte segue da (i) e (ii). Resta da dimostrare la seconda parte.
Sia g un’'inversa sinistra di f, ossia go f = idj, e sia h un’inversa destra di f, ossia
foh=idg. Allorasihache g=goidg=go(foh)=(gof)oh=idpoh=h. a
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Definizione 11.2.20 Una relazione (o una relazione binaria) R su un insieme non
vuoto A & un sottoinsieme del prodotto cartesiano A x A. Se la coppia (a, b) € R noi
scriviamo aRb e diciamo che a é in relazione con b.

Esempio 11.2.21 Sia A = {-1,2,3} esiaR = {(-1,-1),(2,-1),(2,2),(3,3)}. R & una
relazione su A.

Esempio 11.2.22 Sia A un insieme non vuoto. Ogni applicazione di A in A & una
relazione su A.

Osservazione 11.2.23 Non tutte le relazioni sono applicazioni. Nell'esempio[11.1.2]
abbiamo che (2,-1) e (2,2) appartengono entrambe a R e quindi R non puo esse-
re un’applicazione poiché per un’applicazione I'’elemento b della coppia (a, b) deve
essere unico.

Esempio 11.2.24 In R definiamo la seguente relazione R: xRy see solose x < y.

Definizione 11.2.25 Sia A un insieme non vuoto. Sia R una relazione su A. Diciamo
cheRe

(1) riflessiva: se aRa per ogni a € A;
(2) simmetrica: se aRb implica bRa;
(3) transitiva: se aRb e bRc implica aRc;

(4) antisimmetrica: se aRb e bRa implica a = b.

Osservazione 11.2.26 La relazione nell’esempio [11.2.21] & una relazione riflessiva,
transitiva, ma non & simmetrica. La relazione nell’esempio[11.2.24]é riflessiva, anti-
simmetrica, transitiva, ma non e simmetrica.

Per relazioni definite nell'insieme dei numeri reali ¢’ un modo geometrico che
ci permette di decidere se la relazione R é riflessiva o simmetrica. Precisamente:
essere riflessiva e lo stesso che dire che la bisettrice del primo e terzo quadrante
e tutta contenuta in R. L'essere simmetrica vuol dire che se (x,y) € R anche il suo
simmetrico rispetto allaretta x — y =0 stainR.

Esempio 11.2.27 Sia R c R il seguente sottoinsieme
R::{(x,y)e[Rx[R|x2+y25 1}
y

x-y=0

7

/ T x
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Tale relazione non e riflessiva poiché la retta x — y = 0 non & tutta contenuta
in R. Essa € invece una relazione simmetrica in quanto il sottoinsieme Rc R xR &
simmetrico rispetto alla retta x — y = 0.

Esempio 11.2.28 Sia R c R il seguente sottoinsieme
R:={(x,y) ERxR|x*+ (y-1)*> <3}
y

x—-y=0

Tale relazione non é neé riflessiva (la retta x— y = 0 non € tutta contenuta in R), née
simmetrica (il sottoinsieme R, che & un cerchio in R x R, non & simmetrico rispetto
alla retta x — y = 0 poiché non ha il centro sulla retta x — y = 0).

Esempio 11.2.29 Sia R c R il seguente sottoinsieme

R:={(x,y) eRxR|max(|x|,|yl) =1}
y

x—y=0

'Y

Tale relazione non e riflessiva poiché la retta x — y = 0 non é tutta contenuta
in R. Essa ¢ invece una relazione simmetrica in quanto il sottoinsieme Rc Rx R &
simmetrico rispetto alla retta x — y = 0.

Noi siamo interessati a relazioni che hanno particolari proprieta, in particolare
siamo interessati a relazioni di equivalenza.

Definizione 11.2.30 Sia A un insieme non vuoto. Sia R una relazione su A. Diciamo
che R & una relazione di equivalenza se R gode della proprieta riflessiva, simmetrica
e transitiva.

Esempio 11.2.31 In Z definiamo la seguente relazione:
{nRm seesolose n—m=2kperqualche k € Z}

Si verifica facilmente che R & una relazione di equivalenza.
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Esempio 11.2.32 Sia Z l'insieme delle rette del piano. In &% definiamo la seguente
relazione:

{rRs seesoloselarettaré parallela allarettas, con r,se %}
Si verifica facilmente che R & una relazione di equivalenza.

Definizione 11.2.33 Sia A un insieme non vuoto e sia R una relazione di equivalenza
su A. Per ogni a € Al'insieme

lalg :={x € A|xRa}

e detto classe di equivalenza di a.

Esempio 11.2.34 In Z consideriamo la relazione di equivalenza definita in|11.2.31
OvVero
{nRm seesolose n—m=2k,per qualchek € Z}

Osserviamo che: [0lg = 2Z, l'insieme degli interi pari; [1]gr = {x € Z|x -1 = 2k},
I'insieme degli interi dispari.

Una relazione di equivalenza definisce una partizione dell'insieme su cui essa
¢ definita. Gli elementi della partizione sono precisamente le classi di equivalenza.
Cominciamo col vedere cosa si intende per partizione di un insieme.

Definizione 11.2.35 Sia {A;};c1 una collezione di sottoinsiemi di un insieme non
vuoto A. {A;j}ie1 € detta partizione di A se:

(1) A;#¢@ perogniicl;
(2) A=UA;;

() AinAj=@peri#j.

11.2.1 Esercizi

1. Dire quali delle seguenti applicazioni di Z in Z é iniettiva, suriettiva, biiettiva:

la.
se X é pari
fl) = A
2x-1 se x é dispari
1b.
x-1 se x € pari
fo= o
2x se x é dispari
lc.
X se x é pari
f) =4 x-1

—_— se x é dispari
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2. Sianof : A — B e g:B — C due applicazioni suriettive. Provare che I'applica-
zione go f € suriettiva.

3. Siano f:A — B e g:B — C due applicazioni biiettive. Provare che I'applica-
zione gof é biiettiva.

4. Siano f:A — B e g:B — C due applicazioni. Provare che I'applicazione g &
suriettiva se g o f € suriettiva.

5. Siano f:A— B, g:B— Ce h:C — D applicazioni. Provare che I'applicazio-
ne (hog)of =ho(gof), ovvero la composizione di applicazioni gode della
proprieta associativa.

6. Sia A un insieme non vuoto e sia P(A) I'insieme delle parti di A. In P(A) defi-
niamo la seguente relazione: XRY se e solo se X € Y. Dire di quali proprieta
gode la relazione R.

7. Nell'insieme Z definiamo le seguenti relazioni:

(a) xRyseesolose y=3x;
(b) xRy seesolosex>y;

(c) xRy se e solo il massimo comune divisoretraxe y e 1.
Dire, giustificando la risposta, di quali proprieta gode la relazione R.

8. Nell'insieme R x R definiamo la seguente relazione:
{ARB se e solo se essi hanno la stessa distanza dall’origine, con A, B € R x R}

Verificare che tale relazione e di equivalenza e determinare le classi di equiva-
lenza individuate da essa.

9. Sia Auninsieme nonvuoto e sia R unarelazione di equivalenza su A. Verificare
che {[a]r}4ea € una partizione di A.
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11.3 Induzione Matematica

Linduzione matematica € una tecnica di dimostrazione molto importante che puo
essere usata per dimostrare che una certa proposizione P(n) € vera per ogni intero
positivo n. Essa non & uno strumento per scoprire nuove formule o teoremi ma puo
essere usata per dimostrare risultati ottenuti in altri modi. Tale tecnica si fonda sul
seguente assioma relativo agli interi:

11.3.1 Assioma del Buon Ordinamento :

Ogni sottoinsieme non vuoto S di Z* ha un minimo, ossia esiste un ng € S tale che
ngp<sforall seS.

Tale assioma del buon ordinamento da luogo a due diverse forme di induzione
matematica.

Teorema 11.3.1 (Induzione Matematica 1% forma) Sia P(n) una proposizione sugli
interi positivi. Supponiamo che

(i) PQ1) evera;
(ii) Per ogni intero positivo m, seP(m) e vera alloraP(m+ 1) e vera.
AlloraP(n) e vera per ogni intero positivo n.

Dimostrazione Supponiamo che P(n) sia falsa per qualche intero positivo n. Sia
S ={ne€Z"|P(n)e falsa}. Allora S & un sottoinsieme non vuoto di Z*. Dall’assioma
del buon ordinamento ne segue che S ha minimo e sia esso ny. Poiché P(1) & vera ne
segue che ny # 1. Quindi ny — 1 & un intero positivo e inoltre P(ny — 1) € vera essendo
no—1< ng. Da (ii) siha che P(ng—1+ 1) e vera, ossia P(ng) & vera e cio contraddice
il fatto che ny € S. Poiché I'aver supposto P(n) falsa per qualche » ha dato luogo a
una contraddizione si ha che P(n) & vera perogni ne€ Z*. (]

Osservazione 11.3.2 Una dimostrazione per induzione consiste quindi di 2 passi:
I) Primo passo dell’induzione Si verifica che P(1) e vera.

IT) Passo induttivo Si dimostra per un intero positivo m arbitrario che se P(m) ¢
vera allora P(m + 1) & vera.

Esempi di dimostrazioni fatti usando I'induzione matematica:
Esempio 11.3.3 Usare I'induzione matematica per dimostrare che
14345+...+2n—1)=n
Dimostrazione Noi prendiamo come P(n) I'affermazione:
143+5+...+2n-1)=n?

e vogliamo dimostrare che cio & vero per ogni intero positivo 7.
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Primo passo dell'induzione Dobbiamo verificare che P(1) é vera.

P(1):1 = 12 che & certamente vero.

Passo induttivo Assumiamo P(m) vera per qualche intero positivo arbitrario m e
usiamo tale ipotesi per dimostrare che P(m+1) € vera. In altre parole noi assumiamo
che

143+5+...+2m-1) = m?

e da cio vogliamo dedurre che

14345+...+2m+1) = (m+1)?
Poiché assumiamo che P(m) € vera abbiamo che
143+45+..+2m+1)=1+3+5+...+2m—-1)+@2m+1) = m*+2m+1) = (m+1)%

Essendo P(1) & vera e poiché I'implicazione P(m) = P(m + 1) & vera si ha che
P(n) & vera per ogni intero positivo 7. O

Esempio 11.3.4 Usarel'induzione matematica per dimostrare che se A € un insieme
finito di cardinalita n allora A ha 2" sottoinsiemi.

Dimostrazione Noi prendiamo come P(n) I'affermazione: Un insieme con 7 ele-
menti ha 2" sottoinsiemi.

Primo passo dell'induzione: P(1) € vera poiché un insieme con un elemento ha
2! = 2 sottoinsiemi, precisamente I'insieme vuoto e l'insieme stesso.

Passo induttivo: Assumiamo che P(m) é vera per qualche intero positivo arbitra-
rio m e usiamo tale ipotesi per dimostrare che P(m + 1) € vera. In altre parole noi
assumiamo che un insieme con m elementi ha 2™ sottoinsiemi e da cid vogliamo
dedurre che un insieme con m+1 elementi ha 2! sottoinsiemi. Per dimostrare cio
sia A I'insieme con m + 1 elementi, siano essi ay, ..., dn+1. Dunque A=A’ U{dn+1},
dove A’ = {ay,...a;}. I sottoinsiemi di A si possono ottenere nel seguente modo. Per
ogni sottoinsieme C di A’ ci sono due sottoinsiemi di A, precisamente C e CU{a+1}.
Questi sono tutti i sottoinsiemi distinti di A. Poiché abbiamo 2™ sottoinsiemi di A’ i
sottoinsiemi di A saranno 2-2™ = 2"+!, Quindi per induzione si ha che P(n) & vera
per ogni intero positivo 7. O

C’e¢ un’altra forma di Induzione Matematica che risulta spesso utile nelle dimo-
strazioni. Essa differisce dalla prima forma per quanto riguarda il passo induttivo.
Precisamente abbiamo:

Teorema 11.3.5 (Induzione Matematica, 2% forma) Sia P(n) una proposizione sugli
interi positivi. Supponiamo che

(i) P(1) evera;

(ii) Per ogni intero positivo m, seP (k) e vera per tutti gli interi positivi k < m, allora
P(m) evera.

Allora si ha che P(n) é vera per ogni intero positivo n.
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La dimostrazione & simile a quella data per la 1 forma e quindi viene omessa.

Un esempio di dimostrazione in cui viene usata la seconda forma dell’'Induzione
Matematica € la dimostrazione del Teorema fondamentale dell’Aritmetica.

11.3.2 Esercizi

1. Dimostrare che
nn+1)

2

1+2+3+...+n=

2. Dimostrare che

2 nn+1)2n+1)
S —

124224324+ 41

3. Usare l'induzione matematica per dimostrare che

1 1 1 n
_— —  — e — =
1-2 2-3 3-4 n-(n+l) n+1

4. Usare I'induzione matematica per dimostrare che n < 2" per ogni intero posi-
tivo n.

5. Usare I'induzione matematica per dimostrare che 2" < n! per ogni intero po-
sitivo ncon n = 4.

6. Usare I'induzione matematica per dimostrare che 3 divide n3 + 2n per ogni
intero non negativo n.
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11.4 Gruppo delle permutazioni

Sia X = {x1,...,X,} un insieme finito di n elementi . X pud essere messo in corri-
spondenza 1 a 1 con l'insieme {1, ..., n}. Un’applicazione biunivoca di X in se stesso
& detta permutazione. La notazione usata e quella di una tabella in cui sulla prima
riga ci sono gli elementi del dominio e sulla seconda riga le immagini di tali elementi
via f

1 2 e n
f f@ . . . fn

Denotiamo con S, I'insieme di tutte le permutazioni su n elementi. Osserviamo
che la cardinalita, |S,|, di S, & precisamente n!.

Infatti data un’applicazione f € S, noi conosciamo f se conosciamo le immagini
di tutti gli elementi {1,..., n}. Dato 1, f(1) lo posso scegliere esattamente in n modi in
{1,...,n}. PerI’elemento 2 ci sono esattamente n—1 modi di scegliere f(2) € {1,..., n}
(questo perché f € biunivoca). Per 'elemento 3 ci sono esattamente n —2 modi di
scegliere f(3) € {1,...,n} e cosi via fino ad avere un solo modo di scegliere f(n) €
{1,...,n}.

Dunque in definitiva le applicazioni biunivoche f: {1,...,n} — {1,...,n} sono n-
(n—1)-(n—2)-...-1=n!edunque la cardinalita di S,;, |S ;| = n!.

Esempio 11.4.1 Sia n = 3. Le permutazioni su 3 elementi sono precisamente 6. Se
le indichiamo con o, peri =1,...,6, si ha

o1 23) (1
=11 2 3)72711

(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
%471 2 1 3957 2 1)7%713 1 2

Vediamo un modo semplice per comporre due permutazioni. Consideriamo,
per esempio 03,06 € S3.

seooeo| 1 2 3)(1 23
3776713 2 113 1 2

w N
N W
N—
Q
w
1l
—_——
w
NN
—_

w

Sivede facilmente che 0300 # 0g0 03.

Vediamo ora un modo semplice per trovare 'inversa di una permutazione f:

« Si scambiano le righe

« Si ordinano le colonne in modo tale che f(x;) = 1 sia al primo posto, f(x;) =2
sia al secondo posto e cosi di seguito.

Esempio 11.4.2 Siano f € Ss.

1 2 3 4 5 6

2 35 6 4 =
F=l2 3 56 41 1 2 3 4 5 scambio di colonne

1 2345 6)_ .
6 1 25 3 4/
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All'insieme S, & possibile dare la struttura di gruppo e I'operazione € quella di
composizione. (S,,0) ¢ detto gruppo simmetrico su n elementi.

Per avere una notazione pilt semplice per una permutazione faremo vedere che
& possibile scriverla come prodotto di cicli disgiunti. Partiamo con un esempio, ossia
consideriamo le seguenti permutazioni

(1 2 3 45 (1 2 3 45 6
91712 3 45 1)927(2 1 4 5 3 &6
Vediamo che con o1:

01

Figura 11.1: o1 = (12345) € un ciclo

in questo caso scriviamo semplicemente o = (12345) e tale permutazione € detto
ciclo.
Con o> si ha che

3
o1 o2
a2
1 @ 2 5 66
4
o2

Figura 11.2: 0, = (12)(345) € un prodotto di 2 cicli disgiunti

in questo caso scriviamo semplicemente o2 = (12)(345)(6) = (12)(345), ossia 0, &
prodotto di 2 cicli disgiunti, i cicli di lunghezza 1 non si scrivono.

In generale per scrivere una permutazione f come prodotto di cicli disgiunti si
fa la seguente cosa:

1= f() = f(F) = FUFFMN) — - — fFF ) —1

Infatti poiché fX(1) € {1,2,..., n} esistera un valore di k che mi da 1.
Orasiritornaa f esiparteda i€ {1,2,...,n} coni ¢ {1, f(1),..., f* 1 (1)} e si rifa
la stessa cosa di prima, ossia

i— )= f(f@) — fFFF@D) — - — S ) — i

e si va avanti fino a che non si sono esauriti tutti i valori di {1, 2,..., n}
Quindi otteniamo che

F=@ @, NG LG, 7N )
Ogni permutazione della forma (1, f(1),.. .,fk’1 (1)) e detto ciclo di lunghezza k.
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Definizione 11.4.3 Due cicli si dicono disgiunti se gli insiemi costituiti dagli ele-
menti dei due cicli sono insiemi disgiunti. Una permutazione & detta ciclica se essa
& un ciclo.

Osserviamo che in S3 tutte le permutazioni sono cicliche. Infatti gli elementi di
S5 scritti in forma ciclica sono

Ss ={id, (12), (13), (23), (123), (132)}

Scriviamo S4 con notazione pilt semplice

Sa = {id, (12), (13), (14), (23), (24), (34), (123), (132), (124), (142), (134),
(143),(234), (243), (1234), (13)(24), (1243), (14)(23), (1423), (12)(34),
(1324), (1342), (1432)}

Definizione 11.4.4 Una permutazione € detta trasposizione se essa scambia solo
due elementi tra loro e lascia fissi tutti i restanti elementi.

Osservazione 11.4.5 Ogni permutazione puo essere scritta come prodotto di tra-
sposizioni, anche se tale scrittura non ¢ unica. Per esempio

o = (145236) = (16)(13)(12)(15)(14)

Definizione 11.4.6 A ogni permutazione o possiamo associare un intero, detto se-
gno della permutazione, che viene denotato con sign(a). Esso € cosi definito

sign(o) = 1  seo=prodotto di un numero pari di trasposizioni
8 "1 -1 seo=prodotto di un numero dispari di trasposizioni

Esempio 11.4.7 Si considerino le seguenti permutazioni:

1 2 3 4 5
0'1—(2 4 1 5 3 0'2—(1523)

6 )
Allora g; = (12453) = (13)(15)(14)(12) e pertanto sign(o;) = 1 essendo g; prodotto
di un numero pari di trasposizioni. Se scriviamo o, come prodotto di trasposizioni
abbiamo o, = (1523) = (13)(12)(15) allora sign(o,) = —1 essendo o, prodotto di un
numero dispari di trasposizioni.
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Traslazione, 157
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