ESAME DI ANALISI FUNZIONALE - SOLUZIONI
A.A. 2016/17
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Esercizio 1. Sia T : L?(0,1) — L?(0,1) il seguente operatore
(Tf)(@) =g(x)f(x)
dove g ¢ la funzione

=1 fo<z<i
T=V 0 itd<a<

(1) Dimostrare che T e’ un operatore continuo. [5].
(2) Calcolare la norma di 7. [5].
Soluzione.

1) Sia f € L?(0,1), allora
1
ITF13 = / 901/ (@) da
0

< e/olf(ar)de

= e| f3-

Quindi, 7| < V.
2) Per calcolare la norma di 7" consideriamo la sequenza

Voo (3-03)
fa(z) =

0 altrimenti.

Allora ||fpll2=1¢e

1
ITfal13 = /0 @)1 fule) 2 da

1/2
= n/ 2 dx
1/2—1/n

n 1—2
:E e—e n H@perng)oo.

Quindi, [T = e.
Esercizio 2. Sia 1 < p < 0o e {fp}n la successione di funzioni
v

Dimostrare che
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(1) fn — 0 quasi ovunque. [1].
(2) {fn}n € uniformente limitata in LP(0, +00). [1].
(3) {fn}n non converge forte a 0 in LP(0, +00). [2].
(4) {fn}n converge debole a 0 in LP(0, +00). [3].
(5) {fn}n converge forte a 0 in L2(0,+00) per 1 < ¢ < p. [3].
Soluzione.
1) Ovvio.

2) Calcolando la norma
o0
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3) {fn}n non converge forte a 0 in LP(0, co) perche
[ fullh =0 n — oo

4) Siano 0 < a < b < oo e consideriamo come funzione test in L4(0, co) and
f(z) = X{a,p)(z). Quindi abbiamo che
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In particolare la convergenza vale per ogni combinazione lineare di fun-
zioni caratteristiche di intervalli. Poiche le funzioni a gradino sono dense in
L%(0,00), per ogni g € L9(0,00) si pud trovare una sequenza di funzioni a
gradino gy, tali che gy — g forte in L9(0, 00). Quindi

[ @t s < [T 1@lote) - anto)l o + ‘ [ i

< fullollg = gully + \ [ hwt)ds

< Cllg = gullo + \ [ swinte)do
= (D) + (1)

Sia € > 0, allora esiste k = k() tale che (I) < 5, quindi per k fissato esiste
n = n(e, k) = n(e) tale che (IT) < 5.
5) Sia 1 > ¢ < p, allora

q

o [T g ! /Oo L _gy—0 no
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Esercizio 3. Sia T : C([0,1] — C([0,1]) il seguente operatore
xT

(TH(x)= [ e’ fly)dy.

0
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(1) Dimostrare che T & continuo. [2].
(2) Verificare se T ¢ compatto. [4].
(3) Calcolare gli eventuali autovalori e determinare lo spettro. [4].

Soluzione.
1) Sia f € C([0,1]), allora

ITflloo = sup
z€[0,1]

x
< sup / e’|f(y)l dy
z€(0,1] Jo
< (e=Dlflle-
2) T ¢ compatto. Usiamo Ascoli-Arzela per dimostrarlo. Sia B; la palla
unitaria chiusa in C(]0,1]). Poiche 7' ¢ un operatore continuo allora 7'(B)
¢ un insieme equi-limitato di C(]0, 1]). Per dimostrare che 7" ¢ un operatore
compatto basta provare che T'(B;) ¢ equi-continuo. Sia f € By e x,y € [0, 1]
tali che x < y. Allora,

Yy
(Th)@) — (TH(y)] < / et (1)) dt

xT

< el flloo|z — |
Analogamente se y < z abbiamo che per ogni f € By e z,y € [0, 1]
(Tf)(@) = (T < elz -yl

L’ equi-continuita di T'(B1) e quindi la compattezza di T' seguono facilmente.
3) Poiche T' & compatto usando il teorema di Shauder segue che

o(T) = {0} U o, (T).

e op(T) e numerabile. Sia A € R, allora A € 0,(T") se esiste f # 0 soluzione
di

/xeyf(y)dy‘

0

/O e f(y) dy = Af(2). (1)
In particolare, se f solution of (1) allora f € C'*(]0,1]) and soddisfa

f'(a) = <5
{f(O) o (2)

Quindi, poiche 'unica soluzione of (2) ¢ f = 0 segue che o,(T) = 0.



