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Queste note sono indirizzate agli studenti del corso di Meccanica Analitica, recentemente isti-
tuito a Padova per la laurea di primo livello in Fisica. Sono dedicate alla Meccanica di Hamilton
e ad alcune sue applicazioni. Lo scopo & quello di mostrare che il formalismo hamiltoniano — fa-
cilmente percepito, a livello elementare, come una riscrittura un po’ misteriosa e di incerta utilita
del formalismo lagrangiano — ¢ invece uno strumento potente e insostituibile per meglio descri-
vere e comprendere il mondo fisico, e nei limiti del possibile, che ¢ anche una bella costruzione
intellettuale.

Il punto di partenza, cioe quello che si da qui per noto, é la meccanica analitica “elementare” che
st studia al secondo anno: ovvero il formalismo lagrangiano e i primissimi elementi di meccanica
hamiltoniana (le equazioni di Hamilton e il loro legame con le equazioni di Lagrange, la parentesi di
Poisson); di questi ultimi comunque, per completezza, si fa nel primo paragrafo un breve richiamo.

1l punto di arrivo, purtroppo, non arriva a comprendere nessuno dei grandi successi moderni
della meccanica hamiltoniana: ma di alcuni (teoria “KAM”, 195]; teoria di Nekhoroshev, 1976)
st giunge, per cosi dire, alla soglia, e gli si da almeno un’occhiata, anche se un po’ di sfuggita. Lo
studio potra eventualmente continuare, per gli studenti interessati, in corsi pit avanzati.

Lo spirito con cui le note sono state stese, che si raccomanda agli studenti di far proprio nello
studio, € quello classico della Fisica Matematica: mantenersi fedeli al rigore del procedimento e
del linguaggio matematico, dando allo stesso tempo enfasi al senso fisico del formalismo introdotto,
nella convinzione che i due punti di vista (qui e in ogni campo della fisica matematica, o forse
della fisica e della matematica), ben lungi dall’ostacolarsi, si completano a vicenda e sono entrambi
Necessari per capire.

La stesura, benché gia rivista, va considerata ancora incompleta e provvisoria. Raccomando agli
studenti di tenerne conto, e conto sulla loro collaborazione per far si che la prossima versione sia
migliore: qualunque commento — dalla segnalazione degli inevitabili errori all’indicazione di quello
che non é abbastanza chiaro e si potrebbe dire meglio — é molto gradito.

G. B. — a.a. 2005-06

“Se chiudete la porta a tutti gli errori,
anche la verita ne restera fuori”
R. Tagore
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1 Richiami sulle equazioni di Hamilton

In tutte queste note, e specificamente in questo e nel prossimo capitolo in cui si introducono le
basi del formalismo hamiltoniano, il punto di vista adottato & quello cosiddetto locale: ’ambiente
¢ un qualche dominio aperto contenuto in R?”, e tutto viene discusso con riferimento a opportune
coordinate. E’ un punto di vista sufficiente, come vedremo, a introdurre le idee di base della
meccanica hamiltoniana e anche moderni risultati, belli e fondamentali, come il teorema KAM
o il teorema di Nekhoroshev. E’ anche 'unico possibile per chi non abbia gia familiarita col
linguaggio astratto delle varieta. Ma concettualmente la visione locale, confrontata con quella
globale geometrica, € un un po’ angusta. Una rivisitazione delle nozioni fondamentali da un punto
di vista geometrico si trova nell’appendice A.

1.1 Sistemi hamiltoniani

Richiamiamo allora innanzitutto la nozione elementare locale di sistema hamiltoniano. Sia U un
aperto di R?" (la dimensione pari & essenziale) munito di coordinate

(p)q) = (pla" . 7pn)q17"‘)QH) 3
e sia H una funzione regolare: U — R. Il sistema di 2n equazioni differenziali ordinarie

) . 8H
pi = dq 4i = op;

i=1,....,n, (1.1)

¢ detto sistema hamiltoniano di hamiltoniana (o funzione di Hamilton) H; le (1.1) sono dette
equaziont di Hamilton. Useremo di regola la scrittura piu agile, senza indici,

OH . OH

p:_(?iq’ q_(“)ip'

Le variabili p sono dette momenti coniugati alle coordinate q; n € detto numero di gradi di liberta
del sistema; U ¢ detto spazio delle fasi.
Possiamo utilmente introdurre la notazione compatta

T = (xla"'va’n) = (pla"‘7pn7q17"'7qn)
e scrivere le equazioni di hamilton nella forma
= Xpy(z), Xy = Xu1,-- Xuan) ;

Xu : U — R™, detto campo vettoriale hamiltoniano associato all’hamiltoniana H, & dato
evidentemente da

_/ oH oH 0H  OH

OH 0
a H><_%""’_%’8m""’m)'

X = (=59

Se allora per una generica funzione f : U — R denotiamo con 9, f la 2n-pla delle sue derivate (i
coefficienti del differenziale df):

(fo 0f):(if of of if>,

O, f = ., ——
of Ory’ """ Oxan Op1” " Opn’ 0q1” T gy,
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il legame tra Xg e 0, H si scrive in modo compatto

Xy =E0.H , (1.2)

0O -I
E =
in cui O e [ denotano rispettivamente la matrice nulla e I'identita n x n. Si verifica immediatamente
che risulta ET = E~! = —E. Si ha percio E? = —I, con I identita 2n x 2n; la relazione ricorda

i? = —1, ove i & l'unitd immaginaria. E & detta identita simplettica.!

ove E ¢ la matrice antisimmetrica

La soluzione delle equazioni di Hamilton al tempo ¢, con dato iniziale (p, q) € U, verra denotata
@ (p,q); @4, & detto flusso del sistema hamiltoniano. Supporremo sempre che il flusso sia completo,
ovvero che ‘I’l}—z : U — U sia definito per ogni t € R. In questo caso, grazie al fatto che il sistema &
autonomo, ovvero H e di conseguenza le equazioni di Hamilton non dipendono esplicitamente da
t, {®%,,t € R} & un gruppo:? lidentitd & ®Y,, e poi

(@) t=a", L = dly 0 By = DY, 0 Bl (1.3)

Una proprieta importante del flusso hamiltoniano, nota come teorema di Liouville, & che CDfH
preserva il volume nello spazio delle fasi, o piu in generale preserva la misura di Lebesgue: per
ogni A C U (misurabile) si ha Vol (®%,(A)) = Vol (A); si veda Pappendice B per dettagli e ulteriori
commenti, nonché per il teorema del ritorno, di Poincaré, uno degli aspetti curiosi ma in realta
profondi della meccanica hamiltoniana.

Nei sistemi Hamiltoniani (autonomi) si conserva l’energia, piu precisamente ’hamiltoniana
stessa e costante lungo le soluzioni:

0, H@p.0) = Hpa) (14)

Corrispondentemente le superfici di energia costante

Yp={(p,9) €U:H(p,q) = E}
sono invarianti: ®¢ (Xg) = Tg.
Hamiltoniane che differiscono per una costante moltiplicativa ¢ # 0 hanno gli stessi moti, a
meno di un banale riscalamento del tempo: si vede subito infatti che si ha?

Pl = o . (1.5)

Una spontanea generalizzazione ¢ quella al caso non autonomo in cui H dipende esplicitamente
dal tempo: H:U xR = R, (p,q,t) — H(p,q,t). Le equazioni di Hamilton (1.1) dipendono allora
esse stesse dal tempo e la proprieta gruppale si perde. La (1.4) & sostituita dalla pit generale

dH OH
dt ot
LuSimplettico” & in effetti una variante di “complesso”, in cui il prefisso greco “Guv” sostituisce il latino “cum?”.
2Del tutto in generale, se # = X(z) & un’equazione differenziale autonoma in R™, il suo flusso ®% & un gruppo,
precisamente si ha ®% = identita, (®%)~" = oLt DL = Bl 0 ®% = O% o dY. L'osservazione fondamentale & che se
Z(t) & soluzione particolare dell’equazione corrispondente al dato iniziale z, allora anche Z'(t) = Z(t + s) & soluzione
dell’equazione, con dato iniziale 2'(0) = 2(s). Attenzione: se il sistema non & autonomo la proprieta non & pit1 vera.
3Anche al di fuori del caso hamiltoniano, se ®% denota il flusso associato all’equazione differenziale & = X(z),
si ha l'identita ®!y = ®%. In ambito hamiltoniano vale la proprietd piti generale che se K(p,q) = F(H(p,q)) con
F:R — R, allora K e H hanno ancora gli stessi moti a meno di un riscalamento del tempo dipendente dall’energia,
precisamente dato, sulla superficie di energia costante X, dal coefficiente ¢ = F'(F).
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mentre continua a valere la conservazione del volume nello spazio delle fasi. Un buon pun-
to di vista & quello di pensare un sistema non autonomo a n gradi di liberta come un (parti-
colare) sistema autonomo in uno spazio esteso a m + 1 gradi di liberta, munito di coordinate
(P1y -+ s Prt1,Gls - -y Gnt1) = P15+ Pns Asqay - - - G, T), di hamiltoniana

HEXt(plu"'vpn7A7q17"'7qn7T) :H(p17~"7p717QI7"'7QT17T)+A .

Con evidenza si ha 7 = 1 e dunque i moti con dato iniziale 7(0) = 0 danno 7(¢) = ¢; le equazioni
di Hamilton relative a H®*, per le variabili (p,q), vanno allora a coincidere con quelle relative a
H, e corrispondentemente le soluzioni del sistema esteso (p(t), q(t)) coincidono con le soluzioni del
sistema non esteso. Le sorti della variabile ausiliaria A, soggetta all’equazione

OH™  9H  dH

A== =~ @

non interessano molto, se non per il fatto che la sua variazione nel tempo € opposta a quella di H
(corrispondentemente H®' si conserva).

I sistemi hamiltoniani si affacciano naturalmente nel corso dello studio della meccanica lagran-
giana, e le equazioni di Hamilton appaiono allora come una possibile riformulazione delle equazioni
di Lagrange, ad esse equivalenti. Ma ¢ una visione riduttiva, ed & bene invece prendere il punto
di vista, piu ampio, in cui i due formalismi sono indipendenti e dotati di vita e interesse proprio,
benché sia vero che molti sistemi fisici ammettono 'una e 'altra descrizione. Ricordiamo che si
passa dal formalismo lagrangiano a quello hamiltoniano, e viceversa, attraverso la cosiddetta tra-
sformata di Legendre. Telegraficamente: il legame tra le variabili lagrangiane (g, q) e le variabili
hamiltoniane (p, q) ¢ dato da

oL
B y — = B 16
p(a.9) 9 (1.6)
(in dettaglio p; = %’ i=1,...,n), mentre il legame tra L e H &

H(p,q) =p-4(p,q) — L(4(p,9),q) ,

ove (p, q) € la funzione che inverte la (1.6), mentre il punto denota il consueto prodotto scalare di
n—ple.
Il passaggio da un formalismo all’altro si puo fare se la (1.6) & invertibile: localmente basta

det ( 82;@) # 0, mentre se si vuole (come e tipico) che Uinversione si estenda a ogni ¢ € R", una
buona condizione sufficiente ¢ la convessita di L nelle ¢ (assicurata in tutti i casi meccanici, quando
Penergia cinetica ¢ una forma quadratica definita positiva nelle q).

Ricordiamo qualche esempio elementare di sistema hamiltoniano, scrivendo anche per raffronto
la corrispondente lagrangiana.

i) Un punto materiale di massa m sulla retta, soggetto a potenziale posizionale:

1 1
I N v H 2 V4 .
(,4) = 5md (q) , (p.a) = 5 —p"+V(a) ;
p = mgq € il momento lineare. Per V = %mw2q2 si ha loscillatore armonico lineare di

pulsazione w.
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ii) Il pendolo: indicando con ¥ la coordinata, si ha

2
L(9,9) = 4mi*9? + mgl cos 9 , H(p,q) = 2;0 P mgl cos v ;
m
p = mi2Y ¢ il momento angolare.
iii) Il moto centrale piano. In coordinate polari piane (r,1) si ha
L(r,d,7,9) = lm(f2 +1r29%) = V(r) H(pr,py) = bl + vl +V(r);
) ) ) 2 9 T ’19 2m mr? )
p, = m7r e la componente radiale del momento lineare, py = mr29 & il momento angolare.
Per V(r) = %mw2r2 si ha Doscillatore armonico piano, per V(r) = —Cm/r si ha il problema
di Keplero.

iv) I tipici sistemi meccanici in cui L ¢ della forma

L(q,q) = %q’ ca(q)g—V(g) =K -V

(K energia cinetica, V' energia potenziale, a matrice cinetica simmetrica e definita positiva):
si ha p = aqg e poi

1 _
H(p.q)=5p-a (Qp+ V(@) =K+V.
Ma non ¢ sempre cosi : ad esempio
v) Una carica elettrica e in un campo elettromagnetico assegnato: detti ¢(q,t) e A(qg,t) i

potenziali scalare e vettore (¢ = (q1,42,q3), A = (A1, A2, A3)), si ha

. m. . 1
L(Qvat) = 5q2+6(qA_(70) ) H(p7Q7t) = %(p_eA)2+6907
e il legame tra pe g & p =mq+ eA.

e Vale la pena di osservare che, come risulta delle (1.1), il prodotto p;g;, per ogni coppia di
variabili coniugate, ha la stessa dimensione fisica, precisamente la dimensione dell’hamilto-
niana H moltiplicata per un tempo; nel caso tipico della fisica in cui H & un’energia, p;q; €
un’azione.

1.2 Parentesi di Poisson

In ambito hamiltoniano ¢ naturale introdurre un’operazione binaria tra funzioni, detta parentesi di
Poisson, definita per ogni coppia di funzioni (regolari) U — R da
of 9g Of 9y

{f’g}:87q o op g (1.7)

In notazione compatta si ha

{fag} = 0.f - E0.g . (1.8)
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L’operazione € chiusa nello spazio delle funzioni infinitamente differenziabili: U — R, e gode di tre
proprieta elementari:

{f9y = 9./} (antisimmetria)
{eifi +cafe 9y = calfi, g} +c2{fe,9}  (linearita)
{fif2.9}y = fi{lfe,9} +{f1,9}f (regola di Leibnitz) .

L’antisimmetria implica {f, f} = 0; piu in generale, se g(p,q) = G(f(p,q)) con G : R — R, allora
{f,g9} = 0. Un’ulteriore importante proprieta della parentesi di Poisson & 'identita di Jacobi: per
ogni terna di funzioni f, g, h risulta?

{{f7g}vh}+{{g7h}7f}+{{haf}vg} =0.

La parentesi di Poisson interviene naturalmente nella meccanica Hamiltoniana grazie alla proprieta,
elementare ma fondamentale,

ove f ¢ la derivata di f lungo il flusso:

d 0 0
flp,q) = T (@%(p,Q))tzo—a‘;-ﬁJr(f)g-q

of oH  of ol

“op 0q Toq Op
Se f dipende esplicitamente anche da ¢, allora la (1.9) si generalizza in

={f,H = .
f=AfHY+ 5
Per ogni fissata g 'operatore

'Eg = { . ag}

¢ un operatore di derivazione i cui coefficienti sono le derivate parziali di g:

dg 0 0Og O

97 "9q dp  dp dq’

L4 altro non ¢ che la derivata di Lie relativa al campo vettoriale hamiltoniano X, = (—g—g, ngg)
associato alla hamiltoniana g. Prese due funzioni f e g, il prodotto £;L, non ¢ un operatore di
derivazione, perché contiene le derivate seconde. Se pero consideriamo il commutatore [Lf, Lg] =
LpLy— LyLyp, i termini di derivata seconda si elidono e si ha ancora un operatore di derivazione:

precisamente risulta
[Lf,[;g] = _L{f,g} 5 (110)

questa espressione si vede subito essere 'identita di Jacobi, trascritta in questa notazione.

Come si vede dalla (1.9), se f ha parentesi di Poisson nulla con I’hamiltoniana allora & una
costante del moto (e viceversa). Se f e g sono costanti del moto, anche {f, g} lo ¢ (identita di
Jacobi). La (1.10) mostra che se f e g hanno parentesi di Poisson nulla, le corrispondenti derivate
di Lie commutano; si dice anche, un po’ impropriamente, che f e g commutano (la stessa parentesi

41’identita di Jacobi & soddisfatta da due altre comuni operazioni binarie: il prodotto vettoriale u x v in R? e il
commutatore di matrici (o di operatori) [A, B] = AB — BA.
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di Poisson ¢ chiamata talvolta commutatore). In questo caso — ma non & banale, si veda I’appendice
C — anche i flussi hamiltoniani di f e g, pensate come funzioni di Hamilton, commutano:

{f,g} =0 <= @300, =0 0®; VstecR.
Qualche esempio di parentesi di Poisson:

i) Le “parentesi di Poisson elementari”: denotando (un po’ impropriamente) con p;, ¢; le funzioni
coordinate (cioe p;(p,q) = pi, ¢:(p,q) = qi), per ogni i, j si ha

{pi,p;} =0, {¢i,4;} =0, {gi,pj} = dij .

ii) Per un punto materiale, denotando con z,y, z le coordinate, con p = (pz,py,p-) i momenti
lineari, e con M = (M, My, M) il momento angolare, si ha

{Mx7 My} = Mz )
assieme alle analoghe che si ottengono ciclando gli indici, e inoltre
{Mx7M2} =0 ) {p$7My} =Pz, {pxaMz} = Dy, {pme} =0

e analoghe.

Esercizio 1 Si verifichi Uaffermazione fatta sopra che se g(p,q) = G(f(p,q)), con G : R — R,
allora {f,g} = 0. Pit in generale: se g(p,q) = G(p,q, f(p,q)), con G : R*T1 — R, allora nel
calcolo di {f, g} si puo ignorare la dipendenza di g da p e q attraverso f.

EsErcizio 2 E’ facile trovare sistemi di punti materiali per i quali si conservano due componenti
della quantita di moto, ma non la terza (ad esempio, un sistema con solo forze interne e la gravita).
E’ possibile trovare un sistema hamiltoniano in cui si conservano due componenti del momento
angolare, senza che si conservi anche la terza?

2 Le trasformazioni canoniche

2.1 Nozione ed esempi

Uno degli aspetti piu interessanti del formalismo lagrangiano ¢ la sua invarianza per trasformazioni
di coordinate: preso un qualunque sistema lagrangiano di lagrangiana L(q, ¢,t), se introduciamo la
trasformazione di coordinate (eventualmente dipendente dal tempo) g = ¢(q,t), in dettaglio

¢ = qi(q1,- -+ Gn, 1) , 1=1,...,n,

e la estendiamo alle velocita ponendo

oo —~Jq; . g

Jj=1

le equazioni del moto nelle nuove coordinate ¢i,..., ¢, hanno ancora la forma di equazioni di
Lagrange, e la nuova lagrangiana L si ottiene da L per semplice sostituzione di variabili:

L(4,q,t) = L(q(d,1),4(d, 4, 1), 1) -
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Vogliamo qui studiare il problema analogo per il formalismo hamiltoniano. Come avremo modo
di vedere, il formalismo hamiltoniano da questo punto di vista ¢ sensibilmente piu interessante e
pit ricco del formalismo lagrangiano, perché la classe di trasformazioni di coordinate ammissibili
in ambito hamiltoniano, chiamate trasformazioni canoniche, & sostanzialmente piu vasta. La no-
vita essenziale & che oltre alle trasformazioni in cui (similmente all’ambito lagrangiano) ¢i,..., ¢,
dipendono dalle sole ¢,...,q, e da t, e i momenti si trasformano di conseguenza (trasformazio-
ni “puntuali” estese naturalmente ai momenti) si prendono in considerazione trasformazioni di
coordinate piu generali, del tipo

o in notazione piu agile

p=u@qt), q=0vpqt),
in cui coordinate e momenti sono mescolati insieme dalla trasformazione. Useremo di frequente per
la trasformazione di coordinate la notazione pit compatta

(p7 Q) = w(ﬁ7 q; t) ) w = (U)U) : (21)

Queste trasformazioni di coordinate giocano un ruolo essenziale, in particolare, nella cosiddetta
“teoria hamiltoniana delle perturbazioni”, uno dei rami ancor oggi piu fecondi della meccanica,
ricco di applicazioni fisiche ad esempio alla Meccanica Celeste (e alla fisica degli acceleratori, alla
dinamica dei satelliti artificiali, alla Meccanica Statistica...) nel quale continuano a prodursi sempre
nuovi rilevanti risultati.

Tuttavia, non tutte le trasformazioni generali del tipo (2.1) conservano la forma delle equazioni
di Hamilton, ovvero sono, come si suol dire, “canoniche”. Quali siano, che proprieta abbiano e come
si generino tali trasformazioni, € oggetto della teoria delle trasformazioni canoniche, che andiamo
a esporre.

Ci restringeremo, in un primo momento, alle trasformazioni indipendenti dal tempo,

(pq) = w(p,q), w:U—=U, (2.2)

ove U, U sono aperti di R?", che per evitare fastidi supporremo semplicemente connessi; w sara
sempre supposta regolare invertibile (con inversa w=! : U — U regolare).” Le trasformazioni
dipendenti dal tempo sono certamente importanti (sarebbe spiacevole non saper come passare,
in ambito hamiltoniano, a un sistema di riferimento rotante!), ma non altrettanto importanti, e
comunque conviene occuparsene in un secondo momento. Quanto al passaggio da una nozione
locale, in opportuni aperti di R™, a una nozione geometrica globale (su varieta), ¢ una questione
importante ma delicata, di cui in questa trattazione elementare non ci occuperemo. Un’introduzione
alla visuale geometrica della teoria delle trasformazioni canoniche si trova nell’appendice A.

A. Trasformazioni canoniche “in senso stretto”.

Diamo ora una prima definizione, in un certo senso stretta, di trasformazione canonica.

5Si & qui scelto di chiamare trasformazione diretta w quella che esprime le vecchie coordinate in funzione delle
nuove, e trasformazione inversa w~' quella che viceversa esprime le nuove coordinate in funzione delle vecchie. La
scelta, che pud sembrare innaturale, si rivela pratica (semplifica la notazione) al momento di usare il cambio di
variabili per trasformare funzioni: a seguito del cambiamento di variabili (2.2) una qualunque f : U — R & mutata
in f: U — R definita da f = f o w, ovvero f(ﬁ, G) = f(w(p,q)). In linea di principio ovviamente le due possibilita
sono perfettamente equivalenti.
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DEFINIZIONE 1 La trasformazione di coordinate indipendente dal tempo (2.2) si dice canonica in

senso stretto, se comunque si prenda ’hamiltoniana H : U — R le equazioni di Hamilton

e ,_ OH
sono equivalenti alle nuove equazioni
. OH . OH
p - aq ’ q - 8]5 ’

ove H denota la funzione trasformata H = H o w, ovvero fNI(ﬁ, q) = Hw(p,q))-

Se cio accade, allora i moti nei due sistemi di coordinate sono I'uno I'immagine dell’altro:

@%ow:wo@%,

avendo denotato con @ : U — U e @% : U — U il flusso hamiltoniano nei due sistemi di
coordinate. Si osservi la stretta somiglianza con quanto avviene in ambito lagrangiano: invece
di trasformare le equazioni differenziali del moto, equivalentemente si trasforma la funzione H, e
dalla nuova funzione H = H o w si deducono le equazioni del moto nelle nuove variabili. Le due
hamiltoniane H e H, e le corrispondenti equazioni di Hamilton, si dicono canonicamente coniugate

da w.

Diamo qui alcuni esempi molto elementari di trasformazioni di coordinate, la cui stretta ca-
nonicita si verifica senza difficolta sulla base della definizione; la verifica e lasciata come facile
ma importante esercizio (trattiamo esplicitamente uno degli esempi, perché sia chiaro in che cosa

consista concettualmente la verifica).

(i) La traslazione nello spazio delle fasi:
p=p+ta, qg=q+b
(si osservi che la traslazione nelle p non ha analogo in ambito lagrangiano).

(ii) La trasformazione lineare
p=A"TH, q=4g

ove A & una qualunque matrice n x n invertibile e A~ denota la matrice inversa trasposta,

AT — (AT)fl — (Afl)T.
Verifica: prendiamo H (p,q) qualsiasi, e poniamo H(p,§) = H(A~Tp, Ag).

o Per inversione delle equazioni della trasformazione troviamo per una via le nuove

equazioni del moto: precisamente si ha p = ATp, § = A~lq, e pertanto

Lo

OH
AT .
dp

;:A
8q Y q

p=

(2.3)
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Lo = {3
N Nk

Figura 1: La trasformazione canonica da (p,q) a (p',q") e poi a (I,¢).

o Scriviamo poi le equazioni di Hamilton relative a H, e verifichiamo che ritroviamo le
stesse equazioni. Per p si ha

p; = an Z a(]] ]z )

e segue subito la prima delle (2.3); in modo analogo si procede per l'altra.
Come caso particolare, corrispondente a A diagonale, abbiamo

(iii) il riscalamento
Di = Q4p; , g =a;'G .
Questa elementare trasformazione consente di modificare in modo coerente le unita di misura
di coordinate e momenti. Ad esempio I’hamiltoniana dell’oscillatore armonico H(p,q) =
125 0 — m—1/25
P, 4=

mez + mT“’QqQ viene mutata da p = m g in

H(p,q) = 5(7* + w°F)

(si porta cosi la massa a uno, eliminando un parametro); I'ulteriore riscalamento p = w2y

G = w~Y2¢ muta poi ’hamiltoniana in
W, 2 2
H/(p/vq,) = 5(]7/ +q/ ) )
con equazioni del moto piu simmetriche p/ = —wq’, ¢ = wp’. Si osservi che ora p’ e ¢

hanno la stessa dimensione fisica (nel caso tipico in cui H & un’energia e t € un tempo, sono
radici di un’azione) e le curve di livello dell’hamiltoniana da ellissi sono diventate circoli. La
trasformazione complessiva di coordinate e illustrata in figura 1.

(iv) La trasformazione che per uno o piu gradi di liberta scambia le coordinate con i momenti,
precisamente
pi =4, i = —Pi -
Questa trasformazione, di modesta utilita concreta, mostra tuttavia come, in ambito
hamiltoniano, non vi sia alcuna differenza di principio tra coordinate e momenti coniugati.
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Non e difficile vedere che non tutte le trasformazioni di coordinate della forma (2.2) sono canoniche.
Consideriamo ad esempio la trasformazione che introduce, nel piano cartesiano pq, le coordinate
polari (p, q) = (r,¢), cioe

pP=rcosy, qg=rsingy ; (2.4)
r e  sono coordinate in qualche modo promettenti per I'oscillatore armonico di Hamiltoniana H’,
che rimuovendo gli apici riscriviamo

w
H(p.q) = 50" +d°) - (2.5)
Infatti dalle equazioni del moto p = —wq, ¢ = wp si deducono subito per r e ¢ le equazioni
semplicissime
r=0, p=w.

Ma queste non sono le equazioni di Hamilton di H (r, p) = H(r cos @, rsin @) = £r2, come vorrems-

mo: da H segue infatti ’equazione sbagliata (anche dimensionalmente, lo sbaglio & grosso) ¢ = wr.
Cio esclude che la trasformazione (2.4) sia canonica.

Una trasformazione concettualmente simile alla (2.4), ma canonica, si pud perd costruire: si
verifica infatti che

(v) la trasformazione

p=+vV2lcosyp, q=V2Isinyp, (2.6)

ove si sono denotati con I e ¢ rispettivamente il nuovo momento e la nuova coordinata
(variabili di azione angolo dell’oscillatore; la notazione ¢ tradizionale) ¢ canonica.

La verifica della canonicita sulla base della definizione ¢ un po’ noiosa, ma vale la pena di
eseguirla per esercizio (piut avanti potremo avvalerci di facili criteri di canonicita, e la verifica
della canonicita di questa trasformazione diventera immediata).

Verifica: prendiamo H qualsiasi. Le inverse delle (2.6),

1
I= 5( v+, w = arctan 2 (2.7)
p

(si sottintende ¢ = m + arctan%, se p < 0) forniscono le equazioni del moto nelle nuove
variabili, che si trovano essere
I = pp+qi = —\/ﬁcoswa—H—&-\/ﬂsin(pa—H
dq dp
. pg—qp _ cosp OH sinp OH
7T P+ T Va op  va dq

Si verifica ora con facilita che posto H(I,p) = H(V/2I cos p, /21 sin ¢) risulta effettivamente,

Cq. P @ . OH
come richiesto, I = — 95 €Y= 1

Si osservi che 'hamiltoniana (2.5) introdotta sopra per l'oscillatore armonico ¢ mutata
da questa trasformazione nell’hamiltoniana
H(I,¢) =wl (2.8)
i cui moti sono lineari: precisamente si ha I=o, ¢ = w, e dunque

I =10),  o(t)=p(0) +wt .
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Questa hamiltoniana puo servire come base per lo studio del comportamento ancora oggi non
compreso a sufficienza di un sistema di oscillatori armonici debolmente accoppiati.

e Che l'uso di I = %7"2 al posto di r come coordinata radiale “aggiusti” per l'oscillatore ar-
monico la difficolta delle (2.4), conducendo per tale sistema all’hamiltoniana lineare (2.8) e
dunque all’equazione giusta ¢ = w per @, & proprio evidente, e questo ha il valore di sugge-
rimento su come correggere le (2.4) arrivando alle (2.6). Naturalmente la dimostrazione che
la trasformazione (2.6) & canonica rimane necessaria (deve funzionare per ogni H, non certo
solo per l'oscillatore armonico).

e La (2.4) non ¢ a posto neanche dimensionalmente: la variabile coniugata a un angolo deve
essere per forza un’azione, mentre r = /p% + ¢2 &, come p e ¢ separatamente, la radice di
un’azione. Anche questa osservazione elementare fa capire che il modo giusto di correggere
la (2.4) e la (2.6), a parte il fattore 2 che comunque non e difficile mettere a posto.

Esercizio 3 Si verifichi che anche Uhamiltoniana della particella libera H(p, q) = %pQ costituisce un
controesempio alla canonicita delle (2.4). Per questo si scrivano le equazioni della particella libera
nelle coordinate r,p, e si osservi che esse non sono le equazioni del moto di I:I(r, ) = %7"2 cos? .
Anzi: si vede facilmente che queste equazioni non sono le equazioni di Hamilton di nessuna altra
hamiltoniana K(r, @), anche diversa da H=How. [Suggerimento: se lo fossero, allora le derivate

; 2K, 9K
miste 75> e m...]
B. Una condizione necessaria e sufficiente per la canonicita.

Del tutto in generale, consideriamo un sistema di equazioni differenziali (non necessariamente
hamiltoniano)
= X(a),

e introduciamo il cambiamento di variabili © = w(Z). Derivando rispetto al tempo ’equazione della
trasformazione si ha & = J(2)Z, ove J denota la matrice jacobiana

7= (32)

L’equazione del moto nelle nuove variabili e allora

z=X(7)

con X e X legati da
X(w()=J(@)X (&), ovwero Xow=JX.
Nel caso hamiltoniano il campo vettoriale ¢ definito dalla (1.2) mentre J ¢ la matrice a blocchi
- (F 8).
o  0q

Dire che w & canonica, nel senso stretto della definizione 1, vuol dire che per ogni H il campo
trasformato Xy di Xg coincide con il campo X dell’hamiltoniana trasformata H, e dunque la

condizione di canonicita si scrive
Xpow=JXg. (2.9)

Vale allora la semplice ma cruciale
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ProprosizioNE 1 Condizione necessaria e sufficiente perché la trasformazione di coordinate x =
w(Z) sia canonica in senso stretto é che la matrice jacobiana J della trasformazione soddisfi ovunque
la relazione algebrica

JEJ' = R . (2.10)
DiMOSTRAZIONE.  La (2.9), usando la relazione (1.2) tra hamiltoniana e campo vettoriale, si riscrive
Ed,How=JEO;H .

Poiché risulta, come ¢ immediato verificare a partire da H (%) = H(w(&)),

0z:H = JT9,How , (2.11)
la condizione di stretta canonicita si riscrive ancora

Ed,How=JEJ 9, How,

e l'uguaglianza & soddisfatta per ogni H se e solo se & soddisfatta la (2.10). 0

Esercizio 4 Si verifichi esplicitamente che per tutti gli esempi (i)—(v) sopra introdotti la relazione
algebrica (2.10) ¢é soddisfatta.

Matrici che soddisfano la relazione algebrica (2.10) si dicono simplettiche. E’ immediato verifi-
care che esse formano un gruppo: infatti, la matrice identitd & evidentemente simplettica; J 1 &
simplettica, come segue da

JIRIH =J Y JEIDHITH = E
infine, se J e K sono simplettiche, allora JK & simplettica, come segue da
(JK)E(JK) =JKEKTJ' =JEJT = E .

Il gruppo e detto gruppo simplettico. La matrice E ¢ essa stessa simplettica, inoltre se J & simplet-
tica lo & anche J7: infatti, da J'E (J 1T = E segue, per inversione, JT E~1J = E !, e dunque
(ricordando E~! = —E) JTE J = E. Sulla base della proposizione 1, le trasformazioni canoniche
in senso stretto sono dette anche trasformazioni simplettiche.

Dalla (2.10) si deduce immediatamente (det J)? = 1, e dunque detJ = +1; in realtd si puo
dimostrare, ma non e immediato, che si ha sempre det J = 1. Pertanto

PROPOSIZIONE 2 Le trasformazioni strettamente canoniche preservano il volume euclideo (orientato)
dello spazio delle fasi.

Si verifica poi immediatamente (esercizio) che

PRrROPOSIZIONE 3 Per le matrici 2 X 2 la proprieta di simpletticita coincide con la proprieta di avere
determinante uguale a uno.
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Pertanto per n = 1 le trasformazioni strettamente canoniche sono tutte e sole quelle che conservano
larea (orientata) nel piano delle fasi pg. La proprieta non si estende a n > 1.
C. Trasformazioni canoniche e parentesi di Poisson.

La definizione di parentesi di Poisson {f, ¢} di due variabili dinamiche f e g, ricordata nel pa-
ragrafo precedente, fa esplicito riferimento a un particolare sistema di coordinate. Si pone pertanto
il problema di caratterizzare la classe di cambiamenti di coordinate nello spazio delle fasi, rispetto
alle quali la definizione di parentesi di Poisson ¢ invariante.

DEFINIZIONE 2 Si dice che la trasformazione di coordinate

(p,q) = w(p,q)

preserva le parentesi di Poisson se comunque si prendano due funzioni f e g, indicando con f =
fow, g=gow le funzioni trasformate, risulta

{(f.9}={f9}ow.

Si intende (ma non potrebbe essere altrimenti) che nella parentesi di Poisson a sinistra dell'uguale
si deriva rispetto a p e ¢, a destra invece rispetto a p, q. Sottintendendo il cambiamento di variabili,
si usa a volte la scrittura breve {f,g} ={f,g9}.

Se w preserva le parentesi di Poisson, preserva in particolare le parentesi di Poisson
“fonndamentali”, precisamente si ha, per ogni 1, 7,

{uius} =0, A{vi,u;} =0, {vi,u} =3y -

Si vede ora facilmente che la preservazione delle parentesi di Poisson fondamentali implica la
preservazione di tutte le parentesi di Poisson: un semplice calcolo mostra infatti che

af o 8 0
}_ Z / g{uz,u]} + f g{uuv]}

i1 9pi Op b= 0
of dg , df Og
:18Qi8pj{v“u]} + P 18  Dg; g, i vit

e la conclusione ¢ immediata. La verifica di canonicita attraverso le parentesi di Poisson e cosi
finita, nonostante la definizione faccia riferimento a infinite funzioni.

EsEercizio 5 Si verifichi che le trasformazioni (i)—(v) sopra introdotte a titolo di esempio preservano
le parentesi di Poisson.

Si dimostra senza difficolta la seguente

PROPOSIZIONE 4 La trasformazione (p,q) = w(p, q) preserva le parentesi di Poisson se e solo se é
strettamente canonica.

DIMOSTRAZIONE. La conservazione delle parentesi di Poisson si scrive, con la notazione compatta
sopra introdotta,
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o anche, osservando che &;;f =JT0,fow, 035 = JT0pg 0w,
(axf -JE JTa:ch) cw = (axf - E a:rg) ow

eliminando l’ormai inessenziale composizione con w, si vede allora che questa uguaglianza &
soddisfatta per ogni coppia f e g, se e solo se si ha JEJT = E. 0

e La definizione (2.10) di matrice simplettica presenta una certa analogia con la nozione di
matrice ortogonale, cui ci si riporta sostituendo all’identita simplettica [ la consueta identita
2n x 2n. Come le matrici ortogonali preservano il prodotto scalare euclideo a - b in R"™, cosi
le matrici simplettiche preservano il cosiddetto prodotto scalare simplettico [a,b] = a - Eb
(che pero non ¢ un prodotto scalare, essendo antisimmetrico). L’ortogonalita tuttavia in un
certo senso € una proprieta piu stretta: si verifica facilmente infatti che le matrici ortogonali
m x m dipendono da m(m — 1) /2 parametri reali indipendenti, mentre le matrici simplettiche
(m = 2n) dipendono da m(m + 1)/2 parametri indipendenti.5 Per m = 2 abbiamo da un
lato le rotazioni piane (un solo parametro), dall’altro tutte le matrici con determinante 1 (tre
parametri).

D. Trasformazioni canoniche e 1-forma di Liouville.

Vi & un’ulteriore importante caratterizzazione delle trasformazioni canoniche, basata sul com-
portamento, sotto l'effetto della trasformazione, di alcune forme differenziali. La piu semplice, di
fatto 'unica che prenderemo in considerazione, riguarda la cosiddetta 1-forma di Liouwville

p-dg=pidg + - + pndgn (2.12)

DEFINIZIONE 3 Diremo che la trasformazione di coordinate p = u(p,q), ¢ = v(p,q), preserva de-
bolmente la 1-forma di Liouville, se esiste localmente f(p,q) tale che risulti soddisfatta ’identita

differenziale
u-dv=p-dg+df . (2.13)

In altre parole, la forma differenziale u-dv—p-dq € localmente esatta, o chiusa. Con un piccolo abuso
di notazione si scrive spesso la condizione (2.13) nella forma pit simmetrica e facile da ricordare

p-dg = p-dg+df;

da questa scrittura non ¢ immediatamente evidente quali siano le variabili indipendenti (le p, ¢
o le p,q) cui si sta facendo riferimento, ma la cosa non ¢ grave perché la scelta delle variabili
indipendenti nelle quali si verifica un’identita differenziale come la (2.13) ¢ irrilevante.

EsErcizio 6 Si verifichi che le trasformazioni di coordinate (i)-(v) introdotte sopra al punto B
preservano debolmente la 1-forma di Liouville, e per ciascuna si trovi la funzione f. [Risposta:
per la (i) si trova f = a - ¢; per la (ii) e (iii) f = 0; per la (v) f = Isinpcos .|

5Una matrice m x m ha m? elementi. La relazione di ortogonalith JJT = T comporta m(m 4 1)/2 equazioni
indipendenti (una per ogni elemento indipendente di JJT, che & simmetrica), e dunque restano m? — m(m +1)/2 =
m(m — 1)/2 parametri indipendenti. Invece JE JT & antisimmetrica, pertanto la relazione di simpletticita (2.10) si
traduce in sole m(m — 1)/2 equazioni indipendenti, e il numero di parametri indipendenti che rimangono & m? —
m(m —1)/2=m(m+1)/2.
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La (2.12) e lespressione piu tipica della 1-forma di Liouville, adattata ai sistemi hamiltoniani
che provengono da quelli lagrangiani, nei quali le ¢ e le p hanno un ruolo diverso. Ma in meccanica
hamiltoniana tutto ¢ simmetrico, e ad esempio la condizione (2.13) si puo riscrivere nella forma del
tutto equivalente

v-du=q-dp+df,

con f'=—f+wu-v—p-q (f esiste se e solo se esiste f'); sottraendo le due si trova la condizione
pill simmetrica, ancora equivalente alla (2.13),

u-dv—v-du = p-d§d—¢-dp+dg, g=2f—u-v+p-q
(f esiste se e solo se esiste g), interessante perché si presta alla notazione compatta

Ew-dw— Ez-dz = dg . (2.14)
Si dimostra ora che

PROPOSIZIONE 5 La trasformazione p = u(p,q), ¢ = v(p,q) preserva debolmente la 1-forma di
Liouwille, se e solo se é strettamente canonica.

DIMOSTRAZIONE.  Facciamo riferimento alla (2.14). Ricordando che dw = JdZ, la condizione si
scrive

(JTEw— Ez)-di =dg ;

di conseguenza g esiste se e solo se il campo vettoriale

X =J'@)E wi@) - Ez

¢ tale che 5
g .
X, = M
T 9 v
e dunque se e solo se
0X; 0X; o
— =0 V4,7 .
oi; 0% "
Ora non e difficile verificare che si ha
— =2(J"EJ-E)..;
0z, 0Z; ( )”

la deduzione & un po’ complicata per il fatto che anche J7 dipende da Z#, ma si vede facilmente
che i termini contenenti le derivate di J7 (che sono le derivate seconde di w) si elidono e non
contribuiscono. Segue immediatamente che g esiste, e la (2.14) ¢ soddisfatta, se e solo se la matrice
J & simplettica. 0

e La 1-forma di Liouville non ¢ esatta e corrispondentemente il suo integrale lungo un cammino
chiuso non & nullo. Per n = 1 'integrale della 1-forma di Liouville su un cammino chiuso nel
piano pq e, a meno del segno, ’area racchiusa dal cammino, si veda la figura 2; per n > 1 gradi
di liberta I'integrale & la somma delle aree delle proiezioni del cammino sugli n piani coordinati
piq;. Se si aggiunge a una 1-forma il differenziale df di una funzione, la 1-forma cambia, ma
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q q

Figura 2: Ad illustrazione della condizione (2.13).

il suo integrale su un ciclo (supponendo qui la semplice connessione del dominio) non cambia.
Se una trasformazione di coordinate (p,q) = w(p,§) soddisfa la (2.13), e si considerano due
cicli che siano uno I'immagine dell’altro nelle coordinate p, ¢ e p, ¢, si ottengono (n = 1) cicli
di forma diversa, ma della stessa area; si veda la figura 2. La preservazione debole della 1—
forma di Liouville, grazie alla proposizione 5, fornisce cosi una caratterizzazione geometrica
della canonicita di una trasformazione, che affianca la caratterizzazione algebrica basata sulla
simpletticita della matrice jacobiana.

Esercizio 7 Si consideri (per n qualsiasi) la semplice trasformazione di coordinate p = p + a(q),
q = §; di trovi la condizione su a perché la trasformazione sia canonica. Si faccia lo stesso per

p=0,q9=q+bp).

Alcuni degli esempi dati sopra, in particolare la trasformazione (2.6), mostrano come 'insieme
delle trasformazioni canoniche contenga cambiamenti di variabili che non hanno analogo in ambito
lagrangiano. Viceversa,

PROPOSIZIONE 6 Data una qualunque trasformazione di coordinate puntuale ¢ = v(q) la si puo
sempre estendere canonicamente ai momenti ponendo
= AT(G)p (2.15)
p q)p , .

ove A denota la matrice jacobiana di v, e la (2.13) é soddisfatta con f = 0.

DIMOSTRAZIONE. Si ha dv = A(§)dg, pertanto u-dv = A~T5- AdG = p - dq. 0

Si generalizza in questo modo ’esempio (ii), in cui la matrice A era costante. Queste trasformazioni,
dette “puntuali estese” o brevemente puntuali, hanno cosi la proprieta di preservare esattamente,
anziché debolmente, la 1-forma di Liouville. L’affermazione non si inverte: vi sono trasformazioni
che preservano esattamente la 1-forma di Liouville, senza essere puntuali estese.

EsErcizio 8 Si studi la condizione generale perché una trasformazione canonica preservi esatta-
mente la 1-forma di Liouville. [Risposta: v(p,q) deve essere omogenea di grado zero nei nuovi
momenti p]

e E’ bene osservare che la (2.15) ¢ coerente con la definizione dei momenti p; = g—; data in

ambito lagrangiano. (Per verificarlo si prenda L qualsiasi, si costruisca L e si confrontino

p= %5 ep= g—g; si osservi che la relazione tra p e p ¢ indipendente da L.)
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E. Trasformazioni canoniche generali (indipendenti dal tempo).

Nella definizione 1 data sopra di trasformazione canonica in senso stretto abbiamo chiesto, in
sostanza, che w muti ogni sistema hamiltoniano in un sistema hamiltoniano, e inoltre che la nuova
hamiltoniana si ottenga dalla precedente per sostituzione di variabili. Possiamo utilmente indebolire
la nozione di trasformazione canonica rinunciando a quest’ultima richiesta, e dare la seguente piu
generale

DEFINIZIONE 4 La trasformazione di variabili (p,q) = w(p,q), w: U — U, si dice canonica in senso
generale se per ogni H : U — R esiste K : U — R tale che le equazioni di Hamilton relative a H e
a K siano equivalenti.

La nozione & effettivamente piu debole, come mostra il “riscalamento omogeneo” w definito da
Pi = Qip; , a4 = Bigi con «;f; =c” ! costante Vi,

che generalizza il precedente esempio (iii) nel quale era ¢ = 1 (il riscalamento ¢ detto omogeneo
perché la costante ¢ ¢ la stessa per tutti i gradi di liberta). Si vede subito infatti che le nuove
equazioni del moto sono le equazioni di Hamilton relative a K = cH o w, pertanto per ¢ # 1 la
trasformazione w € canonica ma non in senso stretto.
L’aggiunta dei riscalamenti con ¢ # 1 allarga il gruppo simplettico al gruppo simplettico
generalizzato definito da
¢cJEJ' = E c#0, (2.16)

mentre la proprieta di w di preservare le parentesi di Poisson si generalizza in

Af, a3y ={f g} ow, (2.17)
e infine la condizione (2.13) si generalizza in
cp-dg = p-dg+df . (2.18)

Tale allargamento ¢ utile in diversi casi (si veda ad esempio il paragrafo 4.1), ma si capisce che non
muta in modo sostanziale la nozione di trasformazione canonica; tra ’altro, come mostra la (1.5), la
moltiplicazione dell’hamiltoniana per una costante si pud sempre compensare con un riscalamento
temporale. La generalizzazione tuttavia é tutta qui: vale infatti la seguente

PROPOSIZIONE 7 Se la trasformazione di coordinate indipendente dal tempo (p,q) = w(p,q) é cano-
nica nel senso generale della definizione 4, allora esiste ¢ # 0 tale che comunque si prenda H, la
nuova hamiltoniana é (a meno di una costante additiva) K = cH o w.

La costante ¢ (che, si osservi, dipende solo dalla trasformazione e non da H) ¢ detta wvalenza
della trasformazione; le trasformazioni canoniche in senso stretto sono dette a volte univalenti. La
dimostrazione della proposizione 7 € riportata nell’appendice D.

e La distinzione tra trasformazioni canoniche in senso stretto e in senso generale, come si e
visto, € modesta. Libri e articoli scientifici spesso la ignorano, senza danno, usando il termine
“canoniche” indifferentemente per le une e per le altre. Anche in queste note useremo spesso
la sola espressione “canoniche”, senza la pedanteria di specificare ogni volta se in senso stretto
o in senso generale.
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2.2 Funzioni generatrici di trasformazioni canoniche

L’interesse per le trasformazioni canoniche deriva principalmente dalla possibilita di utilizzarle per
introdurre coordinate che descrivano in modo piu semplice, e anche piu profondo, la dinamica di
un sistema, restando nell’ambito del formalismo hamiltoniano. Esse sono usate in modo intenso in
particolare nella teoria delle perturbazioni, ove si cerca per quanto possibile di riassorbire 'effetto di
una perturbazione in un opportuno cambiamento di coordinate. Per questo pero e importante saper
produrre famiglie sufficientemente ampie di cambiamenti di coordinate la cui canonicita sia, per cosi
dire, garantita a priori. Vi sono fondamentalmente due metodi adatti allo scopo: il metodo delle
“funzioni generatrici” in variabili miste e il “metodo di Lie”. Ci restringeremo qui, per semplicita
di linguaggio, alle sole trasformazioni univalenti; ’estensione di quanto diremo al caso ¢ # 1 ¢ del
tutto ovvia.

A. Funzioni generatrici.

Consideriamo una funzione di 2n variabili F'(¢,) definita in un aperto di R?", e supponiamo
che nel dominio di definizione risulti

O*F

det (aqiaqj> £0. (2.19)
Allora le equazioni
oF . . or , _
p= afq(%q) , b= —871,(@1,(1) (2:20)

definiscono implicitamente una trasformazione locale di coordinate (p,q) = w(p, ¢), da un qualche
aperto U C R?" alla sua immagine U C R?". Infatti, la condizione (2.19) garantisce I'invertibilita
locale della seconda delle (2.20) rispetto a ¢, fornendo cosi ¢ = v(p, ¢), e poi per sostituzione nella
prima si trova p = u(p, §); invertendo invece ¢ nella prima e sostituendo nella seconda si trova la
trasformazione inversa, a prova dell’invertibilita locale di w.

PROPOSIZIONE 8 La trasformazione w cosi generata € canonica.

DIMOSTRAZIONE. La condizione (2.13) ¢ soddisfatta con f(p,q) = F(v(p,q),q). Infatti si ha

oF OF
df = aiq(v(ﬁ,(p’(j) -dv + aid(v(p}q)’(j) . d(j =u-dv _]5 . d(j :
come richiesto (non c¢’e bisogno, si osservi, di sviluppare il differenziale dv). .

Questo modo di generare trasformazioni canoniche scrivendole dapprima in variabili miste e poi
eseguendo un’inversione puo apparire bizzarro. In realta € molto naturale se si pensa di verificare
lidentita (2.13), come & spontaneo, pensando che siano variabili indipendenti ¢ e ¢ anziché p e ¢,
cosi da non dover sviluppare dv.

Le trasformazioni generate in questo modo hanno v(p, ) necessaramente dipendente da p (infatti v e
ottenuta dalla seconda delle (2.20) per inversione di p, cosicché det g—; # 0), percio non comprendono
la classe importante delle trasformazioni puntuali estese canonicamente ai momenti,

p=u@q), qg=v(q
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(non comprendono nemmeno l'identital). Si rimedia con una variante banale: precisamente si
riscrive la (2.13) nella forma, ovviamente equivalente,

p-dg=—¢-dp+dg, g=f+p-q, (2.21)

e in modo assolutamente identico si ottiene la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 9 Sia data S(p,q) tale che nel suo dominio di definizione risulti

%8
det (8@%) £0. (2.22)
Allora le equazioni
oS, . .08,
p= afq(p, ), 4= 875(19, q) (2.23)

definiscono implicitamente una trasformazione di coordinate
p=u(®q) ., q=v(pq)

che laddove ¢ definita € canonica.

L’identita e generata da S(p, q) = p-q, e si vede subito che le trasformazioni puntuali sono generate
da funzioni S del tipo

Esercizio 9 Quale classe di trasformazioni canoniche resta esclusa questa volta?

Esercizio 10 Si determini la funzione generatrice S per le trasformazioni canoniche (i), (ii) e (v)
introdotte nel paragrafo 2.1. [Risposte: (i) S(p,q) = (5 +a) - (¢ —b); (ii) S(p,q) = p- A~ q; (v)
S(I,q) = [ V2l —a2dx ] Si determini la generatrice S dell’inversa della (v): I = 3(p* + ¢%),
¢ = arctan L. [Risposta: S(p,¢) = tp*tan .|

EsErcizio 11 Siintroducano funzioni generatrici simili a F' e a S, che pero adoperino come variabili
indipendenti le coppie p, § oppure p, p. Si introducano funzioni generatrici pit generali, che operano
diversamente, al modo di F o di S, per i diversi gradi di liberta.”

Nella teoria delle perturbazioni giocano un ruolo importante le cosiddette trasformazioni cano-
niche prossime all’identita, precisamente trasformazioni canoniche dipendenti (in modo regolare)
da un parametro € definito in un intorno dell’origine, che si riduconio all’identita per ¢ = 0:

(pq) = we(p,q) ,  wo(p,q) = (p,q) - (2.24)

Un modo semplice di generare trasformazioni di questo genere € di prendere una funzione generatrice
della forma

S(ﬁ,Q) :ﬁQ—FeS(ﬁ,q,g) ;

la condizione di invertibilita (2.22), si osservi, ¢ certamente soddisfatta per € piccolo.

"Con quest’ultima generalizzazione & possibile dimostrare che tutte le trasformazioni canoniche locali ammettono
una funzione generatrice.
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ProPOSIZIONE 10 Tutte le trasformazioni canoniche prossime all’identita si possono scrivere, per €
piccolo, in questo modo.

La proposizione interviene in alcuni teoremi di non esistenza, nei quali bisogna essere certi di aver
preso in considerazione tutte le trasformazioni a priori possibili. La dimostrazione (facile, ma di
interesse secondario per noi) e riportata nell’appendice D.

B. 1l flusso hamiltoniano come trasformazione canonica; il metodo di Lie

Dato un sistema di equazioni differenziali & = X (z) in R™, il suo flusso ® fornisce per ogni ¢
fissato una trasformazione regolare e invertibile: R™ — R"”, che associa al dato iniziale z il dato x
all’istante ¢t = tg. Consideriamo ora il caso di un sistema hamiltoniano, denotiamo

% (5,q) = (u(p,q,t),v(p, G, 1))

(restano cosi definite u e v), e per ogni ¢ fissato consideriamo la trasformazione di variabili
p=u(p,q,t0) ,  q=v(p,qto) - (2.25)

PROPOSIZIONE 11 Per ogni tg la trasformazione 2.25 é strettamente canonica, precisamente soddisfa
la condizione (2.13) con [ data da

Fdto) = [ [u.60)- 56,00 ~ Hu(2.0,0(..0) .

Dall’espressione di f, tenendo conto del significato di u e v, si vede che la funzione integranda e
p-q¢— H = L, pertanto f coincide con ’azione hamiltoniana calcolata per il moto vero, espressa in
funzione del dato iniziale (p, ) e del tempo finale t.

DiMOSTRAZIONE.  Sviluppando i differenziali dv e df nella (2.13) si vede subito che affinche la

1-forma di Liouville sia debolmente preservata bisogna e basta che per ogni ¢ = 1,...,n risulti
af ov
D, q, t = D,q,to) - =—(p,q,t 2.26
8]51 (p7CI7 0) u(p?Q7 0) 8]5@ (paqa 0) ( )
af ov
D, q, t = D, q,to) - =——(D,q,to) — Pi - 2.27
8q~1 (p’qv 0) U(p,q, 0) 8(12 (p’ q, 0) p ( )
Verifichiamo la prima di esse. Dalla definizione di f segue
af_/to[au o, v OH du OH (%}dt
opi  Jo Llops ot otop;  Op Op;  Oq Opil

Ma per ipotesi u e v nelle (2.25) sono soluzioni delle equazioni di Hamilton relative all’hamiltoniana

H, e dunque %—Ig = %, —%—ZI = %; segue allora

of to 0%v Oou Ov b9 ov v
— . . dt = . t = u-
9p; /0 K otop; | ot a@-] /0 ot (i 8]52-) dt = -5

Osservando infine che v(p,§,0) = ¢, cosicché aagi (p,4,0) = 0, la (2.26) ¢ immediata. In modo
analogo si ottiene facilmente anche la (2.27). 0

to

0

Dalle proposizioni 11 e 2 si deduce immediatamente che
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CororLARIO 12 [l flusso hamiltoniano preserva il volume euclideo dpy - - - dpndqy - - - dgy, nello spazio
delle fasi.

e Abbiamo cosi ritrovato per questa via il teorema di Liouville sulla conservazione del volume
nello spazio delle fasi (paragrafo 1.1). Dimostrare il teorema in questo modo tuttavia ¢ cosa
sproporzionata: il complesso apparato delle trasformazioni canoniche ha poco a che fare col
risultato, che € assai piu elementare e si deduce facilmente (appendice B) dal semplice fatto
che il campo vettoriale hamiltoniano ha divergenza nulla.

Per tg = ¢ piccolo, la trasformazione w, = ®%; ¢ prossima all’identita; ’hamiltoniana H che con il
suo flusso la genera e detta hamiltoniana generatrice. Nel seguito la denoteremo di regola con y, per
riservare il simbolo H all’hamiltoniana sulla quale vogliamo lavorare. Questo metodo per produrre
trasformazioni canoniche prossime all’identita, detto metodo di Lie, € di largo uso in teoria delle
perturbazioni. Infatti, benché la trasformazione ®5 non sia scritta esplicitamente, ¢ molto chiaro
come viene trasformata una generica funzione F' (ad esempio I’hamiltoniana H del problema allo
studio) tramite la composizione F' o ®7: da F = L, F, ove £, = {.,x} denota la derivata di Lie
associata al campo vettoriale di x, segue subito lo sviluppo in serie

X r
Fodf =Y 54l F = &5 F. (2.28)
T
r=0

Non ci addentriamo qui nei problemi, un po’ delicati anche se non difficili, della convergenza di
questa serie, detta serie di Lie della funzione F'. Nell’uso concreto (si veda ad esempio il paragrafo
4.4) ¢ spesso sufficiente scrivere sviluppi del primo o al massimo del secondo ordine, con il resto in
forma opportuna, per ottenere risultati di rilievo.

Nel trattare le trasformazioni canoniche, fino ad ora abbiamo preso in considerazione, per
semplicita piu che altro di notazione, hamiltoniane H (p, ¢) non dipendenti esplicitamente dal tempo.
Ma ¢ facile verificare (basta scorrere i passaggi delle dimostrazioni) che tutto si estende senza
variazione alcuna al caso piu generale H(p, q,t). Come vedremo nel prossimo paragrafo, c’¢ invece
qualche differenza (marginale, a ben guardare) nel caso in cui la trasformazione w dipenda da t.

2.3 Trasformazioni canoniche dipendenti dal tempo

Consideriamo la trasformazione di Galileo in una dimensione,
g=G+Vt. (2.29)

In ambito Lagrangiano la trasformazione si ~completa con ¢ = fj—i— V', e poi per ogni assegnata
L(q,q,t) si pone al solito, per sostituzione, L(q,q,t) = L(g+ Vt,q+ V,t). Il nuovo momento p
risulta allora essere ~

oL OL
9q  0d

e cio suggerisce di completare il cambiamento puntuale di coordinate (2.29) con p = p. La risultante
trasformazione nello spazio delle fasi

p=

)

(. q) = w(p,q,t) = (p, G+ V1)
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¢ dipendente dal tempo. Presa ora una qualsiasi hamiltoniana H(p, q,t), la trasformazione muta le
sue equazioni di Hamilton in

H : OH
=p=—— + Vi, t 1=q—V =—-(p,q+Vi,it)—
p aq(p,q 1) q4=9q ap(p,q Vi,t) -V,

e in queste espressioni si riconoscono le equazioni di Hamilton corrispondenti all’lhamiltoniana
K(p,q,t)=H(p,q+Vt,t)—Vp.
EsErcizio 12 Si verifichi che K ¢ la trasformata di Legendre di L.

L’esempio si generaliza in modo ovvio in R™: la trasformazione si scrive ancora
p=p, g=q+Vt, (2.30)
e la nuova hamiltoniana ha la forma
K(p,q,t) = H(p,q+ Vi,t) + Ko(p, 4, 1) , (2.31)

con Kyg = =V - p. L’esempio mostra che per le trasformazioni dipendenti dal tempo il legame
tra vecchia e nuova hamiltoniana non si puo ridurre a una semplice sostituzione di variabili (con
eventuale introduzione di una valenza ¢ # 1), e qualche novita ¢ inevitabile.

Per comprendere la novita, e in particolare trovare naturale la presenza di un termine additivo
K\ come nella (2.31), la via piu semplice e soprattutto piu chiara ¢ quella di riformulare il problema
nello spazio esteso a 2n 4+ 2 variabili gia introdotto nel paragrafo 2.1 a proposito delle hamiltoniane
non autonome H (p,q,t). Tali hamiltoniane, ricordiamo, erano state estese ad hamiltoniane auto-
nome H®*'(p, A, q,7) = H(p,q,7) + A: in questo modo la variabile 7 coincide di fatto (supponendo
7(0) = 0) con t, mentre A ¢ una variabile ausiliaria che serve a muovere 7 con 7 = 1.

Estendiamo similmente la generica trasformazione di coordinate dipendente dal tempo

(p,q) = w(p,q,t) = (w(p,q,t),v(P, G, 1))
alla trasformazione autonoma nello spazio esteso
(p, A q,7) = w™ (5, 4,4,7) , (2.32)

della forma

p = u(ﬁv(j?%)
q = v(pqT7)
A = a(p,AqT)
T = T,

con a(p, A, 4, 7) per il momento da da determinarsi; si ¢ inserita la prescrizione 7 = 7 in modo che,
di fatto, il tempo non venga toccato. A questo punto possiamo dare una definizione:

DEFINIZIONE 5 La trasformazione di coordinate
(p,q) =w(p,¢t), w:R*™xR—-R™,

regolare e invertibile per ogni fissato t € R, si dice (strettamente) canonica dipendente dal tempo
se esiste a tale che la sua estensione (2.32) sia (strettamente) canonica.
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Ci limiteremo per semplita alla canonicita stretta; la generalizzazione al caso di valenza ¢ # 1 & del

tutto ovvia.

All’estensione w®* si applicano evidentemente le note condizioni necessarie e sufficienti per la

canonicita, in particolare la preservazione delle parentesi di Poisson; imponendo {7, A} =1 si vede
immediatamente che a deve avere la forma

a(ﬁa 1217(}7 7:) = "Zi + KU(ﬁ) 67 7:) )

con un qualche K indipendente da A. Preso allora H (p,q,t) qualsiasi, sia H*%(p, A, q,7) =
H(p,q,7) + A la sua estensione; se w®™' & strettamente canonica, la nuova hamiltoniana, che
denotiamo K, deve essere

KeXt(ﬁ, 1217 67 7:) Hext(wext (]57 A~, ql 7_))

- H(w(ﬁ7 (jv 7:)) + A+ KO(ﬁ? 677 7:) ;
e in questa espressione si riconosce ’estensione dell’hamiltoniana non autonoma
K(p,q,t) = H(w(p, q,t)) + Ko(p, q,t) - (2.33)

Per la supposta canonicitd di w®™?, i moti di K sono mappati nei moti di H**; proiettando nel
dominio delle variabili p, ¢ si ottiene corrispondentemente che i moti di K sono mappati da w nei
moti di H. L’hamiltoniana canonicamente coniugata a H & dunque, necessariamente, della forma
(2.33).

Veniamo allora alle condizioni perché w®™"' sia (strettamente) canonica; per via troveremo anche
I’espressione di K. Si dimostra senza troppa difficolta che

t

PropPoSIZIONE 13 Condizione necessaria e sufficiente perché w®t come descritta sopra sia stretta-

mente canonica € che w sia strettamente canonica per ogni t fissato. Inoltre, se f(p,q,t) é tale che
per ogni t fissato
u-dv=p-dg+df,

allora si ha Ky = % —u-%.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con d®* il differenziale nello spazio esteso. Supponiamo che w®' sia

canonica; allora esiste f (ﬁ,fl, d,T) tale che

w-d®™y + Adr —p-dg— AdF = d™f . (2.34)

t

Ma per quanto detto sopra la forma di w®™" & necessariamente

p = u(p,q,7)

g = v(PqT

A = A+ Ko(p,q,7)
T = T,

e dunque la (2.34) si riscrive

u~dv+K0d%—]5'd(j:df+?d/i—k—d%. (2.35)
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Ma A a sinistra dell’'uguale scompare, pertanto neanche f pud dipendere da A. Dall’identita
differenziale (2.35) si deduce allora

ov of

u-dv=p-q+df, U-E—I-Koza, (2.36)

con f = f dipendente da p, §,t. Pertanto w a ogni ¢ fissato & canonica, e Ky ha la forma voluta.
Percorrendo la dimostrazione al contrario, precisamente assumendo le (2.36), ove la seconda va
intesa come definizione di K, si ottiene subito la canonicita di w®. 0

Se ne deduce immediatamente che valgono anche le altre due condizioni necessarie e sufficienti:

precisamente

COROLLARIO 14 Condizioni necessarie e sufficienti per la canonicita di w™* sono che w preservi

per ogni t le parentesi di Poisson, e che la jacobiana di w sia simplettica per ogni t.

Tutto si estende in modo ovvio al caso sopra trascurato di valenza ¢ # 1, con la nuova hamiltoniana,
che generalizza di poco la (2.33),

K(p,q,t) = cH(w(p, 4, ) + Ko(p, 4, 1) ; (2.37)
si vede anche che ¢ deve essere indipendente da ¢ (¢ nella trasformazione estesa ¢ una costante

indipendente da tutte le variabili, in particolare da 7).

Tornando all’esempio (2.30) da cui siamo partiti, si ha f = 0 (la trasformazione ¢ infatti
puntuale), percio Ky = —u - % = —p -V, come trovato in modo diretto.

Un secondo esempio un po’ curioso di trasformazione canonica dipendente da t e la trasforma-
zione (priva di analogo lagrangiano)

P=p, q=q+pt.
Questa trasformazione (esercizio) € canonica e muta una generica H (p, g, t) nella nuova hamiltoniana

- T - - 1.
K(p7Q7t) == H(p7q+pt7t) +K0(p7Q7t) ) KO(pJ Q7t) = _5 2 .

L’aspetto curioso della trasformazione e che essa muta I’hamiltoniana della particella libera di
massa unitaria, H = %p2, nell’hamiltoniana costante K (p,q) = 0. Le nuove coordinate p e ¢,
nella dinamica di K, conservano evidentemente il valore iniziale, e in sostanza la dinamica e finita
nelle equazioni della trasformazione, che per il problema della particella libera forniscono 'integrale
generale (p e ¢ sono i dati iniziali).

Come ultimo importante esempio consideriamo la rotazione uniforme in R?:

q ¥ —sind
a1y _ Ry <%1 ’ ove Ry = C?S sin '
qQ2 q2 sind  cos?
La trasformazione, puntuale, si estende ai momenti ponendo
(3)-(2)
P2 P2
(ci andrebbe R;tT che perod coincide con R,y;). Siha f =0, Ko = —u- %, e si trova subito

Ko(p,§) = —w(@1p2 — Gop1) = —wMj ;
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una riscrittura utile € anche

0 —w
Ko(p,q) = —p-Qq Q= . 2.
o(p,q) = —p-Q4, (w . ) (2.38)
Consideriamo, come naturale esempio, il caso di un moto centrale, con un qualunque potenziale

V (r); Despressione (2.38) di Ky da

~2
. P - - -
K(p,Q):TerV(T)—p-Qq,

1 2

che aggiungendo e togliendo il termine —mw 2

si riscrive anche

. 1 . - 1 N -
K(p,q) = —(p — mQg)* — §mw27“2 + V(7) ; (2.39)

2m

questa & una espressione migliore perché fa comparire il potenziale centrifugo —%mwQFQ altrimenti
nascosto, e inoltre sottolinea la forte analogia tra cariche in campo magnetico e masse in sistemi

rotanti (G gioca il ruolo del potenziale vettore; m sta al posto della carica).®

Dal fatto che le trasformazioni canoniche dipendenti da ¢ altro non sono che trasformazioni
canoniche per ogni t fissato segue che le trasformazioni canoniche dipendenti dal tempo si possono
generare attraverso una funzione generatrice in variabili miste, ad esempio una funzione di tipo S
dipendente dal tempo, S(p, q,t), scrivendo, a generalizzazione delle (2.23),

oS oS

_ 95 - 5 99 - _ 2.4
p aq(p,q,t), q 8ﬁ(p,q,t) (2.40)

Precisamente:

PROPOSIZIONE 15 Le (2.40) definiscono implicitamente una trasformazione canonica dipendente dal
tempo. La nuova hamiltoniana risulta essere K = H ow + Ky, con

oS

Ko(5,4,t) = 5, (P,a(p, 4, 1), 1) , (2.41)

ove q(p, q,t) é ottenuta per inversione a partire dalla seconda delle (2.40).
La verifica della (2.41) & lasciata come esercizio.

e Sipotrebbe pensare di generalizzare la definizione 5 di trasformazione canonica dipendente dal
tempo, chiedendo semplicemente, a somiglianza della definizione 4 di trasformazione canonica,
che per ogni H(p,q,t) esista K(p,q,t) tale che le equazioni di Hamilton relative a H e a K
siano equivalenti. Concettualmente la definizione appare piti ampia, di fatto non lo e: si
dimostra infatti che tutte le trasformazioni canoniche in questo senso apparentemente piu
ampio rientrano nella definizione 5 e danno in particolare K della forma (2.37).

8Vale la pena di osservare che se si parte dalla lagrangiana del moto centrale, si passa alle coordinate rotanti, e
infine con la trasformata di Legendre si passa al formalismo Hamiltoniano, K appare spontaneamente nella forma
2.39. E’ un buon esercizio.
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2.4 Qualche esercizio

Esercizio 13 Si consideri la trasformazione puntuale ¢ = v(§) e si denoti con A la matrice

jacobiana g—g. Si determini una condizione sulla funzione a(q) tale che

p=A"T(Q+ a(@)]

sia un completamento canonico di v. Esistono altri completamenti canonici di v? [Risposta: la
8ai — 8(1]
9g; 0q;

condizione & ; non esistono altri modi di completare canonicamente v.]

EsErcizio 14 Si determini il completamento canonico del passaggio alle coordinate polari del piano:
q1 =rcosv g2 = rsind .
Si scriva hamiltoniana di un generico moto centrale. [Risposta: il completamento &
p1=prcost — (py/r)sind . py =prsind + (py/r)cos?

e viceversa si ha

pr=(-9/r,  po=aqp2— @n
(componente radiale del momento; terza componente del momento angolare). L’hamiltoniana del
moto centrale H = % + V(r) & mutata in H = % vl V(r).]

2mr?2

Esercizio 15 Si consideri la trasformazione (n = 2)
P1L=p1+qQ P2 = P2 + 242
@1 =p1+2q +p2 +age g2 =DP2+ b2+ p1 + G
e si determinino a e b che la rendono canonica. [Risposta: a =2, b = 3.]
Esercizio 16 Si consideri la trasformazione (n = 1)
p=al%cosp, g=0bIsingp .

Si determinino a, b, a,  che la rendono strettamente canonica. [Risposta: 'unica possibilita &
ab=2, a = 3 = 3, ciot la trasformazione (2.6) a meno di un riscalamento.]

Esercizio 17 Si consideri la trasformazione (n = 1)

Bq , Bq

p=cpe” q=-ce

e si determinino ¢, B che la rendono canonica. [Risposta: € canonica per ogni ¢, [3; strettamente
canonica per ¢23 = 1.]

Esercizio 18 Si consideri la trasformazione (n = 1)

p=cp®el,  g=dpel.
Si determinino ¢, d, «, B, v che la rendono strettamente canonica. [Risposta: a = %, v = -3,
cdf = —1. 1l caso complesso 8 = ¢ e ad esempio ¢ = 1, d = 4, & di uso concreto in teoria delle

perturbazioni.|
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Figura 3: I punti di equilibrio lagrangiani nel problema a tre corpi circolare ristretto.

EsErcizio 19 Si consideri un qualunque moto centrale con energia potenziale V(r). Si passi a un
sistema rotante con velocita angolare w, determinando w in modo che nel sistema rotante ci sia
un punto di equilibrio in ¢* = (a,0). Si studi in particolare il caso kepleriano V(r) = —km/r.
[Risposta: in generale la condizione ¢ maw? = V'(a); nel caso kepleriano si ha w? = k/a® (terza
legge di Keplero).]

EsEercizio 20 (problema a due corpi nel sistema corotante) Si consideri il problema piano a due
corpt con potenziale Kepleriano:

p? n P> GMm

“ oM ' 2m r

ove
2 2 2 2 2., .2 2 2 2
P =P+ Py, p”=pi+p3, re=(Q1—q1)"+(Q2—q2)” .
Ci st metta in un sistema baricentrico rotante con velocita angolare w e si determini w in modo
che nel sistema rotante vi sia la configurazione di equilibrio

m M

B — I =—a, s=qs=0.
M+ma a1 M—i—ma Q5 =q5

Qi =
[Risposta: w? = G(M + m)/a® (terza legge di Keplero per m non trascurabile).]

Esercizio 21 (comincia a essere difficile) Si consideri il problema precedente. Ci si metta nel
sistema corotante in cui M e m sono ferme, e si aggiunga un terzo corpo di massa trascurabile,
cioé non in grado di alterare il moto di M e m. (Problema a tre corpi “ristretto”: il Sole, un
pianeta, un asteroide. Problema “circolare” avendo messo il Sole e il pianeta in moto circolare
anziché ellittico; “piano” se ci si restringe a moti dell’asteroide nel piano del moto di M, m.) (1) Si
scriva lhamiltoniana del terzo corpo; (2) si studino le sue configurazioni di equilibrio (moti circolari
corotanti). [Risposta: in unita di misura tali che a = 1 e w = 1, 'hamiltoniana ¢

1 1—n n
H(p,q) = 5p* — (q1p2 — gap1) — - :
2 lg = (=n,0,0)[ llg = (1 =n,0,0)]
oven =m/(M+m). Sitrovano cinque configurazioni di equilibrio (“punti lagrangiani” Ly, ..., Ls).

Tre sono collineari a M, m, due invece sono tali da formare con M e m un trianglo equilatero (“punti
lagrangiani triangolari” Ly, Ls). Si veda la figura 3.
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Esercizio 22 (difficile) Si studi la stabilita lineare di Ly e Ls. [Risposta: sono linearmente stabili
se il rapporto di massa n = m/(M + m) e sufficientemente piccolo, precisamente se si ha 7 <
NR = (1 — \/;) ~ 0.039 (“limite di Routh”). Per il sistema Sole-Giove si ha  ~ 1073; per
il sistema Terra—Luna n ~ 0.012. Piu precisamente, prendendo come origine delle coordinate il
punto di equilibrio, e introducendo opportune coordinate normali che denotiamo Q;, F;, se n < ngr
I’hamiltoniana troncata al secondo ordine ha la forma

% (P2 +Q2) .

Moo

=1

Le w; tuttavia non hanno segno concorde (si veda per i dettagli 'appendice E): cio non pregiudica
la stabilita lineare, ma rende problematica la stabilita non lineare.]

Esercizio 23 (molto, molto, molto difficile; un vero abuso del termine esercizio) Si studi la stabilita
(senza approssimazione lineare) di L4, L. [Risposta: nel caso piano Arnol’d (1962) ha dimostrato
la stabilita non lineare, come applicazione del cosiddetto “Teorema KAM” (paragrafo 4.5). Nel
problema non piano la questione ¢ ancora parzialmente aperta.]

3 Sistemi hamiltoniani “integrabili”

3.1 Nozione di sistema integrabile

Consideriamo un sistema hamiltoniano autonomo a n gradi di liberta, di hamiltoniana H (p, q); con
evidenza se H non dipende da una o piu coordinate, ad esempio ¢m+1,--.-,qn, 0 < m < n, allora i
corrispondenti momenti coniugati pm+1,...,Pn sono costanti del moto del sistema, e in pratica il
sistema hamiltoniano a n gradi di liberta si riduce a un sistema a soli m gradi di liberta. Se poi
H ¢ indipendente da tutte le coordinate q1, ..., q,, cioé si ha H(p,q) = h(p), allora I'integrazione

delle equazioni del moto & del tutto banale: posto infatti w;(p) = g—;, 1=1,...,n, le equazioni del
moto divengono p; = 0, ¢; = w;(p), e quindi 'integrale generale si scrive

pl(t) :pg ) QZ(t) :q,?—FOJi(po)t ) i = 17"'7” ; (31)
dove p¢, ¢7, © = 1,...,n, indicano i dati iniziali. Le coordinate assenti dall’hamiltoniana sono

chiamate variabili cicliche; la ragione di questa terminologia sta nel fatto che tipicamente (piu
precisamente nel caso in cui il moto sia limitato, di gran lunga il piu interessante) queste variabili
sono angoli, che come mostrano le (3.1) avanzano (ruotano) con velocita angolare costante. In
questo caso ciascuna delle ¢; sta su un circolo, e dunque I'n—pla ¢ = (q1,...,¢q,) sta sul toro n—
dimensionale T" = R"/(27Z)"™. Se il dominio di p & 'aperto B C R", allora lo spazio delle fasi &
il prodotto B x T™; possiamo pensare che in ogni punto della base B stia attaccato come fibra un
toro T", e allora il moto avviene sulla fibra ed ¢ lineare.

Una struttura di questo genere puo essere nascosta dal fatto che non si sta descrivendo il sistema
nel modo appropriato. Precisamente, data una hamiltoniana H (p, ¢) dipendente in generale da tutte
le variabili, H : U — R, & possibile che esista una trasformazione canonica a nuove variabili che
denoteremo per comodita (I,¢) = (I1,...,In,¢1,...,¢n) € B x T",

(p,q) =w(l,p), w:BxT"—swBxT")CU,
tale che la nuova hamiltoniana K = H o w dipenda solo da I,

K(I,¢) = h(I) .
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I, ®.

0 O

C

Figura 4: il moto quast periodico su T", in due diverse rappresentazions

Il moto nelle nuove variabili si svolge allora su un toro T" ed e lineare:

Ity =1°, o(t) =’ +w(I°)t  con w—gl;,
e nelle nuove variabili lo spazio delle fasi appare naturalmente decomposto nel prodotto B x T™.%
La figura 4a,b illustra il comportamento delle variabili I e .

La corrispondente struttura esiste evidentemente anche nelle vecchie variabili, semplicemente
trasformata da w. In particolare, ogni moto di H (nel dominio D = w(B x T™) C U, che risulta
invariante) ha la forma

(p(t),q(t)) = w(I® ¢° + w(I°)t) ,
ovvero & quasi periodico.!’ La figura 4c da un’immagine pittorica di una famiglia di questi tori
nello spazio delle fasi.
Prendiamo ad esempio un sistema linearizzato attorno a un punto di equilibrio stabile, con
hamiltoniana della forma

T 1
H(p,q) = 5p- A 1p+§q-Bq, (3.2)

ove A e B sono matrici simmetriche definite positive. Le coordinate p, ¢ non rivelano immediata-
mente la struttura geometrica del sistema. Ma come insegna la teoria delle piccole oscillazioni, si
puo innanzitutto passare alle coordinate normali, che qui denotiamo p, ¢, ottenendo un sistema di
n oscillatori armonici disaccoppiati:

n

A(.0) = 5 S0+ (33)
=1

9F’ completamente equivalente pensare agli angoli ¢ sul toro T™ oppure pensare, pitt semplicemente ma meno
geometricamente, che gli angoli corrono su R™, ma ovunque ci si restringe funzioni periodiche di periodo 27 negli
angoli.

10Una funzione f(t) si dice quasi periodica con n frequenze wi, .. .,wn se esiste F(p1,...,pn), periodica di periodo
27 in ciascun argomento, tale che f(¢) = F(wit,...,wnt).
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poi, procedendo come nell’esempio (v) del paragrafo 2.1, si possono introdurre le variabili di azione—
angolo di ciascun oscillatore:

Pi = \/2wil; cos i, G = \/21;/w; siny;
ottenendo una hamiltoniana dipendente dalle sole azioni, precisamente
K(,p) =w-1.

Sistemi con questa proprieta sono detti integrabili nel senso di Liouville. Una possibile
definizione formale ¢ questa:

DEFINIZIONE 6 L’hamiltoniana H : U — R si dice integrabile secondo Liouville nel dominio D C U
se esiste una trasformazione canonica (p,q) = w(l,p), definita per I € B C R™ e p € T™, tale che
(i) D = w(B x T"), e (ii) la nuova hamiltoniana K = H o w ¢ funzione delle sole azioni:

K(I,¢)=h(I), h:B—R.

Con evidenza non tutti i sistemi sono integrabili: ad esempio, non appena nel dominio c¢’&¢ un
punto di equilibrio instabile (p*, ¢*) con una separatrice e un moto (p(t),q(t)) che vi converge per
t — oo, questo moto non e quasi periodico e dunque il sistema non ¢ integrabile. L’integrabilita,
in un senso che si potrebbe definire, & un fatto eccezionale.!’ Ma ¢ un fatto di grande importanza,
perché riguarda alcuni tra i piu significativi sistemi della fisica, come i sistemi armonici (masse
legate da forze elastiche), il corpo rigido di Eulero (corpo rigido con un punto fisso, in assenza di
forze attive) o di Lagrange (corpo rigido simmetrico con un punto fisso, nella gravita: la comune
trottola), e soprattutto il sistema di Keplero e ogni altro moto centrale. Nello studio di questi
e (pochi) altri simili problemi, 'apparato hamiltoniano non va perd pensato come una via per
risolvere le equazioni del moto (tutti questi problemi si sapevano gia risolvere prima della meccanica
hamiltoniana); l’apparato hamiltoniano ne fornisce piuttosto una descrizione piu profonda, utile
sia a capirli meglio da un punto di vista geometrico, sia soprattutto a studiare il problema molto
interessante ma molto difficile dei sistemi prossimi a questi: ad esempio un sistema di masse legate
da forze leggermente non lineari; un corpo rigido in un debole campo di forze (equivalentemente, in
rapida rotazione); due o piu problemi di Keplero debolmente accoppiati (modelli di Sistema Solare,
e numerosi altri problemi di Meccanica Celeste). Sono questioni difficili, nelle quali non ci sara
possibile addentrarci veramente. Ma ci arriveremo alla soglia, riuscendo a dare almeno un’occhiata
all’interno.

3.2 Le variabili di azione—angolo per il pendolo

Per prendere familiarita con la nozione di sistema integrabile studiamo qui il caso facile (ma non
banale: c’¢ da imparare) dei sistemi a un grado di liberta. Per essere definiti ci riferiremo al
pendolo:

2
Hip.q) =5+ V().  Vi)=-w’cosq, (pg) R, (3.4)

ma il modo di procedere & generale e riguarda sostanzialmente tutti i sistemi con un grado di liberta
che abbiano moti limitati.

' Questa cosa, pur chiara negli scritti di Poincaré, si ¢ in realtd compresa bene relativamente di recente (si pensi
all’etd che hanno questi problemi!), diciamo nel corso degli anni ’60 del "900.
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Figura 5: La costruzione delle variabili di azione—angolo per il pendolo.

Il ritratto in fase del sistema é riportato in figura 5; le traiettorie coincidono con le superfici di
livello (curve di livello) dell’energia, che denotiamo

Y ={(p,q) €R*: H(p,q) = E} . (3.5)

Ci restringiamo alle librazioni (il caso delle rotazioni & semmai pit semplice), escludendo anche il
punto di equilibrio (I’origine), ovvero ci restringiamo all’intervallo di energia —w? < E < w? e al
corrispondente dominio D C R2. Allora lo spazio delle fasi topologicamente & il prodotto di un
intervallo per un circolo, ovvero un cilindro (o se si preferisce una corona). Vogliamo costruire
coordinate canoniche (7, ) sul cilindro, tali che p resti costante e ¢ avanzi uniformemente. Una
prima scelta spontanea per p e ’energia stessa

E=H(p,q) ,

mentre una quantita che avanza uniformemente nel tempo, buona candidata (anche dimensional-
mente) ad essere la nuova coordinata ¢, € il tempo stesso: precisamente, fissata una sezione 8 che
tagli tutte le traiettorie, come la semiretta ¢ = 0, p > 0, poniamo

7 = T(p, q) = tempo per arrivare da 8 a (p,q) ,

ovvero (ricordando che dt = dg/v, con in questo caso v = p = ++/2(H(p,q) — V(q)) )

"o / ¢2 EG) w=0
_ /\/2 e <0, (3.6)

ove T'(E) ¢ il periodo:

4+(E) dz
e =2 [ s @7)

avendo denotato con ¢4 (F) i due punti di arresto all’energia E. In questo modo restano definite
E e 7 come funzioni di p e g, ovvero resta definita la trasformazione inversa

(E,7) = w'(p,q)
= (H(p,q),T(p,q)) -
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A2

-w? w? FE

Figura 6: La curva T'(E) e il corrispondente dominio delle variabili E,T.

Il tempo 7 ¢ in realta funzione multivoca di (p,q), definita a meno di multipli del periodo T'(E);
corrispondentemente, se scriviamo

(p’ Q) = w(E’T) )

la funzione w ¢ periodica in 7 di periodo T'(E).
Si verifica senza difficoltd che w™! & canonica, e dunque lo & w. Per questo & sufficiente veri-
ficare che risulta {7, E} = 1, piu precisamente {T, H} = 1 (& questa 'unica parentesi di Poisson
elementare non banale). La cosa ¢ del tutto ovvia: {J, H} altro non & che T nella dinamica di H,

ed evidentemente T = 1 (se denotiamo p(t),G(t) il movimento, allora T(p(t), ¢(t)) = t).

EsErcizio 24 Si calcoli esplicitamente la parentesi di Poisson {T, H}, usando la (3.6) e ’espres-
sione (3.4) di H. Conviene osservare preliminarmente che la dipendenza di T da p e ¢ attraverso
H(p,q), a denominatore della funzione integranda, non contribuisce a {T, H}.

Esercizio 25 Si determini la funzione generatrice S(E,q) della trasformazione w. [Risposta:

S(E,q) = [§ V2(E - V(z))dx]
Nelle nuove variabili I’hamiltoniana e le equazioni del moto sono evidentemente
H(E,7)=E, E=0, F=1.

Questa scelta della coppia energia—tempo come variabili che integrano il sistema con moto lineare
ha in realta una complicazione nascosta: il periodo infatti dipende da FE, pertanto il dominio della
coppia (E,7) non ha forma semplice (non ¢ il prodotto di un dominio per ciascuna variabile); si
veda la figura 6. Per rimediare, sostituendo a 7 un vero angolo con periodo fisso 27, possiamo
cercare nuove coordinate canoniche (I, ¢), con

p =27 T
T(E)

e I = I(F) che completi canonicamente la trasformazione (¢ indispensabile che I sia funzione della
sola E). La funzione I(F) si trova subito: infatti per la canonicita deve risultare

B _ Op 0l
1= {907'[} - EaiE ’
ovvero a[ 1
= —T(E). (3.8)

OF — 2r
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2m

7 2
Figura 7: Il dominio rettangolare (cilindrico) nelle variabili I, ¢.

Si vede facilmente che la funzione cercata e I'area sottesa dalla curva ¥, divisa per 2m:

1 1 ra+(E)

I(E) = f pdg = — V2(E -V(z))dx . (3.9)
21 Jsp ™ Ja- ()

Derivando rispetto a E si ottiene infatti la (3.8) con T'(E) espresso dalla (3.7). (Vale la pena di
osservare che la dipendenza da E attraverso gli estremi non conta nella derivata, grazie al fatto che
la funzione integranda agli estremi si annulla.)

Il dominio D delle nuove variabili ora & rettangolare, D = (0, Inax) X S'; si veda la figura 7. La
nuova hamiltoniana ha la forma

K(I,¢) = NI) ,

avendo indicato con E = h(I) la funzione che inverte la (3.9), e le equazioni del moto sono

I=0, o=w(l),
con w = g—'}. Abbiamo costruito in questo modo le variabili di azione—angolo per il pendolo, nel
dominio ristretto alle librazioni.

EsErcizio 26 In modo analogo si introducano le variabili di azione—angolo per le rotazioni del
pendolo (E > w?).

EsERcIZIO 27 Si wverifichi che per loscillatore armonico l'azione I(E), definita come area/2m
secondo la (3.9), coincide con E Jw.

e E’ bene sottolineare il fatto che nella nostra trattazione abbiamo dovuto escludere dallo spazio
delle fasi del sistema l’origine, ovvero il punto di equilibrio stabile, e le separatrici, ovvero la
superficie di livello dell’energia contenente il punto di equilibrio instabile. Nell’origine si ha
un’evidente singolarita geometrica: una famiglia di curve invarianti collassa 1i in un punto,
e in un intorno del punto singolare non & piu possibile definire né 7 né ¢. E’ la consueta
singolarita delle coordinate polari. Sulle separatrici invece la singolarita e di altra natura: i
il periodo T'(F) diverge, i moti non sono piu periodici, sarebbe ancora possibile introdurre la
coppia di variabili (F, 7) ma non piu la coppia (I, ¢). E’ interessante osservare (perché la cosa
si generalizzera) che i valori di E da escludere sono tutti e soli quelli per cui ¥ definito dalla
(3.5) non ¢ una curva (una sottovarieta dello spazio delle fasi), poiché 0, ,H non ¢ ovunque
diverso da zero su Y g.
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e (Quanto abbiamo fatto puo sembrare tutto implicito e difficilmete utilizzabile. In realta ab-
biamo fatto una cosa grossa: la soluzione di un’equazione differenziale & stata riportata alle
operazioni assai pitl elementari di integrazione ordinaria e inversione di funzioni. In questo
modo ad esempio e piu facile fare approssimazioni numeriche delle soluzioni, e costruire grafi-
ci, senza il deterioramento al crescere dit che ci sarebbe tentando di risolvere numericamente
le equazioni differenziali. Questo era, in buona sostanza, il programma di Liouville: riportare
ove possibile la soluzione delle equazioni di Hamilton alle operazioni di quadratura e inver-
sione. In effetti, i sistemi integrabili secondo Liouville, che stiamo trattando, si dicono anche
integrabili per quadrature. La posta in gioco in realta, come si vedra nei prossimi paragrafi,
¢ assai piu alta del fare approssimazioni: si tratta di capire la struttura dello spazio delle
fasi dei sistemi integrabili e su queste basi comprendere la vera cosa che interessa, ovvero il
comportamento dei sistami prossimi a sistemi integrabili, di cui & disseminata la fisica.

3.3 1l teorema di Liouville—Arnol’d

Il procedimento introdotto nel paragrafo precedente si applica a tutti i sistemi hamiltoniani a
un grado di liberta, attorno a superfici di livello ¥ sulle quali sia, in ogni punto, d,,H # 0
(assenza di punti di equilibrio). Il problema fondamentale che ci poniamo & di generalizzare queste
considerazioni a sistemi con n gradi di liberta. Una generalizzazione banale & quella di n sistemi a
un grado di liberta disaccoppiati:

H(p,q) =Y _ Fi(pi,¢i) -
=1

In questo caso se, per una certa scelta di f = (f1,..., fn), si ha che 0,, 4, F; non si annulla mai sulla
curva di livello definita da F;(p;, q;) = fi (cio assicura che si tratta di una vera curva), e se questa
e chiusa, allora la varieta su cui si svolge il moto, che denotiamo Xy, &€ un toro n—dimensionale (il
prodotto delle n curve) e il moto su di esso ¢ quasi periodico con n frequenze. In questa facile situa-
zione, procedendo separatamente per ciascun sottosistema, si possono chiaramente introdurre in
un intorno di ¥y variabili di energia—tempo (£, 7) e poi variabili di azione-angolo (I, ¢), che danno
a ciascun sottosistema la forma K;(I;, ¢;) = hi(I;) e al sistema complessivo la forma integrabile

K(I>30):h(1)7 h(I):hl(Il)+"'+hn(In)'

L’idea fondamentale di Liouville (meta ’800), completata (inizio anni 60 del '900) da Arnol’d,
e che questa situazione persiste anche nel caso interagente, purché esistano n costanti del moto
Fi, ..., F, indipendenti e inoltre “in involuzione”, precisamente con mutua parentesi di Poisson
nulla:!?
{Fi,F;} =0, i,7=1,n.

Vale infatti il fondamentale Teorema di Liouville-Arnol’d:

12Quest’ultima condizione, come si & accennato nel paragrafo 1.2, & necessaria e sufficiente perché gli n flussi
hamiltoniani associati alle n hamiltoniane F1, ..., F, commutino:

Ti o pI Ti N
<I>Fio<I>Fj _<I>Fjo<I>Fi Vi, g ;

si veda ’appendice C.
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PROPOSIZIONE 16 Sia U un aperto di R*® munito di coordinate canoniche (p,q) = (p1,...,Dn,
1, ---5qn), € siano Fy, ... F,, F;: U — R, funzioni regolari a due a due in involuzione:
(FuF} =0  Vij. (3.10)

Per f € R™ denotiamo
Ef = {(p7Q) eU: E(p7Q) :fi) 1= 17"‘7”} ’
e assumiamo che Fi, ..., F, siano indipendenti su Xy« # () per un opportuno f* € R", precisamente

O(F1,...,Fy)
rango =n 3.11
8(p17"'7p7’b7QI7"‘7QTL) ( )

in ogni punto di Xy. Allora

i. Xy« € una varieta n-dimensionale, invariante per ciascuno degli n flussi hamiltoniani Pt .
1
ii. X+, se compatta e connessa,’® ¢ diffeomorfa al “toro standard” T" = R"/(2nZ)";

1. esiste un intorno F C R™ di f*, tale che l'insieme

oy = J =y
fex

(“intorno tubolare di X¢+7) € diffeomorfo a F x T";

w. in Xg esistono coordinate canoniche di aziome—angolo, precisamente esiste un cambiamento
di coordinate (p,q) = w(I, ), definito per

(I,))eBxT"', BCR",

tale che X5 = w(B x T"), e ciascuna funzione trasformata F, = F;ow ¢ funzione delle sole
aziond, . .

(1, ¢) = fi(l) ;
viceversa le azioni I sono funzioni invertibili delle sole F', precisamente esiste J: F — B tale
che I1(p,q) = I(F(p,q))-

Si osservi che 'enunciato € simmetrico in Fy,..., F,: una qualsiasi F; puo essere I'hamiltoniana
che ci interessa studiare, e le altre sono allora le sue costanti del moto. Se quella che ci interessa
¢ denotata H, allora il teorema dice, in particolare, che ogni moto di H (nel dominio in cui il
teorema si applica) si svolge su un toro n—dimensionale, & quasi periodico con n frequenze, e si
possono introdurre coordinate di azione angolo (I, ¢) che mutano H in una nuova hamiltoniana K
dipendente solo dalle azioni. L’hamiltoniana H ¢ allora integrabile secondo Liouville, nel dominio

13Ci si pud comunque sempre restringere a una sua componente connessa. Se manca la compattezza (ma ugualmente
i flussi sono prolungabili a ¢t € R) allora X ¢ diffeomorfa al cilindro €% prodotto di k circoli e n — k rette,
e™* = R"™/(277Z)*; nel caso compatto, I'unico veramente interessante, si ha k = n e il cilinrdo diventa un toro. Nel
caso non compatto si possono comunque introdurre k coppie di coordinate di azione—angolo I;, ¢;, mentre per gli
altri gradi di liberta & possibile introdurre coordinate di energia—tempo Ej;,7; (con le 7; non periodiche).
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Y4, secondo la definizione 6.'% Parimenti integrabile & ogni hamiltoniana che sia funzionalmente
dipendente da Fi,...,F,, cioe H(p,q) = H(Fi(p,q),...,Fn(p,q)) con H : R" — R qualsiasi.
(Come lo si vede?)

La dimostrazione del teorema, complessa e non facile, sicuramente va oltre gli scopi di queste
note. Nell’appendice F tuttavia e riportata la dimostrazione dei punti i. e ii., che sono la parte piu
interessante.

e La scelta delle variabili di azione-angolo non ¢ mai unica. In particolare se (I, ) ¢ una scelta
possibile, e A & una qualunque matrice intera con |det A| = 1 (equivalentemente: A ¢ intera
con inversa intera), allora la trasformazione canonica

I=AT], =AY (3.12)

fornisce un’altra scelta possibile di variabili di azione-angolo. La condizione su A garantisce
che alla trasformazione lineare ¢ = At in R? corrisponda una mappa regolare e biunivoca:
T? — T?2; si veda l'esercizio qui sotto. La liberta offerta dalla (3.12) in qualche caso & molto
utile; si veda ad esempio 'esercizio 31.

EsERrcizIo 28 Si dimostri che alla mappa lineare ¢ = A1) su R? corrisponde una mappa regolare
biunivoca: T? — T? se e solo se A e A™! sono intere. [Bisogna e basta che, nei due versi, punti
equivalenti di R2, cioé punti le cui coordinate differiscono per multipli interi di R?, siano inviati in
punti equivalenti.]

Vediamo ora alcuni esempi di sistemi integrabili, presi tra quelli fisicamente piu interessanti.

(i) I sistemi isocroni, precisamente sistemi con ’hamiltoniana della forma (3.2), di cui si & gia detto.
Sono chiamati anche sistemi lineari in quanto le equazioni del moto sono lineari. Dopo il passaggio
ai modi normali I’hamiltoniana ha la forma (3.3); sono costanti del moto in involuzione le n energie

degli oscillatori, cioé (rimuovendo la tilde) E; = 1(p? + w?¢?), i = 1,...,n. La matrice di cui va
verificato che abbia rango n ¢, ordinando qui per comodita le variabili (p1,q1,...,Pn, ¢n),
p1 o wiq
a(Elv"'aEn) _ p2 W§q2

a(pla q1y - - apTL?qn)
Pn w%‘]n

Si ha allora una caduta di rango se uno o piu oscillatori sono all’equilibrio: p;, ¢; = 0 per almeno un
indice . Al di fuori di questo caso il rango & n e corrispondentemente il moto avviene sul prodotto
di n circoli, cioe su un toro T, ed & quasi periodico con n frequenze:

L) =1 elt)=¢"®) +wit, i=1l...n. (3.13)

Invece in corrispondenza all’equilibrio di uno o piu oscillatori una famiglia di tori n dimensionali
collassa su un toro di dimensione inferiore (il moto ¢ ancora quasi periodico, con un numero inferiore
di frequenze).

147] teorema di Liouville-Arnol’d & a volte usato, in letteratura, per definire i sistemi integrabili: i sistemi integrabili
secondo Liouville sono in questo caso direttamente definiti come quei sistemi per cui H, assieme a n — 1 opportune
funzioni F;, soddisfa le ipotesi del teorema di Liouville-Arnol’d.
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Figura 8: (a) la traslazione sul circolo; (b) il legame col moto lineare su T2.

ESERCIZIO 29 Per n = 2 si consideri il moto quasi periodico di p1,ps su T? definito dalle (3.13).
Si dimostri che (a) se o = wy/wa € razionale, allora tutti i moti sono periodici; (b) se invece o
é irrazionale, la traiettoria e densa sul toro (Jacobi, 1835). La seconda parte non ¢ immediata.
Conviene prima risolvere I'esercizio seguente: si consideri la traslazione sul circolo (0,27) definita
da ®(¢) = ¢ + 2w (figura 8a), e per ogni po si consideri la successione po, Y1, ..., ¢t, ... definita
da pry1 = P(py), t > 0. Si dimostri che la successione ¢ densa sul sul circolo se e solo se
« ¢ irrazionale. Anche questo pero richiede una certa ingegnosita; si veda 'appendice E. Per
comprendere il legame tra i due esercizi si osservi la figura 8b.

Esercizio 30 Con le notazioni dell’esercizio precedente si consideri il caso di a razionale, « = k/1.
Si determini una ulteriore costante del moto del sistema, in aggiunta a I e Is.

Esercizio 31 Si consideri [’hamiltoniana lineare integrabile H(Iy, 2, p1,92) = wili + wols. (1)
Per wy = wy si trovi una trasformazione canonica (I,p) = w(J,v) tale che la nuova hamiltoniana
dipenda solo da Jy. (ii) Si estenda il risultato a wy/we razionale qualsiasi; si cerchi per questo
w della forma (3.12). La seconda parte richiede un po’ di ingegnosita (o qualche conoscenza di
aritmetica); si veda I’appendice E.

EsERrcIziO 32 St consideri un cambiamento di variabili del tipo
I'=u(J), o =v(J,9) . (3.14)

Qual ¢ la forma piu generale possibile di u e v tale che la trasformazione sia canonica, con v :
T? — T? biunivoca? [Risposta: ¢ una marginale generalizzazione della (3.12), precisamente

I=ATT, =AW +aJ)],
con A intera con |det A| =1 e a tale che gf}; = gf“]: ]

(ii) Il moto centrale piano, in particolare il problema di Keplero. Per questi sistemi ’hamiltoniana
(supponendo la massa unitaria) ha la forma

2 2

p; P
H(pr,py,r,0) = 5+ﬁ+V(T); (3.15)



3.8 — Il teorema di Liouville-Arnol’d 38

21 Y
Figura 9: Il punto (¥, py) corre su un circolo.
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(a) (b)

Figura 10: (a) Il potenziale attrattivo V; (b) il corrispondente potenziale
efficace Vp,; (c) il ritratto in fase di Hp,.

con evidenza si conservano e sono in involuzione ’energia H e il momento angolare py. Il moto
nel piano ¥ py € allora come in figura 9: py resta costante, mentre ¢, supponendo py # 0, avanza
monotonamente (19 = py/r? # 0). Per quanto riguarda la coppia (p,,r), per ogni fissato py essa &
regolata dall’hamiltoniana efficace

p? 5
prﬁ(pr,T) = Er + vpﬁ(r) ) V’Pﬁ(r) = ﬁ + V(T) .

Supponiamo V' attrattivo della forma qualitativa riportata in figura 10a, con (eventuale) divergenza
nell’origine pitt debole di —1/r2 in modo che V,, abbia la forma qualitativa riportata in figura 10b
e corrispondentemente il ritratto in fase di }(,, sia come in figura 10c. Verifichiamo l'ipotesi che il

rango della matrice % sia due. Si ha
oV
OH,pg) _ (pr 5 = O
a(p'r,pﬁarv 19) 0 1 0 0
. . . . A% . .
pertanto si ha una caduta di rango se simultaneamente risulta p, = 0 e 9 5> = 0. Cio si verifica

sui punti di equilibrio del sistema ridotto },,, ovvero in corrispondenza ai moti circolari di H. Al
di fuori di questo caso invece ogni moto di H(,, (con energia negativa) avviene su una traiettoria
chiusa, cioé su un circolo. Corrispondentemente, ogni moto di H avviene sul prodotto di questo
circolo e del circolo considerato sopra nel piano ¥py, in cui ¥ avanza monotonamente a py costante.
Il moto si svolge cosi su un toro bidimensionale.!> In corrispondenza ai moti circolari invece una

15Non & difficile vedere che per E > 0, venendo a mancare la compattezza delle curve in figura 10c, il moto avviene
su un cilindro; si veda la nota 13, a proposito del teorema di Liouville-Arnol’d.
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moti circolari

Figura 11: in corrispondenza ai moti circolari una famiglia di tori T? collassa in un circolo.

famiglia di tori bidimensionali collassa in un circolo, e corrispondentemente un angolo non & piu
definito; si veda la figura 11.

I moti di (py,?) e (pr,r) nei due circoli hanno periodi Ty e T, dipendenti dalle costanti del
moto E e py, in generale diversi e incommensurabili: i moti non circolari allora in generale non
sono chiusi e anzi (si veda sopra l'esercizio 29) riempiono densamente il toro cui appartengono.
Proiettati nello spazio delle configurazioni essi danno il noto moto “a rosetta”, si veda la figura 12,
in cui durante ogni periodo 7T, 'angolo 1}, misurato ad esempio al perielio, avanza di una quantita
fissa © in generale non commensurabile a 27w. Fa eccezione il caso kepleriano V' = —k/r, per il
quale come e noto T, e Ty sono sempre uguali tra loro, percio ©® = 0 e tutte le traiettorie anche
non circolari sono chiuse.

La descrizione dettagliata del passaggio alle variabili di azione—angolo per il moto centrale piano
sara fatta piu avanti nel paragrafo 3.5C, tramite ’equazione di Hamilton—Jacobi; qui ci limitiamo
a esporre il risultato. Una scelta possibile di queste variabili, di fatto la piti comune e la piu
conveniente nelle applicazioni, &

1
L = —A(E
1 2 ( 7p'l9) + |p19’
Iy = py
T(rapraEapﬂ)
= 21—
a1 Tr(Eapﬂ)
(TapTaE’pﬁ)

.
72 w +o Tr(Ea pﬂ)

ove E = H(p,,py,r,9); A & 'area sottesa dalla curva passante per (r,p,) nel piano rp, (figura 13),
a py costante (A dipende solo da py e da E); 7 ¢ il tempo necessario a raggiungere (r,p,) a partire
dal perielio (figure 13 o anche 12); infine ) & ’angolo che individua 'ultimo perielio a partire da una
direzione assegnata (figura 12). La nuova hamiltoniana ha una forma che non si scrive in termini
di funzioni elementari, comunque dipende solo da I e Io,

K(I1, Iz, ¢1, p2) = h(I1, 1) .

L’angolo 1, detto anomalia media, ha origine nell’ultimo perielio e avanza uniformemente fino a
271 al momento del passaggio al perielio successivo.'® L’angolo ¢s, detto argomento del perielio,
avanza invece uniformemente di © nel tempo intercorrente tra due passaggi successivi al perielio
(resta definita, in questo modo, una posizione del perielio anche tra un passaggio e 1’altro).

16Per 1a legge delle aree, @1 & dunque proporzionale all’area spazzata dal punto che esegue il moto centrale a partire
dal perielio.
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Figura 12: Una tipica traiettoria per un moto centrale

b, T

Figura 13: La variabili A e T per il moto centrale.

Nel caso kepleriano, cio¢ per V(r) = —k/r, come ¢ noto, si ha una costante del moto in
piu, che qui si traduce nel fatto che @9 resta costante: il perielio non avanza e tutti i moti sono
periodici (anziché quasi periodici con due frequenze). L’hamiltoniana h nel caso di Keplero si scrive
esplicitamente; essa risulta dipendere dalla sola I1, e a conti fatti si trova

k‘2

W) = =573 - (3.16)

Come poi & noto dalla meccanica newtoniana, il semiasse maggiore a delle ellissi di Keplero &
funzione della sola energia h, precisamente si ha a = —k/(2h); sostituendo h nella (3.16) si trova
allora il legame tra ’azione I; e il semiasse,

I =Vka .
Il risultato & coerente con la terza legge di Keplero: infatti dall’espressione (3.16) di h si trova

oh _k* kY2

I = — = = = —
w1( 1) 8.[1 Ii; CL3/2 )
da cui segue
2m)?
o )
.
EsERcIzIO 33 Si verifichi che nel caso kepleriano V.= —k/r il vettore

A=pxl—kq/r, Il=gxp
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Figura 14: Il problema di Keplero visto in tre dimensioni.

(“vettore di Runge-Lenz”) ¢ costante nel tempo. (Si pud calcolare A lungo il flusso hamiltoniano,
o equivalentemente calcolare algebricamente le tre parentesi di Poisson {4;, H,}). Si osservi che
la direzione del vettore é parallela al semiasse maggiore delle ellissi. (Infatti, A-p = 0 al perielio,
cioe quando ¢ - p = 0.)

Alla luce del caso kepleriano diamo la seguente definizione:

DEFINIZIONE 7 Sistemi integrabili in cui una o pit azioni non compaiono nell’hamiltoniana, mentre
corrispondentemente gli angoli ad esse coniugati restano fermi, sono detti degeneri, e i gradi di
liberta assenti da h sono detti essi stessi degeneri.

Il problema di Keplero piano dunque & degenere. I sistemi degeneri hanno cosi un numero ng di
frequenze (non nulle) inferiore a n e corrispondentemente tutti'” i moti sono ristretti a tori di
dimensione ng (dimensione uno, e dunque orbite chiuse con moti tutti periodici, per Keplero). Il
numero di costanti del moto viceversa e piu alto, 2n — ng > n, e per questo i sistemi degeneri sono
anche detti superintegrabili.

Esercizio 34 Si studi U'oscillatore armonico piano, con hamiltoniana (3.15) e V(r) = jw?r?. (Al
pari del problema di Keplero, il sistema ¢ degenere e ha tutti i moti periodici. Il teorema di Bertrand
assicura che non vi sono altri casi di moti centrali con questa proprieta.)

EsErcizio 35 Per n = 2 si consideri il sistema integrabile lineare di hamiltoniana h(Iy,I3) =
wili +waly. Simostri che se we/wy € razionale, allora il sistema con una trasformazione canonica
del tipo (3.12) prende la forma degenere. [Suggerimento: ci si rifaccia all’esercizio 31. Per w; = wo
si ha loscillatore armonico piano.]

(iii) Il moto centrale come problema tridimensionale (cenno). Possiamo guardare a un generico
moto centrale non piu nel piano ma nello spazio. Il sistema & integrabile: precisamente, detto

"Non ci si confonda col fatto che per particolari dati iniziali, ad esempio in corrispondenza ai moti circolari nel
problema del moto centrale, un toro T" puo degenerare in un toro di dimensione inferiore.
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M il momento angolare, si conservano e sono indipendenti e in involuzione H, M? (o il modulo
|M]]) e una qualunque componente M, di M, con scelta arbitraria dell’asse 2.8 Tl sistema &
superintegrabile, o degenere, qualunque sia il potenziale: ha infatti una costante del moto in piu,
ad esempio M, con 2z’ # z qualsiasi; corrispondentemente ha due anziché tre frequenze. Il caso
kepleriano a sua volta si pesenta doppiamente degenere, con una sola frequenza.

Il moto di fatto ¢ piano, e mettendoci nel piano dell’orbita possiamo ripetere la trattazione
precedente (si osservi che py = ||M||), costruendo in modo identico I, Is, 1, 2. Come terza
azione si puo prendere I3 = M,; I3 determina cosi I'inclinazione del piano dell’orbita (evidentemente
costante) rispetto al piano zy. L’angolo ¢3 coniugato a I3 risulta essere I’angolo nel piano zy da
una direzione prefissata, ad esempio ’asse z, alla “linea dei nodi” in cui il piano dell’orbita interseca
il piano xy. Il piano dell’orbita e fisso, e corrispondentemente @3 non avanza; Is non compare in H
— l'inclinazione dell’orbita certo non cambia I’energia — coerentemente con il fatto che il sistema
& degenere. La figura 14 illustra il caso kepleriano.

3.4 1l corpo rigido di Eulero come sistema hamiltoniano integrabile

Il corpo rigido di Eulero ¢ il corpo rigido con un punto fisso in assenza di forze attive. In questo
paragrafo ci proponiamo di descriverlo come sistema hamiltoniamo integrabile, e in particolare di
introdurre le sue coordinate di azione—angolo; indispensabile premessa e la trattazione classica di
questo sistema, richiamata nell’appendice G.

Denotiamo con (O, e,, ey, €,) un sistema di riferimento fisso nello spazio, con origine nel punto
fisso del corpo, e con (O, e, €2, €3) un sistema di riferimento solidale al corpo e principale (cio¢ con
gli assi cartesiani paralleli agli assi principali di inerzia relativi a O). La configurazione del corpo
¢ univocamente individuata da una matrice R € SO(3), ad esempio la matrice tale che e; = Re, e
cosl via; la varieta delle configurazioni del sistema dunque ¢ il gruppo SO(3). Lo stato del sistema
¢ poi univocamente determinato assegnando, oltre a R, il momento angolare m. Quest’ultimo si
pud pensare come vettore di R? facendo riferimento, equivalentemente, alla terna di componenti
m¢ = (mi,ma, ms3) nella base propria oppure a alla terna m® = (mg, my, m.) nella base fissa
nello spazio; la relazione tra le due € m®* = Rm®. Per essere definiti, e come risulta di fatto piu
conveniente, faremo riferimento a m¢, pertanto identificheremo gli stati del sistema con le coppie

(R,m°) € SO(3) x R? .
Lo spazio delle fasi risulta cosi essere la varieta prodotto!®
M=R>x SO(3) .
Nel sistema si conserva ’energia (cinetica)

2 2 2

241 24, 2437

K(m®) = (3.17)

8Si conservano anche, ma non sono in involuzione, le tre componenti del momento angolare M., M,, M.,.

19Che lo spazio delle fasi abbia globalmente la struttura di prodotto & un fatto eccezionale. In genere, se Q &
la varieta delle configurazioni di un sistema olonomo a n gradi di liberta, la meccanica lagrangiana e la meccanica
hamiltoniana sono definite su varieta che solo localmente hanno la struttura di prodotto U x R™, ove U & un aperto di
Q; globalmente si ottengono invece varieta pit complesse, dette fibrato tangente e fibrato cotangente rispettivamente
per la meccanica Lagrangiana e per quella Hamiltoniana. Per il corpo rigido si ottiene la struttura globale di prodotto
grazie al fatto eccezionale che lo spazio delle configurazioni SO(3) & un gruppo.
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ove si sono denotati con Ay, Az, A3 i momenti di inerzia relativi alla base propria. Oltre a K si
conservano le tre componenti di m nello spazio m,, m, e m, dunque in tutto le quantita conservate
sono quattro. Una terna di costanti del moto in involuzione & (K, m?,m.), ma evidentemente al
posto di m. si pud prendere una qualunque altra componente m,, di m in una direzione fissa 2’
dello spazio. Il sistema dunque ¢ integrabile, ma ha una costante del moto in piu ovvero, secondo
la terminologia sopra introdotta, ¢ superintegrabile (si osservi la forte somiglianza con il caso del
moto centrale in tre dimensioni).

A. Il caso simmetrico e le coordinate di Andoyer.

Ci restringiamo ora per semplicita al caso di corpo rigido simmetrico: A = Ag # As. Risulta
allora

K(m) = 5 (md ) + 5o md = S ) (319
ove 7 e il “fattore di forma”
Ay — Az
= 1
Poiche si ha sempre 0 < Az < A1 + Ay = 244, risulta
>
5 = ;
17 = —1/2 corrisponde a A3 = 2A;, cio¢ a un corpo piatto (una situazione limite che non presenta

difficolta), mentre per n = oo si avrebbe un corpo filiforme, A3 = 0: una situazione singola-
re che escludiamo dalle nostre considerazioni. Come si vede dalla (3.18), al posto di K si puo
equivalentemente usare la quantita conservata mg, e far cosi riferimento alle costanti del moto

HmH ) ms , my , My s

le prime tre, ma anche le prime due e l'ultima, sono in involuzione (invece {m,, m,} # 0 ).

La descrizione buona del moto, adatta a mettere in evidenza la struttura integrabile del sistema,
¢ quella suggerita da Poinsot, che qui ricordiamo brevemente (si veda la figura 15a).

o Il momento angolare m € costante nello spazio.
o La componente mg, e dunque 'angolo tra m e ez, sono costanti.

o Ivettorim, Q e es, ove 2 denota la velocita angolare del corpo (appendice G) sono complanari,
dunque
Q=0e, + ;s ove em =m/||m| ; (3.19)

con semplici considerazioni geometriche si trova

O = M ’ QO — 77% )
Ay Ay

o Il piano di m,Q, e3 precede attorno a m con velocita angolare Q' costante; simultaneamente
il corpo ruota attorno a es con velocita angolare 2" costante. Per descrivere questi due moti
¢ utile tracciare due coni €’ e €” (coni di Poinsot) con vertice comune nell’origine, il primo
con asse m, fisso nello spazio, e il secondo con asse eg, solidale al corpo; i coni si toccano sulla
direttrice comune 2. I punti del corpo su questa retta, che & asse istantaneo di rotazione,
hanno velocita nulla, percio il cono solidale €” rotola senza strisciare su € fisso, come se ci
fosse un vincolo di puro rotolamento tra due oggetti materiali.
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Figura 15: (a) La descrizione di Poinsot; (b) le coordinate di Andoyer
(per confronto sono stati indicati, con tratto punteggiato, i consueti an-
goli di Eulero ¥, v, e la linea dei nodi n = e, X eg che entra nella loro
costruzione).

La descrizione ha senso solo se m e es non sono paralleli, ovvero al di fuori delle rotazioni proprie
sulle quali tutto diviene singolare. Qualche dettaglio in piu si trova nell’appendice G.

Non e difficile introdurre sei coordinate adattate alla descrizione del moto di Eulero—Poinsot,
che descrivano completamente lo stato di moto del corpo (si veda la figura 15b).

o Poniamo innanzitutto G = |m||, L = mg3. Queste quantita sono costanti e determinano
I’apertura dei coni e le frequenze delle precessioni su di essi. Sono quantita intrinseche, cioe
definite indipendentemente dalla scelta (arbitraria) della terna fissa (e, ey, €-).

o Con una coppia di coordinate fissiamo 'orientamento di e,, nello spazio. Una scelta conve-
niente ¢ (J,j), con J = m, e j = angolo nel piano zy da e, alla linea dei nodi n’ = e, x m
(coordinate cilindriche di e,, nella base fissa). Le coordinate (J, j) dipendono evidentemente
dalla scelta della terna fissa, e sono ben definite se e, e m non sono paralleli, e, x m # 0.

o Infine, con due angoli determiniamo ’avanzamento del sistema lungo i coni di Poinsot. Un
primo angolo, che denoteremo g, descrive la precessione di ) e e3 attorno a m, e precisamente
¢ I’angolo, nel piano ortogonale a m, dalla linea dei nodi n’ a una seconda linea dei nodi
n” = m X eg; 'angolo g dipende (solo) per l'origine n’ dalla scelta della terna fissa. Il secondo
angolo, che denoteremo [, descrive la rotazione propria, ed & definito come ’angolo nel piano
equatoriale ejes da n” a eq; la coordinata [ cosi definita ¢ intrinseca. Entrambi gli angoli sono
ben definiti se m e es non sono paralleli, m x eg # 0. Il confronto con la figura 15a mostra
che g & 'angolo tratteggiato sul cono €', solo ne & stata precisata Porigine; [ differisce di 7/2
dall’angolo tratteggiato sul secondo cono.

Si raccomanda di rifare da sé una o due volte la figura 15b. Si osservi che g, [, e j sono angoli nei
piani ortogonali, rispettivamente, a m, ez e e,; corrispondentemente GG, L e J sono le componenti
del momento angolare lungo le tre direzioni.

E’ laborioso, ma non veramente difficile, verificare che (G, L, J, g, 1, j) sono effettivamente delle
buone coordinate (una carta di SO(3) x R3), se si escludono: (i) le rotazioni proprie m x e3 = 0
(ovvero L = £G), ove i coni di Poinsot sono singolari; (ii) inoltre, per evitare la singolarita delle
coordinate cilindriche J, j, il caso e, x m = 0. Ma quest’ultima non ¢ una vera limitazione, data
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J

A

A S? T?

Figura 16: Lo spazio delle fasi del corpo rigido.

Parbitrarieta della scelta dell’asse z. Quanto al dominio delle diverse coordinate, per (G, L) il
dominio e

A={(G,L)eR*: G>0, -G<L<G};

il dominio di e, ¢ la sfera S?, mentre il dominio delle coordinate (J,5) su S% ¢ (=G, G) x S* (si
escludono i due “poli” ove l'asse z buca la sfera); infine (g,1) € T2. Si veda la figura 16: in ogni
punto di A ¢ attaccata una sfera S, con coordinate (J,j); in ogni punto della sfera e attaccato un
toro bidimensionale. Questo ¢ lo spazio delle fasi del sistema, se si escludono le rotazioni proprie.?°

L’interesse principale per le coordinate (G, L, J, g, 1, j) € che, prese in quest’ordine, esse costituiscono
coordinate canoniche, nelle quali le lettere minuscole denotano le coordinate e le corrispondenti
lettere maiuscole denotano i rispettivi momenti coniugati. Vale infatti la seguente importante
proposizione, dovuta a Andoyer (1923), in seguito “riscoperta” da Deprit (1961) e chiamata di
solito teorema di Andoyer—Deprit:

PROPOSIZIONE 17 Le coordinate (G, L, J, g,1, j), ordinate come indicato sopra e nel dominio indicato
sopra, sono coordinate canoniche analitiche su SO(3) x R3. Due carte di queste coordinate, relative
a diverse scelte di e,, coprono la varieta

Mo = {(R,m) € SO(3) x R* :m x e3 # 0} .
L’hamiltoniana del corpo rigido simmetrico in queste coordinate ¢ H(G, L, J,g,1,7) = h(G, L), con

b

hG.L) = 5o

(G*+nL? . (3.20)

Omettiamo la dimostrazione, ancora una volta non difficile ma faticosa. Ammessa tuttavia la
canonicita, la forma (3.20) di H nel caso simmetrico segue immediatamente dalla (3.18): H ¢
infatti ’energia, qui soltanto cinetica, scritta in coordinate canoniche. Si vede cosi che le coordinate
di Andoyer sono le coordinate di azione—angolo del corpo rigido simmetrico. 1l sistema & con
evidenza degenere, e il grado di liberta degenere ¢ (J, 7). Il moto si svolge sul toro bidimensionale
T2, con frequenza w = (wy,w;) data da

wZ(@K 8K> 1

9G° OL :Z(Gan)§

29F’ interessante osservare che due delle coordinate di Andoyer, precisamente L e J, concidono con due dei momenti
coniugati delle coordinate di Eulero: si ha infatti L = py, J = py; si veda I'appendice J.
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si osservi che wy,w; coincidono con le velocita ', Q)" delle precessioni sui coni di Poinsot riportate
nella (3.19).
B. Il caso triassiale (cenno).

Nel caso triassiale le coordinate di Andoyer (G, L, J, g,1, j) restano, evidentemente, coordinate
canoniche su SO(3), dal momento che la canonicita delle coordinate ¢ una proprieta a priori,
indipendente dall’hamiltoniana cui si € interessati. Ma non sono piu coordinate di azione—angolo:
infatti, questa volta (figura 15b) si ha

my = \/m? —m3 sinl , mge = \/m? —m3 cosl ,

e dalla (3.17) si deduce allora

sin?l  cos?l > L?

(2 72
K= L)(2A1+2A2 o4

Ma questa espressione si puo interpretare come hamiltoniana di un sistema a un solo grado di
liberta, per la coppia (L,l) — una variante del pendolo — in cui G & un parametro. Procedendo
allora come per il pendolo (o meglio come per un qualunque sistema a un grado di liberta) non &
difficile comprendere che si puo introdurre, al posto di (L,1), una coppia di coordinate di azione—
angolo (I, ), nell'intorno di ogni curva di livello di K non contenente punti singolari. Qualche
dettaglio in piti ¢ demandato al prossimo esercizio.

EsErcizio 36 Si tracci il ritratto in fase relativo all’hamiltoniana K (pensata come funzione di

L,1). In quali regioni del piano Ll si possono introdurre le coordinate di azione—angolo I1,p? Chi
el?

3.5 L’equazione di Hamilton—Jacobi

La ricerca di una trasformazione di coordinate (p,q) = w(p, q) che porti un sistema hamiltoniano
in forma integrabile & naturalmente associata a una importante equazione alle derivate parziali,
detta equazione di Hamilton—Jacobi. Si tratta di un’equazione che interviene in vario modo nella
Fisica Matematica. Hamilton la introdusse originariamente in connessione alla propagazione dei
fronti d’onda in ottica, mentre fu Jacobi a sottolinearne I'importanza in relazione all’integrabilita
dei sistemi hamiltoniani. Ci limiteremo qui alla cosiddetta equazione ridotta di Hamilton—Jacobi,
adatta a problemi indipendenti dal tempo, accennando solo brevemente alla fine al caso generale.

A. L’equazione ridotta di Hamilton—Jacobi

Cominciamo con una definizione:

DEFINIZIONE 8 Data la funzione di Hamilton H(p,q), H : R*® — R, l’equazione alle derivate
parziali

a8 oS
H(quw"a%ﬂ]lv'“vqﬂ):hv (321)
n
nella quale sia la funzione S(qi,...,qn) sia la costante h sono incognite, é detta “equazione ridotta

di Hamilton—Jacobi” associata ad H.
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Si osservi che ciascuna derivata parziale (%q- sta in H al posto di p;. Ad esempio, all’hamiltoniana

dell’oscillatore armonico H(p,q) = %(p2 + w?q?) & associata 'equazione di Hamilton—Jacobi

1/0S\2 1 5,5

Non e difficile verificare che una famiglia di soluzioni di questa particolare equazione ¢ data da

q
S(a,q) = :t/ V2w — w?e?de h(a) = aw (3.23)
0

ove « € una arbitraria costante positiva.

DEFINIZIONE 9 S% dice integrale completo dell’equazione ridotta di Hamilton—Jacobi ogni famiglia
di soluzioni

S(ala"'vanaqlv"'aqn)> h(a17"'aan)
dipendente da n parametri reali o, . .., an, tale che Tisulti
%S
det ( ) 0. 3.24

Attenzione: I'integrale completo & una classe “sufficientemente ampia” di soluzioni e non va confuso
con 'integrale generale, cio¢ con l'insieme di tutte le soluzioni (che per le equazioni alle derivate
parziali contiene sempre funzioni arbitrarie anziché un numero finito di costanti arbitrarie; si pensi
all’equazione delle onde). La (3.23) fornisce un integrale completo della (3.22).

Il legame tra l’equazione ridotta di Hamilton—Jacobi e l'integrabilita di H e espresso dalla
seguente facile proposizione:

PROPOSIZIONE 18 Sia S(aaq,...,0n,q1,---,qn), h(a1,...,an) un integrale completo dell’equazione
ridotta di Hamilton—Jacobi (3.21). Allora la funzione generatrice S(Piy...,Pn,q1s---,Gn), nel-
la quale le costanti aq,...,ay dell’integrale completo sono reinterpretate come momenti, genera

implicitamente, tramite le (2.23), una trasformazione canonica (p,q) = w(p,q) che muta H in

H(ﬁla--'aﬁna(jl?"'a(jn):h(ﬁla---aﬁn) . (325)
DiMOSTRAZIONE. Dalle (2.23) segue

. a8
H ~7 q) = H<7 ~7 ) ) 9
(P, q) 94 N
ove a secondo membro, in linea di principio, ¢ sottintesa la sostituzione ¢ = v(p, ), con v definita
implicitamente dalle (2.23). Ma per I’equazione di Hamilton—Jacobi, il secondo membro non dipende
da ¢ e vale h(p), ovvero la sostituzione ¢ inutile e si ha la (3.25). La condizione di invertibilita
(2.22) ¢ garantita dalla (3.24). 0

Restando nell’esempio della soluzione (3.23) alla (3.22), prendendo il segno piu e denotando con
I anziché con « il parametro (il nuovo momento), si ha la funzione generatrice

q
S(I,q) —/0 V2wl — w?2? do



3.5 — L’equazione di Hamilton—Jacobi 48
e questa (esercizio (10-v)) si ¢ gia vista essere la generatrice del passaggio alle coordinate di azione—
angolo: la forma implicita della trasformazione e infatti

oS
= — = 2wl — w?
34 wl — w?q

2

= arcsin/w/2I q ,

p

oS / a dx
gp = —_— = _—
’ o1 0 2I/w— 2?2
e per inversione si ottengono facilmente le equazioni esplicite

qg=+/2I/wsingp , p=V2wlcosyp , (3.26)

con determinazione dell’angolo (funzione arcoseno) tra —4 < ¢ < 7. Prendendo il segno meno si

ottiene similmente
q=—/2[/wsiny | p=—V2wl cos

con —5 < ¢ < 7, e con la traslazione ¢’ = 7 + ¢ si recuperano le (3.26), questa volta per
I<p<im

In conclusione, il dominio della trasformazione ¢ I > 0, ¢ € S 1 e I’hamiltoniana & mutata
nell’hamiltoniana integrabile H (I, ) = h(I) = wl.
All’integrale completo (3.23) della (3.22) si arriva facilmente scrivendo

%5 _ s oh—wig,

dq
prendendo poi h(a) = aw; una quadratura da allora banalmente la (3.23). La scelta h(a) = aw,
si osservi, da al parametro a le dimensioni di un’azione. Altre scelte di h(«) sono possibili, in
particolare si puo prendere h stessa come costante libera; in questo caso al posto delle variabili di
azione—angolo sopra costruite si ottengono le variabili energia—tempo (h, 7). Vale la pena di vederlo
in dettaglio nel caso piu generale di un sistema eventualmente anisocrono, come il pendolo.

B. Esempio: le variabili di energia—tempo per il pendolo.

Riprendiamo il pendolo (o un qualunque altro sistema con un grado di liberta che esegua moti
periodici). L’equazione di Hamilton—Jacobi si scrive

1,05\2

L) v
da cui segue

oS

9 +v/2(h—V(q)) .

Ci limitiamo qui al segno pit;, ma tutto si estende come indicato sopra anche al segno meno. Come
parametro « prendiamo h stessa, e vediamo che allora ’equazione di Hamilton—Jacobi fornisce
proprio le variabili energia—tempo (h,7) del pendolo introdotte nel paragrafo 3.2. La generatrice
S(h,q), con questa scelta, prende la forma

S(hyq) = /0 VA= V(@) de

la condizione di invertibilita (2.22) & soddisfatta,?!
9*s 1
Ohdq — \/2(h =V (q))

£0,

21Sui punti di inversione (i punti ¢ tali che V(¢q) = h, cosicché ¢ = p = 0) c¢’¢ un’evidente singolarita, ma i punti si
recuperano poi per continuita.
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e la trasformazione (in forma implicita) si scrive

95 Y
=75 = V2 -V(@), T:ah:Z;%h—V@»'

Per inversione nella prima e sostituzione nella seconda si ottengono le espressioni esplicite di h e 7
in funzione di p e ¢:

p2
h=5+V(q)=H(p,q) ,

B q dx
T /0 V2(H(p,q) — V(@)

e queste sono proprio le coordinate energia—tempo precedentemente introdotte. Da queste, come
si € visto sopra, si passa poi all’occorrenza alle coordinate di azione—angolo.

C. Esempio: il moto centrale piano.

Consideriamo il moto centrale piano gia brevemente trattato nel paragrafo 3.3; ’hamiltoniana
H(p,,py,r,9), di fatto indipendente da ¥, & la (3.15), con V' e V come in figura 10, e I'equazione
ridotta di Hamilton—Jacobi si scrive

1 <85>2 1 (88
2\ 0r 2r2 \ 90
Ci proponiamo di risolvere questa equazione per costruire coordinate (h,l,7,), in cui h e 7 sono
energia e tempo, [ ¢ il momento angolare py, mentre ¥ € una opportuna variabile angolare coniugata

a l. In un secondo momento passeremo da queste variabili alle variabili di azione—angolo che stiamo
cercando.

>2+V(r):h.

Cerchiamo allora un integrale completo dell’equazione, che sia lineare in ¢}, precisamente sia
della forma??
S(h,l,r,9) =8(h,l,r)+ 1V, (3.27)

ove h e [ sono le costanti da cui l'integrale competo dipende, ovvero i nuovi momenti; questa forma
di S assicura che sia, come vogliamo, py = g—g = [. L’equazione di Hamilton—Jacobi si riduce allora
a

l2

1 /08\2
= —4+V(r)=nh
2((‘37") +2r2+ (r) ’

e in questa equazione si riconosce I’equazione di Hamilton—Jacobi del problema a un grado di liberta

2 2

z
Hpror ) = T4V VD) = o5+ V()

che si ottiene dal problema di partenza di Hamiltoniana (3.15) fissando il valore [ del momento
angolare py. Possiamo allora procedere come abbiamo fatto sopra per il pendolo: ricaviamo

O AV

22Questa forma di S si presenta spontanea se si segue il metodo, tipico in diverse equazioni alle derivate parziali,
della separazione delle variabili. Precisamente si cerca S della forma S = §(r) + 8'(¥9) (si separa la dipendenza da r
e da 9), cosicché 'equazione di Hamilton—Jacobi si scrive

1/08\> 1 [88)*
Si osserva subito che il secondo termine deve essere indipendente da ¢ (tutti gli altri lo sono), ovvero 8’ deve essere

lineare in ¥, 8’ = I¥; il coefficiente di proporzionalita [ si usa come costante dell’integrale completo. Si giunge cosi
alla (3.27), ove si sono inseriti tra gli argomenti di S anche le costanti h e [.
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e limitandoci per semplicita al segno ‘+:
S8(h,l,r) = / V2(h—=V(x,1)) dz .
""min(h»l)

Questa generatrice produce la trasformazione canonica, scritta in variabili miste,

T /
08 08 _/ dr (328)

r = ~— = 2 h - v 7l J T 7
Pr=175, ( (0) "R i) V20—V, D)

cui si aggiungono, riprendendo S completa e denotando con v la variabile angolare coniugata a [,
le equazioni

dS a8 r ar (0
==, Y==09- - —h ST (3.29)

Le espressioni (3.28) e (3.29) si invertono senza difficolta, fornendo h, I, 7 e ¢ in funzione di p,., py,
rev:

2
h = % + V(Tapﬁ) = H(prapﬂvraﬁ)
I = py

B r dr!
" /Tmin(h,w) 2(h =V(r', py)

" G, p9)
Tmin (R,py) \/2(h = V(r',ps))

ove si intende che h, nelle ultime due, ¢ sostituito da H (p,,py,r,?). (La dipendenza di H da v &
puramente formale, di fatto H non ne dipende.) Corrispondentemente si ha

H(h,l,7,0) =h .

P o= 99— dr’,

Un attimo di riflessione mostra che l'integrale nell’espressione per v e ’avanzamento ¢ — 190 del-
I'angolo ¥ nel tempo in cui il raggio passa dal valore rmin del perielio a r: si ha infatti 2 W = 9,

v2h —V = p, =7, da cui segue subito

r 19 t
/ ,dr’z/ﬁdt:ﬁ(t)—ﬁo;
Tmin r to

si & denotato con tg l'istante del passaggio al perielio (7(tg) = rmin) € con ¥ = ¥(tp) il corrispondente
valore di 1. Si ha cosi

¢:1907

costante nel tempo: come d’altra parte deve essere se si guarda alla forma dell’hamiltoniana, in
base alla quale solo 7 avanza con velocita 7 = 1 mentre le altre variabili non si muovono.

Come per il pendolo (paragrafo 3.2), possiamo ora utilmente passare dalle variabili di energia—
tempo (h,7) a variabili di azione—angolo (I, 1), ponendo

1 Tmax
o1 = 2m—" L=- V2(h = V(r, 1) dr ; (3.30)

T(h,1)’ ™

Tmin
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la trasformazione si completa canonicamente sull’altro grado di liberta scrivendo la generatrice
(della trasformazione inversa), che denotiamo ancora con S,

S(h7l7()017§02) = f:/ 2<h—’\7(7',l) d7'+l()02 .
Questa generatrice da le (3.30) e inoltre fornisce

Tmax ﬁ?",l
L=l, ¢=p-2 TG

T Jrmin \Y4 2(h—V(T,l))

in particolare Is = py. Procedendo come sopra, si trova che l'integrale vale

Tmax 19 Aﬁ
[ ra=5

ove A denota Iavanzamento dell’angolo 9 tra due passaggi successivi al perielio. Se denotiamo
con © I'avanzamento del perielio a ogni passaggio, allora AY = 27 + O; segue

S
902=¢+901(1+7> .
27
Le (3.30), assieme a Iy = | = py e a questa espressione per s, sono una scelta possibile di variabili
di azione—angolo per il moto centrale. Per ottenere la scelta fatta nel paragrafo 3.3, che €& quella
pilt comune, occorre un ultimo ritocco, passando a nuove variabili di azione—angolo (I’,¢’) cosi

definite:
{90'1:801 {I{:IH'IQ
Ch=p2—p1 =1
In particolare si ha
1 T’max(hvlé)
1}:/ 2h -V I4)) dr + T} (3.31)
m Tmin(hvlé)

Rimuovendo gli apici si ottengono precisamente le variabili di azione—angolo introdotte nel paragrafo
3.3 per il moto centrale; il modulo che i appare nell’espressione di I; tiene conto della possibilita
che py sia negativo.

Quanto all’hamiltoniana si ha evidentemente H (I, ) = h(I), con h(I) definita implicitamente
dalla (3.31). Per potenziali V' e dunque V generici non si ottiene un’espressione migliore. Nel
caso kepleriano V (r) = —k/r tuttavia tutto si esplicita e si calcola ('integrale ¢ elementare). Non
occorrono nemmeno calcoli complicati, se si accetta di usare il fatto, ereditato dalla meccanica
newtoniana, che le orbite sono chiuse e il perielio non avanza (© = 0, AY = 2x). Infatti dalla
(3.31) segue facilmente, derivando rispetto a Is,

o _ A
812 h=cost N 2w

pertanto nel caso kepleriano il secondo membro della (3.31) ¢ indipendente da I (I; dipende
dall’energia h ma non dal momento angolare), e lo si puo calcolare inserendovi il valore di I3 che si
preferisce. In particolare si puo prendere il valore di I corrispondente al moto circolare di energia
h, Iy = k/+/—2h. Ma per i moti circolari mmin = Tmax, cioe l'integrale si annulla, e in definitiva

k 2
h=h(l)=——0
’ (1) 272
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D. L’equazione di Hamilton—Jacobi dipendente dal tempo.

Accenniamo per completezza alla vera e propria equazione di Hamilton—Jacobi (non ridotta). A
questo scopo osserviamo preliminarmente che se, come abbiamo supposto, ’hamiltoniana H sulla
quale intendiamo lavorare ¢ indipendente dal tempo, allora la Proposizione 18 si puo riformulare
nel seguente modo del tutto equivalente:

PRroOPOSIZIONE 18’ Nelle stesse ipotesi della Proposizione 18, la funzione

Sl(ﬁl)' "7ﬁn7q17“ . 7q7’L7t) = S(ﬁl"")ﬁnaqla' . 7Qn) _th(ﬁla)ﬁn)
genera una trasformazione canonica dipendente dal tempo, che coniuga ’hamiltoniana H all’ha-

miltoniana K = 0.

DIMOSTRAZIONE. Si procede come per la Proposizione 18, ricordando che questa volta S’ dipende
da t e dunque (proposizione 15) K = H ow + %. 0

Per capire, riprendiamo il caso dell’oscillatore armonico. La funzione generatrice S’ dipendente

dal tempo ¢ ora
q
S'(I,q,t) = / V2wl —w2a?dr —wit
0

e corrispondentemente si ha
05’
p = — =2l — w2q?
9q
05’

q dx
= = — —wt = arcsiny/w/2[ g —wt .
Y=o /0 V2 o — 22 Vel2la

Per inversione si ottiene senza difficolta p = v2wI cos(wt + @), ¢ = /21 Jwsin(wt + ¢). La nuova
hamiltoniana & ora K (I, ) = 0, pertanto le equazioni del moto I = 0, ¢ = 0 sono risolte da I = I°,
p = °; per sostituzione si riottiene 'integrale generale.

Alla Proposizione 18’ si puo dare una formulazione piu generale, adatta anche al caso di
dipendenza esplicita di H dal tempo. Premettiamo una definizione:

DEFINIZIONE 10 L’equazione alle derivate parziali

oS oS oS
(aiql)"'aaiqnvqla"'vqnv )—i_a =0
per Uincognita S(qi,...,qn,t) € detta equazione di Hamilton—Jacobi associata all’hamiltoniana H.
Si dice poi integrale completo dell’equazione ogni famiglia di soluzioni S(ai,...,Qn,q1,--.,qn,t),
dipendente dagli n parametri aq, ..., oy, tale che risults
%8
det (aaiaqj) 70

(Avendo a che fare con un’unica generatrice, abbiamo usato il simbolo S anziche S’.) E’ allora di
immediata verifica la seguente

PROPOSIZIONE 19 Se la funzione S(au, ..., 0n,q1, ..., qn,t) € un integrale completo dell’equazione di
Hamilton—Jacobi relativa a H, allora S(p1,...,Pn,q1,---qn,t) genera una trasformazione canonica
dipendente dal tempo (p,q) = w(p,q,t) che coniuga H a K identicamente nulla.

Non ci addentreremo ulteriormente in quest’argomento.
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4 Introduzione alla teoria hamiltoniana delle perturbazioni

4.1 Sistemi prossimi a sistemi integrabili

Mentre i sistemi integrabili vanno considerati in qualche modo eccezionali, sono invece abbondanti
nel mondo fisico, e interessantissimi per la fenomenologia che presentano anche al di la dell’interesse
applicativo, i sistemi “prossimi” a sistemi integrabili. Con questo termine ci si riferisce a sistemi
che, nelle variabili di azione—angolo del sistema integrabile di riferimento, si possono scrivere nella
forma

HE(I? 90) = h(I> +5f(139075) ) (4'1)

ove € & un piccolo parametro. In questo contesto h e detta hamiltoniana imperturbata, mentre H. e
e f sono dette rispettivamente hamiltoniana perturbata e perturbazione. La Meccanica Celeste offre
moltissime situazioni di questo genere. Si pensi al Sistema Solare nella sua versione pit semplice:
un Sole molto massivo e otto pianeti®® relativamente leggeri. Il rapporto tra la massa del pianeta
pitt grande (Giove) e quella del Sole & piuttosto piccola, circa 0.95 x 1073; una prima ragionevole
approssimazione & allora quella di trascurare le masse dei pianeti, riducendo cosi il sistema a una
collezione di otto problemi di Keplero disaccoppiati. Il modello kepleriano puro che ne risulta & con
evidenza integrabile, e fornisce un ottimo problema imperturbato di partenza. Tenendo poi conto
della massa dei pianeti, o anche solo di alcuni di essi, si ottengono modelli perturbati della forma
(4.1). 11 sistema si puo complicare a piacere, introducendo satelliti, asteroidi, comete, o tenendo
conto che pianeti e satelliti non sono punti materiali ma corpi estesi (approssimativamente) rigidi.
Ma per avere un problema interessante, ricco di fenomenologia a volte stupefacente, e il cui studio
¢ altamente non banale, non occorrono sistemi complicati: come ben comprese Poincaré, bastano
tre soli corpi — ad esempio il Sole, Giove e un altro pianeta — per trovarsi di fronte alla possibilita
di moti davvero complessi, non facili nemmeno a immaginarsi, chiamati oggigiorno “moti caotici”.
Addirittura e sufficiente che il terzo corpo abbia massa trascurabile — il Sole, Giove e un asteroide
non in grado di modificare il moto dei due corpi maggiori — per trovarsi di fronte a domande
semplici (ben poste da secoli) cui tuttavia non si sa ancora rispondere compiutamente.

Al di fuori della Meccanica Celeste, troviamo ad esempio il problema del comportamento di
un sistema di oscillatori armonici debolmente accoppiati. E’ questo uno dei problemi piu capil-
larmente diffusi in ambito fisico: ovunque si trovi qualche cosa che oscilli attorno a un equilibrio
stabile, la descrizione di prima approssimazione che si ottiene linearizzando il problema (si riveda
su un qualunque testo la trattazione delle piccole oscillazioni in ambito lagrangiano) & quello di
un insieme di n oscillatori armonici debolmente accoppiati da termini cubici o di ordine superiore;
corrispondentemente nel linguaggio hamiltoniano

H(p,q) = Ha(p,q) + Vs(q) + Va(q) + -+

ove

1 n
Hy(p.q) = 5 Y _wilp} +a7)
=1

mentre Vi, s > 3, denota un polinomio omogeneo di grado s nelle ¢q. Per studiare il moto in un
piccolo intorno di raggio & del punto di equilibrio (p,q) = (0,0) conviene effettuare il riscalamento

2311 24/8,/2006 1’Unione Astronomica Internazionale ha declassato Plutone da “pianeta” a “pianeta nano”, nuova
categoria di cui fanno parte anche Cerere (promosso: prima era considerato un asteroide) e pochi altri oggetti
trans—nettuniani.
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(canonico, ma non strettamente canonico)

pP=¢€p, q=¢eq,
che da alla nuova hamiltoniana K. (p,q) = ¢ 2H (ep, £q) la forma
K(5,4) = Ha2(5, @) +€V3(@) +*Va(@) + -

questa volta in un dominio di diametro indipendente da e. L’introduzione delle variabili di azione—
angolo dei singoli oscillatori conduce evidentemente a una hamiltoniana della forma (4.1).24

Il problema principale di fronte a una hamiltoniana della forma (4.1) riguarda il comportamento,
su tempi lunghi, delle variabili di azione. Riprendendo I’esempio del Sistema Solare, e assumendo
per semplificare che il sistema sia esattamente piano, questo vuol dire chiedersi cosa avvenga, su
tempi lunghi, dell’energia E e del momento angolare M di ciascun pianeta, ovvero, equivalente-
mente, dei parametri geometrici — semiasse maggiore e minore — delle loro ellissi.?® Si possono
ipotizzare, schematicamente, due scenari: uno minimale, in cui queste quantita, non piu costanti,
si limitano tuttavia a oscillare in modo pitt 0 meno regolare con oscillazioni piccole per € piccolo.
L’altro pit drammatico, in cui 'accumularsi nel tempo degli effetti della perturbazione produce,
in aggiunta a possibili oscillazioni, una deriva magari molto lenta ma sistematica delle costanti del
moto, che “nel corso dei secoli” potrebbero subire cambiamenti vistosi: fino alla fuoriuscita di un
pianeta dal sistema, o alla sua caduta sul Sole (“fenomeni secolari”, nella terminologia tradizionale
della Meccanica Celeste).

Riprendendo I'esempio degli oscillatori armonici debolmente accoppiati da termini nonlineari,
una domanda naturale, in effetti cruciale per la Meccanica Statistica classica, riguarda 'efficacia
della perturbazione nel produrre rilevanti scambi di energia tra i diversi oscillatori, onde soddisfare
uno dei principi cardini della Meccanica Statistica classica, il principio di equipartizione dell’energia
(si rimanda per questo ai testi di Meccanica Statistica). Molto interessante ¢ anche il problema della
stabilita dei punti lagrangiani triangolari L4 e L5 (esercizio 22, appendice E). In questo caso infatti,
come si e detto, le pulsazioni w; che compaiono nell’hamiltoniana Hs non hanno segno concorde,
e di conseguenza la stabilita dell’equilibrio e strettamente legata alla conservazione separata delle
tre energie armoniche.

Problemi analoghi si trovano per altri sistemi prossimi a sistemi integrabili, ad esempio per il
corpo rigido di Eulero—Poinsot perturbato. Tra le applicazioni piu belle, ricordiamo il problema
della precessione degli equinozi: il corpo rigido ¢ la Terra, il punto di sospensione ¢ il baricentro, la
perturbazione ¢ quella prodotta dal Sole e dalla Luna. E’ abbastanza noto® che in prima appros-

24In questo caso tuttavia la perturbazione non & regolare, come funzione delle azioni, quando una o pit di esse si
annullano: potenze dispari di ¢; comportano infatti la presenza di termini contenenti v/I;. E’ un fastidio (non una
vera difficolta) cui si rimedia, del quale in queste note non ci occuperemo.

25Pin precisamente, delle “ellissi osculatrici”, cioe che si avrebbero se improvvisamente la perturbazione sparisse.

261 primo a comprenderlo fu Ipparco di Nicea (190 — 120 a.C.; la scoperta della precessione & databile attorno al
130). Ipparco aveva a disposizione un catalogo con le coordinate celesti di alcune stelle fisse, risalente a circa 170
anni prima; compilando un nuovo catalogo osservo uno spostamento sistematico della longitudine delle stelle di circa
2°. Con intuizione straordinaria comprese il fenomeno: una precessione dell’equatore celeste (la proiezione sulla sfera
celeste dell’equatore terrestre) relativamente all’eclittica (la curva percorsa dal Sole sulla sfera celeste nel corso di un
anno, fissa nella sfera celeste), e conseguentemente la precessione lungo eclittica dei punti equinoziali (intersezioni
delle due curve). Ipparco forni per la precessione il valore straordinariamente preciso di 46" di arco per anno (il valore
corretto & 50.26), e corrispondentemente poté calcolare accuratamente la differenza tra anno sidereo e anno tropico.
Si tratta della scoperta astronomica piu importante dell’astronomia antica. Sfortunatamente 'opera di Ipparco,
Sullo spostamento dei segni solstiziali ed equinoziali, € andata perduta, ma il risultato e il metodo da lui adottato
(ingegnosissimo: la posizione del Sole sulla sfera celeste & dedotta dalla posizione della Luna in corrispondenza alle
eclissi di Luna, quando Sole, Terra e Luna sono allineati) ci sono pervenuti attraverso 1’ Almagesto di Tolomeo.
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simazione, per effetto delle perturbazioni congiunte di Sole e Luna, 1’asse terrestre e il momento
angolare (quasi paralleli) precedono attorno alla perpendicolare al piano dell’orbita, con un periodo
di circa 26 000 anni. Come si fa il calcolo? E soprattutto: entro che limiti il fenomeno ¢ compre-
so? Si possono escludere variazioni significative dell’inclinazione dell’asse terrestre? Sono domande
difficili, alcune molto difficili, alle quali la comunita dei fisici matematici e dei meccanici celesti
ancora non ¢ in grado di dare risposte esaurienti. L’appendice I riporta la deduzione (in una certa
approssimazione) della “formula classica” per la precessione degli equinozi, che conduce alla stima
sopra citata del periodo di precessione della Terra.

4.2 La “stima a priori”

Supponiamo di avere un sistema hamiltoniano H, prossimo a un sistema imperturbato Hy,

Hs(p> Q) = HO(pv Q) + €f(p, Q) )

ma di non avere particolari informazioni su Hy (in particolare, di non sapere sapere se Hj sia
o meno integrabile). In generale, la vicinanza delle hamiltoniane, e dunque delle equazioni del
moto, non garantisce la vicinanza delle soluzioni se non per tempi brevi: 1'unica informazione di
carattere generale infatti deriva (per i sistemi hamiltoniani come per qualunque altro sistema di
equazioni differenziali) dal teorema di regolarita delle soluzioni al variare dei parametri: denotando
brevemente, per un fissato dato iniziale (p, ¢),

d(t) = dist (®%_(p, q), @, (0, ) ,

il teorema garantisce stime a priori del tipo®”
de(t) < Ceel

con C, A costanti positive (A ¢ la costante di Lipschitz del problema, e fornisce col suo inverso
un’unita di tempo naturale). Tale stima ¢ molto povera, e non dice praticamente pitt niente dopo
il tempo, breve per ogni ¢ fisicamente sensato,??

it ~ X tloge™! . (4.2)

Le cose cambiano in modo sostanziale se stiamo perturbando un sistema integrabile, come nella
(4.1). Questo ¢ evidente soprattutto se si guarda al comportamento delle azioni. Le equazioni del
moto per ’hamiltoniana H, sono infatti della forma

. of
I = — e
J 8(’0],
. af

pj = will) + o

si vede allora che le azioni nel sistema perturbato evolvono lentamente, con velocita proporzionale
a €: piu precisamente, rivoltando in forma integrale I’equazione differenziale per le azioni, cioe
scrivendo .

of

L0 =150 -< [ 52

(L(t), p(t))dt , (4.3)

2"Non sono stime pessimistiche ma realistiche in casi concreti, ad esempio in prossimita del punto di equilibrio
instabile del pendolo, se la perturbazione cambia w in w + €.

28La funzione logz notoriamente diverge per £ — oco. Ma per qualunque grandezza x fisicamente immaginabile
log x non ¢ mai grande (se z ¢ il rapporto tra il diametro dell’Universo e il diametro di un protone, log z < 100).
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si ottiene facilmente una stima a priori del tipo®
|1;(t) — 1;(0)] < Celt|, (4.4)

ove C' ¢ il massimo di \%| nel dominio ove si svolge il moto e su j. Dal momento che nel sistema
J

imperturbato si ha I;(t) = I;(0), la (4.4) si legge anche come lento scostamento nel tempo della
dinamica perturbata da quella imperturbata, limitatamente al comportamento delle azioni. La
scala di tempo sulla quale le azioni evolvono in maniera significativa, o equivalenemente il loro
moto differisce dal moto imperturbato, & ora

1
t| ~ — 4.5
IS (4.5)

ben piu lunga della (4.2) per € piccolo. Su scale di tempo piu brevi (ma sempre lunghe per ¢
piccolo), ad esempio |t| ~ 1/4/€, le azioni variano di quantita piccole con ¢, |I;(t) — I;(0)] ~ y/e.
Le variabili di azione sono dette wvariabili lente del sistema. Al contrario, come mostrano le
equazioni del moto, gli angoli (salvo il caso in cui una o piu pulsazioni si annullino) evolvono
su una scala di tempo breve; anzi, fintantoché le azioni si discostano di poco dal valore iniziale,
anche le velocita angolari si mantengono pressoché costanti, e dunque gli angoli ruotano, in prima
approssimazione, in modo uniforme. Le variabili angolari sono dette variabili veloci del sistema.

e La separazione delle variabili in lente e veloci ¢ pero piu delicata di quello che sembra. Ad
esempio, se per un particolare valore di I si ha wy = we, allora @1 e o sono veloci, ma la
loro differenza 1 — @2 € lenta; piu in generale, se le pulsazioni soddisfano una relazione di
risonanza

kiwi + kows + -+ - kpwy, =0 k::(kl,...,kn)eZ", (4.6)

allora la corrispondente combinazione di angoli ), k;p; € lenta. Come si vedra nel prossimo
paragrafo, la presenza di tali variabili lente “nascoste” € una potenziale sorgente di difficolta
nella teoria delle perturbazioni.

Esercizio 37 Si dia una “stima a priori” sugli angoli: |p;(t,e) — ¢;(t,0)] < ... [Risposta: si trova
una stima del tipo cet se w & costante, e(ct+c't?) se w dipende da I. Suggerimento per quest’ultimo
caso, un po’ complicato: si scriva w;([), poi w;(I(t)) in forma di integrale in ¢, infine ¢;(t,€) come
integrale di ¢ in ¢; interviene un integrale doppio, stimabile con I’area del dominio di integrazione
~ t2 per il massimo della funzione integranda.|

Stime come la (4.4) e la (4.5) si sono ottenute senza davvero lavorare, solo sapendo che il
sistema imperturbato e integrabile. E’ spontaneo allora chiedersi se con una analisi pitt approfondita
non si possa far di meglio. Ci sono buoni motivi per crederlo: la stima (4.4) infatti si ottiene
d%ljl[’equazione integrale (4.3) supponendo, pessimisticamente, che gli effetti della perturbazione

€957 vadano sommandosi; viceversa, e chiaro che sono possibili significative compensazioni: infatti il
J
of

termine Do essendo la derivata rispetto a un angolo di una funzione periodica, ha necessariamente
J

e . . . . . . . ..
29Questa stima, che potrebbe apparere euristica, si rende rigorosa nel modo seguente: sia D = B x T™ il dominio
di H., e sia

sup max =C< .

(Ip)ep 1Sisn

dp;
Per I(0) che disti dal bordo di B piu di € si deduce subito, dalla (4.3), la (4.4), per [t| < 1/(Ce).
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media sugli angoli nulla,® e dunque & presumibile che la perturbazione, nel corso del tempo, abbia
segno alterno; quantomeno, ¢ una possibilita da esplorare con attenzione.

Lo studio della dinamica dei sistemi prossimi a sistemi integrabili, su scale di tempo di ordine 1 /¢
o maggiori, & 'oggetto della teoria hamiltoniana delle perturbazioni, che si applica, sostanzialmente,
ogniqualvolta vi siano, in un sistema hamiltoniano, variabili che evolvono su scale di tempo ben
separate (le idee di fondo tuttavia, come avremo modo di accennare, prescindono dal carattere
hamiltoniano del sistema, e sono profonde e piu generali). La teoria delle perturbazioni & nata
a cavallo tra 700 e 800 principalmente ad opera di Lagrange e Laplace, in connessione ai moti
planetari. Nel corso dell’800 I'introduzione del formalismo hamiltoniano, e soprattutto della nozione
di sistema integrabile da parte di Liouville, ha contribuito in modo decisivo al suo progresso, e si
puo dire che la teoria sia giunta a una prima maturazione, un secolo dopo la sua nascita, con il
grosso lavoro di Poincaré. Un ulteriore salto qualitativo, assai rilevante anche per le sue implicazioni
fisiche (ancora non abbastanza esplorate), si & avuto soprattutto a seguito dell’attivita della scuola
russa, negli anni '60 e "70 del novecento.

Procederemo cosi: nel prossimo paragrafo discuteremo brevemente I’idea principale della teoria
delle perturbazioni, introducendo il cosiddetto “principio della media”. Poi tratteremo in detta-
glio un esempio elementare “isocrono”, precisamente il caso di due oscillatori armonici debolmente
accoppiati da una perturbazione “facile”, generalizzadolo progressivamente a sistemi isocroni piu
complessi. Poi ancora cercheremo di capire, attraverso un esempio significativo, il caso, piu com-
plesso ma anche piu interessante, dei sistemi non isocroni. Infine illustreremo alcuni tra i maggiori
risultati della teoria.

4.3 1l “principio della media”

Raccogliamo qui I'idea, adombrata verso la fine del paragrafo precedente, che si possa progredire
nello studio di un sistema per tempi lunghi (1/¢ o maggiori) tenendo conto di possibili compensa-
zioni negli effetti della perturbazione, pit precisamente mettendo in evidenza un eventuale “effetto
medio” della perturbazione, dominante su tempi lunghi. Questa idea & nota in letteratura con il
nome di principio della media, vera anima della teoria delle perturbazioni.?! In questo paragrafo
cercheremo di introdurre I’idea principale in modo critico, basandoci soprattutto su esempi.

A. Il sistema mediato.

Per maggior chiarezza, conviene impostare il problema in ambito piu generale di quello hamil-
toniano, che con le sue peculiarita maschera un po’ I'idea centrale. Consideriamo per questo un
sistema di equazioni differenziali in m + n variabili della forma

I=cF(1,¢), e=w(l)+ecG, ), (4.7)

309Se non fosse chiaro: si prenda per semplicita il caso di un solo angolo; la media di % e

2w
=/ oLag = o-(sem - fO) =0,
La generalizzazione a n angoli € ovvia.

31Non soltanto: c’¢ una classe molto ampia di problemi fisici in cui si passa da una descrizione microscopica
dettagliata a una descrizione su scala pill macroscopica, tramite una operazione di media su variabili rapidamente
fluttuanti. Si pensi alla nozione di pressione in un gas, o al passaggio dalla meccanica microscopica alle equazioni
macroscopiche dell’idrodinamica (come le equazioni di Eulero dei fluidi ideali). Un altro esempio & dato dal procedi-
mento sistematico di decimazione delle variabili nei metodi di tipo “gruppo di rinormalizzazione”, per le transizioni
di fase o le teorie quantistiche di campo. Una bella rassegna ¢ in N.G. Van Kampen, On the elimination of fast
variables, Phys. Rep. 124, 69-160 (1985).
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ove I = (I1,...,In) € R™, ¢ = (¢1,...,pn) € T". Nel caso di un sistema hamiltoniano quasi
integrabile, con hamiltoniana della forma (4.1), si ha evidentemente m =n e
Oh of of
T 8y ol

La (4.7) mostra che per € piccolo le variabili I sono lente, mentre gli angoli ¢ sono veloci. In
queste condizioni & naturale scomporre F' in una parte media e una parte oscillante:

27 2
F(I,¢) = F(I) + Fuell,g) ,  F(I) = (%)—n/o.../o F(L ) dpy - dipy |

e pensare che in qualche modo, se € & piccolo, la parte oscillante Fie. dia luogo a compensazioni e
percio contribuisca marginalmente al moto delle variabili lente, e invece il termine medio ¥ dia un
contributo sistematico dominante su tempi lunghi. Ha senso allora considerare, accanto al sistema
“vero” (4.7), il sistema mediato

J=eF(J), (4.8)
e chiedersi che relazione vi sia tra le soluzioni J.(t) e I.(t) a parita di dato iniziale J° = I°. Si
osservi che il confronto & interessante solo su tempi ¢t ~ 1/ o maggiori (infatti per ¢ < 1/e né I né
J si staccano apprezzabilmente dal valore iniziale comune, e dunque banalmente sono anche vicini
tra loro), e che su tali tempi lo studio del sistema mediato (4.8) & molto piu semplice di quello
del sistema completo (4.7): non tanto perché (cosa pursempre utile) il sistema mediato contiene
solo m variabili, ma soprattutto perché per esso 1/¢ & una unita naturale di tempo, mentre per il
sistema vero, a causa del moto veloce degli angoli, 1/ & un tempo molto lungo (si rifletta su questo
punto).?2 Ci chiediamo allora se, ed eventualmente a quali condizioni, si ha

I.(t) — J:(t) = 0 per e—0

in tutta la scala di tempo t ~ 1/e.

Se cio avviene per ogni dato iniziale, si dira che il sistema “soddisfa il principio della media” al
primo ordine in ¢ (primo ordine perché relativo alla scala di tempo 1/¢). Una definizione formale
& questa:

DEFINIZIONE 11 Diremo che il sistema (4.7) soddisfa il principio della media al primo ordine in ¢,
se esiste tg > 0 tale che per ogni dato iniziale (I1°,°) la soluzione (1:(t), p:(t)) e la soluzione J.(t)
dell’equazione mediata (4.8) con dato iniziale J° = I° sono tali che

|t1|r1§1i));€ |1:(t) — J=(t)|| — O per e—=0.

Infine, osserviamo che nel caso hamiltoniano il sistema mediato e banale: per i sistemi hamiltoniani
si ha infatti F' = —%—g con H periodica in ¢, e dunque F = 0, percio la soluzione dell’equazione
mediata non & altro che J.(t) = I°. Il modo appropriato di formulare la questione in ambito
hamiltoniano ¢ allora quello di chiedersi se le azioni, che sono costanti del moto per ¢ = 0, per
e piccolo e t ~ 1/e evolvano significativamente, o invece, a somiglianza dell’equazione mediata,
restino vicine al valore iniziale I°. La figura 17 illustra simbolicamente I'ipotesi di lavoro che sta
dietro al principio della media, nel caso generale (a) e hamiltoniano (b).

3231 pensi di dover risolvere numericamente le equazioni differenziali del moto. Come andrebbe preso, per il sistema
vero e per quello mediato, il passo di integrazione? Come cambiano il costo e I'affidabilita del risultato?



4.8 — 1l “principio della media” 59

(a)

1/e 3 1/e t

Figura 17: L’ipotesi di lavoro su I.(t) e J.(t) secondo il principio della media, nel caso
generale (a) e hamiltoniano (b). Le oscillazioni si schiacciano a zero per e — 0.

B. esempi.

Diamo qui alcuni esempi elementari, presi ad eccezione del primo dal mondo hamiltoniano, utili
a valutare il principio della media in modo critico.

(i) Per m =n =1 consideriamo il sistema

I =c(a+bcosyp), P=w.
La soluzione & immediata: si ha infatti p(t) = ¢° + wt, e dunque I = e(a + bcos(® + wt)), da cui,
se w # 0,

t
b
I(t) = 5/ (a+bcos(® +wt))dt =I°+cat + %(sin(g@o—l—wt) —sin ) .
0

D’altra parte Pequazione mediata J = ea, con dato iniziale J(0) = I°, & risolta da J(t) = I° 4 eat.
11 principio della media & pertanto soddisfatto (per ogni ¢, non solo fino al primo ordine). Se w =0
la soluzione per la I & I(t) = I° + eat + ebcos(¢°)t, e il principio non & soddisfatto: ma in questo
caso cade evidentemente il presupposto che 'angolo ¢ sia una variabile veloce.

(ii) Per m = 2 consideriamo il sistema (particolarissimo: parte imperturbata lineare nelle I,
perturbazione indipendente da I)

H.(I,p) = w11 + wals +ecos(pa — 1) .

La soluzione (grazie alla particolarita) si scrive esplicitamente: si ha infatti banalmente ¢; = w;, e
dunque ¢;(t) = ¢? + w;t; sostituendo nell’equazione delle azioni si trova allora

I = —esin(@§ — @9 + (wo —wi)t) , Iy = +esin(@§ — 0§ + (wa — wy)t) .
Queste equazioni si integrano immediatamente e danno
Li(t)y=174+¢€3(t) , Iy(t) =15 —€I(¢t) ,
con
cos(p8 — ¢ + (w2 — w1)t) — cos(¢§ — ¢f)
I(t) = w2 — w1

tsin(¢§ — ¥9) per wi; =ws

per - wy # wp
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Si vede cosi che il principio della media ¢ soddisfatto (alla grande, per tempi infiniti) se wy # wo,
mentre fallisce per w; = wo. Se ne intuisce il motivo, e con esso la delicatezza della questione: benché
gli angoli 1 e @9 siano individualmente veloci, in condizioni di risonanza, ovvero per w; = we, la
combinazione lineare s — 1 non lo &, e proprio tale combinazione & presente nella perturbazione.

I prossimi esempi sono piu sottili e il comportamento ¢ meno intuitivo, perche il sistema im-
perturbato non & piu lineare e dunque le pulsazioni e le loro relazioni di risonanza dipendono dalle
azioni; soprattutto, in essi discuteremo del principio della media senza conoscere la soluzione esatta
(usare come sopra la soluzione esatta &€ un po’ barare, & una situazione troppo eccezionale).

(ii)  Per n = 2 consideriamo il sistema
1
HLg) = (12 + 1) — zcos(r — 1) (1.9

(due rotatori, con un potenziale che &€ minimo per ¢; = 39). Non ¢ difficile vedere che il principio
della media & sempre soddisfatto, addirittura per ogni ¢ € R. Una via per dimostrarlo ¢ quella
di osservare (procedendo come nel problema a due corpi) che la somma J = I; + I (analoga alla
quantita di moto del baricentro) resta costante; posto poi p = Iy — I, ¥ = @2 — 1, si vede subito
che p, ¥ seguono le equazioni di un pendolo di pulsazione v/2¢: infatti

p:fg—fl:—2€sin(g02—g01):—2esin19, 19:¢2—¢1:IQ—11:p.

Segue che le oscillazioni di p, e dunque di I; = %(J +p), I = %(J —p), sono limitate da cost\/e (si
tracci il ritratto in fase).?3

EsErcizio 38 Si deduca, per il pendolo descritto dalle variabili p,9, la disuguaglianza |p(t) —p(0)| <
4+/2¢ per le librazioni, |p(t) — p(0)| < 2v/2¢ per le rotazioni.

(iv)  Per n = 2 consideriamo il sistema

1
H.(I,¢)= 5(112 — 13) — e cos(ip2 — 1) . (4.10)

La differenza rispetto al caso precedente (un segno meno nella parte cinetica) pud apparire margi-
nale, invece ¢ molto significativa. Si vede infatti che esistono particolari moti che non soddidsfano
il principio della media. Per scovarli, osserviamo innanzitutto che (come del resto nell’esempio pre-
cedente) la somma I; + I2 € una costante del moto: lo si verifica subito, ed ¢ ovvio data l'invarianza
di H per traslazione degli angoli. Le rette

L+I=c¢

33Un altro modo di vederlo ¢ quello di introdurre una trasformazione canonica adattata al problema, in cui la
combinazione angolare p2 — @1 presente nell’hamiltoniana coincida con uno dei nuovi angoli, ad esempio @1 = 1,

P2 = p2 — ¢1; la trasformazione completa (I, ¢) = w(l, P) si scrive

P1=P1 ]1:z1—f2
w2 =¢1+ P2’ I, =1, ’
e la nuova hamiltoniana si trova subito essere

2
~ =~ ~ 1, - ~ = = = 1= 1-
H(I,$)=h(I) —eccosp2, con h(l)= 5(1712 +2I5 — 20 Ir) = (12 - 511) + 1112 .

Si vede allora che I, resta esattamente costante, mentre I, @2 si muovono come in un pendolo di pulsazione v/2¢,

solo con Iz che oscilla attorno a %Il anziché attorno allo zero. La conclusione, come sopra, ¢ immediata.
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sono pertanto invarianti e il moto si svolge obbligatoriamente su una di esse. Tra queste c’e la
retta risonante I} + Io = 0, sulla quale la combinazione di angoli ¢ — ¢1 non evolve: infatti
g — 1 = —Is — I1 = 0. Per dati iniziali su questa retta dunque si resta sulla retta, e si ha

pa(t) —pr(t) = w3 — 7 5
segue immediatamente I} = —I = esin(p§ — %), e
Ii(t) = —Ix(t) = I° + etsin(p§ — ¢7) . (4.11)

Il principio della media non ¢ soddisfatto. La soluzione si completa banalmente con
o o 1 2 ™
e1(t) =’ +1 t—i—iat , p2(t) :gol(t)—i-E ; (4.12)

per esercizio si puo verificare che le (4.11), (4.12) risolvono le equazioni di Hamilton.

e Il punto cruciale e che in questo esempio, a differenza del precedente che pure ha le medesime
rette invarianti, il vettore Ie parallelo anziché perpendicolare alla retta risonante, percio
il moto delle azioni mantiene la relazione di risonanza. Il segno meno nell’hamiltoniana
imperturbata gioca per questo un ruolo essenziale.

Esercizio 39 Si riprenda l’esempio (iii), e si mostri che per dati iniziali sulla retta risonante (qui
I) — I = 0) il moto delle I é trasverso alla retta. Si verifichi che il risultato si mantiene anche se
a w9 — 1 81 sostituisce, ad argomento del coseno, qualunque altra combinazionme lineare k - p. Si
verifichi che il risultato si mantiene sostituendo alla parte cinetica una diversa funzione convessa
di Iy e Iy, o anche una funzione come I + 122.

EsERrcizio 40 Si consideri
Ll o .
HE(Ia(p) - 2(11 412) 5C0S(k'<10) 3

si determini k in modo tale che non sia soddisfatto il principio della media. Si mettano in evidenza
altre hamiltoniane imperturbate quadratiche in Iy e Iy per cui, in corrispondenza a un opportuno
k nella perturbazione, il principio della media non é soddisfatto.

Infine, un bell’esempio non hamiltoniano in cui vale il principio della media ¢ ’equazione di
Van der Pol; si veda per questo ’appendice H.

4.4 Sistemi isocroni perturbati: un passo perturbativo

Affrontiamo qui lo studio di un problema semplice, ma assolutamente non banale, attraverso il
quale illustriamo uno dei procedimenti piti usati in teoria hamiltoniana delle perturbazioni per
studiare la stabilita delle azioni su tempi lunghi.
A. Il problema.

Consideriamo un sistema di n oscillatori armonici debolmente accoppiati, gia scritto in variabili

di angolo azione: precisamente

H.(I,p)=h(I)+ef(l,p), (I,p)eD=BxT", (4.13)
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dI ~e2eat=1/¢ si scostcmo da 1(0)

Figura 18: Le variabili I evolvono con
al piu di O(e). Le variabili I zstantaneamente sono piu rapide (S; ~ €), ma

restano agganciate entro e alle I. Il principio della media ¢ soddzsfatto.

con h lineare,
h(I)=w-1I. (4.14)

Pur non essendo la situazione pitt comune, per evitare complicazioni che oscurerebbero le idee che
andiamo a esporre supporremo che f sia regolare in tutte le variabili (e dunque non contenga radici
delle azioni, come invece avviene genericamente nei problemi di piccole oscillazioni). Seguendo uno
dei metodi perturbativi piu tipici, ci proponiamo di “riassorbire” per quanto possibile la perturba-
zione € f in un cambiamento di variabili. Pit precisamente, cerchiamo una trasformazione canonica
prossima, all’identita:

. I=1+¢...
(I,¢) = we(I,9) , { te
p=p+te...

tale che la nuova hamiltoniana H, (I, ) = H.(w.(I,p)) sia “piti integrabile di H”, ad esempio sia

integrabile a meno di termini di ordine £

E[E :w‘f+€g(f~)+€2f(f7¢%5) )

con opportuna g. Se questo programma va in porto, allora immediatamente si deduce che le nuove
azioni I evolvono, al pitl, con velocitd €2, dunque per una variazione significativa ci vuole almeno
il tempo 1/&2, mentre si ha

- - t
II1(t) — I1(0)|| < cost e per |t| < L5t
€

Ma poiché w. & prossima all’identita, sia I(t) che I(0) sono e-vicine rispettivamente a I(t) e 1(0):
dunque anche per esse si puo scrivere

11(t) — I(0)]| < cost e per [t| < %St ,
mentre un’evoluzione significativa puo avvenire, al pill, su tempi t ~ 1/¢2. Si veda la figura 18. In
queste condizioni evidentemente il principio della media ¢ soddisfatto.

Per produrre la trasformazione canonica che ci interessa si puo procedere, indifferentemente,
con il metodo delle funzioni generatrici in variabili miste oppure con il metodo di Lie. Seguiamo
quest’ultimo, e pertanto cerchiamo una hamiltoniana generatrice, che denotiamo x(I, ), tale che
il suo flusso @ al tempo ¢ sia la trasformazione con le proprieta cercate.
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Per ogni funzione F' : D — R si ha, come gia sappiamo (paragrafo 2.2B, formula (2.32)), lo
sviluppo

2
3

Avendo deciso di trascurare i contributi di ordine €2, basta usare per h lo sviluppo troncato al
primo ordine, mentre per f (che gia & moltiplicata per il piccolo parametro ) basta addirittura il
troncamento all’ordine zero. Scriveremo pertanto

ho® =h+e{h,x}+0(E%),  fod® =f+0(), (4.15)
e la nuova hamiltoniana sara corrispondentemente della forma
Hoo®5 =h+e({h,x}+ f)+ 0(e?) (4.16)

(il termine di ordine €2, all’occorrenza, si scrive facilmente troncando gli sviluppi di h o 5, e hodf
all’ordine successivo; si veda oltre). Il nostro programma pertanto si realizza se riusciamo a trovare
X e g tali che

{hoxHI @) + (T, @) = g(D) ,

ovvero, poiché {h,x} = —w - g—(’;, se riusciamo a risolvere ’equazione alle derivate parziali
JOx _
_ 4.17

ove f & nota mentre y e ¢ sono incognite; a ¢ si richiede che dipenda solo da I. Quest’ultima
richiesta in realta fa si che la funzione g resti determinata: prendendo infatti la media sugli angoli
a entrambi i membri della (4.17), e ricordando che la derivata rispetto a un angolo di una funzione
periodica ha necessariamente media nulla, si deduce subito che deve essere

9= e - (4.18)
L’equazione da risolvere & cosi
ox
LA ) 4.19
=1y (119

e E’ un utile esercizio provare a procedere, anziché col metodo di Lie, cercando la funzione
generatrice in variabili miste .S (I ) che realizza la trasformazione w con le proprieta cercate.
Brevemente: posto S = I - ¢ + e8(1, @), le equazioni della trasformazione sono

- 08 ~ 08 -
I(1, —I—i—s—[ (L, p)=p+e—=(,),
(1, ) as0( ),  ol,p)=9p 81( ®)
e all’ordine ¢ si invertono immediatamente:
~ _ 08~ ) ~ ~ o8 - .
oI, 3) :¢*55(I,¢)+O(52) , epoi I(I,) =I+8@(I,¢)+O(62) ;

H(I’SB) = h(I(f’@))+5f(1(f795)730(f’95))

= h(f)—l—aw‘gi(l @) +ef(I, ) +0O(e%) .
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L’equazione da risolvere per eliminare ¢ all’ordine € & cosi

08
—w-—=f-g, 4.20
0, 19 (4.20)
cioe esattamente la stessa di prima, con la corrispondenza 8§ = —x. Un minimo di riflessione

mostra che questa equazione altro non e che l'equazione di Hamzilton—Jacobi per I’hamiltonia-
na H(I,¢) = h(I) + ef(I,p), approssimata (troncata) all’ordine e. Infatti, 'equazione di
Hamilton—Jacobi per I’hamiltoniana H¢ si scrive (utilizzando il simbolo h al posto di h per
la costante, per evitare conflitti)
oS ~
w:—+ef(=—,p,e)=h.
% I 95 ¢ )

Per trovare un integrale completo approssimato, che risolva 1’equazione a meno di termini di
ordine €2, & spontaneo porre

Slap)=a-p+e8(ap),  hla)=w-ategla);

sostituendo nell’equazione di Hamilton—Jacobi e raccogliendo i termini di ordine ¢, si ottiene
allora la (4.20).

B. Il caso n =2, f con sviluppo di Fourier finito, w non risonante.

Veniamo allora alla soluzione della (4.17). Ci restringiamo per semplicita al caso di due soli
oscillatori armonici (la generalizzazione poi non ¢ difficile). Per evitare problemi di convergenza
supponiamo qui che la serie di Fourier della perturbazione sia finita, ovvero che per opportuno
K C Z? finito sia X

fe)y= Y fuD)et (4.21)

k=(k1,k2)EX

(la generalizzazione, cioé la rimozione di questa ipotesi, non ¢ pero altrettanto immediata). Guar-
dando la (4.17), si vede che serve x capace, per cosi dire, di compensare tutti i termini della serie di
Fourier di f, tranne il valor medio fy (che gia non dipende dagli angoli). Dobbiamo allora cercare
x della forma

X(I) =D (D) e,

keX
al fine di soddisfare poi la (4.17) componente per componente. Poiché
wr DX S i wp(D) e
) ’

keX

si vede bene che per accomodare la componente k£ = 0 bisogna e basta porre

g(I) = fo(1) , (4.22)
mentre per k # 0 si deve trovare x; tale che
(ik - w)X(1) = fe(D) ; (4.23)

il termine xg resta libero e lo si pud prendere per esempio nullo. La (4.22) coincide, si osservi, con
la (4.18).
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Perché la (4.23) si possa risolvere per ogni k, € necessario che risulti
kiwy + kows 75 0 per ke X \ {0} ; (4.24)
questa condizione, detta condizione di non risonanza (limitatamente a k € X) esclude la presenza

di rapporti razionali tra le componenti w; e we di w, precisamente

— £ —— per keX.
wo k1

Se questa condizione e soddisfatta, allora la (4.17) e risolta da

fuD) .
I,¢) = e .
x(Lg)= >, e (4.25)
kex\{o}
(si & preso xo = 0) e la nuova hamiltoniana ha la forma voluta
H.(I,8) = h(I) +efo(I) + O(?) . (4.26)

In conclusione: il nostro programma di rendere il sistema integrabile “a vista” a meno di termini
di ordine €2 funziona, purché sia soddisfatta la condizione di non risonanza (4.24). La (4.26) & detta
forma normale non risonante di H., del primo ordine in £. Essa mostra che la prima correzione
all’hamiltoniana integrabile, dovuta alla perturbazione, é data dal valor medio fo della perturbazione
sugli angoli; il nuovo termine non muove le azioni, ma corregge un po’ le frequenze del sistema e lo
rende debolmente anarmonico.

e (Quanto abbiamo visto si puo riformulare, con linguaggio piu algebrico, in questo modo: sia
Fx lo spazio delle funzioni con sviluppo di Fourier finito, precisamente con k € K, e sia
L, loperatore w - %, L,: Fy — Fg. L’equazione (4.17) da risolvere si riscrive con questa
notazione

Lox=f—=(f)- (4.27)
Ora si ha L,e™*% = i(k-w)e’ %, pertanto le funzioni uy = e™**¥, k € K, sono per Fx una base
di autofunzioni di L, con autovalori A, = ik - w. Percio se & soddisfatta la relazione di non
risonanza (4.24) il nucleo di L, si riduce alle sole funzioni costanti; ma allora f — (f) non ha
componenti sul nucleo, dunque L, nella (4.27) si inverte e si ha

che & la (4.25). Si vede bene che lo sviluppo di Fourier di f & naturale, in questo problema,
perche nella base delle armoniche di Fourier e’** 1'operatore L, & diagonale.

Quanto abbiamo visto fino a qui si puo riassumere nella proposizione seguente:
PROPOSIZIONE 20 Sia data ’hamiltoniana a due gradi di liberta
Ha(I,QD) ZWI+€f(I790) ;

e sia f della forma (4.21). Se le frequenze soddisfano la relazione di non risonanza (4.24), allora
esiste una trasformazione canonica e-vicina all’identita tale che la nuova hamiltoniana ha la forma
(4.26); corrispondentemente per ogni moto di H si ha

II1(t) — I(0)]] < cost e per |t| < —
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All’occorrenza, il termine O(e?) lasciato indicato nella (4.26) si scrive facilmente: troncando
infatti gli sviluppi (4.15) di ho PS5, e fo®f rispettivamente all'ordine due e uno, anziché uno e zero,
si trova subito per questo termine un’espressione del tipo

2D, @)+ 0,

con

FO = 2l xd + (Fxd = 3+ fox) (1.25)

(si & tenuto conto che {h,x} = fo — f).

C. La costruzione risonante

Consideriamo ora il caso in cui, per un qualche £* € K, risulta £*-w = 0. In tal caso la (4.17) non
ha soluzione. Possiamo tuttavia ancora ottenere un successo parziale, eliminando dall’espressione
(4.25) di x i termini con k parallelo a k*; in questo modo alcune componenti di Fourier di f sono
rimosse all’ordine e, mentre altre (quelle con k || £*) sopravvivono, e la nuova hamiltoniana ha la
forma, piu debole della (4.26),

H.(I,¢) = h(I) +eg(I, &)+ 0(e%) ,  con g(I,@)= > full)e*?. (4.29)
kEX, k||k*

Questa espressione ¢ detta forma normale risonante di H., relativa alla risonanza k* - w = 0. Ad
esempio, se k* = (0, 1), cioe w = (w1,0) e h(I) = w1y, allora

H. = h(I) +eg(I, $2) + O(e?) ;

all’ordine € I'hamiltoniana dipende ancora dall’angolo 2, dunque I resta quasi costante fino al
tempo t = 1/e, mentre I nello stesso intervallo di tempo evolve, in generale, in modo significativo.

Per k* generico si vede subito che le singole azioni evolvono significativamente gia a t ~ 1/e,
muovendosi (quasi esattamente) in direzione di k*: infatti, come si verifica immediatamente scri-

vendo le equazioni di Hamilton, I & parallelo a k* a meno di O(¢?). Tuttavia una combinazione
lineare delle azioni, precisamente ’hamiltoniana imperturbata h(f ) =w- I , Su questa stessa scala
di tempo 1/¢ (quasi) si conserva: infatti (trascurando i termini O(e2)) siha h =w-I, ma I || k* e
dunque h e costante. Il fatto che le azioni evolvano mostra che ora il principio della media, a causa
della risonanza, non appare pit soddidsfatto.?*

La forma normale risonante tuttavia ugualmente é molto utile, perché mostra che (fintantoché si
puod trascurare il resto di ordine £2) nel sistema c’¢ una quantita conservata in aggiunta all’energia,
con tutte le implicazioni che ne seguono (in particolare, il sistema troncato ¢ ancora integrabile; si
rifletta su questo punto delicato).

Il caso di k* generico, volendo, si riporta al caso k* = (0, 1), solo apparentemente particolare,
con un cambiamento di variabili del tipo introdotto nell’appendice E in connessione all’esercizio 31.

e La costruzione risonante si puo interpretare da un punto di vista algebrico nel modo seguente:
nel caso risonante, 'operatore L, ha un nucleo pit grande, comprendente le funzioni il cui

34 Appare: ovvero non & pilt garantito che il principio sia soddisfatto, e tutto lascia supporre che in generale non lo
sia; ma il fallimento del metodo che stiamo impiegando non implica per sé che il principio non sia soddisfatto.
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sviluppo di Fourier contiene, oltre alle funzioni delle sole azioni, le armoniche risonanti, cioe
con k tale che k- w = 0. L’equazione che si puo risolvere in questo caso e

LwX = f - HNf )
e la nuova hamiltoniana corrispondentemente risulta essere
H=h+ellyf + 0(?) .

Queste espressioni, si osservi, unificano il caso risonante e quello non risonante, che
differiscono solo per il diverso nucleo N.

D. Generalizzazione: n > 2

Per quanto riguarda la generalizzazione al caso n > 2, basta osservare che non abbiamo mai
veramente usato alcuna peculiarita di n = 2 (si ripercorra quanto visto sopra), se non al momento
di interpretare la risonanza come condizione di razionalita del rapporto wj/wy. Anche per n > 2 si
ottiene allora che, se w soddisfa la condizione di non risonanza

kiwr + -+ kpw, #0 per ke X\ {0},

allora la dipendenza dagli angoli si rimuove per intero al primo ordine in ¢ e la nuova hamiltoniana
assume la forma normale non risonante (4.26); la proposizione 20 si estende pertanto in modo
naturale a n qualunque.

Se invece sono presenti una o piu relazioni di risonanza

k-w=0 per ke X\ {0},

allora una parziale dipendenza dagli angoli necessariamente sopravvive all’ordine €. La situazione
diventa variegata a seconda del numero di risonanze presenti; qualche informazione in piu si trova
nei prossimi esercizi.

Esercizio 41 Si dimostri che Uinsieme dei k € Z™ tali che k- w = 0 é un sottogruppo R di Z".

Il sottogruppo R cui si fa cenno nell’esercizio e detto reticolo risonante di w; la sua di-
mensionalita, ovvero il numero di relazioni di risonanza indipendenti, ¢ detto molteplicita della
risonanza.

EsERcizIO 42 Pern = 3 si faccia un esempio di w con una risonanza semplice e uno con risonanza
doppia. Come é fatta la forma normale risonante in questi esempi? E in generale? Quali combi-
nazioni lineari J = w- I (quasi) si conservano pert ~ 1/e, nonostante la presenza degli angoli nella
forma normale all’ordine €? [Risposta: per R generico si ha

g(I,0) =Y fu(D)e™# ;
keR

si conservano le combinazioni J = u - I per u L R, in particolare si conserva ’energia imperturbata
w- 1]
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k-w=0
— corridoio risonante

corridoio ris.
~

)y

Figura 19: I “corridoi risonanti” per n = 2.

E. Generalizzazione: f non polinomiale.

La generalizzazione a f con un numero infinito di componenti di Fourier &€ molto meno ovvia e
anzi assai delicata. Se ripercorriamo lo stesso ragionamento fatto sopra per f polinomio di Fourier,
senza difficolta arriviamo alle equazioni (4.22) e (4.23), quest’ultima perd per infiniti £ € Z" e non
pit per un numero finito di essi. Per risolvere la (4.23) per ogni singolo k ¢ sufficiente la condizione
di non risonanza

kow#0  VkeZ"\ {0},

che per n = 2 equivale a wj /w9 irrazionale. Ma poi ci sono problemi non banali di convergenza
della serie di Fourier per y

W)= Y - fe ik
kezZm\ {0} ik - w
Infatti i denominatori k - w, benché tutti diversi da zero, in assenza di ulteriori ipotesi su w, per
opportuno k grande possono avvicinarsi arbitrariamente a zero, impedendo la convergenza della
serie a una funzione regolare.

Proseguire 'analisi del problema ci condurrebbe in questioni delicate di tipo aritmetico, nelle
quali in queste note non ¢ sensato addentrarsi. Al solo scopo di far comprendere come sia sottile la
questione, possiamo ricordare un’ipotesi tipica su w che, congiuntamente a ipotesi di regolarita su
f, consente di giungere a risultati molto interessanti (ben piu che costruire una forma normale di
primo ordine in €). Tale ipotesi, nota in letteratura come “condizione diofantea” di Siegel (1942),
¢ che k - w non solo sia diverso da zero, ma in qualche modo sia staccato via da zero, precisamente
che esista una costante v > 0 tale che

\k-wyzﬁ VkeZ', k40, (4.30)
ove si ¢ denotato
k| = [ka] + -+ [kn] -

Limitiamoci per semplicita a n = 2. La condizione ¢ violata con evidenza da un insieme denso di
frequenze w € R?: tutte quelle che stanno sulle rette del piano w,ws a pendenza razionale (figura
19); per esse infatti con opportuno k si ha kjw; + kews = 0 esattamente. Ma variando di poco w
certamente si ha |k - w| < 7/|k[?, dunque la condizione ¢ violata in un insieme, oltre che denso,
aperto (i corridoi grigi in figura 19). Ciononostante, se prendiamo una palla Br di raggio R nello
spazio delle frequenze centrata nell’origine, e rimuoviamo da essa i corridoi, I'insieme Bp - che resta
(pur con interno vuoto) ha misura di Lebesgue grande per 7 piccolo: precisamente,
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2 n

_ Q”\ﬁ

Figura 20: Il modello dei rotatori

PRrROPOSIZIONE 21 Esiste C' > 0 tale che

mes (Bg \ Br~) < C R~'~ mes (Bg) . (4.31)

La dimostrazione, non difficile, si ottiene calcolando il volume del corridoio corrispondente a un
generico k € Z?, e poi sommando su tutti i k € Z2.

Esercizio 43 Si consideri lintervallo (0,1). Come é fatto un suo sottoinsieme aperto denso, ma di
misura piccola? Si facciano degli esempi (tale insieme corrisponde all’insieme dei corridoi, tagliati
da una curva regolare come in figura 19).

F. La forma normale del secondo ordine in & (cenno).

Una domanda spontanea, a questo punto, ¢ se dopo aver messo il sistema in forma normale
fino all’ordine € non si possa fare di meglio, ovvero passare all’ordine €2, € ... ottenendo per un

qualche r > 1 la forma normale di ordine r
HAL.@) = h(I) +eqi(D) + ... + g (D) + O™ .

L’interesse € ovvio: se cosi avviene, si ottiene un buon controllo sulle azioni per tempi piu lunghi,
t ~ 1/e". La questione non & facile, e ci limitiamo a un breve cenno relativo a r = 2, limitatamente
al caso in cui f € un polinomio di Fourier.
Con evidenza, il lavoro da fare € analogo al precedente: 1’hamiltoniana su cui lavorare (abolendo
la tilde) & ora
H.(I,9) = h(I) +efo(I) + 2 f'(1,0) + O(e) ,

con f" dato dalla (4.28); ma poiché sia f che x sono polinomi di Fourier, & un polinomio di Fourier
(benché di grado piu elevato) anche f’; e il gioco si ripete: se non intervengono nuove risonanze, si

. . 2,5 o . e . .
trova una trasformazione canonica (I, ) = o5 (I, ), piccola con €2, che elimina tutte le componenti

di Fourier di f’, e da alla nuova hamiltoniana H = H o <I>§<2 la “forma normale del secondo ordine”
H(I, @) = h(I) +efo(l) +* fo(I) + O(e%)

ove si ¢ denotata con f{ la media di f’. In presenza di risonanze si ottiene invece una forma normale
pit debole.

4.5 Sistemi non isocroni; il modello dei rotatori

Studieremo qui il caso di sistemi (strettamente) non isocroni, precisamente sistemi hamiltoniani
quasi integrabili della consueta forma (4.13), assumendo pero, al posto della (4.14), che le frequenze
w = % dipendano in modo sostanziale dalle azioni, precisamente che risulti

dor (525) = e (523) # 0. 1.32)
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In queste condizioni si ha un diffeomorfismo locale tra lo spazio delle frequenze e lo spazio delle
azioni, che associa varieta regolari in uno spazio a varieta regolari nell’altro. In particolate, ai piani
risonanti k - w = 0 nello spazio delle frequenze restano associate varieta risonanti di equazione

k-w(l)=0

nello spazio delle azioni. Le frequenze — € bene sottolinearlo — non sono pitt parametri del modello,
non dobbiamo distinguere tra modelli risonanti e non risonanti: le risonanze ora sono luoghi nello
spazio delle azioni.

Non studieremo il caso generale (cui tuttavia accenneremo piu avanti), ma studieremo in det-
taglio un modello particolare, una catena di rotatori debolmente accoppiati, che come vedremo
racchiude ’essenziale. L’hamiltoniana del modello e

n 72
H(lg) =) s +ef(p) (4.33)
j=1
con, nel caso piu semplice,
flp)=— Z cos(@j+1 — ¥j) Pntl = L1

J=1

(condizioni periodiche agli estremi). Si ha w;(I) = A~'I;, mentre I'hessiana & h”(I) = A7'T; le
curve risonanti sono cosi piani per l'origine anche nello spazio delle azioni.
La perturbazione, si osservi, ha un numero finito di componenti di Fourier, inoltre queste sono

del tipo particolare £k7 ove ‘
kK =(0,...,0,—1,1,0,...,0), (4.34)

con la coppia —1,1 in posizione j — 1,j. Il carattere locale dell’interazione aiuta a comprendere
meglio i risultati, ma non é realmente importante, come anche il fatto che f sia indipendente dalle
azioni e abbia media nulla. La forma della parte imperturbata

h:Zﬁ

=1

invece € importante: comprendere fino a che punto la si puo generalizzare non ¢ banale.

35

Nel seguito, per alleggerire le espressioni, porremo®> A = 1. Come dominio nello spazio delle

azioni prenderemo la palla Bg di raggio R.

Due osservazioni preliminari:

(i) Le condizioni periodiche hanno il vantaggio che tutti i siti sono equivalenti, lo svantaggio che
c’e¢ una quantita conservata, il momento totale J = I 4+ --- 4+ I,,. Non e tuttavia restrittivo
supporre J° = J(0) = 0: infatti per ogni dato iniziale I° con J° # 0 possiamo eseguire la
trasformazione w dipendente dal tempo

o o

=" +1, =2t 4 5, i=1,...,
J n+3 Pj n + ©j J n

35formalmente &, come al solito, un riscalamento canonico: I = v/Al, » = @, con valenza 1/v/ A che perd si puod
togliere riscalando t.
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(i)

(sistema “corotante” col moto medio; € come mettersi a cavallo del baricentro per i sistemi
che conservano il momento lineare); per questa trasformazione (puntuale, f = 0) & facile
vedere che si ha Ko(I,p) = —%(fl + ...+ I,), e dunque la nostra nuova hamiltoniana
K = H ow+ Ky coincide con la vecchia a meno di una inessenziale costante additiva. Il dato

iniziale I° corrispondente a I° ora ha momento totale nullo.

E’ equivalente considerare il modello (4.33), con il piccolo parametro ¢ di fronte a f e come
si e detto I € Bpg, oppure considerare un modello privo di € di fronte a f,

=1

ma in un dominio delle azioni grande con ¢, precisamente

Infatti, il riscalamento 3
1

I = — = ©

Nl p=¢

riporta il dominio delle azioni a Bg, indipendente da e, e da alla nuova hamiltoniana K (I, ) =

VEH(I/\/z, ) la forma
. 1 1< I? )
K(I,so):\/g[;;wvw) ;

il riscalamento di tempo t = £y/z elimina il fattore3® 1/,/¢ di fronte a K, e ci si ritrova con
I'hamiltoniana /K che ¢ la (4.33).

Allo stesso modo si comprende che se dentro a Br consideriamo il dominio piccolo

IGBR\@,

la presenza di ¢ di fronte a f e illusoria: infatti se riportiamo il dominio delle azioni a Br con
il riscalamento, questa volta,

I=el, p=9,
e passiamo al tempo £ = ¢,/¢, il parametro € scompare del tutto dall’hamiltoniana, che prende
la forma (4.35), e dunque il modello non ¢ in alcun modo prossimo a integrabile. Questo &

un elemento cruciale, che sara importante nel seguito e sul quale & bene riflettere. Un aiuto
alla riflessione ¢ dato dall’esercizio seguente:

Esercizio 44 Si prendano in esame i diversi casi considerati al punto (ii): presenza o assenza di
e a fronte di f, raggio v del dominio delle azioni pari a R, R/+/e, R\/¢; si raffrontino la velocita
di evoluzione degli angoli e quella delle azioni, quest’ultima rapportata al raggio v dove le azioni
vivono. [Risposta: sono ben separate da un fattore ¢ nel caso di debole accoppiamento (azioni
molto piu lente degli angoli), dello stesso ordine nel caso di forte accoppiamento.]

36Gtiamo usando ®f = ®/ Ve

VEK"
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Nel seguito del paragrafo applicheremo al modello dei rotatori metodi noti di teoria delle per-
turbazioni, eseguendo un passo perturbativo fuori risonanza e in risonanza, e poi illustreremo i
risultati ottenuti confrontandoli con una semplice indagine numerica.

A. Studio analitico: un passo perturbativo, caso non risonante. KEseguiamo un passo perturbativo
con il metodo di Lie, ovvero con w = ®5. Procedendo in modo identico a quanto fatto nel paragrafo
4.4-A; si trova subito che se y soddisfa l’equazione fondamentale (4.19), che essendo f a media
nulla si scrive ora

3X

w(l) =7 =1,

allora la perturbazione si elimina all’ordine € e la nuova hamiltoniana assume la forma normale
. o 5 3 = 1
A=n+ef+0E),  [=3i

L’equazione per x e risolta da

n

sin(p; — @j-1)
X, ) =— Z # )
j=1 J j—1

ovviamente dove i denominatori non si annullano, e con pochi calcoli si trova poi
n n
~ 1—cos2(pj —pj_1) 1
fLe) = - Z L= 1 23 [eos(win — ¢5o1)
(I; — I;—1)? 4 =
1 1
liyn = I;)? (I = Ij—1)?

= cos(pirt = 205+ ¢i1)] | +0(e) .

avendo qui mantenuto la notazione (I, ¢) per le nuove variabili. Si osservi che

(i) in f compaiono nuove armoniche, ma in numero finito, precisamente quelle del tipo

k=tk! £k

(ii) x contiene i piccoli divisori
kI - w(I) = Ij — Ij—l s
corrispondentemente f contiene i loro quadrati (com’® ovvio, dovendo fare le derivate di x

rispetto alle azioni). Formalmente dunque la forma normale si pud scrivere ovunque tranne
che sulle risonanze, che sono qui i piani

Ij—Ij_lzo, j:].,...,n

(due rotatori consecutivi girano alla stessa velocita; la combinazione ¢; — ¢;_1 non avanza).
Ma il guadagno di un ordine, in tutto un intorno O(y/¢) dei piani risonanti, & illusorio. E’
infatti un guadagno vero lontano dai piani risonanti, quando i denominatori sono grandi:
ma se ci si avvicina ai piani risonanti i denominatori di f rimpiccioliscono e il guadagno
progressivamente si perde; se poi uno dei denominatori diviene piccolo come /g, la nuova
perturbazione ha norma (qualunque sia la norma scelta) €| f | ~ e, cioé tal quale la per-
turbazione di partenza, e non si é guadagnato nulla. (In situazioni intermedie si guadagna
qualche cosa, ma meno di un ordine in e: ad esempio, a distanza O(el/ 4) dalla risonanza si ha
2||f|| ~ €3/2.) Si rifletta su questo punto: algebricamente abbiamo il fattore €2 di fronte alla
nuova perturbazione, ma a causa dei denominatori O(e), I (per le I coinvolte nella o nelle
risonanze) & piccolo come £, non come £2, come se il passo perturbativo non lo avessimo fatto.
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B. Moti entro una risonanza semplice. ~ Supponiamo ora che sia |z — I| = O(y/€) e invece
|I; — Ij_1| = O(1) per j # 2. La miglior forma normale che siamo in grado di costruire si ottiene
sfilando via da x il termine col denominatore piccolo, ovvero prendendo

sin(p; — j-1
S o e
iz2 0l

corrispondentemente la nuova hamiltoniana assume la forma normale risonante

_ oL 1 - = ~ ~ 1 -
H(I,3) = 5(112 + I3) — e cos(@a — ¢1) + 3 Y 4o . (4.36)
j>2

Fintantoché il resto di ordine 2 si pud trascurare, il moto dei primi due rotatori si disaccoppia dal
resto della catena ed e governato dall’hamiltoniana ridotta

~ o~ 5 1 - ~ 5 5
H(I1, I, P1, Pa2) = 5(1% +13) — ecos(¢2 — ¢1) - (4.37)

Questa ¢ una vecchia conoscenza, infatti altro non ¢ che la (4.9) con notazioni appena differenti;
sappiamo allora che il momento complessivo J = I+ 1, resta costante, il moto medio si disaccoppia,
e il sistema, in buona sostanza, & un pendolo: I e Iy eseguono oscillatzioni di ampiezza O(/¢),
con periodo di ordine 1/4/¢, attorno alla media J = %(f 1 + I3). Per capire ancor meglio, possiamo
supporre — senza perdita di generalita, come si ¢ visto sopra — che sia J = 0; in tal caso abbiamo
I ~ Iy ~ V€, e conviene eseguire un riscalamento (uno zoom)

~ ) o 1.
Li=Velj,  ¢;j=¢5, t:%t' (4.38)

11 dominio delle variabili riscalate ora ¢ di ordine uno, e la nuova hamiltoniana®” H = e~ 1H diviene
indipendente da €:

1 . R R
H= 5(112+122) — cos(p2 — ¢1) -

Il moto delle variabili I1, Iy, ¢1, @2 sotto Phamiltoniana ridotta (4.37) altro non & che questo mo-
to indipendente da ¢ — un rotatore libero corrispondente al moto medio, un pendolo che esegue
oscillazioni limitate — semplicemente riscalato nelle azioni e nel tempo di fattori v/ e 1/y/e. Fin-
tantoché il resto O(g?) si puo trascurare, questo moto dei primi due rotatori si ritrova per la forma
normale (4.36), con Iy, I che compiono oscillazioni O(y/€) nella scala di tempo O(1/1/€), mentre
intanto 1:3, ..., I, restano costanti e P1, - -+, Pn avanzano uniformemente. Il tutto si ritrova infine
anche per le variabili di partenza, a meno della deformazione piccola con € dovuta alla trasforma-
zione canonica che ha dato al sistema la forma normale. Il principio della media ¢ chiaramente
soddisfatto.

In questo caso di risonanza singola la forma normale risonante, trascurando il resto O(£?),
risulta integrabile (facilmente, passando alle variabili di azione—angolo del pendolo che abbiamo
incontrato, si scriverebbero tutte le sue variabili di azione—angolo). Non ¢ questo pero il punto: come
vedremo nel prossimo paragrafo C, nel caso di almeno due risonanze (coinvolgenti siti consecutivi)
I'integrabilita si perde e i moti si fanno sostanzialmente pit complessi; ugualmente, con identico
meccanismo, il principio della media restera soddisfatto.

—1/2 »

3TUn fattore e 7*/2 & dovuto al riscalamento delle azioni, un altro fattore & ¢ dovuto al riscalamento del tempo.
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C. Moti entro una risonanza multipla. Per capire, e sufficiente comprendere il caso di due risonanze
contigue, ad esempio

Iy — L], I3 — L] = O(/e) ; (4.39)
la generalizzazione al caso di risonanze multiple poi & immediata.

Procedendo come sopra per il caso di risonanza singola, & facile ottenere una forma normale
adattata alla risonanza considerata, precisamente

A(,6) = 90(1,¢) + 5 31+ 0() | (4.40)
7>3

questa volta con (eliminando la tilde)

H(I1, Iz, I3, 1,02, ¢3) ZI — e [cos(p2 — p1) + cos(ps — ¢2)] - (4.41)
j 1

Come sopra, ignoriamo il resto O(g?) e analizziamo il moto di 3. Possiamo supporre anche qui che
il momento angolare totale I; + I+ I3 sia nullo; ma allora si ha I} ~ I, ~ I3 ~ /e, e il riscalamento
(4.38) da I’hamiltoniana

L\.’J\»—t

3
ZIQ — [cos(p2 — 1) + cos(p3 — ¢2)]

in un dominio indipendente da £. Questo ¢ un sistema hamiltoniano fortemente accoppiato indi-
pendente da €, con due gradi di liberta effettivi, che non & integrabile né prossimo a integrabile, non
esegue moti quasi periodici ma e in grado di eseguire moti profondamente diversi e sostanzialmente
pitt complessi, detti comunemente moti caotici.?® Nel prossimo paragrafo, dedicato all’esplorazione
numerica del modello dei rotatori, ne vedremo degli esempi. Si osservi pero che grazie alla conser-
vazione dell’energia, tali moti sono limitati (infatti, la parte cinetica & definita positiva mentre la
parte potenziale ¢ limitata) e si sviluppano su una loro scala di azione e di tempo, che evidente-
mente non dipende da £. Corrispondentemente, per € piccolo, H ammette moti limitati (in generale
complicati, comunque piccolo sia €) che si sviluppano su una scala di azione \/e e su una scala di
tempo 1/+/e. Fintantoché il resto O(¢?) si puo ignorare, i moti caotici esistono anche nel sistema
di partenza, precisamente appaiono come moti caotici localizzati entro la risonanza doppia, limitati

da una disuguaglianza del tipo
|1;(t) — I7| < cost/e ,

che si sviluppano sulla scala di tempo 1/+/e.

In questo modello particolare, il comportamento caotico e localizzato nella catena di rotatori,
nel senso che coinvolge tre soli di essi mentre gli altri avanzano regolarmente (a meno di un piccolo
effetto dovuto al fatto che I j e I non coincidono). Come annunciato sopra, pur in una situazione
sostanzialmente piu complessa della precedente, resta soddisfatto il principio della media.

38Qui ci accontentiamo dell’intuizione. Tutto perd si precisa in modo pulito e si dimostra nell’ambito deella teoria dei
sistemi dinamici; lo stesso termine caotico, qui usato in modo necessariamente vago in contrapposizione a integrabile,
si formalizza in un termine tecnico, e lo si usa, in buona sostanza, per quei sistemi in cui la divergenza esponenziale
delle traiettorie vicine — quella che si ha quando la “stima a priori” non ¢ migliorabile — interessa un insieme di
dati iniziali di misura positiva. A questa instabilitd esponenziale si accompagna una sostanziale imprevedibilita dei
moti.
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Figura 21: I;(T) in funzione di T, per e = 0.9.

D. Studio numerico del modello dei rotatori: le quantita calcolate. Lo studio numerico di questo
o qualunque altro sistema dinamico, hamiltoniano o no, si effettua risolvendo approssimativamente
le equazioni del moto mediante un opportuno algoritmo in cui si discretizza il tempo e si procede a
“passi di integrazione” finiti. La letteratura sull’argomento € enorme, e in parte intrecciata con lo
studio perturbativo.3? Trarre conclusioni chiare sull’affidabilita dei metodi di integrazione numerica
¢ difficile; il loro impiego richiede esperienza e sensibilita. Noi naturalmente non entreremo in nessun
modo in questa discussione, e con atteggiamento, per una volta, non critico, prenderemo per buoni
i risultati numerici senza ulteriori indagini.

Studieremo qui una catena di n = 8 rotatori, con hamiltoniana (4.33). Le quantita che andremo
ad esaminare sono, per ciascun moto,

(a) La media temporale delle azioni fino al tempo 7', precisamente

In pratica, se s e la discretizzazione temporale che interviene nell’intergrazione numerica,
quello che si calcola ¢

- 1 N-1
L;(Ns) = > I(ls) .
=0

398i intuisce forse che la discretizzazione si pud riguardare come una perturbazione delle equazioni del moto
originarie, anche se non ¢ facile precisare in che senso.
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Figura 22: v; (sinistra) e W (destra), j =1,...,6 dal basso in alto, per e = 0.9.
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Figura 23: Come in figura 21, per € = 0.5.

In linea di principio si vorrebbe calcolare la media infinita®® I;(c0) = limr_,o I;(T); in pratica
ovviamente il calcolo & troncato a Tiax = $Nmax grande. In condizioni di forte interazione
(e di ordine uno) ci si aspetta che tutti i rotatori si comportino, su tempi lunghi, allo stesso
modo, dunque che la media T](oo) sia la stessa per tutti e, in assenza di moto medio, sia
nulla.*! Viceversa, in condizioni di debole accoppiamento (¢ piccolo, assenza di risonanze) ci
si aspetta che ogni rotatore vada sostanzialmente per conto proprio, mantenendo, a meno di
piccole oscillazioni, la I; di partenza.

(b) La funzione di autocorrelazione v;(T) delle I}, definita nel modo seguente:

. T .
v(T) = ===, Lj(r) = lim ;/0 Ij(t+T)Ij(t)dt—Ij(oo)2,

T—o0

dove 0% =T;(0) ¢ la varianza temporale. In pratica il calcolo ¢ discretizzato e troncato come

40Un teorema dovuto a Birkhoff garantisce 'esistenza delle medie temporali infinite per qualunque funzione (misu-
rabile) per moti generici, precisamente con la possibile eccezione di un insieme di dati iniziali di misura di Lebesgue
nulla. E’ un teorema non banale di grande importanza.

41Un tale comportamento & anche quello che prevede la Meccanica Statistica, nella quale alla media temporale si
sostituisce una opportuna distribuzione di probabilita (la cosiddetta misura microcanonica, uniforme sulla superficie
di energia costante, per sistemi che conservino I’energia); per la simmetria del modello, tutti i rotatori non possono
che avere comportamento statistico identico.
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Figura 24: Come in figura 22, per € = 0.5.
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sopra. Per una generica f(t), la funzione di autocorrelazione*?
Ly(7) 1T FlN2
==L Ty = Jim [ 0= TR

rappresenta la “memoria” al tempo ¢ 4 7 del valore di f al tempo ¢: se v¢(7) ¢ positiva
(negativa) vuol dire che tipicamente, se f(t) sta sopra o sotto la media temporate f(oc0), lo
stesso (l'opposto) fa f(t + 7), ovvero una misura di f al tempo ¢ da qualche informazione
su f al tempo t 4+ 7. Se v¢(7) = 0, il comportamento di f al tempo ¢t + 7 & invece indipen-
dente (scorrelato) dal comportamento di f al tempo ¢. In Meccanica Statistica, il tempo di
decadimento a zero (delle funzioni in qualche modo importanti) & identificato col tempo di
raggiungimento dell’equilibrio.

Per le nostre I}, in condizioni di forte accoppiamento, ci si aspetta che 7;(7) decada a zero
su una qualche scala di tempo non troppo lunga; in condizioni di debole accoppiamento ci si
aspetta al contrario che v;(7) resti diversa da zero per tempi 7 lunghi.

(c) Lo spettro di potenza W; di I}, la cui definizione ¢ la seguente:*? se

o0

L) = / T, (v) ¥ du |
—0o0

allora Wj(v) = |J(v)|?. Anche qui naturalmente si discretizza e si tronca. Lo spettro di

potenza risulta essere la trasformata di Fourier della funzione di correlazione, pertanto esso

non fornisce un’informazione indipendente, ma e ugualmente utile prenderlo in considerazione.

In condizione di debole accoppiamento il moto di ciascuna j ci si aspetta sia, con buona
approssimazione, quasi periodico; corrispondentemente lo spettro di potenza sara “a righe”,
cioe discreto con un numero finito di frequenze. Viceversa, nel caso di forte accoppiamento e
moto caotico, ci si aspetta di trovare spettro continuo (infinite frequenze in gioco).

E. I risultati numerici. Tutti i risultati che esporremo si riferiscono a dati iniziali con momento
totale I1 +---+ I, = 0.

La figura 21 mostra il comportamento delle medie I;(7T') in funzione di T' (su scala logaritmica),
per grande accoppiamento, precisamente per ¢ = 0.9. Il risultato € consistente con l’idea che
il sistema, in queste condizioni, abbia “un buon comportamento statistico”; come atteso si ha
Tj(oo) = 0 per ogni j. La figura (22) mostra nelle stesse condizioni, piu precisamente per lo
stesso movimento, la funzione di correlazione (a sinistra) e lo spettro di potenza (a destra); per
ragioni grafiche le figura si limita a soli sei rotatori. Come si vede, tutte le correlazioni decadono
rapidamente, in poche unita di tempo (tutte le velocita angolari sono di ordine uno, percid poche
unita di tempo vuol dire pochi giri di ciascun rotatore). Si osservi che lo spettro ha laspetto di

428i possono considerare correlazioni incrociate di due funzioni f e g, con ovvia definizione

T
1o =247 rpy) = Jim [ e nao de = Fleoa(eo)
Quando g = f si usa il termine “autocorrelazione” (spesso sostituito, nella pratica, dal semplice “correlazione”).
43La comprensione qui richiede un minimo di familiaritd con la trasformata di Fourier, generalizzazione della serie
di Fourier quando I'intervallo di definizione delle funzioni & tutto R, e corrispondentemente la frequenza, qui denotata
v, anziché essere multipla di una frequenza fondamentale ¢ una variabile continua, v € R. Chi non avesse tale
familiarita puo senza danno saltare qui e pit avanti tutte le considerazioni relative allo spettro di potenza.
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eps = 0.03 (nonresonant)

time av. of actions

1 10’ 102 10° 10* 10°

time

Figura 25: Come nelle figure 21 e 23, per € = 0.03, con dati iniziali non risonanti.

una banda continua, che si estende da zero a un valore vy« prossimo a m, e che tutti i rotatori si
comportano allo stesso modo. Il moto, con evidenza, non ha nulla a che vedere con un moto quasi
periodico.

Le figure (23) e (24) riportano le medesime quantita per accoppiamento piu basso, € = 0.5.
L’aspetto qualitativo non ¢ molto diverso, ma la scala di tempo sulla quale si manifestano i diversi
fenomeni si ¢ dilatata; corrispondentemente la banda continua dello spettro & piu stretta (le fre-
quenze in gioco sono piu basse). Le figure successive (25) e (26) si rifericono invece a un valore di
¢ sensibilmente piu basso, precisamente € = 0.03, con dati iniziali scelti in modo da evitare la pre-
senza di risonanze. La situazione ora e alquanto diversa: le azioni appaiono stabili, le correlazioni
non decadono, lo spettro si mostra discreto.*

Le successive figure (27) e (28) si riferiscono al caso risonante, precisamente alla risonanza doppia
I ~ Iy ~ I3 ~ /&, con dati iniziali tali che I + I+ I3 = 0; il valore di € & ancora 0.03. Con evidenza
irotatori 1, 2 e 3 formano un sottosistema separato interagente: la media delle loro azioni ¢ nulla, la
correlazione decade, lo spettro di potenza mostra una banda stretta ma continua, ben diversa dalle
righe del caso precedente; nel contempo gli altri rotatori avanzano regolarmente, sostanzialmente
come nel caso precedente. La funzione di correlazione, ad esempio tramite il suo primo zero, fornisce
una elementare scala di tempo associata al moto caotico. In base all’analisi teorica sopra riportata,
questo tempo deve riscalare come 1/1/¢, mentre corrispondentemente ’ampiezza della banda in W;
deve risultare proporzionale a /. Una verifica di questa proprieta di riscalamento — rilevante,
perché coglie I'aspetto piu essenziale del moto risonante — si puo fare riducendo ¢, ad esempio,
di un fattore 4, e controllando che il tempo di decorrelazione e I'ampiezza della banda continua

44851 potrebbe vedere che le linee nello spettro del j-esimo rotatore sono esattamente a uf =Lini—ljev; =1;—1I; 1
sono queste in effetti le frequenze che intervengono nella trasformazione canonica che determina ’oscillazione di I;
attorno a I; (quasi costante).
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eps = 0.03 (resonant)

time av. of actions
0
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Figura 27: Come nella figura 22, per il medesimo € = 0.03, ma dentro
alla risonanza Iy ~ Iy ~ I3 ~ \/c.

siano rispettivamente aumentati e diminuiti di un fattore 2. La verifica e riportata in figura 29. La
parte superiore si riferisce a ¢ = 0.03, quella inferiore a ¢ = 0.0075. Per quest’ultimo valore di € la
scala di tempo e raddoppiata rispetto al caso € = 0.03, mentre la scala delle frequenze ¢ dimezzata;
come si vede, le figure si assomigliano in modo significativo (per rendere piu leggibili le figure con
lo spettro, la scala delle frequenze e stata ulteriormente dilatata di un fattore cinque, allo stesso
modo per i due valori di €).

o Le figure 21 — 29 sono servite a illustrare la teoria sviluppata nel paragrafo precedente. Ma
vanno oltre la teoria: infatti la scala di tempo su cui si osservano, per € piccolo, i moti
regolari, o anche i moti caotici dei primi tre rotatori ma disaccoppiati dalla parte restante
della catena, e troppo grande perché la si possa considerare spiegata dall’analisi elementare
di primo ordine sviluppata sopra. Un’analisi di ordine piu elevato sarebbe necessaria. Non
possiamo qui andare oltre; si vedano pero piu avanti, per dare 'idea della potenzialita dei
metodi perturbativi, il teorema KAM e il teorema di Nekhoroshev.

F. Oltre il modello dei rotatori. Il modello dei rotatori che abbiamo sopra studiato ha molte
peculiarita che ci hanno semplificato lo studio analitico e — grazie soprattutto alla localizzazione
spaziale delle variabili d’azione e all’interazione anch’essa localizzata nella catena — hanno facilitato
I’esposizione dei risultati e la loro visualizzazione fisica. In realta niente di tutto questo e realmente
necessario, tutto si generalizza in maniera abbastanza naturale (anche il passaggio da polinomio a
serie di Fourier ¢ abbastanza indolore), ad eccezione di un punto: il meccanismo di confinamento,
per il quale abbiamo utilizzato la conservazione dell’energia. Un’estensione facile & quella a generiche
hamiltoniane imperturbate convesse, non necessariamente quadratiche né in alcun senso localizzate,
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Figura 29: Correlazione e spettro di potenza di 11, I, Is, nella risonanza
I Iy~ I3~ /¢, ae =0.03 (alto) e e = 0.0075 (basso).
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per le quali la conservazione dell’energia fornisce ancora il confinamento. Ma la comprensione del
problema del confinamento, e delle ipotesi minime o “naturali” su A che lo garantiscono, e di quelli
difficili. Qualche ipotesi su h piu forte della (4.32) & sicuramente necessaria, se si vuole che le
azioni restino confinate (e valga il principio della media), come mostra il controesempio (4.10).
Capire a fondo il problema non ¢ cosa da poco; 'idea fondamentale & stata introdotta nel 1976 da
Nekhoroshev, con la nozione di steepness, ma il problema — molto rilevante per la fisica: i sistemi
importanti tipicamente non sono convessi — & ancora allo studio. Ci fermiamo qui; uno studio
poco piu approfondito si trova nell’appendice J.

4.6 1 grandi teoremi della teoria hamiltoniana delle perturbazioni

Esponiamo qui, senza nemmeno accennare alla dimostrazione, alcuni risultati importanti di carat-
tere generale che si sono ottenuti per sistemi hamiltoniani prossimi a sistemi integrabili. Caratte-
ristica comune a tali risultati & la capacita di dominare gli effetti della perturbazione, e garantire
la stabilita delle azioni, o per tempi infiniti o per tempi che per € piccolo crescono pit rapidamente
di qualunque potenza inversa di e:

t ~ elex/e)? con &4, a>0. (4.42)

A. Il teorema “KAM”.

Il teorema KAM (Kolmogorov 1954, Arnol’d 1962, Moser 1961) & il piu classico dei risultati
moderni. Non & esagerato dire che sia il risultato per sé, sia i metodi introdotti nella dimostrazione,
hanno segnato una svolta profonda nella teoria hamiltoniana delle perturbazioni (e non solo). Piu
che un singolo teorema € una collezione di teoremi e metodi di lavoro, che formano una vera e propria
teoria (ancora in accrescimento, in particolare nelle sue estensioni a sistemi infinito dimensionali).
Qui ci limiteremo a un singolo enunciato di base.

Il teorema riguarda sistemi hamiltoniani quasi integrabili

H(Lp) = h(I)+ef(I,p), (I,p)eBxT", (4.43)

con h non degenere, precisamente tale che sia

0%h )

//I //:
det h"(I) #0 ove h (6[,-81}

(4.44)

E’ la situazione in cui la mappa I — w([) ¢ localmente invertibile, e corrispondentemente i punti
non risonanti, come quelli con un numero arbitrario di risonanze r < n — 1, sono densi in B.

In buona sostanza, il teorema assicura che la struttura di sistema integrabile, precisamente la
decomposizione dello spazio delle fasi in tori T" invarianti, sui quali i moti sono quasi periodici,
persiste nel sistema perturbato riuscendone soltanto deformata, purché si escluda dallo spazio delle
fasi un insieme di dati iniziali di misura di Lebesgque piccola, O(y/€).

Diamo qui un enunciato, fra i diversi possibili, che piu si adatta al nostro contesto (Lazutkin
1975; Chierchia e Gallavotti 1981; Pdschel 1981).

ProposIzIONE 22 Consideriamo ’hamiltoniana H. della forma (4.43). Supponiamo che:

i) H. sia analitica e limitata in un intorno complesso Dexy del dominio D = B x T™;
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O\ O - @\ @

a b

Figura 30: (a) I tori invarianti nelle nuove variabili; (b) gli stessi tori nelle
vecchie variabili, “deformati” dalla trasformazione w prossima all’identita.

it) h sia non degenere, precisamente soddisfi la (4.44) in B;
iii) € sia piccolo.

Allora esistono:

(a) wuna trasformazione canonica prossima all’identita (I, ) = we(I,P), we : D — we (D) C Dext,
di classe C*°, definita nel dominio D;

(b) un’hamiltoniana integrabile he prossima a h in classe C, h. : B — R;

(c) wun sottoinsieme B C B di misura di Lebesgue grande:

mes B\ B: ~ /e ,

tali che la nuova hamiltoniana H.(I,$) = H.(w-(I,$)) : D — R coincide con h. per I € B.:

£

ove il simbolo % denota uguaglianza di funzioni e derivate limitatamente a I € B.. La frequenza

w = Eg}f, per I € B, soddisfa le relazione diofantea (4.30) con v ~ \/e.

Si rifletta bene su questa non comune situazione:
— la trasformazione canonica, e con essa H, = H_ o w, sono definiti in tutto il dominio D;

— solo su un certo sottoinsieme di misura grande si garantisce che H e indipendente dagli angoli,
e corrispondentemente il sistema, ristretto a questo sottoinsieme, si comporta come se fosse
integrabile.

L’'immediata conseguenza della proposizione & che le nuove azioni I, se prese inizialmente nell’in-
sieme grande B, restano costanti; corrispondentemente i tori {1: } x T™ sono invarianti e su di
essi il moto degli angoli ¢ lineare e quasi periodico (con frequenze diofantee). Complessivamente
questi moti formano un insieme di misura grande. L’immagine di ciascun toro nelle vecchie varia-
bili & ancora un toro invariante, solo un po’ deformato dalla trasformazione w (si veda la figura
30). Le vecchie azioni I, dovendo restare prossime alle I, oscillano di poco. II principio della me-
dia ¢ soddisfatto per tempi infiniti, condizionatamente a prendere il dato iniziale su uno dei tori
mvarianti.

L’aspetto delicato del risultato (non facile da capire) & che 'insieme B, cosi come & costruito
nella dimostrazione, pur avendo misura grande ha interno vuoto, piu precisamente il suo comple-
mentare B, = B\ B: ¢ aperto denso. Inoltre, per n > 3, B, & anche connesso: come una rete o un
intreccio (“Arnol’d web”) di “massa” piccola, ma sparso ovunque. Da un lato dunque per la grande
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maggioranza in misura di dati iniziali il sistema si comporta come se fosse integrabile. Dall’altro
per nessun aperto si puo garantire che le azioni resteranno prossime al valore iniziale, e la diffusione
lungo la rete (“Arnol’d diffusion”) non si puo escludere. Si conoscono esempi particolarissimi di
sistemi in cui la diffusione si dimostra esistere. Fino a che punto il fenomeno sia generico, e come
avvenga — in particolare per sistemi fisicamente importanti come il Sistema Solare — € una cosa
ancora non ben compresa.

B. Il teorema di Nekhoroshev.

11 prossimo risultato che esponiamo, dovuto a Nekhoroshev (1976, un allievo di Arnol’d) & in un
certo senso complementare al teorema KAM. Riguarda anch’esso hamiltoniane della forma (4.43),
ma a h si richiede che soddisfi un’ipotesi geometrica la cui espressione piu semplice, anche se non
la pitt generale, & la convessita:*>

uw-h'(Hu#0 YueR\ {0}, I€B (4.45)

(u - h"u deve cosi essere sempre positivo o sempre negativo). Il risultato &, come per il teorema
KAM, un risultato di stabilita delle azioni. Ma a differenza del teorema KAM:

— il risultato vale per ogni dato iniziale;
— la scala di tempo su cui si assicura la stabilita delle azioni non ¢ infinita, ma “solo” molto

lunga come nella (4.42).

L’uniformita del risultato nello spazio delle fasi lo rende molto adatto alle applicazioni fisiche; la
limitazione a tempi lunghi ma non infiniti non € molto penalizzante fisicamente, dal momento
che ogni modello fisico ¢ buono in realtd solo entro una scala di tempo lunga ma finita.?® Le
applicazioni fisiche (alla Meccanica Celeste, alla Meccanica Statistica, alla fisica del plasma, alla
fisica degli acceleratori di particelle) sono state coltivate soprattuto in Italia.

PRroPOSIZIONE 23 Consideriamo H. della forma (4.43). Supponiamo che:

i) H. sia analitico e limitato in un intorno complesso del dominio D = B x T";
it) h soddisfi lipotesi di convessita (4.45);
iii) € sia piccolo.
Allora esistono costanti positive ., Ty, I, a, b tali che per ogni dato iniziale in D e per

’t| <T. e(s*/s)a

risulta
|I;(t) — I;(0)| < L€ .

Valori possibili di a, b sono a =b=1/(2n).

“5Di solito si prende come ipotesi la cosiddetta quasi-convessita: precisamente che risulti v - h”u(I) # 0 per tutti
gli u € R™ tali che u - w(I) = 0. Un esempio di funzione quasi-convessa ma non convessa & h(I;,Is) = I, + I3. La
proprieta piu generale sotto la quale il teorema vale, detta steepness, € troppo complicata per essere qui descritta.

46 Ad esempio, modelli hamiltoniani del Sistema Solare hanno senso solo per tempi (qualcosa come 10° anni) in cui
gli effetti dissipativi, dovuti principalmente alle maree, non si fanno sentire.
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e Vale la pena di osservare che il controesempio (iv) al principio della media, riportato nel
paragrafo 4.3, non soddisfa l'ipotesi di convessita (4.45), mentre la soddisfa I’esempio (iii).

C. Stime esponenziali per sistemi isocroni perturbati.

L’ultimo risultato che raccontiamo riguarda sistemi isocroni perturbati della forma gia
considerata nel paragrafo precedente, con w che soddisfa la condizione diofantea (4.30).

PRrOPOSIZIONE 24 Sia data ’hamiltoniana
H.(I,p,e)=w-I+ef(l,p,e), IT€BCR", peT".

Supponiamo che:

a) f sia analitica e limitata in un intorno complesso di B x T";

b) Un—pla (w1,...,w,) delle frequenze soddisfi la relazione diofantea
Ik - w| > ﬁ Vk ez \ {0}

per un opportuno v > 0;

¢) € sia sufficientemente piccolo.

Allora esistono costanti positive Ty, I, £, tali che per ogni dato iniziale in B x T", e per la scala
di tempo
] < T, e/

)

risulta
1,(H) = L(0)] < L'

Il risultato si colloca nel solco della teoria di Nekhoroshev ma e stato enucleato per la prima
volta (in forma poco piu debole) da Gallavotti (1984). Quello che si dimostra, in verita, ¢ che esiste
una trasformazione canonica (I, ) = w(I, @) piccola con ¢ tale che la nuova hamiltoniana ha la
forma

H.(I, @) =w-T+eg(l,e) +ee=/9"" (I, 5)

con g e f’ limitate; la stima sulla stabilita delle azioni ¢ allora un corollario.
Una variante del risultato precedente riguarda sistemi hamiltoniani della forma
n
H(p,q) =Y Eilpi,a:) + Va(p,q) + Valp, ) + -+ (4.46)
i=1

ove F; = %wi (QDZ2 +qi2) mentre Vs, s > 3, denota un polinomio omogeneo di grado s in p, g; il dominio
D ¢ un piccolo intorno dell’origine:

D. ={(p,q) € R*": Ei(pi,q:) < ¢} -

Questa classe di hamiltoniane, come si € gia commentato nel paragrafo 4.1, comprende innanzitutto
i sistemi hamiltoniani nell’intorno di una posizione di equilibrio stabile (p e ¢ sono le variabili asso-
ciate ai modi normali di oscillazione), ma comprende anche, si riveda l’esercizio 22, ’hamiltoniana
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dell’asteroide attorno ai punti lagrangiani L4 e Ls: questo caso differisce dal precedente perché
le frequenze w; non sono concordi e la stabilita del punto di equilibrio non & nota a priori. Nel
trattare 'hamiltoniana (4.46) non ci si puo ridurre alla proposizione precedente perché, come gia si
& osservato, passando alle variabili di azione—angolo intervengono le radici quadrate delle azioni e
si perde la regolarita della perturbazione. La difficolta tuttavia e solo tecnica, e si puo dimostrare
la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 25 Sia H come sopra. Se Un—pla delle frequenze soddisfa la condizione diofantea
(4.30) e il parametro € che caratterizza il dominio D, ¢ sufficientemente piccolo, allora esistono
costanti Ty, Fy, €4, tali che per ogni dato iniziale in D e per la scala di tempo

1/n

It] < Ty (/)

risulta
Ei(t) — B0 /e < B2, i=1,....n,

ove si ¢ usata la notazione agile E;(t) per E;(p;(t),qi(t)).

Nel caso delle piccole oscillazioni attorno a una posizione di equilibrio stabile, la proposizione ci
dice che se le frequenze dei modi normali di oscillazione sono diofantee (cosa che avviene con grande
probabilita, se le frequenze sono prese a caso con riferimento alla misura di Lebesgue), allora i modi
normali sono sostanzialmente disaccoppiati per tempi lunghi (per il sistema vero, non solo per quello
linearizzato). Per il problema di L4, L5 ci viene garantita, in piu, la stabilita non perpetua ma per
tempi lunghi.

e [ sistemi quasi integrabili fisicamente interessanti, ad esempio quelli che si presentano natu-
ralmente in meccanica celeste, di rado soddisfano le ipotesi del teorema KAM o del teorema di
Nekhoroshev, che difficilmente sono direttamente applicabili. Si tratta tuttavia di teoremi (o
meglio teorie) abbastanza flessibili, che si applicano magari magari dopo un lavoro prelimina-
re ad hoc sull’hamiltoniana, oppure sfruttando qualche peculiarita del sistema che compensa
il non pieno soddisfacimento di un’ipotesi. Questo € vero in particolare per il teorema di
Nekhoroshev, che ben si adatta a operare, tra gli altri, sui sistemi degeneri come il corpo
rigido, nei quali non tutte le azioni sono presenti nell’hamiltoniana imperturbata.

4.7 Invarianti adiabatici

Consideriamo un sistema hamiltoniano H (p, ¢, A) dipendente da un parametro A. Ci chiediamo che
cosa avviene se A\ varia lentamente nel tempo: diciamo

A= A(et) ,

con ¢ piccolo e A(.) funzione assegnata. Il problema comincia a essere interessante per t = O(1/¢) o
maggiore, cioe quando si lascia al parametro A il tempo di variare di una quantita che non e piccola
per € piccolo. La domanda spontanea & se, pur variando il parametro in modo significativo, non
ci sia qualche cosa che si conserva; ’energia, si ricordi, non si conserva, per via della dipendenza
dell’hamiltoniana da ¢t. Una definizione appropriata allora & la seguente:
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Figura 31: Un modello elementare di gas in una dimensione.

DEFINIZIONE 12 Una funzione F(p,q,\) si dice essere un invariante adiabatico per il sistema di
hamiltoniana H(p, q, A(et)), se esiste 7o > 0 tale che per ogni moto del sistema risulti

F(p(t),q(t), Aet)) = F(p(0),4(0),A(0)) =0 per =0
in tutto Uintervallo 0 <t < 7p/e.

Il tempo 7 = et e detto “tempo breve” del sistema; lo studio € dunque per € — 0 in un intervallo
di tempo breve fissato.

Ci ripromettiamo di studiare la presenza di un invariante adiabatico in casi semplici, applicando
un metodo perturbativo. Prima pero, per illustrare la nozione, studiamo un modellino del tutto
elementare ove la presenza di un invariante adiabatico si mette in evidenza con un calcolo esplicito.

A. Un modello di gas in una dimensione.

Consideriamo un modello brutalmente semplificato di gas in una dimensione, composto da un
solo punto materiale che rimbalza avanti e indietro tra una parete fissa e un pistone che si muove
lentamente (figura 31). Detta [ la distanza del pistone dalla parete fissa, prendiamo per semplicita
la legge lineare

l=1ly+evt,

ma quanto andiamo a dire si estende a [(et) regolare qualsiasi.

Denotiamo con w il modulo della velocita del punto materiale; si verifica facilmente che il
prodotto lu & un invariante adiabatico del sistema, e un possibile valore di 79 & 79 = lp/(2v). Per
vederlo, denotiamo con [; la posizione del pistone al momento della j—esima collisione e con wu; il
modulo della velocita del punto materiale tra la j-esima e la j + 1-esima collisione. La collisione
successiva avviene dopo il tempo ¢ tale che u;t = 2I; + evt, ovvero t; = 2l;/(u; — €v), e in quel
momento il pistone & nella posizione

2evl;

7+ R

il nuovo valore della velocita all’uscita della collisione e poi
Uj+1 = Uj — 2ev .

Si ha cosi una mappa (lj11, uj+1) = ®(l;, u;) da una collisione all’altra, ed ¢ immediato vedere che
tale mappa conserva il prodotto [u al primo ordine in e: infatti

lj+1uj+1 = ljUj — 26’Ulj + 26’Ulj o - + 4621}[]‘

Uy

Uj — €V
= ljuj+0(?) .

E’ necessario che u; = ug — 2jev resti staccato da zero, e per questo imponiamo, ad esempio,
uj > up/2. Cio limita il numero di urti a ng = up/(4ev). Il tempo trascorso ¢ dato dalla somma
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o
u(t) 3
3 x

Figura 32: L’invariante adiabatico e ’area mel piano uv, ovvero
l’azione del sistema integrabile a parametro fissato.

dei t; fino a ng, e poiche per ogni j si ha t; > 2ly/ug, si trova un intervallo di tempo superiore a
Tp/€ con
o (4.47)

TO= —; .

0 2% )
nell’intervallo 79 /e dunque & avvenuto un numero di urti non superiore a ng = O(1/¢), e corrispon-
dentemente il prodotto lu ¢ variato di O(e). Il prodotto lu ¢ pertanto un invariante adiabatico, con
7o dato dalla (4.47).

e Quella che abbiamo trovato e la legge delle adiabatiche in una dimensione, ove si interpreti
I come volume e u? (a meno di una costante moltiplicativa) come temperatura. Infatti per
un gas monoatomico in dimensione d = 1 la costante ~ delle adiabatiche vale (d 4 2)/d = 3,
percio la legge delle adiabatiche TVY~! = cost si scrive u%l? = cost che & proprio quello che
abbiamo trovato.

e Vale la pena di osservare che il prodotto ul, ovvero I'invariante adiabatico in questo problema,
¢ a meno di un fattore due ’area nel piano di fase ux sottesa alle traiettorie (discontinue) del
sistema a [ costante (figura 32), ovvero é [l'azione del sistema integrabile a parametro fissato.

Esercizio 45 Si stimi al meglio la variazione O(e) del prodotto lu al tempo /<.

ESERcIZIO 46 Si generalizzi la dimostrazione al caso in cui il pistone st muove di moto vario, cioé
per I(T) > L > 0 regolare qualsiasi.

B. L’oscillatore armonico con frequenza variabile.

La teoria degli invarianti adiabatici € semplice e ben stabilita per sistemi a un grado di liberta
che a parametro bloccato eseguono moti periodici. Qui ci limitiamo a descrivere un esempio facile
per il quale si scrive tutto esplicitamente, precisamente ’oscillatore armonico con frequenza variabile

Hpa.2t) = (0 + w(ete?) (1.45)

ma il risultato si generalizza opportunamente a sistemi oscillanti qualsiasi, ad esempio al pendolo
(pur di restare lontani dalle separatrici, in modo che la frequenza resti sempre staccata da zero).
Precisamente, dimostriamo che
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PROPOSIZIONE 26 Per il sistema (4.48), se w(t) # 0 per 0 < 7 < 19, l'azione
1
I(p,q,w) = 5— (P + w’q") (4.49)

e un invariante adiabatico.

DIMOSTRAZIONE.  Possiamo scomporre concettualmente le dimostrazione in tre passi.

Primo passo, elementare: passiamo al sistema autonomo a due gradi di liberta nello spazio esteso,

1
HSXt(p7 q, A7 7—) = 5(]72 + W(T)qu) + eA )
ove A, T sono variabili coniugate; poiché 7 = ¢, si verifica immediatamente che i moti di H' con
7(0) = 0 coincidono, per quanto riguarda p e ¢, con i moti di H. Nel seguito eseguiremo alcune
trasformazioni canoniche, ma tutte tali da non cambiare 7 che mantiene cosi il significato di tempo
breve et.

Secondo passo, un po’ laborioso: introduciamo le variabili di azione—angolo dell’oscillatore,
estendendole in modo opportuno alla coppia (.J, 7). Precisamente, cerchiamo una trasformazione

(p7 q, Av 7_) = w(Iv P, Ja 7—,)

in cui (i) 7 non cambia, cioe 7 = 7'; (ii) I, ¢ sono quelle che scriveremmo se w fosse fissato, ovvero

p=+/2Iw(T) cosy qg=+2[/w(T) singp , (4.50)

cosicché l'azione I e data dalla (4.49); infine (iii) U'espressione di A in funzione delle nuove variabili &
tale da rendere complessivamente canonica w. (In altre parole: per p e g scriviamo la trasformazione
canonica “a tempo bloccato” che avremmo scritto per w costante, poi la estendiamo canonicamente
alla coppia (A, 7) curando perd che sia 7 = 7'.) E’ facile verificare che una buona scelta di A esiste
ed e

A=J+all,¢,T), (4.51)
con )
()
a(l,¢,7) = T(T)ISUHQSO 5 (4.52)

ove w' denota la derivata di w rispetto a 7. E’ facile verificarlo, guardando alle parentesi di Poisson;
un po’ piu difficile & inventarsi le (4.51), (4.52). Un modo spontaneo di procedere?” & quello di
scrivere la funzione generatrice in variabili miste 8(p, ¢, 7) che per ogni 7 fissato da la (4.50), o
meglio la sua inversa; gia sappiamo (esercizio 10) che la scelta buona e

p2
8(p,p,T) = 50(7) tan o .

“7Chi non ama le funzioni generatrici pud far leva sulle parentesi di Poisson: perché risulti {7, A} = % =1,
Pespressione di A deve essere necessariamente del tipo (4.51); la forma (4.52) di a si deduce poi facilmente imponendo

che {A,p} e {A, ¢} (le uniche parentesi di Poisson non banali) si annullino. Cosi facendo vengono equazioni lineari

per —g‘} e —g; che si risolvono subito e danno
da  W'(T) da  W'(71)
222\ in2 = _ Tcos2op :
oI  2w(r) e Op  w(T) OSSP

segue la (4.52).
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Questa generatrice si estende all’altro grado di liberta “aggiungendo 'identita”, cioe ponendo

S(p,p, A, 7)) =8(p, g, ) + AT

la scelta assicura che 7 non cambi, infatti si ha 7 = 53 = 7. A questo punto si scrive J = 22 ¢ il

T’
risultato, togliendo lapice a 7/, & Paccoppiata (4.51), (4.52).
La nuova hamiltoniana H. = H&* o w risulta essere

H (L, J,o,7)=h(I,7)+eJ +ea(l,p,T),

con

h(I,7) =w(r)I .

E’ interessante osservare che la lenta dipendenza di w dal tempo si & tradotta, al momento di passare
alle variabili di azione—angolo, nella comparsa del termine perturbativo ea(I, ¢, 7). E’ cruciale, si
vede, aver supposto w(7) # 0.

Terzo passo: Su questa hamiltoniana lavoriamo ora con metodi perturbativi, mostrando che
o 70
|I(t) — I°] < cost € per |t < —.
€

La presenza della variabile 7, che non & un’azione, nell’hamiltoniana imperturbata, apparentemente
rende il problema diverso da quelli visti precedentemente; vedremo pero che lo stesso schema
perturbativo funziona ugualmente senza difficolta.

Eseguiamo allora un passo perturbativo con il metodo di Lie, ovvero poniamo

(I, J,7) = (1, p,J,7)

avendo pero 'accortezza di prendere x indipendente da J, in modo che nella dinamica di x (non in
quella veral) sia 7 = 0, e cosi nella trasformazione canonica risulti 7 = 7. Come risultato troviamo
la. nuova hamiltoniana H, = H; o <I>f§< della forma

Ho=h+elh,x}+e(J+a)+0E? con h=w(rn)I,

e si deve determinare y in modo che il termine di ordine € perda la dipendenza dall’angolo ¢.
Grazie al fatto che x non dipende dalla variabile J coniugata a T, la parentesi di Poisson {h,x} é
la stessa che si avrebbe per w costante, e per questo la presenza di 7 in h non disturba.

Osservando che la media della perturbazione ¢ J (a infatti ha media in ¢ nulla), ’equazione da
risolvere risulta essere

ox
A o]
w(r) 5 =all. o)
ovvero 5 )
b% W' (T .
= = I sin2
Do 2w(r)z TP
ed evidentemente la soluzione c’e sempre,
w'(7)

X(Iy 5077_) = _4w(7_)2 I COSQQD ;

si osservi che grazie alla presenza di un solo grado di liberta veloce non ci sono piccoli divisori, ma
solo w a denominatore, che fino al tempo breve 7y ¢ garantita essere diversa da zero.
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Figura 33: Ad illustrazione dell’invarianza adiabatica dell’azione. La corrispon-
denza tra moti a t = 0 et ~ 1/e é a parita di azione (di area), non di energia.

La trasformazione canonica @5 porta cosl 'hamiltoniana H_ nella forma
Ho (L, p,J,7) =w(r) [ +e] +0(?)
e corispondentemente si hanno le solite stime del tipo
|I(t) — I(0)] < cost e per 0<t<my/e.
D’altra parte, la trasformazione canonica @5 ¢ e-vicina all'identita, e in particolare si ha
|I(t) — I(t)|, |1(0) — I(0)] < cost ¢ ;

segue allora
|I(t) — 1(0)| < cost e per 0<t<m/e,

ovvero l'invarianza adiabatica dell’azione. 0

Si osservi che per l'oscillatore armonico che stiamo considerando ’azione ¢ legata all’energia F
da I = E/w(1). L’invarianza adiabatica di I ci dice cosi immediatamente che per lente variazioni
di w 'energia E varia proporzionalmente a w. La figura 33 illustra il risultato: dopo il tempo ¢ di
ordine 1/¢ la pulsazione w(et) € cambiata, e corrispondentemente ¢ cambiato il ritratto in fase del
sistema (il ritratto, si intende, a parametro bloccato); moti che a ¢t = 0 si svolgevano su una certa
curva di livello, trascorso il tempo ¢ si svolgono non sulla curva di livello con la medesima energia,
ma su quella che ha (quasi esattamente) la medesima azione, ovvero sulla curva che sottende la
medesima area.

Il risultato, come si e detto, si trasporta sostanzialmente senza variazioni a tutti i sistemi
hamiltoniani H(p,q,\) a un grado di liberta che per valori fissi del parametro A abbiano moti
periodici (il ritratto in fase per ogni A fissato ha curve chiuse):

PROPOSIZIONE 27 Con riferimento a tali hamiltoniane, sia I(p,q, ) lazione a X fissato, e siaw(I, \)
la corrispondente frequenza. Se w(I,\(T)) resta staccata da zero per 0 < 7 < 79, allora I é un
invariante adiabatico.

e Il caso di un sistema con separatrici che si muovono al variare del parametro, come il pendolo
a frequenza variabile

1
H(pv Q7w(5t)) = 5]72 — W(Et)Q cosq ,
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Figura 34: In grigio la zona spazzata dalle separatrici lentamente pulsanti. Per i mo-
ti sempre interni o esterni (al variare diw) ¢’é un invariante adiabatico, con situazio-
ne non dissimile dall’oscillatore armonico; nella zona grigia l'invarianza adiabatica
e interrotta dall’attraversamento delle separatrici.

si presenta in realta piu ricco e complesso dell’oscillatore armonico visto sopra. Prendiamo,
per fissare le idee,
w(T) = (24 cos Q1) wp ;

al variare di 7 le separatrici (del sistema a w bloccata) spazzano un’area come quella indicata
in grigio in figura 34. Al di fuori di quest’area, nella regione sempre interna o sempre esterna
alle separatrici lentamente pulsanti, il medodo di prova utilizzato per il pendolo funziona
perfettamente (salvo che molte espressioni, a cominciare da 8(p, ¢, 7), restano implicite: sono
ben definite, ma non si sbrogliano in funzioni elementari). L’invariante adiabatico, come nei
casi visti sopra, e ’azione, ovvero I’area sottesa da una traiettoria del sistema a w bloccata.
E’ il caso della coppia di traiettorie (1) in figura: quella tratteggiata corrisponde a wpax =
3wp, e si deforma nel mezzo periodo 7 = 7/Q nella traiettoria punteggiata corrispondente
a Wmin = wo; le due curve sottendono (quasi esattamente) la stessa area. Dopo un periodo
completo 27/ le traiettorie riprendono (quasi esattamente) I’aspetto iniziale.

L’invarianza adiabatica viceversa si interrompe se un moto attraversa la separatrice, pas-
sando dalla regione (momentaneamente) interna a quella esterna o viceversa. E’ il caso della
coppia di curve (2): come sopra, la curva tratteggiata ¢ una traiettoria corrispondente a wmax,
interna alla separatrice; nel corso del tempo la separatrice attraversa la curva, e la traiettoria
diventa esterna. Prima e dopo il passaggio l'invariante adiabatico si conserva (I’area sottesa
resta quasi costante); nel passaggio invece I'invariante adiabatico subisce un salto.*8

In realta (sempre per sistemi con un solo grado di liberta) si dimostra di piu della proposizione 27,
ad esempio:

4 . N . . . .. .

811 salto si pud calcolare; A.I. Neishtadt ha lavorato molto in questo campo, studiando anche la statistica possibile
dei successivi salti in un tempo lungo e la possibilita che li si possano descrivere come processo casuale diffusivo (cosa
che non risulta sempre vera: salti successivi, in certe condizioni, sono correlati e ci sono compensazioni.)
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— se H(p,q, A(et)) € analitica, I’azione € un invariante adiabatico per tempi molto lunghi,
|t] < cost e=*/% |

ove €, € una costante positiva.

— Sempre nel quadro analitico, se A\(7) tende a limiti Ay per 7 — o0, allora I & un invariante
adiabatico per ogni t,
|I(t) — I(0)| < cost € VteR,

inoltre la variazione asintotica di I tra t = —oo e t = 400 & molto piccola: precisamente,
esistono i limiti Iy = limy_, 1o I(t) € si ha

I oo — I_og| < cost e™=*/% .

— Infine, se H dipende da et in modo periodico I'azione ¢ invariante adiabatico per tutti i tempi.

Ulteriori estensioni, rilevanti per la fisica, comprendono il caso in cui al posto della dipendenza lenta
da ¢ vi sia nel sistema un secondo grado di liberta lento (si pensi ad esempio a un elettrone che
avanza lentamente lungo le linee di un campo magnetico, ruotando attorno ad esse con la frequenza
di Larmor).

La nozione di invariante adiabatico fu formulata da P. Ehrenfest. C’¢ una connessione con
la quantizzazione: grazie al fatto che ’azione e la variabile quantizzata, la lenta variazione di A
avviene senza variazione dello stato quantico. (Piu precisamente, per £ piccolo la probabilita di
transizione dallo stato quantico di partenza ad un altro in un tempo ¢ = 1/¢ & piccola.)
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APPENDICI

A Introduzione al formalismo geometrico.

Nel primo paragrafo di questa appendice si richiama il formalismo geometrico che sta alla base
della nozione di equazione differenziale su una varieta. “Si richiama” vuol dire che si suppone gia
una minima familiarita con le idee di base (la nozione stessa di varieta con le sue carte e 1'atlante;
la nozione di spazio tangente e di campo vettoriale; la nozione di differenziale...). Anche chi fosse
del tutto a digiuno, tuttavia, un’idea se la puo fare.

Il secondo paragrafo € invece orientato alla nozione di sistema hamiltoniano su una varieta.
Il punto di vista geometrico non € veramente necessario a capire le due idee centrali su cui si
sviluppano queste note — in buona sostanza, la nozione di sistema integrabile e di sistema prossimo
a integrabile, con le diverse scale di tempo associate al moto — ma di certo costituisce, anche se
solo intuito e non studiato a fondo, un punto di vista pit maturo. Il linguaggio € un po’ informale;
lo spirito e soprattutto quello di rivisitare da un punto di vista geometrico quanto gia visto nel testo
nel linguaggio delle coordinate, con poche estensioni (seppur significative, in particolare quando si
introduce la 2—forma canonica cui nel testo non si fa cenno).

Una parola sulle notazioni. E’ qui particolarmente importante distinguere gli oggetti globali,
geometrici, definiti sulla varieta, dai loro rappresentativi in una carta di coordinate locali. Le
notazioni necessarie saranno introdotte di volta in volta, ma I’idea e di usare maiuscole calligrafiche
come F per le funzioni sulla varieta e la corrispondente comune minuscola f per la rappresentativa
locale; per oggetti a n componenti — i punti stessi della varieta, vettori, 1-forme — si useranno
notazioni del tipo x, X, ¥ per gli oggetti globali, e gli stessi simboli sottolineati z, X, 9 per le n—ple
che li rappresentano localmente. Per le 2—forme, si usera similmente una notazione del tipo w per
I'oggetto geometrico, w per la matrice che lo rappresenta localmente.

A.1 Funzioni, campi vettoriali, forme

Coordinate locali.

Sia M una varieta differenziabile n-dimensionale. Denoteremo le sue carte con (U, ), ove
UCMeyp:U — V biunivoca, V aperto di R™. Ogni carta costituisce un sistema di coordinate
locali. Se ¢ invia x € U in z = (21,...,2,) € V, allora ¢; : * — z; € R — in notazione piu
spiccia x;(x) — & detta i-esima (funzione) coordinata, mentre le immagini inverse delle consuete
linee coordinate di R™, ristrette a V', costituiscono le linee coordinate locali su M.

Date due carte (U, @) e (U, @), posto Uy = UNU # 0, Vo = o(Up), Vo = @(Up), la funzione di
transizione

Yb=pogl,  Y:Vh—=V
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Z !

Figura 35: La varieta M, due sue carte con la funzione di tranzizione i : 170 - Vo;
un moto (linea tratteggiata) sulla varieta e nelle carte.

rappresenta un cambiamento locale di coordinate (figura 35). Nel seguito scriveremo semplicemente
P V- V', intendendo ¥ : 170 — Vp. La classe di regolarita delle funzioni di transizione & per
definizione la classe di regolarita di M. Analogamente per tutti gli oggetti geometrici (funzioni,
campi vettoriali, 1 e 2-forme) che introdurremo, la classe di regolarita sara, per definizione, quella
dei loro rappresentativi locali. Per semplicita, e senza farne esplicita menzione, supporremo sempre
tutto di classe C'*°.

Funzioni a valori in R.

Sia F una funzione a valori reali (o O—forma) su M, ¥ : M — R; per ogni carta (U, ) resta
definita la rappresentativa locale

f=Fop VR, V=¢U).

Se f, f sono rappresentative locali di una stessa F in due diverse carte, e ¢ : V — V & come sopra
la funzione di transizione da una carta all’altra, allora si ha

f=fov, ovwero  f(Z)=f((F)); (A.1)

viceversa, se si ha una famiglia di funzioni locali f : V — R, una per ogni carta dell’atlante, e
sono soddisfatte le relazioni di compatibilita (A.1) per ogni coppia di carte (con intersezione non
vuota tra i domini), resta definita una funzione intrinseca ¥ : M — R. La funzione f & anche detta
pull-back di f sotto ¢ (¢ va da Va V; il pull-back porta funzioni f su V “indietro” a funzioni f
su V).

Campi vettoriali; equazioni differenziali.

Come ¢ noto, in ogni punto x € M resta definito uno spazio tangente T, M, dim T, M = n. La
collezione di tutti gli spazi tangenti ha una struttura naturale di varieta, ereditata dalla struttura
di M, e costituisce il fibrato tangente TM, dim T M = 2n; ogni punto di TM & una coppia (z, X)
conx € M e X €T,M. Un campo vettoriale su M ¢ una mappa che ad ogni punto x € M associa
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un vettore X (z) € T, M, formalmente ¢ una mappa M — T'M che a ogni x € M associa una coppia
(x,X(x)) € TM. Con piccolo abuso denoteremo il campo stesso con X. Per ogni carta (U, ¢), e
per ogni z € U, resta definita una base in T, M formata dai vettori tangenti alle linee coordinate,

usualmente denotati 8871, NN a‘i—n (o anche 0, ..., 0y,); il campo in z si scrivera allora
. 0
X(z) = Xi(x)=— .
@) =3 X,

La notazione introduce una piacevole confusione tra il campo e 'operazione di derivazione associata,
la cosiddetta derivata di Lie definita sotto.
La mappa tangente a ¢ : U — V, denotata Dy, manda lo spazio tangente T, M, x € U, nel

tangente a V in z = ¢(x), ovvero in R", e associa alla base 8671, el % la base canonica di R™:

Dy 88—% =e;, i =1,...,n. Per ogni campo vettoriale X su M, e per ogni carta (U, ¢), resta allora
definito un campo vettoriale su V' = ¢(U), che denotiamo X:

X(z) = (Xi(z),..., Xn(2))

(con piccolo abuso del simbolo X;, usato qui al posto di X; o ¢~ 1); X si dice campo rappresentativo
locale di X. Se X e X sono rappresentativi locali di uno stesso campo X su M in due carte diverse,
con funzione di transizione 1 dall’una all’altra come sopra, allora si ha la legge di trasformazione

X@)=J@)X@, i=vl2), J= (gfj) . (A2)

Viceversa, se in tutte le carte dell’atlante sono definiti campi locali che (se i domini si intersecano)
soddisfano a due a due questa relazione di compatibilita, allora resta definito un campo X sulla
varietd. Il campo X definito dalla (A.2) si dice pull-back*® di X. La relazione che lega tra loro le

due basi su T, M e
0 - 0
= gL =
8:1% Zl K (9iL‘j

1=

(come se si trattasse di derivate parziali).

Dato un campo vettoriale X su M restano definite un’equazione differenziale sulla varieta e
un’equazione differenziale locale in ogni carta, che si scrivono rispettivamente

= X(z), z=X(z);

le diverse soluzioni locali ®% (riportate su M) “si incollano bene” nell’intersezione dei domini delle
carte, e in questo modo resta definita una soluzione in grande su M, detta flusso del campo X e
denotata @g(. Se M & compatta, o comunque se CDfX ¢ prolungabile per t € R (cosa che supporremo
sempre), allora {®% ¢ € R} & un gruppo:>

P = oy, (Py)T=0, o%=I.

4OLa definizione di pull-back di un campo & ben data grazie al fatto che ¢ & invertibile. Per funzioni e forme invece
I'invertibilita, pur presente nel nostro contesto, non & necessaria perche il pull-back sia per sé ben definito.

50Quando, come nel primo capitolo di queste note, si ragiona non su una variethd ma in aperti, per dar senso
alla nozione di flusso si deve supporre, con fastidiosa restrizione, che la soluzione non esca mai dal dominio. In
una prospettiva geometrica invece non c’¢ alcun problema se la soluzione passa da una carta all’altra attraverso
I'intersezione dei domini.
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Derivata di Lie di funzioni; parentesi di Lie.

A ogni campo vettoriale X su M resta associato un operatore di derivazione Ly che agisce sulle
funzioni M — R, detto derivata di Lie. La definizione si puo dare in coordinate (paragrafo 1.1),
introducendo in ogni singola carta 'operatore di derivazione

Lx = ZXi 0 ovvero (Lx f)(z) = ZX’@) of (z)
i=1

(9.21%' ’ i—1 8.%'1

(la sottile differenza & che ora % ha il consueto significato di derivata). Si riconosce immediata-
mente che si ha

(Lxf)) = Sr@@)| .

e che le diverse definizioni locali sono compatibili, cosicché resta definito un operatore Lx agente
sulle funzioni M — R; I'operatore ammette anche la definizione intrinseca

d

(LxF)(z) = S F(@ (2)

dt t=0

Siano ora X e Y campi vettoriali qualsiasi su M e Lx, Ly le corrispondenti derivate di Lie. Il
prodotto Lx Ly non & una derivata di Lie corrispondente ad alcun campo vettoriale (appena ci si
mette in coordinate applicandolo a una funzione f spuntano le derivate seconde di f), ma lo ¢ il
commutatore

[Lx,Ly] = LxLy — LyLx ,
precisamente
PROPOSIZIONE 28 Risulta [Lx,Ly| = Lz, con Z rappresentato, in una carta qualsiasi, da
Zi=LxY;, — Ly X; . (A.3)

DiMosTRAZIONE. Calcolando in coordinate si vede subito che i termini di derivata seconda si
semplificano e si ha

B R NVAN) ) AT R | L of
(L, Lyl f =3 (Z <Xfaxj —Ygﬁxj))axi - ;(LXY; - Iy X5

=1 g=1
da cui segue I'espressione (A.3) di Z. L’indipendenza dalle coordinate si trova immediatamente
sostituendo X; = Zk Jie Xk, Y; = Zk JikYr. 0

DEFINIZIONE 13 Il campo vettoriale Z su M definito in questo modo é detto parentesi di Lie di X

eY, e si denota
Z=[X,Y].

Si ha dunque, per defnizione di parentesi di Lie,
[Lx,Ly] = Lixy] -

L’operazione ¢ con evidenza antisimmetrica e in particolare [X, X] = 0. Con un po’ di pazienza si
verifica I'identita di Jacobi:

[X,Y],Z]+[[Z, X], Y]+ [[Y,Z],X] =0, (A.4)
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figlia della corrispondente relazione tra le derivate di Lie Lx, Ly, Lz.

La derivata di Lie [X,Y] & anche detta commutatore dei campi vettoriali X e Y; quando &
nulla si dice che i campi vettoriali commutano. Alla commutazione dei campi corrisponde quella
dei rispettivi flussi:

PROPOSIZIONE 29 Si ha
P o0®l =L o®5  Vs,teR

se e solo se [X,Y] =0.

La dimostrazione & identica a quella riportata nell’appendice C per il caso hamiltoniano.

1-forme su M.

Sia ora Ty M lo spazio duale a T, M, cioe lo spazio vettoriale delle mappe lineari T, M — R,
detto spazio cotangente a M in x € M. Ancora risulta che la collezione di tutti gli spazi cotangenti
ha la struttura naturale di varieta, e si dice formare il fibrato cotangente T*M, dimT*M = 2n. 1
punti di 7*M sono coppie (x,9), con z € M e ¥ mappa lineare: T, M — R. Una 1-forma su M
¢ (similmente a un campo vettoriale) una mappa M — T*M che a ogni x € M associa un punto
(z,¥(z)) € T*M; la 1-forma sara denotata semplicemente con ). Data una 1-forma ¢ e un campo
vettoriale X su M, resta definita una funzione ¥ : M — R nel modo ovvio F(z) = (J(x))(X (z)).
Ovvero: una l-forma € una mappa che manda linearmente campi vettoriali su M in funzioni
M — R, e questa potrebbe essere usata come definizione.

Una base in ciascuno spazio cotangente 7y M ¢ fornita dai differenziali delle funzioni coordinate
depq, . ..,dpy, in notazione piu spiccia dxy,...,dx,, percio si potra scrivere

9(z) = f:m(x) de; , = ﬁ(%) .
i=1 v

Assegnata una l-forma ¥ su M, restano definite le sue rappresentative locali, dette anche
covettori,’! che (sempre con piccolo abuso) denoteremo

dz) = (V1(2),...,9(2)) .

La funzione ¥(X) : M — R ha come rappresentativa locale il prodotto di vettore e covettore:

Se ¥ e ¥ sono rappresentative locali di una stessa 1-forma in due diverse carte, e 9 : VoVela
funzione di transizione dall’una all’altra, allora si ha

(&) = I (2) 9(4(2)) (A.5)

51T covettori, con riferimento alla legge di trasformazione locale (A.5), sono anche chiamati vettori covarianti;
corrispondentemente i consueti vettori, che invece trasformano secondo la (A.2), sono detti vettori controvariants.
La terminologia, tipica del cosiddetto calcolo tensoriale o calcolo differenziale assoluto (G. Ricci Curbastro, T. Levi-
Civita) si estende opportunamente a matrici e in generale a oggetti a piti indici, con semplici regole che garantiscono
la compatibilita del calcolo in coordinate al variare della carta e corrispondentemente la buona definizione geometrica
di ogni oggetto e ogni procedimento.
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(attenzione al verso: il confronto con (A.2) mostra che se i vettori vanno con J, le forme van-
no con J~7, inversa della trasposta, come si ¢ visto nel paragrafo 2.1 per i momenti p), e
corrispondentemente risulta

U-X=0-X, precisamente  9() X(z) =9(y(2)) - X(¥()) ; (A.6)

viceversa se una famiglia di 1-forme locali, una per ogni carta dell’atlante, soddisfa la relazione
di compatibilita (A.5), o equivalentemente (A.6), allora resta definita una 1-forma ¢ su M. La
1-forma 9 & anche detta pull-back di ¥ sotto v.

Un caso particolare di 1-forma su M e il differenziale dF di una O—forma o funzione M — R.
La definizione intrinseca di dF ¢ che per ogni campo vettoriale X su M si ha dF(X) = LxT; in
coordinate dF e rappresentata dall’n-pla delle derivate della rappresentativa f di &, (%, e a‘iﬁ ),
e si ha

Una 1-forma che sia il differnziale di una funzione si dice esatta.

2—forme su M.

Ricordiamo infine la nozione di 2—forma. Una 2—forma esterna w su M, o brevemente 2—forma,
¢ una mappa bilineare antisimmetrica che manda coppie di campi vettoriali su M in funzioni
M — R: precisamente, a ogni z € M ¢ associata una mappa bilineare antisimmetrica w(x) :
T.M x T,M — R, e dunque a ogni coppia X,Y di campi vettoriali su M resta associata una
funzione w(X,Y) : M — R, w(Y,X) = —w(X,Y). La nozione ricorda la nozione di metrica
riemanniana, da cui perd differisce per il fatto (fondamentale) che 'antisimmetria sostituisce la
simmetria. In coordinate una 2-forma ¢ rappresentata da una matrice (forse si dovrebbe dire
co-matrice) antisimmetrica w = (w;;), precisamente si ha

- o 0
WEY@) = 3 Xilww(@) i), wg=w(g05)

ij=1
Per I'antisimmetria si scrive anche (omettiamo I'argomento x)
WX, V)= Y wi(XY; - XY5)
0<i<j<n

Se w e w sono rappresentative locali di una stessa 2—forma w, allora si ha

@=J"wJ,  pil precisamente  @(Z) = J'(2) w(¥(2))J(Z) , (A7)

e viceversa se una famiglia di 2—-forme locali, una per ogni carta dell’atlante, soddisfa la relazione
di compatibilita (A.7), allora resta definita una 2-forma su M. La 2-forma @ ¢ detta pull-back di
w sotto . B

Si definisce il prodotto esterno di due 1-forme, denotato “A”, il cui risultato ¢ una 2—forma. La
definizione e

W AD)(X, X)) = 9(X) (X') — I(X )W (X) ; (A.8)

si ha evidentemente 9 A1 = —19 A e dunque 9 A9 = 0. Per ogni carta si possono considerare,
in particolare, i prodotti esterni dei differenziali delle coordinate:

dz; Adzx; , 1<4,5<n.
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. . n(n—1 . . . . . .. .
Di questi, ( 5 ) somno indipendenti e costituiscono una base per le 2—forme antisimmetriche, ovvero

ogni 2—forma esterna si puo scrivere come loro combinazione lineare:

n

1
w(x) = Z Wij(ﬂf) dSL‘l VAN dCCj = 5 Z wij(x) dxz A dl‘j .

1<i<j<n ij=1

Un altro modo di generare 2—forme esterne da 1-forme e la differenziazione esterna: se, con rife-
rimento a una carta qualsiasi, ¥ = ) ¥;(z)dx; ¢ una 1-forma su M, il suo differenziale dv ¢ per
definizione la 2—forma esterna definita da

dﬂ:idﬁj/\dxj - ¥ (aﬂj - aﬁi)dxi/\dmj :

Oox; Ox;
=1 1<i<j<n ¢ J

il risultato non dipende dalla carta. Se dd¥ = 0, la forma ¥ si dice chiusa. E’ chiusa ogni forma
esatta, d(dF) = 0, ma vi sono forme chiuse che non sono esatte (non sono il differenziale di una
funzione sulla varieta, ma solo di una funzione locale).

Una 2—forma w si dice non degenere se

wX,Y)=0 YY =  X=0;

equivalentemente, in ogni carta si ha det w(z) # 0 per ogni z. Data una 2—forma non degenere w
resta stabilita una corrispondenza biunivoca tra 1-forme e campi vettoriali: infatti per ogni campo
vettoriale Y & ben definita la 1-forma ¥ = w(.,Y), ovvero la 1-forma ¢ tale che 9(X) = w(X,Y)
per ogni X, e viceversa, grazie alla non degenerazione, assegnata 1) esiste unico Y tale che per ogni
X risulti 9(X) = w(X,Y) (¢ immediato in coordinate, usando detw # 0). Se w ¢ antisimmetrica e
non degenere, necessariamente la dimensione n della varieta & pari: si ha infatti detw = detw? =
det(~w) = (—1)" detw. B B

k—forme esterne (cenno).

Accenniamo qui per completezza alle forme di grado piu elevato. Una k—forma esterna « & una
mappa multilineare, antisimmetrica in tutti i suoi argomenti (muta di segno per ogni permutazione
dispari), che manda k campi vettoriali X @ .., X® su M in funzioni M — R. Precisamente, a
ogni € M & associata una mappa multilineare antisimmetrica a(z) che manda (T, M)* in R.

11 prodotto esterno di forme di grado qualsiasi si definisce generalizzando la (A.8): precisamente,
date una k—forma « e una k’'—forma «’, il loro prodotto esterno a Ao’ & la (k+ k')—forma [ definita
da

ﬁ(X(l),...,X(k+k/)) _ Z (£1)? a(X(jl)’“.7X(jk))o/(X(jk+1)’.”’X(ijrk’)) 7
1< <Jg

jk+1<“'<jk+k/

ove (J1,...,Jk+k’) € una permutazione di (1,...,k + k'), e p & la sua paritd. Resta definito in
particolare il prodotto esterno di £ 1-forme 9D 9k,

a=9DA, .. A%
e precisamente ¢ la k—forma

a(xW, . xRy = Z (=1)PoM (X Gy, 9k (X UR)Y

JiseeasJk



A — Introduzione al formalismo geometrico. 104

Una base per le k—forme ¢ data dai prodotti dzj, A --- Adzj,, j1 < ... < ji, e dunque si potra
scrivere

= Z Q1. dk (x)d‘rjl A Adag,

0<j1<...<jp<n
Infine il differenziale da della k—forma esterna « ¢ per definizione la (k + 1)—forma esterna

p= Z dajlv---ajk N dle ARRERA dwjk :
J1<<Jk

Una k-forma o si dice chiusa se il suo differenziale si annulla. Il differenziale di una k-forma
esterna e una (k + 1)-forma chiusa per ogni k& > 0. 1l viceversa non vale: se la k—forma esterna «
¢ chiusa, in generale essa non ¢ il differenziale di una (k — 1)—forma (lo ¢ solo localmente). Se una
k forma « e il differenziale di una (k — 1) forma, allora essa si dice esatta.

A.2 Sistemi hamiltoniani su varieta simplettiche.

Sistemi lagrangiani e hamiltoniani “naturali”.

Nella costruzione della meccanica lagrangiana (per i cosiddetti “sistemi naturali”, cioe a partire
dalla meccanica Newtoniana) si parte da una wvarieta vincolare o spazio delle configurazioni @,
dim @ = n, e in ciascun punto ¢ € @ si considera lo spazio tangente T, ove vivono le velocita;
lo spazio degli stati (o spazio degli atti di moto), nel quale vivono i sistemi lagrangiani, ¢ il fibrato
tangente T'Q), e la lagrangiana ¢ una funzione £ : T'() — R. Le carte di Q inducono naturalmente
carte su 7'Q) “adattate alla struttura di fibrato”, precisamente le coordinate locali (¢, v) sono tali

che ¢ = (q1,...,qn) corre su @, mentre v = (vy,...,v,) corre sulla fibra T;Q), e inoltre le coor-
dinate vy,...,v, sulla fibra sono proprio le componenti del vettore tangente v € T,Q nella base
o) o]

Bq 0 Dan Le funzioni di transizione tra le carte di questo atlante naturale sono le trasformazionsi
puntuali estese naturalmente alle velocita:

- - 0p;
0=5@. v=B@s. B=(3'). (A.9)
qj
ove 8 denota la funzione di transizione tra carte di Q.
Detta [ = I(g,v) la rappresentativa locale di £ in una qualsiasi carta, si ha®? | = k(q,v) + u(q),
con

n
k(g0) = gij(@viv;
ij=1
g = (9ij) simmetrica positiva. Le equazioni di Lagrange hanno allora la forma (implicita, ma
esplicitabile grazie a det g#0)

d ol ol
ql ,U'L ) dt a’l},b 8ql ) Z ) 7n ( )
Resta cosi definito per ogni carta un campo vettoriale locale X = (Xg,,..., X, Xo1, ..., Xo,)-

Come ¢ noto (ed ¢ questa la principale ragione per introdurre il formalismo lagrangiapo) tutto e
coerente con i cambi di carte entro I’atlante naturale: i campi X e X, ottenuti da [ e [ tramite le

52Non prendiamo qui in considerazione il caso di vincoli mobili, di coordinate dipendenti dal tempo, o di potenziali
dipendenti dalla velocita.
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(A.10), si incollano bene, X = B71X: cid vuol dire che a £ : TQ — R resta associato un campo
vettoriale X : TQQ — T(TQ). Si osservi che la matrice metrica trasforma secondo la regola delle
forme,

= B'yB (A.11)

NS}
IS

(tutte le quantiti sono calcolate in §), e cid garantisce k(g,7) = k(g,v). In linea di principio nulla
vieta di arricchire D’atlante di T'Q di ulteriori carte “non adattate”, con funzioni di transizione
diverse dalle (A.9): a prezzo pero di perdere la forma (A.10) delle equazioni. Questo ¢ un motivo di
debolezza del formalismo lagrangiano: a meno di rinunciare alla forma lagrangiana delle equazioni,
si resta confinati all’atlante elementare naturale, con carte obbligatoriamente connesse da trasfor-
magzioni puntuali estese; in particolare non si possono usare coordinate come i momenti angolari
o le energie (le tipiche quantita conservate della meccanica), che mescolano tra loro posizioni e
velocita.

I sistemi hamiltoniani naturali sono comunemente introdotti a partire dai sistemi lagrangiani,
tramite la trasformata di Legendre. Operando localmente carta per carta, a ogni vettore v si associa
il covettore

ok

detto momento, che in conseguenza alla (A.11) trasforma secondo la regola dei covettori

=B"p. (A.13)

"3

Alla lagrangiana [ si associa h, detta hamiltoniana locale, definita da

hp,q) =p-g 'p—1Uag.g 'p),

IRS!
IS

e si osserva che le equazioni locali per (p, g), equivalenti alle equazioni di Lagrange (A.10), sono le
equazioni di Hamilton, o equazioni canoniche:

. 0Oh . Oh
bi=—p, =g,

i=1,...,n. (A.14)

A h & dunque associato il campo vettoriale locale X;, detto campo vettoriale hamiltoniano (locale)
di hamiltoniana h,

oh ah)

dq’ op” "
Dal quadro locale si passa facilmente al livello geometrico. Per questo accanto al fibrato tangente
TQ si considera il fibrato cotangente T*(Q), che al pari di T'() & dotato naturalmente di un atlante
adattato alla struttura di fibrato: le coordinate g corrono su @, mentre le coordinate p corrono
sulla fibra 7;7Q). Le funzioni di transizione dell’atlante sono ancora trasformazioni puntuali, estese
questa volta ai momenti: precisamente hanno la forma, analoga alle (A.9),
p=B"@p, ¢=51)-. (A.15)

Xh, - (XhE’th) = (

La corrispondenza tra vettori e covettori stabilita dalla (A.12) ¢ intrinseca; ne segue che le diverse
funzioni di Hamilton locali sono rappresentative di una funzione®® 3 : T*@Q — R. Infine, i diversi

53La trasformata di Legendre (della quale si pud dare una definizione geometrica intrinseca) si estende a generiche
funzioni convesse (anche non quadratiche) di v; la funzione trasformata risulta essa stessa convessa, e la trasformazione
¢ involutoria.
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campi vettoriali hamiltoniani locali si incollano bene: la matrice jacobiana del cambio di carta e
infatti

. BT 0
J(zw)—( 0 B) , (A.16)
e si verifica subito che X = J7'X. Restano cosi definiti un campo vettoriale hamiltoniano Xg¢ su
T*Q, Xg9¢ : T*Q — T(T*Q) e un’equazione differienziale su T*@Q), di cui le equazioni di Hamilton
(A.10) sono rappresentative locali nelle carte dell’atlante adattato.

Come si e sottolineato piu volte in queste note, uno dei maggiori motivi di interesse del forma-
lismo hamiltoniano, che lo distingue da quello lagrangiano, ¢ il fatto che ’atlante adattato di T*Q),
formato da trasformazioni puntuali estese, puo essere arricchito in modo significativo senza che per
questo si perda la forma delle equazioni di Hamilton. Per capire, e allo stesso tempo per preparare
la strada a una nozione intrinseca di sistema hamiltoniano (in un quadro pitt ampio di quello dei
sistemi naturali), vale la pena di fare un passo indietro, e porre la questione della compatibilita fra
equazioni di Hamilton in carte diverse in termini piu generali. Sia allora M una qualunque varieta
di dimensione pari, dim M = 2n; sia A il suo atlante, e per ogni carta di A denotiamo z = (p, q). Ci
chiediamo quali requisiti debba avere A perché, presa una qualsiasi funzione H : M — R, e scritte
in ciascuna carta le equazioni di Hamilton (A.14), queste abbiano carattere geometrico, cio¢ siano
rappresentative locali di un’equazione differenziale sulla varieta. E’ la domanda di base che ci siamo
posti all’inizio di queste note, sulla quale abbiamo appoggiato la nozione di trasformazione canoni-
ca; qui semplicemente ripercorriamo la stessa idea da una visuale geometrica, giungendo in modo
piu naturale alla caratterizzazione delle trasformazioni canoniche data attraverso la proposizione 1.

Sia allora h la rappresentativa locale di J{ in una carta, e X, il suo campo vettoriale

hamiltoniano locale, X, = (_%Z’ %Z)' Introduciamo la matrice 2n x 2n
E = < I O > ) E'=-E=E"",
ove I denota la matrice identita n x n. La relazione tra h e X, si scrive allora nella forma sintetica
Oh Oh
BT X :<77> , AT
“=h 0x1 Oxon ( )

adatta a discuterne il carattere geometrico (ben al di 1a del pretesto, usato nel paragrafo 2.1, della
compattezza della notazione.) Infatti a destra dell’'uguale appare 1'n-pla delle derivate di h, che
¢ rappresentativa locale di una 1-forma su M, precisamente il differenziale dJH{. Si capisce allora
che 1 diversi campi locali X;, sono rappresentativi di un campo vettoriale Xg¢ su M, qualunque sia
H, se>* la medesima matrice®® ET antisimmetrica (e non singolare) ¢ rappresentativa locale, in
ogni carta, di una 2-forma w (non degenere) su M. In tal caso infatti la (A.17) diventa globale, e
precisamente si innalza a

w(., Xg¢) = dK . (A.18)

Sia ¢ : T — z la funzione di transizione tra due carte di A, e sia J la corrispondente matrice
jacobiana. Dalla regola (A.7) sul pull-back di forme si vede che perché una 2-forma w su M sia
rappresentata da ET in entrambe le carte, bisogna e basta che risulti

JIEJ = E. (A.19)

54La condizione & ovviamente sufficiente, ma & anche necessaria se vogliamo che la proprieta sia vera per ogni H.
5L uso di ET al posto di E qui & un po’ forzato. Nei testi pill orientati geometricamente & denotata E quella che
qui & ET; la scelta pit infelice fatta qui & unicamente motivata dalla compatibilita con la (1.2).
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Matrici J che soddisfino la (A.19) si dicono matrici simplettiche. Si verifica facilmente che esse
formano un gruppo, detto gruppo simplettico (in particolare dunque J~! & simplettica), e inoltre
che se J & simplettica lo ¢ anche la trasposta J7; E stessa ¢ simplettica, e anzi ¢ detta identita
stmplettica.

DEFINIZIONE 14 S% dice che due carte di M, dim M = 2n, sono canonicamente compatibili, ovvero
che la funzione di transizione dall’una all’altra é una trasformazione canonica, se la matrice jaco-
biana della funzione di transizione é simplettica. Un atlante di carte canonicamente compatibili si
dice atlante simplettico, o anche canonico.

E’ la stessa nozione di canonicita (stretta) introdotta in coordinate nel primo capitolo. La compa-
tibilita tra le equazioni di Hamilton locali € cosi assicurata ogni volta che si ha una varieta M di
dimensione pari, munita di un atlante simplettico.

Tornando ai sistemi naturali su 7*(), da cui questo discorso ¢ partito, si vede bene che la matrice
jacobiana (A.16) e simplettica, e dunque l'atlante naturale di 7@ considerato sopra ¢ canonico
(non poteva essere altrimenti). Si comprende anche che tale atlante si puo allargare, mantenendo
in ogni carta la forma hamiltoniana delle equazioni, fintantoché le funzioni di transizione restano
trasformazioni canoniche (nulla vieta poi I'introduzione di carte qualsiasi, a prezzo di perdere la
forma hamiltoniana delle equazioni locali).

Varieta simplettiche.

Riprendiamo il caso generale di una varieta M di dimensione pari munita di un atlante sim-
plettico. La 2-forma w su M, di cui la matrice E” & rappresentativa locale in ogni carta, & con
evidenza

w=dpAdg=> dp;Adg (A.20)
=1

(ovvero w = ET); la forma, oltre che ben definita su M, & non degenere € anche chiusa, ovvia
conseguenza del fatto che ha ha coefficienti costanti. Essa e detta 2-forma canonica. Un modo
assai frequente di scrivere la relazione di compatibilita canonica (A.19) &

dpAdg=dpAdg; (A.21)

la relazione si legge comunemente dicendo che le trasformazioni canoniche preservano la 2—-forma
canonica (A.20). La (A.21) e adoperata spesso come definizione di trasformazione canonica. In
generale la 2—forma canonica e chiusa ma non e esatta. Localmente essa appare come il differenziale
della 1-forma

ﬁzp'dq:ZPz‘dqzw
i1

detta 1—forma canonica locale o 1-forma di Liouville:
w=dj .

Ma in generale la 1-forma ¢ non esiste globalmente su M, e la differenza p-dg — p- dg & chiusa ma
non nulla; equivalente alla (A.21) & dunque la preservazione debole, ovvero a meno del differenziale
di una funzione f definita localmente, della 1-forma di Liouville:

p-dg=p-dg+df .
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Si ritrova per questa via una fondamentale caratterizzazione delle trasformazioni canoniche. Come
si e visto nel testo, la 1-forma 9 ¢ preservata da tutte le trasformazioni puntuali estese.

E’ spontanea ora la seguente definizione:

DEFINIZIONE 15 Una varieta differenziabile di dimensione pari munita di un atlante simplettico si
dice varieta simplettica.

E poi:

DEFINIZIONE 16 Sia M una varieta simplettica, e H una funzione M — R. Si dice campo vettoriale
hamiltoniano associato a H, e si denota Xq¢, il campo vettorale definito dalla (A.18), ove w ¢ la
2—forma canonica su M. L’equazione differenziale sulla varieta

&= Xoc | (A.22)

di cui la (A.14) é rappresentativa locale, é detta sistema hamiltoniano su M.

Grazie alla presenza di un atlante simplettico su M, o come si suol dire di una struttura simplettica,
la nozione di sistema hamiltoniano ¢ ben data’®

Accenniamo per completezza a una formulazione piu profonda della nozione di varieta simplet-
tica, e attraverso essa di sistema hamiltoniano. La via che abbiamo seguito sopra e stata quella di
partire da equazioni locali in forma hamiltoniana e di chiederci se la definizione locale puo essere
estesa globalmente; in questo modo ci siamo imbattuti nella 2—forma canonica w = dp A dq, e
abbiamo preteso che w fosse ben definita su M grazie alla (A.19) o equivalentemente alla (A.21).
Per questa via ci siamo imbattuti nella nozione di atlante canonico, di varieta simplettica, e infine
di sistema hamiltoniano. Della 2—forma w = dp A dg abbiamo osservato che essa ¢ antisimmetrica,
non degenere e anche chiusa.

E’ spontaneo chiedersi se non ci si possa liberare del tutto dalle coordinate, e definire varieta
simplettica una coppia (M,w), con M varieta differenziabile di dimensione pari e w una qualsiasi
2—forma chiusa antisimmetrica non degenere su M (senza cioé chiedere a priori che M sia munito
di un atlante particolare, nel quale w abbia la forma particolare dp A dg). La definizione (A.18) di
Xq¢ resterebbe poi immutata.

La risposta e che la cosa si puo fare, ma che la nuova nozione apparentemente piu generale di
varieta simplettica e di fatto identica alla precedente. Vale infatti la seguente proposizione:®7

ProPOsIZIONE 30 (Teorema di Darboux) Sia M una varieta differenziabile di dimensione pari, e w
una 2—forma chiusa antisimmetrica non degenere su M. Allora esiste un atlante di M tale che per
tutte le sue carte la 2—forma w assume la forma canonica (A.20).

56Una volta chiarito quale sia la struttura simplettica di riferimento, resta sempre la liberta di aggiungere all’atlante
carte arbitrarie non simplettice: le equazioni del moto perdono la forma hamiltoniana locale (A.14), ma il sistema —
che non & cambiato — resta hamiltoniano.

571l teorema & conseguenza di un lemma di algebra lineare, secondo il quale se la matrice Q di ordine 2n ¢
antisimmetrica e non degenere, allora esiste J tale che

JTQJ=E.

Il risultato ricorda il piu noto risultato secondo cui, se 2 & simmetrica e definita positiva, allora esiste J tale che
J'QJ =1.
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Parentesi di Poisson.

Gia nel paragrafo 1.2 si e sottolineato il fatto che la parentesi di Poisson tra funzioni, pur definita
in coordinate tramite la (1.7) o equivalentemente la (1.8), & in realta indipendente dalle coordinate
purche il cambio di coordinate sia canonico. Anzi: l'invarianza dell’operazione di parentesi di
Poisson si ¢ vista essere una proprieta caratteristica delle trasformazioni canoniche (proposizione
4). Nel linguaggio geometrico questo vuol semplicemente dire che, se F e § sono funzioni: M — R,
allora l'operazione in coordinate tra rappresentative locali in una qualunque carta dell’atlante
simplettico definisce sulla varieta ’operazione binaria di parentesi di Poisson {&F,G}. In modo del
tutto equivalente si puo definire la parentesi di Poisson in modo intrinseco geometrico, precisamente

{9:7 9} - w(XE’MX?)

(la verifica ¢ immediata), o ancora

{F,9} = FgF ,

con la notazione agile Fg = Fx4 consueta nel testo.

La parentesi di Poisson risulta in realta essere la particolarizzazione hamiltoniana dell’operazio-
ne di parentesi di Lie. Precisamente, per campi vettoriali hamiltoniani avviene che la loro parentesi
di Lie & ancora un campo hamiltoniano, e si ha

[Xi% XS] = X{gg} ;
equivalentemente
[Ly, Lg] = L{Q’?} .

Si riconosce in questa espressione la (1.10). Come gia commentato nel testo, tale espressione altro
non e che l'identita di Jacobi

{7,553} + ({3, 3}, 5} + {{8, 33,5} = 0,

versione hamiltoniana della (A.4).

B Equazioni differenziali che preservano il volume

Sia data I’equazione differenziale in R™

&= X(z) ;
denotiamo con V-X la divergenza di X, V- X =3 %f?, e con ®'(z) il flusso di X. A un generico
insieme A & naturalmente associato I'insieme evoluto ®‘(A) all’istante ¢ (figura 36).

Figura 36: L’insieme A evolve sotto il flusso ®°.
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- da)

Figura 37: Un’illustrazione della dimostrazione 1.

PROPOSIZIONE 31 Sia A misurabile. Allora il volume Vol (®'(A)) varia nel tempo secondo la legge

d oo '
= Vol (@'(4)) = /MA)V Xdv . (B.1)

CoRroLLARIO 32 [l flusso hamiltoniano preserva il volume in R™.

DIMOSTRAZIONE DEL COROLLARIO. Il campo vettoriale hamiltoniano ha divergenza nulla: infatti
— _09H — od
Xp, = — 4 © Xy = ap; © dunque

- 9?°H 0%H
V= ; <  Opidgi * aQiapi> =0

0

Si puo dimostrare la proposizione 31 in poche righe nel caso in cui A abbia un bordo regolare X, se
si accetta di servirsi del linguaggio un po’ euristico in cui si trattano i differenziali come quantita
piccole.

DiMosTRAZIONE 1. Nell'intevallo tra ¢ e t+dt I'evoluto di A passa da ®f(A) a T4 (A), e in questo
movimento ’elemento di superficie do spazza il volume X - N do dt, ove N ¢ il versore normale alla
superficie ®!(X) di ®!(A), rivolto verso I'esterno; si veda la figura 37. Segue

9 Yol (®'(A)) :/ X -Ndo.
dt P4(3a)

Per il teorema della divergenza l'integrale di superficie si trasforma in integrale di volume e si
ottiene la (B.1). 0

Una dimostrazione pit generale, e senza nulla di euristico, si ottiene sulla base del seguente

LEMMA 33 Sia J? la matrice jacobiana di ®,

0Pt (x)
t _ 1

Risulta d
T det J'(z) = det J'(z) V- X (®'(x)) .
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DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA. Osserviamo innanzitutto che si ha®®
det J'5(x) = det J¥(®'(x)) det J'(z) , (B.2)

percio

Lot g1 (z) = Laet s+ )] = L det Jo (@ (x) det J'(x)

dt ds s=0 ds s=
Basta allora dimostrare che per ogni x risulta
4 det J%(x) =V-X(z)
ds s=0 N

(ci si e cosl portati da un ¢ generico al solo ¢t = 0). Per questo osserviamo che ®*(z) = z + sX(x) +
O(s?), da cui

1+ %5 (x)
1+ 5‘37)?(56)
O(s
=1 =) +0()
14 5932 (x)

segue immediatamente det J* = 1 4+ sV-X + O(s?), e questo basta. 0
Possiamo ora dimostrare la proposizione.
DiMOSTRAZIONE 2. Per f (integrabile) qualsiasi si ha

[p oy ) /A F(@(2)) det J'(2/) da, - - - da, (B.3)

(si & fatta la sostituzione di variabili z = ®!(2')). Per f = 1, togliendo gli apici a destra, segue
Vol (®'(A)) = /Adet JH(z)day ---day, .
Derivando rispetto a ¢ e usando il lemma segue subito
%Vol (BL(A)) = /Adet JH () V- X (@ (2)) day - - - day
e dunque, usando a rovescio la (B.3) con f=V-X,

iVol (®'(A)) = / V-X(x)dzy---day, ,

come preteso. 0

Ai flussi che preservano il volume si applica una proposizione dovuta a Poincaré, detta “teorema
della ricorrenza”. Premettiamo una definizione.

58Dalla legge di composizione ®'1*(z) = ®*(®*(x)) segue subito, derivando la funzione composta,
I (2) = (D (2)) " ()

(una formula del tutto ovvia, se si pensa di usare J! per portare avanti vettori tangenti); la (B.2) & immediata.
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DEFINIZIONE 17 Sia A un insieme misurabile. Un punto x € A si dice ricorrente in A, se per ogni
T > 0 esiste t > T tale che ®'(x) € A. Un punto non ricorrente in A si dice invece vagante.

L’arbitrarieta di 7" implica che i punti ricorrenti rientrano infinite volte in A (ma la ricorrenza
non implica alcuna regolaritad nei tempi di ritorno in A). I punti vaganti invece, da un qualche
T in poi, non tornano piu in A. Ad esempio per il pendolo, se prendiamo come insieme A una
palla a cavallo di una separatrice, i punti sulla separatrice sono vaganti (una volta usciti da A
non rientrano), tutti gli altri sono periodici e dunque ricorrenti. Per un sistema dissipativo come
loscillatore armonico smorzato, qualunque insieme A che non contenga il punto di equilibrio e
composto interamente di punti vaganti; qualunque insieme contenente il punto di equilibrio & invece
composto interamente di punti ricorrenti. Denoteremo con V4 l'insieme dei punti vaganti di A:

Vi={z€A:3T>0:d(zx) g AVt >T} .

Il teorema della ricorrenza riguarda equazioni differenziali che preservano il volume (in particolare
dunque i sistemi hamiltoniani) e sono definite in un dominio U C R"™ limitato invariante, cio¢
tale che ®'(U) C U per ogni t > 0 (ad esempio un dominio racchiuso da una superficie di energia
costante limitata, o compreso tra due di queste superfici; si pensi a un gas contenuto in una scatola,
con energia potenziale limitata inferiormente).

PROPOSIZIONE 34 Sia data l'equazione differenziale & = X(z) in un dominio U C R™ limitato
invariante. Se il flusso ®' preserva il volume, allora per ogni A misurabile l’insieme V5 & misurabile
e ha volume nullo.

DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto ci restringiamo a t intero, e definiamo
Vi={ze€A:3r>0:0'(z) AVt eNt t>T}.

La condizione che definisce I'insieme ¢ indebolita, percio V4 C V4, e dunque sara sufficiente mostrare
che V4 e misurabile e ha volume nullo. Poniamo poi

Var={z€A:®(zx) ¢ AVt e Nt t > T}
(punti che vagano da un certo 7" in poi). Si vede subito che Va7 C Vv per 77 > T e che
Va= |J Var.
TeN+

L’unione ¢ numerabile, percio basta mostrare che ciascuno dei V4 7 € misurabile e ha volume nullo.
La misurabilita di V4 7 segue dall’espressione, di facile verifica,

Var=4a(| N e"'w\4)
teNt, t>T

(verifica: x € Vyrseesolosex € Ae ®(x) € U\ A per ognit € Nt ¢ > T). L'espressione mostra
che V4 1 ¢ intersezione numerabile di insiemi misurabili, dunque ¢ misurabile. Per mostrare che
Va,r ha volume nullo, consideriamo gli insiemi

Var, ©®'(Var), T (Var), ..., T (Var), ...
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Essi sono necessariamente a due a due disgiunti: infatti, nessuno di essi puo intersecare V4 r (se

T e @kT(VA,T) sta anche in V4 1 C A, si viola la definizione di V4 7). Ma non puo neanche esistere
z € O (Vyr)nd T (Var)

per k # I, ad esempio k > [ altrimenti y = ®(x) starebbe sia in ®*~DT (V4 1) che in Var,

e si ricade nel caso precedente. Ma poiché il flusso preserva il volume, tutti questi infiniti insiemi

disgiunti hanno lo stesso volume, e poiché la loro unione & contenuta in U di volume finito, ciascuno
ha necessariamente volume nullo. 0

CoROLLARIO 35 Sia preso ad arbitrio € > 0. Per tutti i punti x di U, a meno di un insieme di
misura nulla, 'evoluto ®'(x) ritorna infinite volte a distanza non superiore a € da .

DIMOSTRAZIONE. Basta ricoprire U con palle di diametro ¢, e applicare il teorema a ciascuna di
esse. 0

C Commutazione di flussi hamiltoniani

Sia f una funzione: U — R. La “mancata commutazione” dei flussi ®3; e ®- di due hamiltoniane
H e K, vista attraverso f, ¢ ben rappresentata dalla quantita

Apls,t) = f o Dl o By — f o By o Bl .

E’ chiaro che se i flussi commutano allora Ay ¢ nullo per ogni f, e viceversa. Si dimostra allora la
seguente proposizione:

PRroPOSIZIONE 36 Con riferimento alla notazione sopra introdotta,

i) per ogni funzione regolare f : U — R si ha Ag(s,t) = st {{H, K}, f} + O3(s,t);

it) se {H,K} =0 allora i flussi commutano (e viceversa, per il punto precedente).

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione del primo punto ¢ un semplice calcolo: si ha con evidenza
A¢(0,t) = A¢(s,0) = 0, e dunque con uno sviluppo di Taylor

D*Ny
Ag(s,t) = st 950t |aeio + O03(s,t) .
Si calcola poi facilmente, posto = = (p, q):
O @re@n@n)|_ = @xN@@) . SL@@y@)] = Eatih@
ot K\VTH t=0 K H ’ dsot KA H s=t=0 A~K ’

e analogamente %(@%(@’}((x))ﬂs:t:(} = (LxLpf)(x). Segue, come richiesto,

9?A f
080t

=L Lxlf =Ly f = {{H K} f}

s=t=0
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(si € usata la 1.10).

Per quanto riguarda il secondo punto, in un verso la prova ¢ banale (se Ay = 0 per ogni f
certamente {H, K} = 0), mentre per 'altro verso ci vuole un po’ di lavoro. Si procede cosi: si
prende k > 1 qualsiasi, e si pone 0 = s/k, 7 = t/k, cosicché

Ploody =PL o 0P 0 DY o0 DY .
Per quanto gia dimostrato, prendendo successivamente f(p,q) = p1,p2, .- -, Gn, Si trova
o @ = 0 Bf + O(k ) |

e se A denota la costante di Lipshitz delle equazioni di Hamilton di K segue

oI 0 07 0 0% 0 0 TVT — DT 5 99 o @7 0 BTV 4 g(MRDo3)

Iterando, con un numero di scambi pari a k si porta ®%; in testa, e con O(k?) scambi si portano a
uno a uno in testa tutti i ®%;. L’errore ogni volta e di ordine k3 per un coefficiente che non supera

_ 6)\(l0'+(k‘7171)T) < e)\max(s,t)

f— )

Cc

avendo qui supposto che A sia costante di Lipshitz anche per H (I € il numero di fattori ®7- rimasti
a sinistra, k£ — [ — 1 il numero di fattori ®; gia portati in testa). Segue

B0 @3 — @5, 0 Bl = O(K*K3) = O(k7Y)

e per larbitrarieta di k si conclude che i flussi commutano. 0

Il problema della commutazione dei flussi si pone anche al di fuori dell’ambito hamiltoniano,
e si risolve sostanzialmente allo stesso modo. In breve: siano X e Y due campi vettoriali (ovvero
due sistemi di equazioni differenziali in R™), e siano Ly, Ly le corrispondenti derivate di Lie. Si
definisce il commutatore Z = [X,Y] di X e Y ponendo

Zi=LxYi—LyX; .

Non e difficile verificare che se X e Y sono campi vettoriali hamiltoniani corispondenti alle hamilto-
niane H e K, allora anche Z ¢ hamiltoniano e la sua funzione di Hamilton & —{H, K'}. 1l risultato
visto sopra nel caso hamiltoniano si generalizza a campi generici, precisamente si dimostra (con
identica dimostrazione) che i flussi associati a X e Y commutano se e solo se i campi commutano:

(X, Y]=0 <= ©&%o0d} =} od% Vs, t e R.

D Alcune dimostrazioni riguardanti le trasformazioni canoniche

e Dimostrazione della Proposizione 7

La dimostrazione si basa sul seguente lemma:

LEMMA 37 Se la matrice n x n A(x), x € R™, é tale che invia il gradiente 0, f di una qualunque
funzione f : R™ — R nel gradiente di una qualche funzione g : R™ — R, allora A = ¢l con ¢
costante.
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DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA. L’ipotesi & che per ogni f il campo vettoriale Ad, f sia un gradiente
e dunque che per ogni coppia di indici 4, j risulti, qualunque sia f,
0 0
(A0, f); =

ox 7 €T;

(Azf); - (D.1)

Si giunge facilmente alla conclusione imponendo questa relazione, per ogni coppia ¢, j, per f(z) = z;,
flx) = x? e f(x) = z;x;. Infatti, prendendo f(z) = x; si trova subito

0A;;  0Aj;
= . D.2
Prendendo poi f(x) = x?, e tenendo conto della (D.2), si trova
Aij = Ajjoij
ovvero la matrice ¢ diagonale. A questo punto la (D.2) da
A
881:];:0 per i# 7, (D.3)

ovvero ’elemento diagonale Aj; ¢ funzione solo di x;. Grazie a quest’ultimo fatto e al fatto che A
¢ diagonale, la (D.1) si riduce a

0% f 0% f
Au'ia =Aji—F,
.Ija$i al'lal']
e per f(z) = z;x; si trova A;; = Ajj, ovvero la matrice & della forma c(z)I. Ma ciascun elemento
A;; dipende solo da xj, percio necessariamente c ¢ costante. 0

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE. Per ipotesi i due campi vettoriali
X=E9,H, X=E0K
sono legati da X o w = J(#)X (equivalenza delle equazioni di Hamilton), ovvero si ha
Eo,How=J(z)E0:K .
Posto H = H o w, tenendo conto della (2.11) si ottiene
EJ To;H = J(Z) Ed; K

e dunque .
0:K =—-EJ'EJTo:H .

Si vede cosi che la matrice A = —EJ'E J~7 manda un qualunque gradiente in un gradiente; dal
lemma segue allora 0;K = c0;H, ovvero (a meno di una costante additiva) K = cH = cH o w,
come preteso. Si osservi che da A = ¢l si trova anche, come deve essere,

cJEJT = E

(J appartiene al gruppo simplettico allargato). 0
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e Dimostrazione della Proposizione 10
DIMOSTRAZIONE.  Scriviamo la 2.24 nella forma
p=p+ealp,de), q=q+eb(pqe).
Per ¢ piccolo le equazioni certamente si invertono rispetto a ¢ e si ottiene
p=p+ea(p,qe), q=q+eBDqe),
con «, 8 opportune; dobbiamo allora mostrare che esiste 8(p, q,¢) tale che

S S
a(a,) = gq@,q,@  Bage) = gﬁ@,q,e) . (D.4)

Per questo osserviamo che in base alla condizione di canonicita (2.21) (la preservazione debole della
1-forma di Liouville, riscritta) esiste g tale che

(b +ea(p.q,€)) dg+ (¢ +eB(p,q.e)) - dp=dg ;
per ¢ = 0 si ha (a meno di una costante) g = p - g, pertanto
9, q,€) =P q+8(p,q,¢)
con opportuna 8. Segue immediatamente
a-dg+p-dp=ds§,

equivalente alla (D.4). 0

E Risoluzione di alcuni esercizi

o FEsercizio 19

Si ha un punto di equilibrio quando tutte le derivate parziali di K si annullano. Derivando la
(2.38) si ottiene subito per il punto di equilibrio (p*, ¢*) la condizione

Pr-mQg =0, V'(f)—mw’F=0;
in particolare si trova la soluzione di equilibrio cercata, precisamente

(ﬁ*7q*) = (O’ mwa/? a? 0) )

purché a sia tale che V'(a) = mw?a. Per il potenziale Kepleriano V (r) = —mk/r si ha V'(a) =

mk/a® e dunque il legame tra a e w all’equilibrio &
wiat = k. (E.1)

Non deve stupire I’aver trovato all’equilibrio p* # 0: per una massa in un sistema rotante, come
per una carica in un campo magnetico, il momento p non € proporzionale alla velocita ¢, invece
si ha p = mqg + mQq. (Nulla vieta, all’occorrenza, di introdurre una traslazione nei momenti per
riportare p* a zero.)
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e FEsercizio 20.
Introduciamo le coordinate del baricentro Q = (Q;,Q2) e le coordinate relative o = (o1, 02)
come & abituale nel problema a due corpi:

MQ + mq
_ =qg—0Q E.2
9 M+m e=4q ’ (E.2)

e denotiamo M = M + m. Le relazioni inverse alle (E.2) sono

m

M
M q=9+

Q=90- i

si tratta con evidenza di una trasformazione puntuale lineare della forma

(3)=2() o= ). e
qi 0i 1 e
che si estende ai momenti con

Pi :A_T ﬂ)l

Di )

avendo denotato con P e 7 1 momenti coniugati rispettivamente a Q e p. Si trova subito

M
P=2P—m, p=sP+r,

e allora la nuova hamiltoniana H, ottenuta per sostituzione in H, &

~ Pz r?
H iPu 7Qa = o YR V )
(P,m,Q,0) 2W[+2M+’(ﬂ
ove p = Ajyﬁn ¢ la cosiddetta massa ridotta del sistema, e naturalmente r = ||g||. Il problema ¢ cosi

disaccoppiato (a questo servono le coordinate baricentriche) e il grado di liberta interno descritto
dalle coordinate canoniche (m, ¢) & governato dall’hamiltoniana a due gradi di liberta
2
H(m,0)=—+V(r).
(7, 0) T (r)

Con le nuove notazioni si ha, nel caso kepleriano,

Siamo cosi ricondotti al precedente problema 19, con k& = GM. Si ha pertanto una configurazione
di equilibrio con

0" = (av 0) )
e corrispondentemente (assumendo Q = 0)
- m .M .
Ql:_M—i—ma’ Q1:ma; Q=¢p=0, (E.3)

se vale la (E.1), ovvero se
wia® = GM (E.4)
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e Fsercizio 21.

Se all’hamiltoniana studiata nel problema precedente, che qui denotiamo Hg, aggiungiamo un
terzo corpo di massa € descritto da coordinate canoniche (p',q’), otteniamo (nel sistema fisso)
I’hamiltoniana complessiva

H=Hy+H

ove )
, v eGM eGm

T2 |d-Ql ¢ —dl’

Nell’approssimazione in cui la massa ¢ si trascura ai fini del moto di M e m (problema ristretto),
H' diviene I’hamiltoniana del terzo corpo, nella quale (Q e ¢ non sono pill coordinate ma funzioni
assegnate, soluzioni particolari del problema a due corpi; si ha cosi, propriamente, non un problema
hamiltoniano per il terzo corpo, ma una famiglia di problemi, uno per ciascuna soluzione del
problema a due corpi. M e m sono detti i due corpi primari, o semplicemente i primari. Mentre
per essi il moto e piano, non & detto che lo sia il moto del terzo corpo, che per generalita e senza
spesa descriviamo con p’, ¢ € R3.

11 valore € della terza massa ¢ completamente irrilevante (come in tutti i problemi in cui agiscono
soltanto forze proporzionali alle masse) e lo si pud porre uguale a uno; formalmente ¢ si elimina
con il riscalamento canonico (non stretto)

p/ — ep// , q/ — q// , H// _ 6_1H, ,
che da, sottolineando il fatto che ) e ¢ sono ora funzioni assegnate del tempo,

H,,:ﬁ_ GM____ Gm

2 l¢" =@ e —q@)
Se prendiamo per il problema a due corpi la soluzione circolare (E.3) studiata nel problema prece-
dente 19 (problema ristretto circolare), diventa conveniente passare al sistema corotante con velocita

w data dalla (E.4), nel quale i primari appaiono fermi in

Q" =a(—n,0,0), ¢ =a(l—-n,0,0), ove n=m/M;
si ottiene )
- D L. . GM Gm
K(p,q) = 5 —w(@1b2 — G2h1) — 7= - = -
2 lg—Q* g — g

Le costanti G, M, w e a non sono pero indipendenti ma sono legate dalla (E.4); sostituendo ad
esempio G = w?a®/M si trova
)

K(p,q) = 5 w(@ip2 — Gopn) — w?a’

1—n 2 3 n
fai—o % la—all-
Nell’hamiltoniana compaiono ora la costante adimensionale 7 e due costanti dimensionali a e w, che
in quanto tali possiamo eliminare prendendole come unita di misura (si passa cosi a una formulazone
completamente adimensionale del problema).?® Riprendendo la notazione piana senza orpelli H, p
e ¢ si ottiene in questo modo ’hamiltoniana
’ l-n 7

H(p,q) = % — (q1p2 — g2p1) — R » (E.5)

59Formalmente si effettua innanzitutto il riscalamento canonico (non stretto)

. ) . ) . 1
qg=aq, p=wap , KZEK,
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Figura 38: La costruzione grafica per determinare Ly, Lo, Ls.

ove si € posto per brevita

R=llg- Q=@ -n?+a@+a. r=la-al=yla-1+n?+a+a.

Per la ricerca dei punti di equilibrio dobbiamo annullare tutte le derivate parziali di H.
Derivando rispetto a p3 e g3 si vede immediatamente che (come & del tutto ovvio) deve essere

p3=0, 3=0,
mentre per pi1,p2,qi,qge ¢’'¢ un po’ da lavorare. Derivando rispetto a p; e po si trova
Mt+ae=0, p—q=0; (E.6)
derivando poi rispetto a q; e g2, e sostituendo gia p; e pa con le (E.6), si trova poi

(A=n)(qa1+n)  nla—1+n)

n (1-m)g2 | ng
R3/2 r3/2

it R3/2 + 3/2

:O) _Q2+

=0. (E7)

La seconda di queste ¢ risolta innanzitutto da g2 = 0; la prima diviene allora un’equazione per ¢,
precisamente

L-n a+n n g—1+n| _
(@ +m)? la+n (@—1+4n)?% g —1+mn|
che non si risolve esattamente, tuttavia in modo grafico si vede bene che ci sono tre soluzioni reali
disposte come in figura 3, punti Li, Lo e Ls. Infatti la quantita entro parentesi nella (E.8) da
qualitativamente la curva riportata in figura 38 (sono tre tratti distinti per la presenza dei moduli
a denominatore: la curva diverge in —n e 1 — 77 quando i denominatori si anullano, con divergenza
opposta a sinistra e a destra), e I'intersezione con la retta ¢; fornisce esattamente tre soluzioni reali
disposte come in figura 3. Lq, Lo, L3 sono detti punti lagrangiani “collineari”.

q1 — 0, (E.8)

che da
~2
A p A . 1_ ,'7
k) =G~ @ - ap) - -
2 lg— QI lld—ql

) ove Q* = (_777070) 5 Cf* = (1 - 777070) )

poi si passa al tempo ¢ = wt, cosi da rimuovere la costante w a fattore dell’hamiltoniana.
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q, o Ly
1-n = 0
N 1-n q,
<] L5

Figura 39: I punti lagrangiani triangolari Ly e Ls, nel sistema corotante.

1-nM » )M

na O 1=na

Figura 40: La costruzione geometrica per dimostrare in modo elementare l’esistenza di Ly, Ls.

Due altre soluzioni delle (E.7), simmetriche in g2, si ottengono per g2 # 0. Qui non occorrono
calcoli, bisogna solo accorgersi che tutto si sbroglia se si prende R = r: la seconda equazione
infatti e soddisfatta a vista, e anche la prima si risolve subito precisando ulteriormente R = r = 1.
Corrispondentemente si ottengono due punti di equilibrio Ly e Ls da parti opposte dell’asse q1, tali
da formare con i due primari due triangoli equilateri; si veda la figura 39. Ly e Ly sono detti punti
lagrangiani “triangolari”.

Vale la pena di osservare che, al solo fine di determinare le posizioni di equilibrio del terzo corpo
nel sistema rotante, tutto I'apparato della meccanica hamiltoniana (o delle meccanica lagrangiana)
non e realmente necessario: le equazioni per l’equilibrio sono esattamente quelle che avremmo scritto
direttamente sulla base della meccanica newtoniana nel sistema rotante, imponendo che attrazione
gravitazionale e forza centrifuga si facciano equilibrio (la forza di Coriolis, nulla per velocita nulle,
& sempre irrilevante per la ricerca dei punti di equilibrio).®® La formulazione hamiltoniana diventa
invece preziosa per lo studio della stabilita dell’equilibrio, che e risultato particolarmente difficile per

59Per una dimostrazione del tutto elementare dell’esistenza dei punti di equilibrio L4 e Ls basta osservare la figura
40. Le due forze gravitazionali sono dirette lungo i lati del triangolo e sono proporzionali alle masse, precisamente
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L4 e Ls (nonostante significativi progressi attorno al 1998-2000, lo studio non & ancora concluso).

e FEsercizio 22. L’esercizio € un po’ lungo e complesso, percio ci limitiamo a proporne una traccia;
come punto di partenza prendiamo l’esercizio precedente, in particolare I'hamiltoniana (E.5).

i) Si trasla lorigine dello spazio delle fasi nel punto di equilibrio

L4 = (pip;»pgaQTaqqukj;) = (*QS,QT,O,(]T,Q%,O) )

ove

e si effettua uno sviluppo di Taylor attorno a questo punto, troncato al secondo ordine. Posto
p=p-—p" G§=q— q", il risultato si trova essere

H(p,q) = Ha(p. §) + 0(¢°) |

con (abolendo ovunque per semplicita la tilde)

1
H2(p7Q) = H(Z’l;PQ»Ql:%)"‘i@%"‘Q%)
1 1/1 3v3 5
H(p1,p2,q1,q2) = 5( 2+ p3) — qup2 + q2p1 + §(Zq% — T(l —2n)q1q2 — qu) .

ii) Si studia I'hamiltoniana troncata Hy (cioe il sistema linearizzato). Il grado di liberta (ps, g3)
¢ disaccoppiato: rappresenta un oscillatore armonico di pulsazione unitaria, cio¢ con periodo
uguale al periodo di rotazione dei primari. Gli altri due gradi di liberta sono retti da H, e
posto x = (p1,p2,q1, q2) le equazioni del moto, lineari, hanno la forma

0 1 a b

. 10 b d
d=de, A= 0 0 0 1]

1 -1 0

ove f

1 3v/3 5
- - — V29 =2
a=-7, b 4( n, d 1

L’analisi dello spettro di A ci fornisce la stabilita del problema linearizzato. L’equazione agli
autovalori risulta biquadratica, precisamente, a conti fatti,

27
M+ XN +ce=0, c:z(n—n2)>0.

valgono
GM

GM
77 FmZU?7

Fy = (1-n)
sono percio proporzionali alle frecce di lunghezza (1 — n)a e na tracciate in figura, con costante di proporzionalita
GM/a®. Larisultante allora, per la regola del parallelogramma, & rivolta verso l’origine e ha intensita F' proporzionale,
secondo la medesima costante, alla distanza d di L4 dall’origine,

GM
a

A sua volta la forza centrifuga ha la stessa direzione, verso opposto e intensita w?d. Poiché w? = GM/a?, risultante
e forza centrifuga si compensano esattamente e dunque L4 & punto di equilibrio.
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Per ogni soluzione A\ c’¢ dunque anche —\, e naturalmente per la realta dell’equazione c’e
anche il coniugato \. Possiamo cosi avere, a priori, coppie di autovalori reali opposti, coppie
di autovalori immaginari puri opposti, oppure un quartetto complesso del tipo A, —\, A,
— .51 Nel caso di due coppie di autovalori immaginari puri, il problema linearizzato ¢ stabile
(il punto si dice ellittico). Negli altri due casi, essendovi almeno un autovalore con parte reale
negativa, il punto di equilibrio & instabile (punto iperbolico se tutti e quattro gli autovalori
hanno parte reale diversa da zero, parzialmente iperbolico se c¢’¢ una coppia immaginaria
coniugata e una coppia di reali opposti).

Per z = A\? si trovano le soluzioni
1
2 = 5(-1E V1 =210 —n?) ) ,
e dobbiamo distinguere due casi:

— Se 1—27(n—n%) =a? >0, allora gli z+ sono entrambi reali negativi. Corrispondente-
mente gli autovalori di A sono tutti immaginari puri, precisamente

1+«
A==+14
Vo

(con scelta indipendente dei segni), e il punto di equilibrio ¢ ellittico.

— Se invece 1 —27(n — %) = —a? < 0, allora si ha
1 .
zizﬁ(—lj:za), a#0;

le quattro radici quadrate, ovvero i quattro valori di A\, hanno parti reali a due a due
opposte, siamo nella situazione di quartetto, il punto di equilibrio & iperbolico. (E’
parzialmente iperbolico, se si tiene conto del terzo grado di liberta.)

Risolvendo la disequazione si trova che il punto di equilibrio ¢ ellittico per n < nr oppure

(1 —mn) < ng, ove
1 23
=—(1—4/— ] ~0. ;
MR 2( 27> 0.0385 ;

ci si restringe comunemente a 1 < ng, supponendo come non e restrittivo m < M e dunque
n < % La soglia nr ¢ detta limite di Rout. Per il problema Sole-Giove si ha n ~ 1073, per il
sistema Terra—Luna n ~ 0.012.

51E’ obbligatoriamente cosi quando si linearizza un sistema hamiltoniano attorno a un punto di equilibrio, per un
numero qualunque di gradi di liberta. Infatti I’hamiltoniana troncata ha obbligatoriamente la forma Hy = %m - Bz,
con B hessiana di H calcolata nel punto di equilibrio (i temini lineari dello sviluppo nion ci sono, trattandosi di un
punto di equilibrio). Le equazioni di Hamilton sono allora della forma & = E9; H = Az, con A = EB. Dall’espressione
di A segue subito che il polinomio caratteristico P(A) = det(A — AI) & pari: infatti

P(X) = det(EB — AI) = det(EB — AI)T = det(—BE — AI) = det E(—BE — AI)E = det(EB + AI) = P(—)) .

Del tutto in generale dunque gli autovalori di A compaiono in coppie reali opposte, coppie immaginarie pure opposte,
quartetti con parti reali e immaginarie indipendentemente opposte.



E — Risoluzione di alcuni esercizi 123

iii) Per n < ng, con una trasformazione canonica lineare si passa alle coordinate normali, che
denotiamo (riprendendo anche il terzo grado di liberta) Py, Ps,...,Qs. Il sistema appare
disaccoppiato in tre oscillatori armonici, ma ’hamiltoniana ha la forma

K(P.Q) =S (Q1+ PD) = (@3 + P + (@ + P

con
14+« l-«
w1 = 9 5 w9y = 9 s w3z = 1.
La presenza del segno ‘—’ nel secondo termine di K, sostanzialmente irrilevante se ci si limita

a considerare il problema linearizzato, ¢ di importanza essenziale si considera il problema
completo, cioe se si aggiungono i termini O(q®) precedentemente trascurati. A causa di quel
segno meno, infatti, I'origine non ¢ un punto di minimo di K, ma un punto di sella, e non
si puo concludere, come si farebbe se il segno fosse positivo, che 'aggiunta di termini cubici
non puo pregiudicare la stabilita. Il problema della stabilita di Ly e Ls (si veda il testo
dell’esercizio 23) si & rivelato molto difficile, tanto che a tutt’oggi, oltre due secoli dopo la
sua formulazione, non & ancora del tutto risolto. Di fatto, attorno ai punti lagrangiani del
sistema Sole—Giove, vi sono molti asteroidi (i cosiddetti “Greci” e “Troiani”, con i nomi degli
eroi omerici), la cui presenza ancora non € completamente spiegata.

o FEsercizio 29.
Consideriamo la traslazione sul circolo S = R/27Z definita da

o= P(p) =g+ 21 mod 27 , 0<a<l.

Il cuore dell’esercizio 29 ¢ la dimostrazione che

PROPOSIZIONE 38 Per un qualunque @ € S%W Uorbita ®(p), t € Z, & densa su 5217r se e solo se a e
irrazionale.

DIMOSTRAZIONE.  Se « & razionale, « = k/I, allora per ogni ¢ € Si_si ha ®!(p) = ¢. Pertanto
Porbita ¢ periodica e non puo essere densa. Viceversa ¢ anche evidente che se un’orbita ¢ periodica,
allora « & necessariamente razionale (se e periodica di periodo [, allora necessariamente o = k/1
con k € Z). Preso allora « irrazionale, i punti

o, ), ..., @),

sono necessariamente distinti. Dire che I'orbita € densa vuol dire che preso ad arbitrio un intervallo
di lunghezza ¢ sul circolo, esiste k tale che ®*(y) vi appartiene. Si puo ragionare cosi: per k
abbastanza grande (basta k > 27/¢) vi sono certamente almeno due punti ®*' (@), " () a distanza
piu piccola di e:

dist (B*" (), @ (¢)) < € .

Ma @ & una traslazione rigida su S5 (® preserva la distanza), percio tornando indietro di &’ passi,
e ponendo | = k" — k', si trova
dist (B! (), ) < € .

Ma allora ¢, ®!(p), ®%(p),..., procedono a passi inferiori a e, dunque entrano in qualunque
intervallo di lunghezza ¢. 0O
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Si puo dimostrare in realta qualche cosa di pili, precisamente che per « irrazionale ogni orbita
si distribuisce in modo uniforme sul circolo: precisamente, preso un qualunque intervallo A di
ampiezza |A| (pilt in generale: preso un qualunque sottoinsieme misurabile A di S3_), per ogni

si ha che
_ A

27
(piu in generale: = mes(A)/27), ove N4(t,p) ¢ il numero di punti ®*(¢) che cadono in A per
0<s<t.

.1
Jim ~Na(t,¢)

e Fsercizio 31.

Per wi; = wy 'hamiltoniana e
H = w([l + Ig) ;

una trasformazione canonica con la proprieta richiesta ¢, ad esempio,
L=h—-Ja, L=J2, p1=91, p2=t¢1+v2.

Nel caso di we /w; razionale, esistono ki, ko € Z primi tra loro tali che kjw; +ksws = 0. Dimostriamo
allora che

PROPOSIZIONE 39 Se ki, ko € Z sono primi tra loro, esistono sempre l1,ly € Z tali che la matrice

A
A= i)

Cio risolve I'esercizio perché allora la trasformazione canonica (3.12), con A = A~1, da, come &
facile verificare,

abbia determinante uno.

L=UWJJi+kJ, L=lhJi+kJo, H=wl +LUQIQZ(Z-W)J1+(/€-W)J2:(l-w)Jl .

DIMOSTRAZIONE.  Per ogni scelta di [, sia [» tale che
0 <detA =liky — ok < k1

(Il = quoziente della divisione intera l1ko/k1; il determinante ¢ il resto). Si vede facilmente che
al variare di [; tra 0 e k; — 1, i valori che si ottengono per il determinante l1ky — lok; sono tutti
diversi. Infatti, se {3 e I} fossero tali che

liky — loky = Uky — Lk

risulterebbe

ke o — A

ki L-17
contro I'ipotesi che ki, ko siano primi tra loro. Tra i ki valori diversi compresi tra 0 e k; — 1 c’e
sicuramente il numero 1. 0

La proprieta messa in evidenza nell’esercizio ha una naturale continuazione per sistemi della
forma H(I,¢) = w - I in dimensione qualsiasi. Precisamente, si dice che I'n—pla delle frequenze
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w = (w1,...,w,) soddisfa r relazioni di risonanza, r = 1,...,n—1, se esistono r vettori linearmente
indipendenti k1), ... k(" € Z™ tali che

Si dimostra che se w soddisfa r relazioni risonanza, allora esiste una trasformazione canonica del
tipo (3.12) tale che la nuova hamiltoniana ha la forma

K= Qljl +-+ anrjnfr .

Il sistema & cosi r volte degenere e il moto & confinato a un toro di dimensione n — r (e lo invade
densamente, in assenza di ulteriori relazioni di risonanza).

o Fsercizio 32.
La trasformazione (3.14) che cerchiamo & puntuale nei momenti, estesa canonicamente alle
coordinate. Alla luce dell’esercizio 13, con coordinate e momenti scambiati, si ha necessariamente

¢ =B T(J)[¢+a(J)], con B jacobiana di u e a tale che g%_ = %; denotando A = BT si riscrive

=AY +a(J])] .

Ma come insegna l’esercizio 28, per ogni fissato J, se si vuole avere una mappa regolare biunivoca
su T?, A(J) deve essere intera con |det A(J)| = 1. Obbligatoriamente allora A & costante.

F 1l teorema di Liouville-Arnol’d, punti i. e ii.

La condizione (3.11) garantisce innanzitutto che ¥ ¢« stessa ¢ una varieta n-dimensionale contenuta

in U. Per l'ipotesi (3.10), ciascuna delle Fy, ..., F, & conservata da ciascun sistema di hamiltoniana
F;,v=1,...,n, e questo basta per il primo punto.
Denotiamo ora con
OF; OF;
Xi= (-5 5)

dq Op
il campo vettoriale associato all’hamiltoniana F; e con ®! il corrispondente flusso; per l'ipotesi
(3.11) gli n campi vettoriali X1,...,X,, sono linearmente indipendenti in 3«, inoltre essi sono
tangenti a X ¢+, come ¢ evidente per il fatto che ciascuno dei flussi ®; si svolge su X ¢«; per la (3.10)
poi i flussi @4, ...,®P, (appendice C) commutano a due a due.

Il punto 4i. del teorema allora si riporta interamente al seguente lemma, ove in luogo di X+ si
discute di una generica varieta n—dimensionale :

LEMMA 40 Se su una varieta n—dimensionale connessa Y esistono n campi vettoriali tangenti
Xi,..., X, linearmente indipendenti in ogni suo punto, i cui flussi ®t, ... ®' sono prolungabi-
lt pert € R e commutano a due a due, allora esiste k intero, 0 < k < n, tale che X stessa é
diffeomorfa al cilindro

b =TF x R"

DIMOSTRAZIONE. Preso 7 = (71,...,7,) € R" qualsiasi, sia 7 : ¥ — ¥ la mappa definita da

@T:(b;”o...o(l)‘{l;
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Figura 41: Gli aperti Vi, ..., V; ricoprono .

per la supposta commutativita dei flussi I’ordine in cui essi appaiono non e rilevante, e se ne deduce
immediatamente che

30 = identith, (@) '=®T, O =dTod"

ovvero {®7, 7 € R"} & un gruppo commutativo a n parametri di diffeomorfismi: ¥ — ¥; si osservi
che questa & una naturale generalizzazione della nozione di flusso.

Fissiamo ora un qualsiasi punto y (dato iniziale, origine) in 3, e definiamo ¥, : R™ — ¥ ponendo
Uy(r) = 27(y)

(in altre parole: ora pensiamo il punto y fisso, e 7 variabile; ma ¢ solo un cambiamento di notazione).
La mappa ¥, ha alcune proprieta rilevanti, di facile dimostrazione:

a) W, éun diffeomorfismo locale, che in particolare mappa un conveniente intorno U, di 7 =0
in un conveniente intorno V, di y. Che sia diffeomorfismo locale segue dal fatto che per ogni
T si ha, come e immediato verificare,

ov,
or;

0w,

(1) = X;(Wy(1)) , 87(0) = X;(y) ,

7j
e a loro volta i campi vettoriali si sono supposti ovunque indipendenti su . Un’ulteriore ovvia
conseguenza ¢ la seguente: presi ad arbitrio ', 2" € V,,, esiste T € R" tale che ®7(2) = 2"

(infatti se 2’ = ®7 (y) e 2" = 7" (y), allora 2" = &7 ~7 ().

b) L’applicazione ¥, : R™ — ¥ ¢é suriettiva. Infatti, preso x € ¥, sia v una curva congiungente y
con x. Per ogni 3 € y esiste I'aperto V}, cui si & fatto riferimento sopra, e per la compattezza
di 7, ne basta un numero finito Vi, ...,V a ricoprire =y stessa. Si costruisce allora facilmente
(si veda la figura 41) una catena finita

Yy = 2o, 1, ... ,T] = T,
con x;_1 e x; nello stesso aperto V: per il punto precedente si trovano allora 7! U tali
7—1 'J p js P p b v Toyeeay Ty

che z; = ®™ (;_1), e dunque, posto 7 = 71 + ... + 7!, si ha ®7(y) = z, ovvero z = ¥, (7).

c) Se ¥, non é biiettiva (altrimenti il lemma ¢ gia dimostrato, con ¥ diffeomorfa a R™ ovvero
con k = 0), allora l'insieme T C R™ dei periodi di y, ovvero l'insieme

T={reR":97(y) =y},
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Figura 42: Le variabili 7 e le variabil ¢.
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e un sottogruppo discreto di R™, che non dipende da y. Che l'insieme dei periodi sia un
gruppo ¢ del tutto evidente. Che sia discreto segue immediatamente dal fatto che ¥, ¢ un
diffeomorfismo locale (vicino a 7 = 0 non possono esservi altri periodi; ma se il gruppo dei
periodi avesse un’accumulazione, allora si troverebbero elementi 7/, 7/ arbitrariamente vicini,
e la loro differenza 7 = 7/ — 7/ sarebbe un periodo vicino a zero). Per dimostrare che il gruppo
non dipende da y, facciamo vedere che presi y e x qualsiasi su X, se 7 € periodo di y allora e
anche periodo di x (e di conseguenza anche viceversa). Infatti, se x = ®7(y), allora

07 (x) = 27(27(y)) = ¢7(27(y)) = ¥7(y) = = .

Identlﬁchlamo ora valori diversi di 7 che differiscano per un periodo, ovvero prendiamo il quoziente
= R"/T. Come mostra il diagramma, resta allora definita applicazione quoziente ¥, = ¥, /T :
Z — 3, che per quanto sopra detto risulta essere un diffeomorfismo.

R* 2% 3
L/ 7, (difteo)

by

Studiamo allora Y. Per questo ci viene in aiuto un lemma di natura algebrica, la cui dimostrazione,
poco interessante, € qui omessa:

LEMMA 41 Se T ¢ un sottogruppo discreto di R™, allora esistono e',...,e¥ € T linearmente

indipendenti, k < n, tali che T ¢é costituito da tutte e sole le loro combinazioni lineari intere:

k
:{Zmiei, ml,...,mkGZ} .
i=1

Ammesso questo lemma, la conclusione del lemma 40 segue facilmente: se k < n, prendiamo
(a piacere) ekl ... e" in modo da ottenere una base el,...,e", ed eseguiamo il cambiamento di

coordinate lineare invertibile dalle variabili 7 € R™ a nuove variabili ¢ € R", definito da
I &~
— o]
T Z §0J€ 9
J=1

ovvero poniamo .

T=5"T¢,
ove T' ¢ la matrice n x n di elementi T;; = (e7);. Si ottengono evidentemente i periodi quando
@1, ..,k sono multipli interi di 27, mentre ¢g41,..., ¥, sono nulli; 'elemento di matrice T;; ci
dice precisamente di quanto avanza 7;, quando ¢;, j < k, avanza di 2w. La matrice T' ¢ detta
matrice dei periodi. 11 gruppo dei periodi, nelle nuove variabili, & (277Z)*.

E’ chiaro che l’operazione di quoziente R™/(27Z)*, che per definizione da il cilindro stan-
dard €™*, corrisponde all’operazione di quoziente R" /T, che da Y. Resta allora ben definito il
diffeomorfismo T che appare nel diagramma

e E pe By oy

L/@rz)® L e,
erh Iy 8
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e con esso il diffeomorfismo ‘iiy oT che, come preteso nel lemma 40, manda il cilindro standard C™F
in ¥. La figura 42 illustra la situazione per k =n = 2. 0

Se ¥ & compatta si ha evidentemente k = n, e il cilindro altro non & che il toro T"; questo & il
caso preso in considerazione nell’enunciato 16 del teorema di Liouville-Arnold. Cio conclude la
dimostrazione del punto ii. del teorema. Per una dimostrazione completa (comprendente anche
la dimostrazione del lemma 41, qui omessa) si veda ad esempio G. Benettin Sistemi Dinamici,
capitolo III (www.math.unipd.it/ benettin).

G Nozioni di base sulla dinamica del corpo rigido

Ci limiteremo qui a corpi rigidi composti da un numero finito di punti materiali P, ..., Py; tutto
si estende in realta al caso di un corpo continuo, ma non ce ne occuperemo.

G.1 Cinematica

DEFINIZIONE 18 Si dice che gli N > 2 punti materiali Py, . .., Py sono soggetti al vincolo di rigidita,
ovvero che costituiscono un corpo rigido, se le mutue distanze d;; = || P; — P;j|| sono fissate.

Il corpo rigido piu semplice € dunque costituito da due punti materiali vincolati a mantenere
distanza fissata. Ci restringeremo tuttavia nel seguito al caso interessante di corpi rigidi costituiti
da almeno tre punti materiali non allineati.

A ogni corpo rigido si puo sempre associare un sistema di riferimento Oejeses ortonormale
(destrorso) fisso nel corpo, o solidale, cioe tale che in esso le coordinate dei punti P, ..., Py, che
denoteremo xg), i=1,...,N, k=1,2,3, si mantengano costanti.’? Un vettore u si dice solidale,
se le sue componenti ug = u - ex, k = 1,2, 3, nel sistema solidale si mantengono costanti; sono con
evidenza solidali i vettori P; — O, 0 P, — Pj,4,j=1,...,N.

Sia invece O'egzeye, un sistema di riferimento ortonormale (destrorso) fisso nello spazio, o
brevemente fisso, diciamo il sistema inerziale rispetto al quale vogliamo descrivere il moto del
corpo.

Il caso cui dedicheremo maggiore attenzione e quello di un corpo rigido con un punto fisso.

DEFINIZIONE 19 Diremo che il corpo rigido ha un punto fisso, se esso ¢ soggetto all’ulteriore vincolo
che un particolare punto del sistema solidale mantenga coordinate costanti nel sistema fisso.

Se c¢’¢ un punto fisso, allora non é restrittivo, ed ¢ ovviamente conveniente, prendere tale punto
come origine sia per la base fissa che per la base solidale. Si vede allora che la cinematica del corpo
rigido con un punto fisso si riduce a descrivere la collocazione della terna solidale ejeses rispetto
alla terna fissa ezeye.. Ogni configurazione del corpo rigido con un punto fisso resta cosi definita
in modo univoco da una matrice R € SO(3), precisamente la matrice che manda la terna fissa nella
terna solidale:%3

e1 = Re, ex = Rey , es = Re, . (G.1)

62Ge il corpo & composto, come abbiamo supposto, da almeno tre punti non allineati, si pud ad esempio prendere P
come origine, il versore e; parallelo al segmento P; P, il versore ez perpendicolare a e; nel piano contenente Py, Pa, Ps,
infine il versore es formante con ei,ez una terna ortonormale (destrorsa); elementari considerazioni geometriche
consentono di concludere che un sistema siffatto € solidale. La scelta del sistema di riferimento solidale & con
evidenza largamente arbitraria. L’esistenza di un sistema solidale si potrebbe usare come definizione alternativa di
corpo rigido.

53In letteratura si trova indifferentemente questa convenzione o quella opposta, e, = Re; eccetera.
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Cio vuol dire che lo spazio delle configurazioni, o varieta vincolare, del corpo rigido con un punto
fisso ¢ il gruppo® SO(3). Ogni matrice R € SO(3) va pensata come punto della varieta vincolare;
ogni moto del corpo rigido si potra scrivere nella forma t — R(t), t € R.

Il gruppo SO(3) € una varieta tridimensionale; lo si vede bene ad esempio perché le matrici
3 x 3 hanno nove elementi, e la relazione di ortogonalitd RRT = I fornisce sei relazioni indipendenti
che li legano. Il corpo rigido con un punto fisso (composto da almeno tre punti non allineati) ha
dunque tre gradi di liberta. Una scelta possibile di tre coordinate libere su SO(3), interessante in
diverse applicazioni, & quella degli angoli di Eulero, descritti sotto nel paragrafo (G.5).

Quando non vi sia un punto fisso invece lo spazio delle configurazioni del corpo ¢ formato dalle
coppie (R,r), con R € SO(3) ancora definita dalle (G.1) e r = O — O' € R3. Lo spazio delle
configurazioni in questo caso & SO(3) x R3 e ha sei dimensioni.

Ogni vettore u si puo rappresentare nelle due basi, solidale e fissa:

U = uiel + uge2 + uzes = Uzey + Uyey + Uz,

denotate con
uC - ('U,l,'U/Q,'LLQ) 9 U/S - (uﬁﬁauyvuz)

le terne di componenti nelle due basi, fisse rispettivamente nel corpo e nello spazio, si ha
corrispondentemente
u® = RTw® | OVVero u® = Ru® .

La proprieta piu rilevante della cinematica rigida e 1’esistenza — non ovvia, quando non vi sia
un asse fisso — della velocita angolare.

PROPOSIZIONE 42 Per ogni moto rigido, ad ogni istante di tempo, esiste unico un vettore w tale che
per ogni vettore u solidale risulta
U=wXu. (G.2)

Il vettore w ¢ detto welocita angolare istantanea.

La (G.2) si puo scrivere in coordinate indifferentemente nelle due basi solidale e fissa, nelle quali
w e rappresentato rispettivamente dalle terne w® = (w1, wo,w3) e W* = (wWg, wy,w,); in ciascuna base
l'operazione w x . & rappresentata dalla moltiplicazione per una matrice antisimmetrica,

0 —W, Wy 0 —w3 W2
A = | w, 0 —ws |, A= | ws 0 —w | . (G.3)
—wy Wy 0 —w9 w1 0

DIMOSTRAZIONE.  Sia t — R(t) un qualunque moto rigido; per ogni vettore solidale si puo scrivere
u(t) = R(t)v con v fisso (v = uie, + uzey + uge), dunque u = Ru.
Si vede immediatamente che esiste unica A® antisimmetrica, tale che risulti

R=A°R. (G.4)

Infatti, derivando la relazione di ortogonalita RRT = I si ottiene RRT + RRT =0, ovvero RRT +
(RRT)T = 0; la matrice
A® = RR"
64S0(3), ricordiamo, & il gruppo delle matrici 3 x 3 ortogonali (cio¢ tali che RRT = I) con determinante uno
(Portogonalita implica solo det R = +£1).
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pertanto € antisimmetrica, e soddisfa la (G.4). Per il solo fatto di essere antisimmetrica, A% si puo
scrivere come la prima delle (G.3). La (G.2) segue da @ = Rv = A*Rv = Au. 0

Dalla proposizione segue subito

COROLLARIO 43 Per ogni coppia di punti P e Q fisst nel sistema solidale, si ha
vp=vQ+wx(P—-Q), (G.5)

ove w € il vettore velocita angolare definito sopra.

(Basta prendere u = P — @.) La (G.5) & nota come formula fondamentale della cinematica rigida.
Se il vettore u = uje; + ugzea + uges non ¢ solidale, la (G.2) si generalizza con evidenza in
t=wxu+i, (G.6)

con
w X u=1uie; + uzez + uges , U = uje1 + usez + uses .

Il termine %/, detto wvelocita relativa, rappresenta la velocitd di u “percepita da un osservatore
solidale”; il termine w X u, detto anche wvelocita di trascinamento, ¢ invece la velocita del vettore
solidale che istantaneamente coincide con wu.

Nel caso di un corpo rigido con un punto fisso O si ha vp =0 e la (G.5) da
vp=wXx (P—-0); (G.7)
in particolare si vede che 'asse per O parallelo a w ¢ asse istantaneo di rotazione: tutti i suoi punti
hanno velocita istantanea nulla.
G.2 Cinematica delle masse, operatore di inerzia, base principale

Siano My, ..., My le masse di Pi,..., Py. Una prima elementare informazione sulla distribuzione
delle masse nel corpo & data dalla posizione del suo baricentro B:

1 N N
B—O:MZMi(Pi—O), M=) M.
i=1 =1

Per ogni asse passante per O, che possiamo identificare con un versore e, si definisce poi il momento
di inerzia I, relativo all’asse, precisamente

N
L= Mg},
=1

ove d; denota la distanza di P; dall’asse considerato, d; = ||e x (P; — O)]|; con evidenza, O puo
essere qui sostituito da un qualunque altro punto dell’asse. Tale quantita interviene in particolare
nell’espressione dell’energia cinetica del sistema: ad esempio, restringendosi al caso semplice che poi
riprenderemo in cui O sia fisso, detto e, = w/||w|| il versore di w, si ha una ben nota proposizione:
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PROPOSIZIONE 44 Per un corpo rigido con un punto fisso, l’energia cinetica K = %Zl Mivf e data
da

1
K = §Ieww2 . (G.8)

DiMosTRAZIONE.  Dalla (G.7) segue subito

w N
—72 (P = 0))?,
=1

e questa € precisamente la (G.8). 0

Un’informazione pitt completa sulla distribuzione della massa del sistema, piu precisamente
su come la massa ¢ distribuita attorno a un suo punto O, € contenuta in un operatore lineare
J:R3 — R3, detto operatore di inerzia — una matrice 3 x 3, in coordinate — cosi definito:

N
Jz=> Mi(Pi—0)x(xx(P-0)), xzck?
=1

(Poperatore J dipende dalla scelta di O anche se, per avere una notazione agile, tale dipendenza
non appare esplicitamente).

PROPOSIZIONE 45 L’operatore J & simmetrico, ovvero per ogni scelta di x,y € R3 si ha
y-Jr=x-Jy, (G.9)

e (per un corpo composto da almeno tre punti non allineati) definito positivo, ovvero per ogni
r€R3, x#0, si ha
x-Jxr>0. (G.10)

Per ogni versore e si ha infine
I.=e-Je. (G.11)

DIMOSTRAZIONE. Poiché
Yy (Pi=0) x(zx(P,—=0))=(yx(P—-0))(xx(P-0)),
si trova

y-Jz =2 My x (P, - 0))-(zx(P-0)),

che e, come richiesto, un’epressione simmetrica in e y. Per y = x si ha in particolare

N

:L"j:E:Z(ZEX(Pi—O))Q

i=1

questa espressione non ¢ mai negativa e si annulla solo se (P; — O) ¢ parallelo a = per ogni i, cosa
che richiederebbe che tutti i punti P; fossero allineati. Se z ¢ il versore e si ha (z x (P; — 0))? = d?,
e segue anche la (G.11). 0
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Non e difficile verificare (esercizio) che nella base solidale ejeses l'operatore di inerzia &
rappresentato dalla matrice, simmetrica e definita positiva,

Iw Lo I3
I=\1In I Iz | ,
I31 I3 I3

ove I € il momento di inerzia relativo all’asse eg, mentre per k # [ si € posto
N . .
Ikl = — Z M,L l‘l(;).’ljl(z) .
i=1

L’operatore di inerzia interviene in particolare nell’espressione del momento angolare del corpo

rigido con un punto fisso,
N

m:ZMZ(PZ—O) X v; ,
=1

e della sua energia cinetica.%’> Precisamente

PROPOSIZIONE 46 Per un corpo rigido con un punto fisso il momento angolare m e l’energia cinetica

K sono dati da 1 1 ]
m=IJw, Kziw-mziw-f]wzém‘ﬁflm. (G.12)

La (G.12) mostra in particolare che l’angolo tra m e w ¢ sempre acuto.

DIMOSTRAZIONE. La prima delle (G.12) segue immediatamente esprimendo v; tramite la (G.7).
L’altra ¢ una riscrittura della (G.8), tenendo conto della (G.11). 0

La prima delle (G.12) mostra che il momento angolare m e la velocita angolare w in generale
non sono pralleli: lo sono perod se w & autovettore dell’operatore di inerzia. Dal momento che J e
simmetrico, esso ammette una base ortonormale di autovettori, che e evidentemente conveniente
prendere come base solidale. Una base solidale in cui eq, e, e3 siano autovettori dell’operatore di
inerzia e detta base propria. In una base propria la matrice di inerzia ¢ diagonale,

Aq
I= AZ )
A3

e gli elementi diagonali Ax, k = 1,2, 3, sono contemporaneamente i momenti di inerzia relativi agli
assi coordinati della base propria e gli autovalori dell’operatore di inerzia; essi sono detti momenti
principali di inerzia. Con riferimento alla base propria si hanno le facili e chiare relazioni

m = mje; + maea + maes con mp = Apwr, k=123,

55Nel caso in cui non vi sia un punto fisso, & tuttavia possibile prendere I'origine O nel baricentro e scrivere (teorema
di Konig)
1
K:§Mv%+K', m=M(O—-0") xvo+m’,

ove O' & un punto fisso nello spazio, con K', m’ dati dalle (G.12).
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e poi
2 2 2
my my m3

94, T 24, T 24;

1
K= 5(1410.)% -+ Agwg -+ Agwg) = (G13)

L’operatore di inerzia, tramite ’equazione
x-Jr=1,

definisce una quadrica, precisamente un ellissoide, che prende il nome di ellissoide d’inerzia. Con
evidenza gli assi dell’ellissoide d’inerzia coincidono con gli assi principali di inerzia, inoltre dette a,
az, az le lunghezze dei suoi semiassi si ha a; = 1/4/A;; pill in generale, come risulta dalla (G.11), se
a. denota il raggio dell’ellissoide nella direzione del versore e, risulta a. = /I.. L’ellissoide d’inerzia
non contiene informazioni ulteriori rispetto all’operatore di inerzia, ma interviene in modo naturale
nella dinamica del corpo rigido.

DEFINIZIONE 20 Un corpo rigido, con riferimento a un suo punto O, si dice a simmetria cilindrica,
o semplicemente simmetrico, se [l’ellisoide di inerzia é di rotazione, ovvero se due dei momenti
principali di inerzia coincidono; si dice a simmetria sferica se [’ellissoide d’inerzia é una sfera,
ovvero se tutti e tre i momenti principali di inerzia coincidono, si dice triassiale se non é simmetrico.

Ad esempio, N > 3 masse uguali ai vertici di un poligono regolare di N lati, prendendo come
punto di riferimento O il centro del poligono, costituiscono un corpo rigido a simmetria cilindrica;
N masse uguali ai vertici di un solido regolare, prendendo ancora come punto di riferimento O il
centro del solido, costituiscono un corpo rigido a simmetria sferica.

G.3 1l corpo rigido di Eulero.

Per un corpo rigido con un punto fisso, se il vincolo al punto fisso si suppone ideale e le forze interne
che realizzano il vincolo di rigidita si suppongono newtoniane (e dunque ideali), vale la seconda
equazione cardinale della dinamica

m=N, (G.14)

ove m e N denotano rispettivamente il momento angolare del corpo e il momento delle forze attive
agenti su di esso, riferiti al punto fisso. La (G.14) equivale a tre equazioni scalari, che si dimostrano
essere indipendenti e determinano il moto del corpo.%6

Con l’espressione corpo rigido di Fulero, o di Fulero—Poinsot, ci si riferisce al corpo rigido con
un punto fisso in assenza di forze esterne, o con modesta generalizzazione, in presenza di forze con
momento N nullo; la (G.14) diviene allora

m=0.

Il corpo rigido di Eulero ha con evidenza quattro costanti del moto: le tre componenti di m nel
riferimento fisso, mg, my, € m., e 'energia cinetica (G.13). Invece le componenti my, mg, ms nella
terna solidale in generale non si conservano. Tenendo presente la (G.6), si scrivono facilmente tre
equazioni per mp, mg, ms: dalla (G.6) infatti si ha

mie) + maes + 1mges = —w X m=m x I 'm | (G.15)

56La questione & un po’ delicata. Un modo di vederlo & osservare che la (G.14), attraverso il principio di d’Alembert,
¢ equivalente alle equazioni di Lagrange, che a loro volta sono indipendenti e determinano il moto.
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da cui segue immediatamente

. 1 1 . 1 1 . 1 1
mi :—(E—Xg)mgmg y mQZ—(E—E)mgml s m3:_(A71_A73)m1m2 . (Glﬁ)
Le (G.16) sono dette equazioni di Eulero;57 ¢ interessante osservare che esse riguardano solo m (non
coinvolgono la configurazione del corpo nello spazio) e sono chiuse. Saltano agli occhi tre famiglie
di soluzioni particolari costanti, che si hanno quando una sola delle m;, ¢ diversa da zero, e dunque
m si mantiene parallelo a uno degli assi principali di inerzia. Tali moti, di ovvia importanza, sono
detti rotazioni proprie. Con evidenza, nel caso triassiale le (G.16) non ammettono altre soluzioni
costanti.

Nel caso simmetrico (con A1 = As) le equazioni di Eulero assumono la forma particolare

. . . 1 1
mi = —amsgms , My = amgmy , mz =0, con @a=-—— — . (G.17)
A Az
Pertanto nel caso simmetrico ms é costante. Non si tratta perdo di una quinta costante del moto:
dall’espressione dell’energia segue subito, per A1 = A,

2 m% 1

= —( A1 — A3
245 24,

Il +nmi),ove n= L5
3

e dunque le costanti indipendenti sono solo quattro. Il coefficiente 1 € un fattore di forma del corpo,
che puo variare nell’intervallo%

—%§n<w;
si osservi che n > 0 se lellissoide di inerzia & prolato (allungato, A3 < Aj), n < 0 se & oblato
(schiacciato, Az > A1), n = 0 per simmetria sferica. Nel caso simmetrico le equazioni di Eulero si
risolvono in modo elementare anche per mj e mg: come mostrano le (G.17), il vettore

mi = mie; + mae

ruota uniformemente nel piano equatoriale dell’ellissoide d’inerzia con velocita angolare ams =
_n
A ms3.

Nel caso triassiale, una descrizione qualitativa del comportamento di m nel sistema solidale
si ottiene dalle leggi di conservazione. Infatti la conservazione di m implica, in particolare, la
conservazione di ||m|| = [[m®|| = ||m¢||, ove si & denotato, coerentemente con la notazione sopra
introdotta, m® = (mg, my, m;), m® = (my, mg, m3); pertanto my, mg, mg soddisfano a ogni istante
la coppia di equazioni

2 2 2
2417 24y 243

m%+m§+m§:\|m||2, =F.

67Strettamente parlando, il termine “equazioni di Eulero” si riferisce di solito alle analoghe equazioni per le
componenti wg di w nella base propria, che risultano essere

Arwr = (A2 — Ag)waws Agwy = (As — Ay)wswr Asws = (A1 — A2)wiws ;

Pequivalenza tuttavia & totale (si passa banalmente dalle une alle altre tramite mi = Agws).

8Si ricordi che I3 < I + Iz, e dunque nel caso simmetrico Is < 2I;, con uguaglianza che vale solo per un corpo
piatto; si ha dunque n = —1/2 per un corpo piatto, 7 > —1/2 in ogni altro caso. Sarebbe 1 = co per un corpo con
tutti i punti allineati, ma & una situazione singolare che fin dall’inizio abbiamo escluso.
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Figura 43: (a) Un ellissoide di energia costante & intersecato da alcune sfere di
|lm|| costante. (b) Il caso simmetrico, con ey, es arbitrari sul piano equatoriale.

Figura 44: Una sfera di ||m|| costante é intersecata da alcuni ellissoidi
di energia costante (caso triassiale).

136
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Queste definiscono rispettivamente una sfera e un ellissoide; m¢, nel corso del tempo, segue eviden-
temente I'intersezione tra queste due figure, che genericamente ¢ una curva in R3. La figura 43a
rappresenta le curve che si ottengono per E fissata (ellissoide fissato) al variare di ||m/|| (del raggio
della sfera), e si riferisce al caso triassiale con, per fisare le idee, A; < As < As. Pensiamo ad esem-
pio di far crescere il raggio della sfera. La prima intersezione non vuota si ha per |m||? = 24, F, ed
¢ una coppia di punti P;, P{ diametralmente opposti sull’asse e1; i moti corrispondenti sono le rota-
zioni proprie, nei due versi, attorno a e;. Per 241 E < ||m|| < 2A2F si hanno curve chiuse attorno
a Py e P{; nel corso del moto m® precede lungo tali curve, senza potersi arrestare (al di fuori delle
rotazioni proprie, come si & visto sopra, non possono esservi punti di arresto). Per ||m| = 2A42F
I'intersezione & complessa: comprende una coppia di punti Pa, Pj, corrispondenti alle rotazioni pro-
prie attorno a e2, ma anche due separatrici che congiungono tali punti; lungo tali curve m precede,
senza potersi arrestare, convergendo, per t — 00, a Py o Py. Per 2A2F < |m|| < 2A3FE si hanno
ancora curve chiuse attorno a punti diametralmente opposti Ps, Pj, infine per |m| = 243E le
curve degenerano in Ps, Pj, e si hanno le rotazioni proprie attorno a es. In modo complementare si
puo invece tenere fisso ||m||, cioe la sfera, e pensare di variare E, cioe 'ellissoide; si veda la figura
44. Nel caso eccezionale di corpo simmetrico, con A1 = Ay # Ags, le intersezioni tra la sfera e
I’ellissoide sono circoli o eccezionalmente punti; si veda la figura 43b. Si osservi che sono scomparse
le separatrici, mentre ogni punto dell’equatore corrisponde a una rotazione propria.
L’analisi qualitativa mostra con chiarezza che%’

PROPOSIZIONE 47 Per il corpo rigido triassiale, con A1 < As < As, le rotazioni proprie attorno agli
assi e1 e ez sono stabili, mentre le rotazioni proprie attorno all’asse eo sono instabili.

d(1n1,m2,1n3)
a(ml , M2 7m3) (0’m2 70)

gativo (un modo analitico di dedurre linstabilita delle rotazioni proprie attorno a ez). [Risposta:

'equazione agli autovalori & A — ajas||m||A = 0, con a; = (A% - A%) e simile per ag. Le soluzioni

sono A = 0 (autovettore (0, 1,0), cio¢ la direzione dim m) e A = £|m||\/a1as, reali discordi.]

EsERrcizio 47 Si scriva la matrice , e si verifichi che essa ha un autovalore ne-

Nel caso simmetrico, la soluzione esplicita sopra riportata mostra direttamente che le rotazioni
proprie attorno all’asse e3 sono stabili, mentre le rotazioni proprie attorno a un asse equatoriale sono
instabili (se mg non & esattamente nullo, m | comincia lentamente a precedere lungo 1’equatore).

G.4 La descrizione di Poinsot (caso simmetrico)

Avendo compreso il comportamento di m nel corpo, ci resta da descrivere nel suo complesso il moto
del corpo nello spazio. La descrizione € particolarmente semplice e chiara nel caso simmetrico, e
ci limiteremo a questa, rinviando per il caso generale triassiale a un qualunque testo classico di
Meccanica Razionale. Per fissare le idee assumiamo come al solito A1 = As # As.

PROPOSIZIONE 48 S% consideri un corpo rigido simmetrico, e si supponga m non parallelo a es.

i) I tre vettori m, w e ez sono sempre complanari e formano tra loro angoli costanti; si ha

wnoltre
w=uw'e,+w'es con W= Ludl]| , W= 77% . (G.18)
Ay Ay

O . . . .. . . . . .. e . .
%9Verifica sperimentale: si lanci in aria un libro, cercando di dargli come come condizione iniziale una rotazione
propria attorno ai tre assi principali, e si osservi la differenza.
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o a

Figura 45: Caso simmetrico: (a) i vettori m, w e ez sono complanari; il loro
piano ruota con velocita angolare w' attorno a m fisso. (b) I coni di Poinsot.

ii) 1l piano II contenente m, w e e3 ruota con velocita angolare costante w' attorno a m fisso.

i11) In un sistema di riferimento attaccato a tale piano, il corpo ruota con wvelocita angolare
costante " attorno a es.

La situazione e illustrata in figura 45a.

DIMOSTRAZIONE. Si ha
m X w:e3z =miwa —MaWw = (A1 — Ag)wlwg =0 s

e questo prova la complanarita. Gia si e detto che mg resta costante, dunque & costante I’angolo
tra m e eg; parimenti costante ¢ ws = Aglmg, e dunque anche 'angolo tra w e e3 € costante. La
decomposizione (G.18) di w viene da

1 ( n )+ 1 m n ( 1 1 )
w = —(mye1 + mae —mge3 = — — — — )mges
A 1€1 2€2 A333 A A5 A 3€3
che conduce immediatamente alla (G.18). La velocita angolare di precessione di ez, e dunque del

piano II, attorno a m e
€3]] _ _
,ove o= ez x enl =

0 d|

(o e il raggio del circolo descritto dalla “punta” di ez attorno a m, si veda la figura); ma dalla
(G.2) e dalla (G.18) si ha é3 = A3 Lm x es, pertanto la velocita di precessione viena a coincidere
con «’'. Infine, la velocitd angolare con cui il corpo ruota attorno a es relativamente al piano II
& opposta alla velocita angolare con cui m precede nel riferimento solidale, e questa si & gia vista

_ — "
essere —z-mg = —w". 0

Una descrizione sintetica del moto del corpo si ottiene tracciando un cono attorno a m, di
apertura tale che w stia su una direttrice, e un secondo cono attorno a es, tangente al precedente
in w (figura 45b); si pensi il primo fisso nello spazio, il secondo solidale al corpo. Da quanto si &
detto, si vede che w avanza lungo il cono fisso con velocita angolare w’. Il cono solidale ruota col
corpo, mantenendo ’asse e3 complanare a m e w: ma come sappiamo, i punti del sistema solidale
lungo I’asse w hanno velocita istantanea nulla, pertanto il cono solidale rotola senza strisciare sul
cono fisso, come se vi fosse un ingranaggio. I due coni sono detti coni di Poinsot.
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Figura 46: Gli angoli di Eulero 9, o, 1.

EsERrcizio 48 Nella figura 45 la disposizione dei vettori m, w e es corrisponde al caso di un corpo
prolato (W e ms hanno lo stesso segno, dunque n > 0). Come possono essere disposti i vettori per
un corpo oblato? E come sono disposti corrispondentemente i coni di Poinsot? (Non & restrittivo
supporre mg > 0; si ricordi che m e w formano sempre un angolo acuto e inoltre w’ > 0.)

G.5 Gli angoli di Eulero

Le coordinate piti comunemente impiegate nella descrizione lagrangiana del corpo rigido con un
punto fisso sono gli angoli di Fulero. La figura 46 mostra le due terne fissa e solidale e con esse i tre
angoli di Eulero™ 9, ¢, 1. Precisamente, 9 & ’angolo tra gli assi e, e es3, che si suppone non siano
paralleli; ¢ ¢ I'angolo nel piano equatoriale fisso e,e, tra l'asse e, e la linea dei nodi n = e, X e3;
1) ¢ 'angolo nel piano equatoriale mobile ejes tra la linea dei nodi n e ’asse e;.

Il dominio dei tre angoli e evidentemente

O<v<m, 0<p <2, 0<p<2m;

il dominio non comprende le configurazioni in cui e, e ez sono paralleli. Gli angoli di Eulero
forniscono cosi soltanto una carta di SO(3), che non lo ricopre; per coprire SO(3) occorrono con
evidenza due carte, corrispondenti a due diverse scelte del sistema fisso con assi e,, e, non paralleli.

Non e difficile, anche se un po’ laborioso, calcolare la matrice R come funzione degli angoli di
Eulero. Un metodo ¢ quello di immaginare tre successive rotazioni, ciascuna attorno a uno degli
assi coordinati fissi, che portino la terna fissa in quella solidale.

i) Una rotazione di v attorno a e,: e, resta fermo, e, e, ruotano di ¢ sul piano coordinato
ezey portandosi in e, e;. Si veda la figura 47, sinistra.

ii) Una rotazione di ¥ attorno a e,: e, va in e/ mantenendosi nel piano eye.; il piano egzey,

/ / : : : . B! / : : " 1
contenente e, e €, Tuota come indicato in figura 47, destra; €, €, S1 portano in e, €.

iii) Una rotazione di ¢ attorno all’asse z. L’asse x si porta sulla linea dei nodi; 1’asse €/ precede
attorno a e, e va in es; e e e;' si portano in eg e es. Il risultato e la figura 46.

"La notazione con ¢ e 1 scambiati & altrettanto diffusa.
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(S ey

Figura 47: Sinistra: lazione di R? su ez, ey, e,. Destra: la successiva azione di RY.

Le tre matrici corrispondenti alle rotazioni sopra descritte sono, nell’ordine,

cosy —siny O 1 0 0 cosyp —singp 0
RY=|siny cosyp 0], R'=[0 cos® —sind |, R =|sing cosg 0] ;
0 0 1 0 sind cos? 0 0 1

il loro prodotto R = RYRYRY, che con un po’ di pazienza si trova essere

cos @ cos ) — cos ¥ sin @ sin Y sin p cos Y + cos cospsiny  sind siny
R=| —cospsiny —cos¥sinpcosy —sinpsiny + costvcospcosy sindcosy |
sin ¥ sin ¢ —sin ¥ cos cos ¥

manda la terna ez, ey, e, in eq, ez, 3.

Quanto alla velocita angolare w, ci interessa trovare la sua rappresentazione w® nella base
solidale.

PROPOSIZIONE 49 Si ha

w = (Ycost) 4+ ¢sindsine) e; + (—Isineh + @sind cos)) eg 4+ (Hcost + 1) e . (G.19)

DIMOSTRAZIONE. E’ un conto noioso. Per determinare w® basta determinare A che compare nelle
(G.3). Come per ogni altra matrice, nel cambio di base si ha A° = RT A*R, e dunque, dalla (G.4),
A° = RTR. Con pazienza si trova il risultato. Se si usa R = RYRRY,

R=R’R’RY + R°R'R" + R°R’RY
i conti si semplificano un po’. 0

Nel seguito in realta useremo l’espressione di w® solo per calcolare ’energia cinetica K, e lo
faremo solo per il corpo rigido simmetrico. Per ovvie ragioni di simmetria, K non puo dipendere
né da ¢ né da 1: pertanto basta calcolarla nel caso ¢ = 1 = 0. 1l calcolo di w, per ¢ =1 =0, si
semplifica molto perché R, e R, vanno a coincidere con l'identita.

PROPOSIZIONE 50 Per il corpo rigido simmetrico si ha
S 1 0 .o . 9 1 _— )
K(ﬂa Qpad)vﬁv@vw) = §A1(19 +QO S 19) + §A3(¢+SOCOSQ9)

= %Al 9% + %(Al sin? 9 + Az cos? 9) p* + %Ag %+ Ascos 9 o) .
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DIMOSTRAZIONE. Si usa la (G.13); il calcolo ¢ lasciato come esercizio. 0

La lagrangiana del corpo rigido simmetrico € cosi della forma

L(,lg7 @7 17Z)7 /197 Sb7 /lj)) = K(?'?7 S07 /11}7 197 ¢7 172}) + V(ﬁ7 907 w)’

con un qualche potenziale V. Se V, come avvienne col potenziale gravitazionale V = mgl cos
(baricentro sull’asse e3 a distanza [ dal punto fisso), allora ¢ e ¥ sono coordinate ignorabili. L ’in-
troduzione degli angoli di Eulero come coordinate per SO(3) é proprio adattata a questa situazione
di simmetria.

I momenti py, p, e py coniugati agli angoli di Eulero si trovano facilmente essere, nel caso
simmetrico che stiamo trattando,

py = A1 0, p¢:(Alsin219+A3c08219)gb+A3(:os79¢, p¢:Agcosﬁ<p+A31/}. (G.20)

PROPOSIZIONE 51 L’hamiltoniana del corpo rigido simmetrico si scrive

2 2 2
Py (P —cosipy)” = Py
H ) ) 7197 ) = X Vv 193 ) .
(P9, Pps s U, 0, ) o VT aa e toa (9,0, 1)
DiMosTRAZIONE. Risolvendo le (G.20) in 19, o, 1/'), si trova
. Dy . Dy —costpy ; . _ Dy
,19 — 7 , — — 79 = — G.21
Ay 7 A sin? v Y cosv e As ( )

(si ricava ¢ dalla terza delle (G.20) e si sostituisce nella seconda, ricavando ¢; I'ultima & la terza
delle (G.20) rigirata, che non conviene sviluppare perché a sinistra dell’uguale c¢’¢ I'espressione che
compare in K). L’espressione di H segue senza difficolta. 0

Esercizio 49 Si verifichi che p, = M, py, = Ms3.

G.6 La “trottola di Lagrange”.

Quanto visto sopra a proposito degli angoli di Eulero ¢ orientato a studiare il caso di potenziali
che condividono con K la simmetria per rotazione attorno a e, e a es, ovvero potenziali V(1)
indipendenti anch’essi dagli angoli ¢ e 1. In questo caso il sistema & con evidenza integrabile,
avendo come costanti del moto, oltre a H stesso, i momenti p, e py; lo spazio delle fasi ¢ foliato in
tori T3 ovunque la matrice
9(H,py, py)

(P9, P, Py, U, 0, 1))
abbia rango tre. Di fatto, siamo di fronte a un problema efficace a un solo grado di liberta per la
coppia di coordinate canoniche py, 1, in cui py, py sono relegati al ruolo di parametri:

(G.22)

2 2
P (pp — cosVpy)
Hpopy (P9, 0) = 2;191 + Yooy (9) Voy s () =V(©)+ @2141 sin2 v

2
. . . P
(si & omesso il termine costante 53-).

Esercizio 50 Si determini dove la matrice (G.22) ha una caduta di rango. [Risposta: sugli equilibri
relativi, ovvero sugli equilibri di .
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Figura 48: Una rappresentazione schematica di Fe (sinistra) e di We (destra) come funzioni di
c = cos ¥, nelle condizioni in cui esistono zeri.

(22\/ c

Proseguiamo considerando il caso della gravita, V(¢) = mgl cosdJ); per alleggerire la notazione
ometteremo il pedice py, py nelle funzioni che pur dipendono da questi parametri. L’hamiltoniana
si scrive allora, raccogliendo il fattore 1/A;,

1 p129
J_C(pl%ﬁ) = Ail ? +V(p19779) )

con )
(pp — cosUpy)
2sin2 ¢ ’

Le costanti dimensionali si eliminano con un elementare riscalamento,’*

po=vapy, po=vap,, pp=vap,, t=A/Vat, H =HA//a;

V(¥) = acos I +

a=Aimgl .

togliendo gli apici si resta con

2
Te(po ) = P2 V), VW) = cosd + Pe ‘?Ozﬁm) .
2 2sin”

Le traiettorie nel piano ¥, py si trovano a partire da V con la consueta analisi qualitativa. Ci
limitiamo qui al caso generico p, # £py. Innanzitutto, il potenziale V diverge a 400 per ¥ — 0, ,
percio le traiettorie non incappano nelle singolarita delle coordinate di Eulero. L’analisi di V mostra
poi che V ha un unico minimo in 0 < 9 < 7, e corrispondentemente le traiettorie, per ogni valore di
energia € superiore al minimo, sono singole curve chiuse comprese tra due punti di arresto ¥, ¥s.

In effetti e piu facile dedurre direttamente questa seconda affermazione, ricavandone la con-
sequenza che V ha un unico minimo, piuttosto che analizzare V studiandone le derivate. Si vede
infatti facilmente che per ogni valore di &€, il grafico di 'V ¢é tagliato dalla retta V = & in nessuno o
due punti (eventualmente coincidenti). Per vederlo studiamo gli zeri di V(¢) — &, utilizzando per
comodita ¢ = cos? come variabile. La funzione da studiare e allora

_ Fe(o)
1—c%’

We(o) Fee) = (e = £)(1 =) + 5 (5 — pu)?

e ci si riduce a studiare gli zeri di Fe(c) in —1 < ¢ < 1. Lo studio & elementare: infatti F¢ € una
cubica, che diverge a Foo per ¢ — £o00, ed & positiva in ¢ = +1; necessariamente uno zero reale ¢

"1 riscalamento per Dy, po sdi legge indifferentemente come riscalamento dei momenti nel problema a tre gradi di
liberta, come ridefinizione dei parametri nel problema a un grado di liberta.
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AN AAANDN AKX D

a b C

Figura 49: I possibili moti di es sulla sfera unitaria.

tra 1 e +00, mentre nell’intervallo —1 < ¢ < 1 o0 non ci sono zeri o ce n’e¢ una coppia cy, co: si veda la
figura 48, sinistra. Corrispondentemente We(c) diverge in ¢ = £1, precisamente a +o0o all’interno
dell’intervallo —1 < ¢ < 1 e a —oo all’esterno, e il suo grafico ¢ grosso modo come in figura 48,
destra. Tornando alla variabile 9, i valori di ¢ al di fuori dell’intervallo —1 < ¢ < 1 corrispondono a
¥ complesso; dentro all’intervallo invece V(1) — € ha nessuno o una coppia di zeri, ovvero il grafico
di V, come sopra preteso, e tagliato dalle rette V = € in due punti di arresto 1, ¥2, oppure non
vi sono intersezioni. Situazioni piti complicate di un singolo minimo, come potrebbe essere una
doppia buca, magari con biforcazioni, sono escluse.

Veniamo ora al moto dell’asse e3 del corpo sulla sfera unitaria; per essere definiti supponiamo
Poypy > 0,0 < ¥ < U9 < /2 (gli altri casi sono del tutto analoghi). Per quanto visto sopra
I’angolo ¥ oscilla tra i due valori 1, 99, corispondentemente ez oscilla sulla sfera tra i due paralleli
¥ =91 e ¥ = J9; tale moto & detto nutazione. L’espressione (G.21) di ¢ mostra poi che vi sono
tre situazioni possibili: se il numeratore p, — cos? py, non ha zeri tra 9, e ¥, allora ¢ ha segno
definito e ¢ avanza monotonamente; si veda la figura 49a. Se invece il numeratore & negativo
in ¢ e positivo in ¥, allora il moto di e3 forma occhielli; si veda la figura 49c. Infine, se il
numeratore € nullo in 91 e positivo in ¥, si ha il grafico intermedio di figura 49b; la situazione
€ menzionata, benché ovviamente eccezionale, perche corrisponde al caso interessante in cui I’asse
e3 & abbandonato inizialmente con velocita nulla: 9 = 0, ¢ = 0 (la gravita comincia a far cadere
il corpo, che pero poco dopo risale alle condizioni di partenza). Qualche considerazione in piu sul
caso comune di trottola che ruota velocemente si puo trovare nei comuni testi di meccanica (in
particolare in V.I. Arnol’d, Metodi matematici della meccanica classica, paragrafo 30).

H L’equazione di Van der Pol

L’equazione di Van der Pol, proposta negli anni '30 per far da modello alle oscillazioni che si
instaurano in certe condizioni in un circuito elettrico amplificato, si scrive’?

P+e@®-Di4+z=0, e>0, reER,

o equivalentemente
T=wv, b =—x—¢e(x?—1)v;

"2Questa su cui lavoreremo & la forma adimensionale dell’equazione. Proviene da un’equazione del tipo
4+ p(z/a” -t +wz=0,

. RN . . —1 N g
e la si deduce ponendo p = ew e usando a come unita per la variabile £ e w™" come unita di tempo.
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Figura 50: La mappa . : 8 — S.

nella sostanza, € un oscillatore armonico smorzato di pulsazione uno, con coefficiente di smorza-
mento pu(x,e) = e(z? — 1) positivo per || > 1 (attrito ordinario), e negativo per |z| < 1. La forma
semplice di p consente di eseguire i calcoli con facilita, ma e sostituibile con una classe assai piu
vasta di funzioni.”™

Introduciamo le variabili di azione—angolo dell’oscillatore armonico che si ha per ¢ = 0:
v=V2[ cosyp, z=V2Isinyp,

e viceversa ]
I:§( 21 0?), @zarctang (H.1)
v

(si sottintende ¢ = arctan § + 7, se v < 0; poiché la pulsazione ¢ uno, I coincide con 'energia. Le
equazioni per I e ¢ si trovano subito derivando le (H.1):

[=cf(l,p), @&=1+eg(l,¢),
con
f(I,p) = —2Icos® p(2I sin® p — 1) , g = sin g cos (2 sin? ¢ — 1)
(si osservi che I & la potenza delle forze dissipative, I = —e(z? — 1)v?). Llespressione di g, aggiunta

qui per completezza, in realta non giochera alcun ruolo.

Per € = 0 si ha un oscillatore armonico di pulsazione uno, dunque il ritratto in fase consiste di
infinite curve chiuse, precisamente circoli concentrici, che vengono percorse con velocita costante nel
periodo Ty = 2w. Non appena € € positivo si ha invece la formazione di un ciclo limite attrattivo:
una sola delle curve chiuse sopravvive, deformata di e, alla perturbazione, ed ¢ attrattiva per
lintero piano privato dell’origine (che resta un punto di equilibrio), precisamente per dati iniziali
rispettivamente interni e esterni alla curva il moto spiraleggia verso ’esterno o verso l'interno,

"Quanto diremo in effetti si estende in modo ovvio a equazioni del tipo
Z+eu(z)t+z=0

(equazioni di Lennard), con 'unico requisito che p(z) sia negativo per |z| piccolo e positivo per |z| grande.
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convergendo in ogni caso alla curva. Il sistema cosi non ha piu infiniti moti periodici, ma uno solo,
cui asintoticamente per ¢ — 0o convergono tutti gli altri.™

Diamo qui una dimostrazione di esistenza del ciclo limite di tipo perturbativo, e dunque valida
per € piccolo.

PROPOSIZIONE 52 Per e sufficientemente piccolo esiste un ciclo limite attrattivo prossimo al circolo
di raggio 2, con periodo prossimo a 27.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo ’attenzione su una qualunque semiretta 8 uscente dall’origine nel piano
zv (figura 50), con ¢ = @ assegnato. Per ¢ = 0 tutte le traiettorie tagliano 8 trasversalmente, e
impiegano il tempo Ty = 27 a fare un giro completo (8 € una buona “sezione di Poincaré”). Per ¢
piccolo e dato iniziale (I, @) su 8, se denotiamo con I.(¢, I), ¢« (t, I) la corrispondente soluzione, si
ha evidentemente”

I.(t,I)=1+0(e) , G(t, 1) =@ +t+0(e) .

Si vede che p avanza monotonamente con velocita prossima a uno, pertanto dopo un tempo 7 (1) =
To + O(e) la traiettoria interseca 8, e il punto di intersezione ®.(I) & prossimo a I:

O.(I)=1+eF.(I) .

Se F.(I) > 0 la traiettoria ¢ un arco di spirale verso l'esterno, e da quel momento in poi (non
potendo la traiettoria intersecare se stessa) il moto procede a spirale verso l’esterno. Viceversa se
F.(I) < 0 il moto procede a spirale verso I'interno. Infine se F.(I) = 0 la traiettoria & chiusa e il
moto e periodico. La ricerca di una traiettoria periodica si riduce cosi alla ricerca di uno zero di
F..

Si trova ora senza difficolta una buona approssimazione di Fy, precisamente

F.(I) = —I(al — b) + O(e) (H.2)

con a, b costanti positive:

27 27
a:4/ sin? g cos? pdp = , 522/ cos? pdp = 27 .
0 0

Per vederlo, scriviamo innanzitutto

Te
(T, 1) =T+e [ fU(t,1),¢:(t,1))dt,
0

™11 ciclo limite & un esempio di attrattore. Data un’equazione differenziale & = X () in R™ (o su una varietd), un
insieme chiuso Z C R" si dice essere un’attrattore per I’equazione se esiste un aperto B che lo contiene, detto bacino
di attrazione di Z, tale che per ¢ > 0 risulti ®% (B) C B e

(ox(B)=2.

t>0

Si vede facilmente (si usa la proprietd di gruppo di ®%) che per t crescente gli insiemi ®% (B) sono annidati e che Z
necessariamente ¢ invariante. Si ha un ciclo limite quando Z & una curva chiusa priva di punti critici e dunque una
traiettoria. L’unione dei bacini di attrazione costituisce il bacino di attrazione massimale; per ’equazione di Van der
Pol il bacino di attrazione massimale del ciclo limite & tutto R? privato dell’origine. Tra gli anni ’50 e *70 del *900 si &
capito che (in dimensione piu alta di due) & tipica, per sistemi dissipativi, la formazione di attrattori strani, che non
hanno la struttura di varieta: non sono lisci e tagliati trasversalmente al moto danno insiemi totalmente disconnessi
come l'insieme di Cantor.
5Si sta qui usando la sola regolarita della soluzione al variare dei parametri dell’equazione, per t limitato.
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che da -
F(I) = ; FU(, 1), @e(t, T)) dt .

). Ma il calcolo di Fj
rimpiazzato dal moto

e del tutto elementare: per ¢ = 0 infatti il moto incognito (I.(¢, 1), ¢<(t,
imperturbato, noto, (Io(t,I),$o(t,I) = (I, + t), pertanto si ha

Osserviamo poi che F & funzione regolare in ¢, pertanto F.(I) = Fy(I) + O(
Ie

2w

To
Fo(I) = ; fU,p+t)dt = ; f(I,p)de

27
= —/ 21 cos® p(2I'sin® p — 1) dy .
0

L’integrale ¢ elementare e la (H.2) ¢ immediata. I valori esatti di @ e b non sono importanti (se non
per localizzare il ciclo limite): conta solo che siano costanti positive, e questo ¢ ovvio anche senza
fare il calcolo.

Per € = 0 la curva F; si riduce dunque alla parabola Fy(I) = —I(al —b), che passa per l'origine
e taglia 'asse delle ascisse in I = b/a = 2. La curva F,([) sicuaramente passa anch’essa per l'origine
(si veda ’equazione per I), e per ¢ piccolo, dovendo differire di poco da Fp, sicuramente™ taglia
anch’essa 1’asse delle ascisse in un unico punto I} prossimo a Ij:

I' =15+ 0() .

Si ha cost @.(IF) = I, e corrispondentemente il sistema ha una traiettoria periodica con dato
iniziale (17, ), che per € = 0 si riduce al circolo di raggio I = 2.

Si dimostra facilmente che tale traiettoria e attrattiva: precisamente, dalla forma di F; si vede
subito che per ogni fissato dato iniziale I > 0 diverso da I}, la successione I 0 IY 1%, ... definita da
I°=1Te I* = ®.(I*1), & monotona crescente per I° < I* e decrescente per I° > I*. Ma il limite
della successione ¢ necessariamente un punto fisso (per questo basta la continuita di ® al variare
del dato iniziale), e dunque coincide con I7. 0

L’andamento qualitativo di F. e &, assieme alla costruzione grafica degli I, & rappresentato
in figura 51. La figura 52, ottenuta integrando numericamente le equazioni del moto, rappresenta
il ciclo limite e due moti che vi si avvicinano dall’interno e dall’esterno, per € = 0.1.

Veniamo ora al confronto con ’equazione mediata, che si scrive

1 2w

jzs?(J), ove S"(J):§ ; f(J @) de ;

lintegrale ¢, significativamente, lo stesso che abbiamo incontrato nel corso della dimostrazione, e
da 1
F(J)=—=—J(aJ —b),
27

ove a e b sono le costanti introdotte sopra. L’analisi dell’equazione mediata ¢ semplicissima: con
evidenza ’equazione ammette la soluzione stazionaria J(t) = I = b/a, e tale soluzione ¢ attrattiva:

"Formalmente lo si deduce dal teorema della funzione implicita: denotando per comodita F(I,¢) anziché F.(I),
si ha che se F(I*,0) = 0 e Z5(I*,0) # 0, allora in un intorno di € = 0 resta implicitamente definita una funzione

I" () tale che F(I*(g),e) = 0. La persistenza degli zeri trasversi delle funzioni, o piu in generale delle intersezioni
trasverse tra curve o varieta, € un fatto molto generale, valido in dimensione qualsiasi, che € conseguenza del teorema
della funzione implicita.
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Figura 51: L’andamento di F, e ®..
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Figura 52: Il ciclo limite per € = 0.1, con due moti che vi convergono
dall’interno e dall’esterno.
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si ha infatti J > 0 per 0 < J < Ij e J < 0perJ > 1. Si vede cosi che il comportamento asintotico
dell’azione vera e di quella mediata sono identiche entro O(g).

Ma anche durante il transiente le soluzioni J.(t) e I(t), a parita di dato iniziale, restano vicine
entro O(e). Infatti, innanzitutto basta confrontare I e J al passaggio attraverso 8 (infatti tra un
passaggio e l’altro entrambe si spostano solo di O(g)). Poi si osserva facilmente che la soluzione vera
e quella mediata a ogni giro si separano di O(¢2?). Ne consegue che dopo un numero di passaggi
O(1/e), corrispondente a t = 1/e, le soluzioni a parita di dato iniziale sono ancora e—vicine. Il
principio della media e cosi soddisfatto. Con poco lavoro in pit si puo estendere il confronto
tra equazione vera e equazione mediata a tempi qualsiasi, al di 1a di quanto chiede il principio:
per questo basta osservare che il termine O(¢?) che separa a ogni giro le due soluzioni & anche
proporzionale alla distanza di ciascuna dal valore limite, e di conseguenza la somma degli scarti
converge.

L’equazione di Van der Pol ammette in realta un ciclo limite attrattivo per ogni € > 0, an-
che non piccolo, che risulta essere attrattore per l'intero piano xzv privato dell’origine. Si ve-
da ad esempio G. Benettin, Appunti per il corso di Fisica Matematica, capitolo I, appendi-
ce C (www.math.unipd.it/ benettin), ove si trova anche una giustificazione dell’equazione in
connessione alle auto—oscillazioni di un circuito oscillante amplificato reazionato positivamente.

I Il modello classico per la precessione degli equinozi

(a cura di Massimiliano Guzzo)

Il fenomeno per cui 'asse di rotazione della Terra ruota attorno alla verticale dell’orbita con un
periodo di circa 26000 anni viene detto precessione degli equinozi. Per poter studiare questo
fenomeno & necessario innanzitutto definire un modello matematico che consente lo studio della
rotazione della Terra. Purtroppo, lo studio di un modello realistico che tiene conto delle forze
pill importanti che agiscono sulla Terra e estremamente complicato. Tuttavia, esso € una piccola
perturbazione di un sistema hamiltoniano integrabile, detto modello classico della precessione. Se
si osserva la rotazione della Terra su tempi non troppo lunghi (diciamo dell’ordine di 10° anni),
il modello classico di precessione descrive bene la dinamica: essa appare quasi—periodica, ed una
delle frequenze ¢ la frequenza di precessione dell’asse di simmetria della Terra rispetto alla verticale
dell’orbita. Come vedremo, il modello classico di precessione ¢ abbastanza semplice da studiare,
ed in effetti in queste note riusciremo a darne una motivazione, a descriverne i moti e fornire una
stima della frequenza di precessione degli equinozi.

Se invece si vuole descrivere la rotazione della Terra su tempi piu lunghi (dal milione di anni
in su) allora le perturbazioni al modello classico di precessione possono contribuire in modo non
banale alla dinamica, e lo studio si complica notevolmente (in effetti per molti aspetti & argomento
di ricerca attuale’”).

I.1 1l modello hamiltoniano

Per semplicita di esposizione, partiamo da un modello gia semplificato rispetto al modello vero
(che al solito & una sua perturbazione). Il modello di partenza consiste di un corpo rigido a
simmetria assiale il cui centro di massa B descrive un’orbita circolare attorno al Sole O con frequenza

""Fra le pubblicazioni pit significative sulla dinamica della rotazione terrestre in modelli realistici si consiglia:
Laskar, J.; Robutel, P.: “The chaotic obliquity of the planets” Nature, vol. 361, no. 6413, p. 608-612. Laskar, J.;
Joutel, F.; Robutel, P. “Stabilization of the earth’s obliquity by the moon”, Nature, vol. 361, no. 6413, p. 615-617.
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kepleriana €2, ovvero
B(t)— 0O = a(cos(0),sin(2),0)

G
a

ove a ¢ il raggio dell’orbita, M la massa del Sole e v la costante gravitazionale. Si tratta di un
sistema vincolato a tre gradi di liberta dipendente dal tempo e dunque la funzione di Hamilton
H = K + V sara definita sull’insieme A x R, ove A & lo spazio delle fasi del corpo rigido, K &
I’energia cinetica del sistema e V' quella potenziale gravitazionale. Siccome ’energia cinetica del
baricentro & costante, essa non contribuisce alla funzione di Hamilton, e dunque possiamo sostituire
K con 'energia cinetica K’ relativa al baricentro. L’energia potenziale sard invece data da

ymi M
Z 1P = O]

ove Py, ..., Py sono i punti di massa myq,...,my che costituiscono il corpo. Le funzioni K’ e V
vanno poi espresse come funzioni delle coordinate canoniche di A. Ai fini del calcolo della frequenza
di precessione ¢ conveniente utilizzare le coordinate canoniche di Andoyer—Deprit G, L, J, g,1,j
introdotte nel paragrafo 3.1. In queste coordinate la funzione K’ diventa

GZ ’I7L2
L I
K'(G,L) = 214 + 21
ove I I
n= L2 <o.

I3

Il calcolo di V nelle coordinate di Andoyer—Deprit & invece piu complicato. Tuttavia possiamo
facilamente dedurre qualche informazione preliminare dalle simmetrie del problema. Innanzitutto
V non dipende da [, per la simmetria di rotazione del corpo attorno all’asse e3. Pertanto L & un
integrale primo, e lungo il moto si ha

L(t) = Lo .

Siccome V dipende solo dalla configurazione del corpo, e non dal modulo del momento angolare,
V dipende dalle azioni solo attraverso i rapporti L/G e J/G. Inoltre, la simmetria di rotazione
attorno ad e, ci dice che V dipende da j e dal tempo solo attraverso la differenza j — Q2t. Dunque,
il potenziale & una funzione del tipo

V(g G-

E conveniente sviluppare preliminarmente V in serie di Fourier rispetto a g
J L J ,
V=i td =)+ Y V(5 L ar) et
\aa J— Z AVelrE J
kEZ\O
Si potrebbe verificare che ciascuna armonica Vj € in realta una funzione del tipo

Vo= (1 6) V(o)
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ove Vi € una funzione limitata. Volendo studiare le equazioni della precessione per condizioni
iniziali in cui il momento angolare ¢ quasi allineato all’asse di simmetria, cioe”™® G ~ L, allora

I’hamiltoniana & perturbazione di ordine 4/1 — é della seguente funzione di Hamilton:

2 2
Hoth#;zjt%(é,é,j—m) .
L’Hamiltoniana Hj definisce il modello di precessione classica, che ben descrive la precessione se
non vi sono risonanze di spin—orbita. Lo studio del modello che include anche i termini di ordine
(1— é)lkl/ ? sarebbe possibile con la teoria hamiltoniana delle perturbazioni ad un livello che ¢ al di
l1a di quello che si considera noto nella presente discussione. In queste note ci limitiamo a descrivere
i moti del modello classico di precessione.

1.2 Il modello classico di precessione

Le soluzioni delle equazioni di Hamilton per Hg sono tali che, oltre ad L, anche G & un integrale
del moto. Inoltre Hy dipende solo da un angolo, precisamente dalla combinazione j — Qt, dunque
¢ integrabile. In linea di principio si potrebbero introdurre coordinate di angolo azione per Hy e
calcolare esattamente la frequenza di precessione. In realta € piu semplice considerare V come
perturbazione (vedremo che effettivamente cio ¢ possibile) ed eliminare dall’hamiltoniana 1’angolo
J — Qt con una media. Vedremo che per effettuare questa operazione di media non dovremo

preoccuparci troppo dell’unica possibile risonanza, d—g —Q ~ 0: Q infatti e la frequenza dell’anno
mentre % = % sara dell’ordine di 10* anni.

Preliminarmente consideriamo ’estensione di Hy ad un sistema autonomo, che si fa introducendo
le variabili coniugate A, A e ’hamiltoniana

G?> nL? L J
Ho= o + 2+ QA+ Vo (2, 5,5 = A)
YT e a’
(in questo modo si ha A = 88% = Q ovvero A(t) = €, mentre non ci interessa assolutamente
Pevoluzione di A). Assumiamo poi (ma la cosa sara verificata nella prossima sezione) che Vj
sia piccolo, e poniamo ¢ = [Vp|™ (la supnorma di Vj nel dominio che stiamo considerando).

Introduciamo lo sviluppo di Fourier di Vj rispetto all’angolo j — A
VO_V(Q’Q)+ 2 V”(G’G)e ’
veZ\0

e la funzione

v, ...
— _ § : v iwv(j—N)
X iQ° ’
v€EZ\0

che & ben definita poiché |vQ2| >  # 0, e con una opportuna costante ¢ soddisfa la stima

x| < e|Vo|™ =ce .

™Si osservi che (1 — L/G)*1/2 non ¢ analitica per G = L. In effetti questo problema & legato al fatto che le
coordinate di Andoyer—Deprit non sono definite sulle rotazioni giroscopiche, cioé gli stati per cui e3 = m (gli angoli
g ed | separatamente non sono definiti) e dunque non esiste una carta di coordinate di Andoyer—Deprit che sia anche
un intorno di questi stati. In queste note ignoreremo il problema, che puo essere risolto solo con un livello un po’ piu
avanzato di conoscenza della geometria dell’insieme A.
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Consideriamo poi la trasformazione canonica
(G’ L? J7 A? g? l’ j’ )\) = Q;(G/? Ll? Jl’ A,? g’? l/?jl’ )\,)

corrispondente al flusso al tempo 1 associato all’ hamiltoniana x. In particolare, siccome x non
dipende da g e [, si ha G’ = G e L' = L, mentre

g 0 0
=il =| gy =0 1r-a1= |5 =00,

e dunque la trasformazione ¢ prossima all’identita.
La nuova funzione di Hamilton & ovviamente

Hiy = Hoo Q); ;
calcolando esplicitamente il primo ordine in € si ottiene
3 = h+ (Vo + {h,x}) + O(e) ,

ove h = % + % + QA. Per la definizione stessa della y risulta

B Oh Ox ox
Vot {hx} =Vo— 5ion =V — Qo =V,
cosicché oo
1) = (G, L', \) +V(@, @> +O(e2) .

11 calcolo a questo punto ¢ concluso: la frequenza associata a 7’ ¢

., OV

oV 2
3—8J+O(€).

Con un minimo di riflessione si capisce che il contributo principale alla frequenza di precessione &

o= ?{;(1,&2) = 217769?]/027rv<1’ g;;,g,:v>da:

(il termine O(g2), la sostituzione di J' con Jy, di j/(t) con j(t) di Ly con Gy forniscono solo piccole
correzioni). Per ottenere numeri confrontabili con le osservazioni sperimentali bisogna effettuare
esplicitamente il calcolo di V' in funzione delle coordinate di Andoyer—Deprit.

1.3 1l potenziale gravitazionale

Per semplificare ’espressione del potenziale sfrutteremo il fatto che il diametro equatoriale del
pianeta R e piccolo rispetto alla distanza a dal Sole. Nel calcolo inoltre si potranno eliminare tutti
i termini che sono costanti, cioé non dipendono dalle coordinate di Andoyer—Deprit. Dimostreremo
innanzitutto la seguente formula:

M 3vYM R\3
o Z Pj— O] = ifyag Jpo- o0+ O(g) + termini costanti ,
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B-O
a

ove Jpo - 0 € il momento d’inerzia del corpo relativamente all’asse parallelo al versore o =
passante per B; Jp denota 'operatore di inerzia.

[§]

Dimostrazione di (I.3). Sia

cosicché ||z;|| < R/a per ogni i. Utilizzando lo sviluppo in serie di Mac Laurin della funzione

1/4/1+ B si deduce che

1 1 1 1
POl — (Bi-=B)+B-0)| alle+zll a1+ (zl?+ 20 z:)
1 1 3 R\3
(1= i — gl + S(e-w)?) +0(Z)

che a meno dei termini costanti 1 e ||z;]|? &

1 3 9 RN\3
L gom+Senp?) +0(B)
a( o xz+2(9 xz))"" @
Moltiplicando per m; e sommando su tutti i punti, il contributo dovuto a ¢ - x; € nullo, perché per

le proprieta del baricentro risulta
0" (Zmzxz) =0.
i

Dunque, a meno di termini costanti e di termini di ordine (R/a)? il potenziale gravitazionale & dato

dalla espressione
3yM Z

A questo punto e facile verificare che

> mie- (= B)* =) mi| P B|* =Ipo-o,

ove .. m;|| P;— B||? non dipende dalla configurazione e si puo trascurare, mentre Jp - ¢ ¢ il momento
d’inerzia del corpo relativamente all’asse parallelo a ¢ e passante per B. Abbiamo cosi dimostrato
la validita di (I1.3).

Il conto poi prosegue nel modo seguente. Se indichiamo con 1, 03, 03 le componenti del vettore
o nel riferimento solidale principale, e ricordiamo che p € un versore, si ottiene

Jpo-0="T(01+03) + 305 =1 — (I — I3)03 = I — (I — I3)(0 - e3)” ;

il termine I; pud essere trascurato in quanto costante. Calcoliamo (o - e3)? in funzione delle
coordinate di Andoyer—Deprit valutandolo per G = L: in questo caso il momento angolare &
allineato all’asse di simmetria, e le componenti di ez nel sistema di riferimento ez, e, e, sono

/ J? / J? o J
63:( 1—@5111],— 1—@(308],5).

Le componenti di g sono invece
0 = (cos Qt,sin Qt,0) ,
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cosicché )
J
(0-e3)? = (1 - @) sin?(j — Q1)
e dunque™
—  13yM J? o, _ 3yM J?

La frequenza della precessione & allora

oV 3yM J
YT T 2 a3 (h= 1)

L’espressione di « diviene trasparente grazie a tre sostituzioni: 1—3 = 02, ove Q denota la frequenza

del moto di rivoluzione; J = G cos(i), ove i € l'inclinazione dell’asse di simmetria rispetto alla
verticale dell’orbita; e infine, data 'approssimazione G = L, G = I3wg, ove wg € il modulo della
velocita angolare del corpo rigido, ovvero la frequenza associata al giorno. Si ottiene cosi

3 Q L1

“T 2w I

cos(i) Q
nota come formula di precessione classica.

1.4 La precessione della Terra

Per calcolare il valore della precessione della Terra e sufficiente sostituire nella formula precedente
i valori numerici, che per la Terra sono ¢ ~ 23° e (I} — I3)/I3 = —1/298,25; si ottiene a ~
—1.26 - 1075Q, cui corrisponde un periodo di circa 79000 anni. Tale periodo & circa il triplo di
quello osservato sperimentalmente. Questo perché esso ¢ stato calcolato tenendo conto solamente
del contributo del Sole alla precessione, mentre in realta € importante considerare anche il contributo
o/ dovuto alla Luna. In questo caso ripetendo il ragionamento fatto per il calcolo di « si otterrebbe

3yM' J
o = 3 g5 1= 1) =

ove M’ ¢ la massa che causa la precessione, cio¢ la massa della Luna, ed o’ ¢ la distanza Terra—Luna.
Indicando con m la massa della Terra e con wy, la frequenza del moto lunare (27 /mese) si ha
yM' ym M M,

= —W
a3 a3 m m M

cosicché
o3 Moy By
2 m wqg I3

cos(i') was ;

sostituendo i valori numerici si ottiene o/ ~ —2.75 - 10759, e dunque la frequenza di precessione

complessiva e
a+a ~—4.01-107°Q

che corrisponde ad un periodo di circa 25000 anni, corretto entro il 4% rispetto al valore
sperimentale.

O . . . . . . . . . . . \
™Si confronti questa funzione con l'approssimazione integrabile e si verifichi che effettivamente pud essere
considerata una perturbazione.
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1.5 Oltre il modello classico della precessione

Il modello classico della precessione spiegato in queste note e sufficiente per descrivere anche in modo
quantitativo il fenomeno della precessione degli equinozi, osservato fin dall’antichita. Diversi quesiti
che riguardano la modalita di rotazione dei pianeti sono tuttavia ancora di attualita scientifica e
sono correlati ai molti quesiti ancora aperti riguardanti la formazione e ’evoluzione del nostro
sistema Solare (la rotazione retrograda di Venere, I'instabilita della rotazione di Marte, le risonanze
spin—orbita dei satelliti). Come gia osservato, per poter affrontare in modo corretto questi problemi
bisogna descrivere la rotazione dei pianeti su tempi dell’ordine della vita stessa del nostro sistema
solare, e per farlo bisogna andare oltre il modello classico di precessione. La modifica principale
al modello consiste nel sostiture 'orbita circolare del pianeta con la sua vera orbita, che a causa
delle interazioni mutue fra in pianeti, ¢ suscettibile di variazioni quasi—periodiche su tempi scala di
10*-10° anni, e anche di variazioni di tipo ’caotico’ su tempi scala dell’ordine di 10%-107 anni. Tali
variazioni dell’orbita possono indurre non solo una precessione dell’asse di rotazione ma anche una
lenta variazione dell’angolo che tale asse forma rispetto alla verticale. Ad esempio, per la stabilita
delle rotazione terrestre su questo lungo periodo & fondamentale la presenza della Luna: se la Luna
non ci fosse, la frequenza di precessione sarebbe solo a (e non «a + '), e a cid corrisponderebbe
nel modello completo una grande instabilita dell’angolo dell’asse di rotazione rispetto alla verticale
su tempi dell’ordine di qualche milione di anni. Una tale instabilita avrebbe influenzato in modo
drammatico il clima del nostro pianeta, e quindi anche ’evoluzione delle specie viventi su di esso.

J Oltre i rotatori: un passo perturbativo per generici sistemi
convessi

Scopo di questa appendice & di generalizzare lo studio dei sistemi anisocroni rimuovendo progressiva-
mente le peculiarita e le particolari ipotesi che caratterizzano il modello dei rotatori. Precisamente,
studieremo hamiltoniane della forma generica

H.(I,p) =h(I) +ef(I,¢), (I,p) € B xT",

generalizzando progressivamente la specialissima f dei rotatori fino a una f (analitica) qualsiasi,
mentre per quanto riguarda h la generalizzazione, pit modesta, sara ad h “quasi convessa”. La
quasi convessita ¢ una piccola generalizzazione della convessita, che come vedremo risulta naturale
nel nostro contesto; una funzione h si dice quasi convessa in B, se per ogni I € B si ha che

W -v=0 = v=>0
R'(Iv-v=0 7
ove si € denotato o 02
B o= 20 " _ .
a1 ¢ o101

in sostanza si chiede la convessita di h (o di —h) ristretta al piano ortogonale a h'. Un esempio di
funzione quasi convessa ma non convessa & h(Iy, I, I3) = I 12 +1 22 + I3. In queste ipotesi riusciremo
a garantire la stabilita di tutte le azioni fino a tempi 1/¢.

80Gi osservi che con 'ipotesi di quasi convessita si prendono dentro anche alcune funzioni che non soddisfano la
condizione (4.32) di stretta non degenerazione dell’hessiana.
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Figura 53: Il moto delle azio-

< ni € appiattito sul piano di
TI]z /

scivolamento rapido I1R.

A. Perturbazioni con un numero finito di componenti di Fourier; il caso non risonante. Mante-
niamo qui provvisoriamente la restrizione che f sia un polinomio di Fourier, diciamo

)= > fl)e*e,

k| <N

ove N & una costante detta “taglio (cut-off ) ultravioletto”; rimuoviamo invece le altre peculiarita
di f (interazione a primi vicini ecc.), di cui abbiamo approfittato studiando il modello dei rotatori.

Consideriamo innanzitutto una regione dello spazio delle azioni lontana dalle risonanze,
precisamente nella quale risulti

|k-w()|>c>0 perognik e Z™ 0 < |[k| < N . (J.1)

Con un passo perturbativo fatto con

ey = Y L (1.2

0<|k|<N ik - w(I)

si possono eliminare tutte le armoniche di f, ottenendo

H(I, @) = h(I)+eg(l)+2f(I,p) + O(?) (1.3)

con

g={f),  F=4lf

La stabilita di tutte le nuove azioni (con oscillazioni O(g)) per tempi 1/e & chiaramente assicurata,
e come sempre, la stabilita delle nuove azioni implica quella delle vecchie che restano e—vicine alle
nuove. Su h, per il momento, non abbiamo dovuto fare ipotesi.

Come si & visto per i rotatori, avvicinandosi in frequenza ai piani risonanti & - w = 0, in azione
alle varieta risonanti k-w(I) = 0, |k| < N, la stabilita si indebolisce, fino a che, in un intorno O(,/¢)
delle varieta risonanti, il passo perturbativo non diviene inutile: in tale intorno infatti uno o piu
divisori k - w(I) diventano di ordine /z; eseguendo allora la parentesi di Poisson {f + f, x} che da
f , compaiono obbligatoriamente i quadrati di queste quantita, e esattamente come per i rotatori
cio rende illusorio il guadagno di un fattore € di fronte a f .
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B. La costruzione risonante; il ruolo della quasi-convessita di h. ~ Veniamo allora alla costruzione
risonante. Sia R C ZN un reticolo di dimensione d, 1 < d < n, che ammetta una base k1), ... k(@
con |k®)| < N per ciascun s. La varieta di codimensione d

Mg={leB:k-w(l)=0 VkeR}

¢ detta varieta risonante associata a R. In un intorno di raggio /& di Mg, se risulta k-w(I) > ¢ >0
per k ¢ R, |k| < N, con un passo perturbativo si eliminano tutte le armoniche di f tranne quelle
con k € R, ottenendo

H(I, ) = h(I) +eg(I,¢) + 2 f(I,5) + O(°) |
con f simile a sopra ma questa volta con

o(1,8) = 3 full) %
keR
Trascuriamo il termine O(g?) e cerchiamo di capire come g muove le azioni. Per alleggerire la
notazione aboliamo la tilde sulle variabili: tanto come sempre i risultati sulle nuove azioni si
trasferiscono banalmente alle vecchie, a meno di una deformazione di ordine €.
Dalle equazioni di Hamilton segue che I & una combinazione di vettori k € R, precisamente

T=ed Clo)k,  Cul,p) =ifu(I)e*.
keR
Pertanto la dinamica nello spazio delle azioni ¢ schiacciata sul piano IIx(1°) parallelo a R passante
per il dato inizoale I°, detto piano di scivolamento rapido®' (di fast drift); si veda la figura 53.
Perché il moto su tale piano risulti confinato, e con esso tutte le azioni, occorre un’ipotesi su
h, e la piu semplice che conduce a risultati interessanti ¢ la quasi convessita introdotta sopra. La
quasi convessita ha due conseguenze importanti.

(i) In ogni punto I* € Mg, il piano IIg(I*) e la varieta Mg sono trasversi (come implicitamente
assunto in figura). Infatti, se non lo fossero, allora dovrebbe esistere un vettore v parallelo al

piano, dunque
v = Z vp k|
keR

che & anche tangente a Mg in I*, e pertanto e ortogonale a qualunque vettore u ortogonale a
Mg in I*. Ma poiché w(I)-v = 0 identicamente su Mg, il gradiente u(I) = V(w(I)-v) = h"(I)v
¢ ortogonale a Mg in [; in particolare in I* si avrebbe allora

R'(I*Yv-v=0,

ma poiche risulta anche w(I*)-v = 0, resta violata la quasi convessita. La trasversalita implica
anche 'unicita dell’intersezione di Il con Mgx.

(ii) La funzione h, ristretta a Ilg, ha un minimo o un massimo di secondo ordine in I*. Infatti,
scriviamo

h(I* +v) = h(I*) +w(I*) - v + %h”U*)v -0+ 0(|Jv]]®) ;

per v parallelo a IIx(I*) il termine di ordine uno si annulla, mentre per l'ipotesi di quasi
convessita il segno della parte quadratica e definito.

81Rapido nel senso che la velocita I & irrimediabilmente O(e), senza speranza di dimostrare che sia piu lenta.
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i

\/5_/ e Figura 54: Il confinamento delle

/ azioni nel piano di scivolamento
; rapido per sistemi quasi convessi.

I(t) I

La conservazione dell’energia garantisce allora il confinamento. Infatti, la “parte cinetica” h
nell’hamiltoniana (J.3), ristretta a Ilg, ha un massimo o un minimo (di secondo ordine) in I*, e
corrispondentemente le sue superfici di livello, per distanze piccole da I* — non si dimentichi che
siamo in un intorno di I* di raggio O(y/¢) — hanno la struttura di ellissoidi concentrici attorno a
I*. Poiché la “parte potenziale” eg + e2f ha oscillazioni limitate da (cost)e, il moto delle azioni e
necessariamente confinato tra due superfici di livello vicine e si estende su una scala di ordine /g; si
veda la figura 54. La situazione & questa fintantoché il resto €2 f non sposta in maniera apprezzabile
le azioni in direzione trasversa al piano di scivolamento rapido; nel nostro caso possiamo garantirlo
per tempi di ordine e~! (in tale intervallo lo spostamento trasverso & O(g) < +/z, per cui il
moto ¢ effettivamente appiattito su IIg). Un lavoro analitico a ordini piu elevati garantirebbe un
confinamento per tempi piu lunghi, ma non un confinamento migliore.

Se in Il al posto della stuttura ellittica attorno a I* ci fosse una struttura iperbolica, non
potremmo piu garantire il confinamento delle azioni. E’ il caso dell’hamiltoniana h = %(112 - I2)
incontrata nel paragrafo 4.3 (esempio ) che perde la quasi convessita sulle rette o = +1I; e
corrispondentemente ammette moti che attraversano distanze O(1) su scala di tempo 1/e.

C. Variabili lente e veloci; riscalamenti. Consideriamo ora la risonanza particolare di ordine d
associata al reticolo
R={keZ": k= (ki,...,kq,0,...,0)}; (J.4)

Mg corrispondentemente & definita da

La forma normale adattata a questa risonanza ¢ della forma

H(I,p) = h(I) +eg(I, 1,-..,¢a) + 2 (1, 9) ,

e il piano di scivolamento rapido I1g(I) ¢ il piano in cui restano costanti Iyy1, ..., I,. Distinguiamo
allora le variabili in “lente” (S,0) e “veloci” (F, 1) ponendo
(Sva):(j17-"7jd7¢1a"'7@d)7 (Faw):(jd+17~--7jn7¢d+17"‘7¢n)

(gli aggettivi “lento” e “veloce” si riferiscono agli angoli, non alle azioni, o per meglio dire alla scala
di tempo su cui il sottosistema evolve). L’hamiltoniana si scrive allora

H(S,F,0,9) = h(S,F) +eg(S, F,0) + 0(?) .
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Fintantoché il termine O(2) si puo trascurare, le azioni F' sono parametri costanti, e il moto delle
variabili (S,0) € determinato dall’hamiltoniana scritta sopra, privata del resto, interpretata come
sistema a soli d gradi di liberta in cui le F' sono parametri:

HF(Sa U) = hF(S) + EgF(Sa G) )
con ovvio significato dei simboli hp, gr. Per ogni F', sia I* = (S*(F'), F'); conviene prendere S* come
origine, tramite la traslazione S = S* 4 s, e inoltre, poiché il dominio che ci interessa ha diametro
O(y/e), conviene introdurre, esattamente come abbiamo fatto per i rotatori, il riscalamento

s=+/cs, t= , Hjp=¢ 'Hp .

5=
m

Si trova

1 1 1

Hp(s',0) = =h(S*,F) + —=w(S*,F) - s’ + ~Ap s - s + gr(S*,0) + O(e) ,
€ Ve 2

ove Ap = h”(S*, F). Rimosso il termine costante %h(S*,F), e osservato che w(S*, F) s’ = 0, si

resta con

1
Hp(s,0) = §Aps' -8+ gp(o) + O(Ve) .

Questo ¢ un sistema fortemente accoppiato, che in nessun modo € vicino a un sistema integrabile,
e ci si devono aspettare, genericamente, moti complessi su scala di tempo e di azione di ordine
uno, cioe indipendenti da €. Moti limitati naturalmente, perche Ap ¢ definita positiva, o negativa,
mentre gr € limitata. A questi moti corrispondono, nelle variabili originarie non riscalate, analoghi
moti non banali che si svolgono su scala di azione di ordine /¢ e su scala di tempo di ordine
1/4/e (sia per S che per o), mentre nel contempo le azioni F' sono stabili e gli angoli ¢ ruotano
regolarmente con velocita di ordine uno.

Tutte queste considerazioni sono state sviluppate in connessione a una risonanza molto parti-
colare: ma in realta quello che abbiamo trovato ¢ generico perché, come abbiamo gia avuto modo
di ricordare, qualunque reticolo risonante di dimensione d tramite una trasformazione canonica
lineare si porta alla forma (J.4).

In conclusione, dentro a una qualunque risonanza di ordine d:

(i) Il movimento delle azioni & appiattito sul piano di scivolamento rapido, ed ¢ ivi confinato in
una regione di diametro O(y/¢);

(ii) d gradi di liberta scelti opportunamente possono compiere moti complessi, benché localizzati,
su una scala di tempo di ordine 1/4/¢, mentre gli altri gradi di liberta si muovono regolarmente:
la azioni restano costanti, gli angoli avanzano regolarmente.

(iii) Il quadro vale (almeno) per tempi di ordine 1/e.

D. Perturbazioni con infinite componenti di Fourier. Vediamo ora rapidamente come si genera-
lizzano i risultati al caso di una funzione analitica f generica, con serie di Fourier piena. L’idea
centrale di cui approfittiamo ¢ quella introdotta da Arnol’d nel 1961, nella sua dimostrazione del
teorema KAM: se introduciamo nella serie un taglio ultravioletto N e decomponiamo f nella sua
“parte infrarossa” f<V e “parte ultravioletta” f>%:

f= fSN + f>N (J.5)
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con

— Z fk(I) eik~<,0 ’ f>N _ Z fk(I) eik-cp , (J6)

[k|<N |k|l<N

allora la parte ultravioletta ¢ esponenzialmente piccola in N. Precisamente:

LEMMA 53 Se f ¢ analitica e limitata nel dominio D,, allora le singole componenti di Fourier f(I)
sono stimate per ogni I da

fe(D] < |1 llgeMee (J.7)
corrispondentemente la parte ultravioletta f>N & stimata da
_1
1F7N, < Cemtee | f]l, (J.8)
ove || .|| denota la sup—norma, con a pedice [’estensione complessa del dominio su cui la norma é

calcolata, mentre C é una opportuna costante dipendente da n.

DimosTRAZIONE. Dall’espressione dei coefficienti di Fourier

27 27r )
(I,p) e ™ ¢ dpy - depy ,

alzando il cammino di integrazione del j—esimo angolo ¢; a Imy; = 4p,, con segno opposto al
segno di k, si ottiene

. 21 271' . "
/ . — ! / /
D = G / I,¢ +igy) e Moo e ¥'dy) - dy,

con cammino di integrazione reale (come sempre, i tratti verticali in 0 e in 27 si compensano). La
(J.7) & immediata.

Dalla definizione (J.6) di f>V si trova allora subito, per ogni ¢ con ¢} < o; e 0, < 04,

—|k E|o]
17 Mg < 30 I fllpeHles elties

|k|>N
< £l Z 2" M(m,n) e~ ee=el)
m>N
ove M(m,n) denota il numero di n-ple (k1,...,kn) con i k; > 0 tali che Zj k; = m (il fattore 2"

tiene conto ad abbondanza dei k; < 0). Per il coefficiente M (m, n) si trova immediatamente la stima
M(m,n) < (m+1)""1 (fissati ad arbitrio i primi n—1 dei k; tra 0 e m I'ultimo ha al pitt un valore);
il valore esatto, un po’ migliore, risulta essere il binomiale (mt:_l). Si adopera (per esempio) meta
dell’esponenziale per compensare la potenza (cioe si usa il fatto che M (m, n)eféN(é’w*g:«)) e limitato)
giungendo a

177Nl < CesNee

la (J.8) € questa espressione scritta, per semplicita, con ¢ = %Q. 0

L'utilizzo del lemma & elementare: se prendiamo N tale che e 2N/4 = ¢ cioe N(g) =
(4/0,)loge™! (non c’¢ bisogno che N sia intero), allora la parte ultravioletta della perturbazione,
pur avendo un solo ¢ a fattore, ¢ gia piccola come €2, e non c¢’e bisogno di lavorarci sopra. In questo
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modo si riduce il problema, in buona sostanza, al caso visto sopra di uno sviluppo di Fourier finito:
a meno della complicazione (sottile, insidiosa) che diminuendo ¢ si alza N e compaiono nuove armo-
niche, per cui dove sembrava esserci, poniamo, una risonanza di un certo ordine d, rimpicciolendo
€ puo comparire una risonanza di ordine piu elevato. Non entreremo qui in questo problema.

E. Oltre la quasi convessita.  La quasi convessita e solo la piu semplice delle proprieta che condu-
cono al confinamento delle azioni nel piano di scivolamento rapido. Come ha mostrato Nekhoroshev,
la quasi convessita puo essere sostituita da una condizione molto pit generale (e generica, in un
senso opportuno) chiamata da lui steepness (ripidita?), seppure a prezzo di un confinamento peg-
giore. Ad esempio, un indebolimento possibile della quasi convessita, che a sua volta € un caso
particolare di steepness, € la “non degenerazione del 3—jet”:

WMo =20

W'vv =0 = v=0;

KW'"vvv = 0
ma 'ulteriore indebolimento alla non degenerazione del 4—jet invece non funziona, e questo fa
comprendere quanto sia delicata la materia. Non ci addentreremo ulteriormente in quest’argomento,
rinunciando anche a dare anche la definizione, assai complessa, di steepness. E’ un argomento ancora
non del tutto capito e oggetto oggi di ricerca.



