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Premessa

Le presenti note sono basate sulle lezioni di Meccanica Razionale da me tenute
negli anni accademici 1994-95, 1995-96, 1996-97 agli studenti del corso di laurea
in Matematica a L’Aquila. Esse non hanno la pretesa di costituire una trattazione
esauriente della Meccanica Classica, ma piuttosto di fornire allo studente un filo
conduttore nella preparazione dell’esame di Meccanica Razionale. E tuttavia op-
portuno che lo studente si riferisca anche ad uno dei tanti manuali di Meccanica
esistenti per approfondire ed ampliare la discussione delle questioni qui trattate,
ad esempio quelli menzionati in Bibliografia. Indispensabile per la comprensione
del soggetto poi ¢ la risoluzione di esercizi di Meccanica, dei quali esistono ampie
raccolte.

Alcuni capitoli di queste note, come il secondo e ’appendice, coprono argomenti
di Analisi Matematica che non sono usualmente noti agli studenti del corso di
laurea in Matematica all’inizio del secondo anno, essendo parte del programma
del secondo corso di Analisi Matematica. Gli ultimi due capitoli sono una rapida
introduzione ai concetti preliminari della Dinamica dei Fluidi. Essi non fanno
parte al momento del programma di Meccanica Razionale, ma piuttosto di quello
di un corso successivo.

Ringrazio i colleghi Alessandra Celletti, Giorgio Fusco, Errico Presutti e Mario
Pulvirenti e gli studenti che hanno usato queste note, per avermi offerto utili
suggerimenti e segnalato sviste ed errori nelle precedenti versioni. Naturalmente,
gli errori residui sono esclusivamente di mia responsabilita.

Settembre 1998

Raffaele Esposito



1. Assiomi della Meccanica

Le osservazioni empiriche che stanno alla base della Meccanica sono riassunte
negli assiomi che verranno esposti in questo capitolo. La restante parte di que-
ste note non fara alcun riferimento ai dati empirici: tutte le conclusioni saranno
ottenute per via deduttiva dagli assiomi.

La nozione di evento & assunta come primitiva. Di ogni evento & possibile, da
parte di un osservatore una localizzazione spaziale ed una temporale. L’insieme di
tutti gli eventi si denotera con M ed il generico evento con e € M.

1.1 Tempo.
Ad ogni evento e possibile associare un numero reale tramite un’applicazione

T: M-—>R.

t = 7 (e) si interpreta come il tempo al quale avviene 'evento e. L’applicazione T
consente di stabilire un ordinamento degli eventi:

“e precede €'” se e solo se T(e) < T (¢€)

e

‘e & simultaneo ad €'” se e solo se T (e) = T (€').

In Meccanica Classica (contrapposta alla Meccanica Relativistica) si assume
che su tali affermazioni tutti gli osservatori concordino.

L’applicazione 7 ¢ detta orologio. Essa € in larga misura arbitraria e puo
essere modificata in qualsiasi altra 7, a patto che la relazione d’ordine sia pre-
servata. La specificazione di un orologio e parte integrante della caratterizzazione
dell’osservatore.

1.2 Spazio.

La localizzazione spaziale richiede preliminarmente il richiamo di alcune defi-
nizioni elementari di carattere geometrico, che fornira ’occasione per fissare le
notazioni.

Notazioni.

Sia V,, uno spazio vettoriale ad n dimensioni su R. Con {es,...,e,} (o, in
forma abbreviata {e;}), denoteremo una base di V,,. Per ogni vettore v € V,,, con
(v1,...v,) € R™ denoteremo le componenti di v nella base {e;}, in modo che

n
v = E V€.
i=1
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Sia {e) } un’altra base di V,,, con e) avente componenti A; ; nella base {e;}, e cioe
k ) k p ,

n
/ 2 :
6k = Ai’kei.
=1

Le componenti di v € V,, rispetto alla base {e}.} si denotano con (v{,...v),) € R"
e la relazione tra tali componenti e le componenti (vy, ... v,) di v rispetto alla base

fei} e
V; = ZAi)k’U;. (1.1)
k=1

Infatti
n n n n n n
!/ ! /
g VL€ = g vy, g A e = g e; g A gy, = g v;i€;
k=1 k=1 =1 i=1 k=1 i=1

e pertanto la (1.1). La matrice non singolare A = {A;;} & detta matrice del
cambiamento di base.

Definizione 1.1 (Prodotto Scalare): Si dice prodotto scalare (euclideo) su V,
un’applicazione
p: V,xV,—->R,

tale che

o(u,v) = p(v,u), Yu,v € V,,
olagug + agug, v) = arp(ug, v) + asp(ug,v) Yuy,us,v € V, e Vag,as € R,
elu,u) >0 VueV,, eplu,u)=0se e solose u=0.

Vale inoltre, in conseguenza delle precedenti assunzioni, la legge di annullamento
del prodotto:
o(u,v) =0 Vv eV, implica u = 0.

Infatti, se ¢(u,v) = 0 per ogni v € V,, in particolare, cid & vero per v = wu.
Pertanto ¢(u,u) = 0 e questo implica u = 0 per la terza proprieta del prodotto
scalare.

Se il prodotto scalare € fissato una volta per tutte, per ogni coppia di vettori u,
v di V,, denoteremo il prodotto scalare tra v e v con uno dei simboli u - v oppure

(u,v).

Definizione 1.2 (Norma) Si dice norma di u un’applicazione
v: V, - RT

2



tale che
Y(au) = |ajp(u) YaeReVueV,,

Y(ur +uz) < (ur) +¥(uz) Vur,up € Vi,
P(u) >0 YueV,, ey(u)=0seesoloseu=0.

Quando la norma v & fissata la si denota semplicemente con
P(u) = ||ul].
Se su V,, e definito un prodotto scalare, la funzione
D) = |[ul| = (u,u)'/? (1.2)

¢ una norma. Per mostrarlo basta controllare la seconda proprieta delle norme. A
tal fine occorre dimostrare la fondamentale

Disuguaglianza di Schwartz:
|(u, )] < JJul|{[v]]- (1.3)
Dim: Poiché (Au —v) - (Au —v) > 0 per ogni A € R, deve essere
N2l[all? = 27(u,v) + [Jo]? > 0. (1.4)

Il discriminante di tale binomio di secondo grado in A &

A
7 = @) = [l

Esso deve essere non positivo perché (1.4) sia verificata YA € R. In conseguenza
(w,0)? = [[ul *[[o]|* < 0.

Estraendo la radice quadrata segue la (1.3). O
In conseguenza, si ha

[l +ua|? = (ur +uz, ur + uz) = (ur, ) + (uz, uz) + 2(ur, us)
< Ml + [z * + 2 ua]] luz|| = (Jua]| + [[uz]])?
e pertanto vale il secondo assioma della norma.
La norma ||u|| definita da (1.2) si dice norma indotta dal prodotto scalare. Nel

seguito, salvo avviso contrario, la norma considerata sara sempre quella indotta
dal prodotto scalare. Diremo anche lunghezza del vettore u la sua norma.
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Poiché (1.3) comporta
|u- vl
ul[llol] =

esiste un angolo ¢ tale che

w-v = ||ull[[v]] cos p.

Definizione 1.3 L’angolo ¢ determinato dalla precedente relazione si dice angolo
tra 1+ vettort u e v.

Diremo che due vettori u, v di V,, sono ortogonali se |p| = /2 e cioe se
(u,v) = 0.

Due vettori si dicono invece paralleli quanto risulta ¢ = 0(mod 7). In tal caso
|cos | =1 e la disuguaglianza di Schwartz & soddisfatta come uguaglianza.

E facile controllare che due vettori u e v sono paralleli se e solo se esiste A € R
tale che u = Av.
Difatti, se cio fosse falso, per ogni A € R sarebbe non nullo z = Au — v e quindi
A|ul]? = 2 u - v + ||[v]|* = ||z]|* > 0 per ogni A € R. Pertanto A < 0, mentre &
A = 0 per ipotesi. O

Diremo che la base {e;} & ortonormale se per ogni i,5 =1,...,n

(€ire5) = dij

ove d; i ¢ il simbolo di Kroeneker, definito da

5 — 1, sei=j
Y10, sed# g

L’esistenza di basi ortonormali & assicurata dal fatto che da una base qualunque
si puo sempre costruire una base ortonormale mediante il procedimento di ortonor-
malizzazione di Gram-Schmidt. Difatti, se {z;}?_; & una base non ortonormale, le
formule ricorsive

hn
=, €= 77
[yl
i—1 yi
Yi = Tj — ej(xi-ej), €;, = || Z||, i:27...,n,
= Yi

definiscono una base ortonormale.

Se {e;} & una base ortonormale, il calcolo delle componenti di un vettore v
rispetto ad essa e semplificato dalla relazione

Vi = U - €.
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Se le basi {e; } ed {e}.} sono entrambe ortonormali, la matrice del cambiamento
di base A; ;, € ortogonale, € cioe una matrice tale che

ATA = 1. (1.5)

ove I denota la matrice identita di componenti II; , = J; . Equivalentemente,
una matrice & ortogonale se e solo se

A7t = AT, (1.6)
Infatti, si ha

n n
! /
(Sk’g =€, -€ = g E Ai,kAj,zei c€j =

i=1 j=1

= Z Z AikDj iy = Z AikNie = Z A7 A g,
i=1 i=1

i=1 j=1
che non ¢ altro che (1.5) scritta per componenti.

Se u; e v; sono le componenti di u e v in una base {e;}, allora

n
Uu-v= E U;Vj€4 - €j.

4,J=1

Se la base {e;} & ortonormale, allora

n
u-v= E U; V5.
i=1
In particolare
n
2 _ 2
[ul =i,
i=1
Quando non vi sia possibilita di equivoco, in luogo della notazione ||ul| si usa la

notazione |u|. Pertanto il simbolo | - |, riferito ad un vettore u avente componenti
u; in una base ortonormale, ha il significato di

n
Jul = | Y_ui
i=1

1/2

Una successione {’LL@}(E.;l di elementi di V,, converge ad u € V,, se

lim ||ug — ul| = 0.
£—o00
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Sia s — u(s) una funzione della variabile reale s a valori in V.

Definizione 1.4: Il vettore

du(s) . u(s+ h) — u(s)

1m
ds h—0 h

si dice vettore derivato di u(s). Esso e il vettore che ha per componenti nella
base {e;} le derivate delle componenti di u(s). La funzione vettoriale s — u(s) &
differenziabile se tali sono le relative componenti in una qualsiasi base.

Siano s — u(s) e s — v(s) due funzioni differenziabili. E facile controllare a
partire dalle proprieta del prodotto scalare, oppure dalla sua espressione in termini
delle componenti in una base, che

d ~ du(s) dv(s)
Z5lu(s) - u(s)] = == v(s) +u(s) - — =,

Nel seguito utilizzeremo spesso la nozione di prodotto wvettoriale. In questa
definizione si suppone la dimensione dello spazio vettoriale n = 3, non avendo essa
senso per n > 3.

Sia n = 3. Si introduce il simbolo di Levi-Civita €; ;1. definito come

1, sei,j, ke una permutazione pari di 1,2, 3,
€ijk =14 —1, sei,j,k e una permutazione dispari di 1,2, 3,
0, altrimenti.

Ricordando la definizione di determinante di una matrice, € immediato controllare
che, se A & una matrice 3 x 3, risulta

3
Z Ei,j,kAi,ZAj,mAk,n = E€¢,m,n det A. (17)
i,5,k=1

Definizione 1.5 (Prodotto Vettoriale): Siano u e v due vettori in V3 di compo-
nenti u; e v; nella base ortonormale {e;}. Si definisce prodotto vettoriale di u e v
e si denota con u A v il vettore di componenti in {e;} date da

3
w; = (u A U)i = E €i,7,kUj VL,
J.k=1

0, piu esplicitamente
w1 = (U A V)] = ugvs — U3V,
Wo = (u AN U)Q = U3v1 — uU1v3, (18)

wz = (U A V)3 = U2 — UVy.
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Non ¢ evidente che la definizione 1.5 sia ben posta. L’interpretazione della
terna (w1, we,ws) come le componenti di un vettore nella base {e;} richiede una
discussione: occorre infatti controllare che la definizione precedente non dipende
dalla base prescelta. In altri termini, se u) e v} sono le componenti dei vettori u
e v nella base ortonormale {e}}, occorre che la terna (w},ws, w}) sia legata alla
terna (wq, we, ws) dalle relazioni tra le componenti di un vettore in due basi. Dalla
(1.7) segue immediatamente la relazione

3
w; = det A E A pwy,. (1.9)
k=1
Infatti
3 3
/i
w; = E €5,k UiV = E €5,k N1 Mk m WV,
k=1 Jklm=1

3
Wi T
= Y engrliiAemuiv, An AL
g,k l,m,n,s=1
3
Ai,s

3
/!
uivh, Y EngkhjiArmAns

1 n,jk,=1

w
Il
_

L

3 3
> A U, s tm det A = det A A; ).
s=1 L,

=1 s=1

3

Ora, se A ¢ una matrice ortogonale, risulta in generale
det A = +1,
in quanto, dalla definizione di matrice ortogonale si ha

1=det ATA = det AT det A = (det A)2.
Pertanto la relazione (1.1) tra le componenti di w nelle due basi ¢ violata se
det A = —1. Per poter interpretare w come un vettore procediamo come segue:
dividiamo le basi ortonormali dello spazio vettoriale F5 in due classi di equivalenza:
quella delle basi tali che il corrispondente determinante della matrice di trasfor-
mazione & positivo, che diremo orientate concordemente alla base {e;}, e quella
delle basi tali che il corrispondente determinante della matrice di trasformazione e
negativo, che diremo orientate discordemente alla base {e;}. La suddetta relazione
di equivalenza tra le basi definisce pertanto un orientamento. Restringendoci a
una qualsiasi delle due classi suddette la definizione di prodotto vettoriale risulta
ben posta in quanto tutti i cambiamenti di base all’interno della stessa classe hanno
determinante positivo. Nel seguito conveniamo di utilizzare una sola di tali classi.
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La scelta e del tutto arbitraria e ci atterremo alla cosiddetta regola della mano
sinistra che consiste nel fissare una base ortonormale {ej,es,e3} in modo che,
disposti il pollice, il medio e I'indice della mano sinistra in tre direzioni ortogonali, il
vettore e sia diretto secondo il pollice, il vettore es secondo il medio ed il vettore e3
secondo l'indice (a meno di una permutazione ciclica). Tutte le altre basi ortogonali
orientate concordemente a questa sono membri dello stesso orientamento che sara
detto levogiro.

Notiamo che la riflessione di un asse, ad esempio dell’asse eq, cioe¢ il cambio
di base {ey,ea,e3} — {—e1,ea,e3} altera l'orientamento in quanto trasforma una
base levogira in una base destrogira, cioe soddisfacente la regola della mano destra.
La riflessione simultanea di due assi invece non altera 1’ orientamento.

A & )

indice

€

Qo\\'\oe o’eO}b

€ © €

I vettori che si trasformano secondo la (1.9) e che quindi non sono invarianti
per riflessione di un asse, si dicono anche vettori assiali. Oltre a tutti i prodotti
vettoriali, un esempio importante di vettore assiale in Meccanica & fornito dalla
velocita angolare, che sara definita pit avanti.

Dalle (1.8) seguono le seguenti proprieta del prodotto vettoriale:
1) uAv=—-vAu, YuvéeVs.
2) (>\1U1 + )\2U2) AV =Aug Av+ daug Av, Yup,us,v € Ez e VA, Ay € R,
3) uAv=0seu=0 oppure v =0 oppure esiste A € R tale che u = Av.
La norma di u A v e pari all’area del parallelogramma generato da v e v. In

particolare risulta
lu A v = [uf |v] [sin].

Siano s — u(s) e s — v(s) due funzioni differenziabili. Dalle proprieta del
prodotto vettoriale segue immediatamente che
_ du(s)

[u(s) Av(s)] = T Av(s)+u(s) A

d

d dv(s)
ds '

ds




Dati u, v e w in V3, il prodotto misto & definito come

v/\w E €45,k UiVj W .
1,j,k=1

Dalla sua espressione segue immediatamente che esso coincide con il determinante
della matrice 3x 3 avente sulla prima riga le componenti del vettore u, sulla seconda
quelle del vettore v e sulla terza quelle di w. Ne consegue che esso € invariante
per permutazioni cicliche. Inoltre il suo valore assoluto coincide con il volume del
parallelepipedo avente i vettori u, v e w come spigoli. Infine esso & nullo se i tre
vettori sono linearmente dipendenti. Quindi

u A v e ortogonale ad u e v.

Il vettore u A (v A w) si dice doppio prodotto vettoriale. Vale I'identita

ulN(vAw)=(u-w)v— (u-v)w. (1.10)
Infatti, risulta ad esempio

(A (0 Aw)),
= U2(111w2 - 1121111) - u3(®3w1 - U1w3)
= (ugws + uzws)vy — (U202 + uzvz)ws

= (ugwz + uzws)v1 + urwivr — (Ugv2 + UzV3 )W — UIVIW]
= (urw1 + ugwz + uzws)vy — (u1v1 + Uz + uzvs)wy
= (

w-w)vy — (u-v)w;

Osservazione I: In generale si ha u A (v Aw) # (u Av) Aw.

Osservazione 2: 11 doppio prodotto vettoriale ¢ invariante per riflessioni. Questo
¢ un caso particolare del fatto che, se u & un vettore (cio¢ le componenti si tra-
sformano secondo (1.1)) e w un vettore assiale (cioe¢ le componenti si trasformano
secondo (1.9)) allora u A w & un vettore le cui componenti si trasformano secondo
(1.1).

Spazio puntuale Euclideo.

Definizione 1.6 (Spazio puntuale euclideo):

Sia V,, uno spazio vettoriale ad n dimensioni su R, munito di prodotto scalare.
Un insieme E,, si dice spazio puntuale euclideo ad n dimensioni su V,, ed il suo
generico elemento P si dice punto, se esiste una applicazione da E,, x E, in V,,, il
cui valore su una coppia (P, Q) € E,, X E,, si denotera con P

(P,Q) €E, xE, — PQ €V,
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per la quale valgono le seguenti proprieta:

1) PQ =-QP, VYP,Q€E,

2) PQ +QR=PR, VYP,Q,R€E,

3) VQ € E,, e Vu eV, 3P € E, tale che u = ]@; P & unico.

Il vettore w e detto segmento da P a Q. A volte si usa la notazione Cﬁ’ =
P—Q. Se Cﬁﬁ = u allora si scrive anche P = Q + u.

Si dice retta passante per P e @ l'insieme r dei punti R € E,, tale che PR &
parallelo a @ Se m = u, allora, con la precedente notazione,

r={P+Xu\€eR}.

r & anche detta retta per il punto P parallela al vettore u.
Si dice distanza tra P e @ la norma del vettore @:

d(P,Q) = ||PQ||.
Si dice distanza tra il punto S e la retta r il numero

d(S,r) = ot (S, Q).

Si dice piano per i tre punti non allineati P, @), S I'insieme 7w dei punti R € E,
tali che PR & combinazione lineare di m e PS, cioe esistono A, u € R tali che

PR = \PQ + uPS.
Posto u = ]@ ev=DPSsiha quindi
m={P+ A u+ pv,\,p € R}.

m si dice anche piano passante per il punto P, generato dai vettori u e v.

Fissato un punto O € E, ed una base {¢;} in V,,, ad ogni punto P € E, si
puo associare un’n-pla (z1,...,2,) € R™ nel modo seguente. Se z = O—I—S, I'n-
pla (z1,...,2,) & data dalle componenti di z nella base {e;}. Si ha pertanto
OP = >, wie;, ovvero, con la notazione precedente

P = O—|—zn:xiei.

i=1

Definizione 1.7: Una coppia R = {O,{e;}} costituita da un punto O € E,
e da una base in V,, viene detta riferimento di E,,. Il punto O e detto origine

10



del riferimento R. Le componenti z; del vettore OP nella base {e;} si dicono
coordinate del punto P nel riferimento R.

La retta per O parallela a e; si dice i-esimo asse coordinato.

Il piano per O parallelo ad e; ed e; con i # j si dice piano coordinato (i, 7).

Se la base {e;} & ortonormale, il riferimento {O, {e;}} & detto a sua volta orto-
normale.

Sia R’ = {0, {e},}} & un altro riferimento. La relazione tra le coordinate di P
nei due sistemi di riferimento si ottiene come segue:

OP =00 + 0P,

e cioe

n n , n n , n n

o o
E Tie; = E ZCE De; + E xhe) = g ZCE Dei + g ), g A; kei,
i—1 i=1 k=1 i=1 =1 =1

mgol) essendo le coordinate del punto O’ nel riferimento {O, {e;}}. Pertanto

i =2\ + 3 Aiph. (1.11)
k=1

In particolare, se sia R che R’ sono riferimenti ortogonali, la matrice A & orto-
gonale.
Nota Bene: Nel seguito ci limiteremo a considerare riferimenti ortogonali.

Struttura dello spazio fisico.

E ora possibile esprimere ’assunzione della Meccanica Classica sulla localizza-
zione spaziali degli eventi. Essa racchiude I’esperienza comune sulle proprieta dello
spazio fisico e consiste nell’affermare che
Ad ogni evento e € M ¢ possibile associare in modo unico un punto P di uno
spazio puntuale euclideo di dimensione 3, Es.

In conseguenza l'osservatore di un evento e € M, dopo aver fissato un rife-
rimento R = {O,{e;}} in E3, ad ogni evento associa una terna di numeri reali
(1,2, x3) rappresentanti le coordinate del punto P in R ove l’evento e & localiz-
zato ed il numero ¢t = 7 (e) indicato dal suo orologio. Intenderemo pertanto, con
abuso di linguaggio, per riferimento in M l'insieme {R, 7 }, che spesso si denotera
semplicemente con R, sottintendendo in tal modo lo specifico orologio usato.

1.3 Punto materiale o particella.
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La Meccanica studia il moto dei corpi. In generale un corpo ¢ caratterizzato da
varie proprieta geometriche che ne definiscono la forma e le dimensioni. Tuttavia
un’utile schematizzazione ¢ spesso quella di trascurare tali proprieta, in quanto ad
esempio il corpo sia troppo lontano per determinarle, ovvero esse siano irrilevanti,
nell’approssimazione considerata, per la determinazione del suo comportamento.
Nasce cosi la nozione di punto materiale o particella, che verra considerato come
un concetto primitivo al pari della nozione di evento.

Avendo deciso di ignorare la forma e le dimensioni di un punto materiale, esso
risultera caratterizzato, dal punto di vista geometrico, soltanto dalla sua posizione
nello spazio fisico. Gli eventi studiati in Meccanica del punto materiale sono quelli
che corrispondono al fatto che il punto materiale occupi una specifica posizione
P € E3 ad uno specifico tempo ¢ determinato dall’orologio 7  dell’osservatore
associato ad un riferimento R in E3.

La terna di numeri (1, x2, 3) associata a P tramite il riferimento R si denotera
con x € R3 e si dira posizione del punto materiale rispetto al riferimento R.

Un moto di un punto materiale ¢ una funzione t € (a,b) — P(t) che ad ogni
tempo ¢ in un intervallo (a,b) associa la posizione P(t) € E3 occupata dal punto
al tempo t.

Per ogni riferimento R, detta z(t) la posizione del punto materiale al tempo
t rispetto al riferimento R, si assumera che la funzione t € (a,b) — z(t) sia
differenziabile due volte con derivate seconde continue in (a,b), o pid brevemente
sia in C%(a, b).

La curva di Es, v = {P(¢),t € (a,b)} si dice traiettoria del punto materiale.
Quando sia fissato il riferimento R, si dird traiettoria rispetto a R la curva di R3,
R = {x(t).t € (a,b)}.

Definizione 1.8: Fissato un riferimento R ed un moto di un punto materiale,
t — P(t) si dice velocita del punto materiale rispetto al riferimento R al tempo ¢,
il vettore di componenti nella base {e;}

v = Jim ZEED Z2iE),
h—0 h

Il numero v; si dice i-sima componente della velocita. L’applicazione t — v(t)
con v(t) velocita al tempo ¢ rispetto al riferimento R si dice funzione velocitd. Con
abuso di notazione si denota con v anche la terna (v, ve,v3) € R3 costituita dalle
componenti di v in R.

Spesso in luogo di v si usa la notazione &. Pit in generale, la derivata di una
funzione del tempo t — ¢(t) viene spesso indicata con g.

v(t) & tangente a yg in x(¢).

La quantita |v] = \/v? + vZ + v3 si dice velocita scalare.
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Definizione 1.8: Si dice accelerazione al tempo t rispetto a R il vettore

= Lig L&) —v(t)
h—0 h

Il numero a;(t), componente di a nella base {e;} si dice i-sima componente
dell’accelerazione. L’applicazione t — a(t) con a(t) accelerazione al tempo ¢ ri-
spetto al riferimento R si dice funzione accelerazione. Spesso in luogo di a si usa
la notazione #. Le suddette derivate esistono continue per lipotesi t — x(t) €
C?(a,b).

Un moto ¢t — P(t) si dice rettilineo uniforme rispetto ad R se a(t) = 0 per ogni
t. In particolare cio significa che v(t) & costante. In un moto rettilineo uniforme
di velocita v, la legge oraria e data da

z(t) = 2% + vt,
con z¥ coordinate di PP, la posizione occupata dal punto al tempo t = 0. In
componenti,
T = :c(l) +vit, T2 = a:g + v9t, x3= :cg + vst.

Quindi la traiettoria ¢ la retta per P° parallela a v. Inoltre la velocita scalare &
costante. Pertanto un moto rettilineo uniforme & un moto che avviene su una retta
con velocita scalare costante, e il punto percorre distanze uguali in tempi uguali.

Un moto t — P(t) si dice circolare uniforme se la traiettoria ¢ una circonfe-
renza e archi uguali sono percorsi in tempi uguali. Supponendo, senza perdita di
generalita, che il centro della circonferenza sia 'origine O del riferimento e che la
circonferenza sia contenuta nel piano (1,2), le coordinate del punto variano nel
tempo secondo la legge

x1 = Rcos(wt + ¢°), x5 = Rsin(wt + ¢Y), 23 =0,

dove R ¢ il raggio della circonferenza e ¢° I’angolo al tempo ¢ = 0. L’angolo ¢(t)
al tempo t ¢ dato da

B(t) = wt + ¢°.

Detto T il tempo necessario per percorrere un intero giro, la costante w pari a
27 /T si dice pulsazione del moto circolare uniforme oppure wvelocita angolare in
quanto essa rappresenta I’angolo percorso nel tempo unitario.

La velocita del moto circolare uniforme e data da

v] = —wRsin(wt + ¢°) = —wwy, vy = wRcos(wt + ¢°) = wxy, w3 = 0.
L’accelerazione € data da
a1 = —w?Rcos(wt 4+ ¢°) = —w?z1, az = —w?Rsin(wt + ¢°) = —w?xs, a3z =0.

13



Si puo notare che Iaccelerazione e diretta secondo la normale alla circonferenza,
verso I'interno della circonferenza (accelerazione centripeta) e con modulo a = w?R
costante nel tempo e proporzionale al quadrato della velocita angolare e al raggio
del cerchio.

Sia P’(t) il punto proiezione di P(¢) sull’asse e;. Il moto ¢ — P’(¢) di tale proie-
zione e detto moto armonico di pulsazione w. La componente a; dell’accelerazione
¢ 'unica non nulla. Essa ¢ data da

i = —wxy. (1.12)
L’equazione (1.12) prende il nome di equazione del moto armonico.
1.4 Cambiamenti di riferimento:

Le definizioni precedenti dipendono dalla scelta del riferimento e dell’orologio.
In un riferimento R’ dotato di un orologio 7’ il moto sara descritto da una funzione
t'— 2/ (t'), e v'(t'), a’ (') saranno definite in modo analogo, come derivate rispetto
alla variabile temporale t. Si pone pertanto il problema della relazione tra le
misure delle quantita cinematiche fatte dagli osservatori R e R’. Poiché l'origine
O’ ed i vettori di base {e},} di R’ non sono in generale fissi rispetto ad R, la (1.11)

si scrivera:
3

v =2\ (1) + 3 Ay s(t)h

k=1

Il moto t — P(t) & descritto nei due sistemi rispettivamente da t — z(t) e ' —
2’ ('), dove la relazione tra t e t’ & data dalla funzione monotona crescente t — t'(t),
che si assumera derivabile con derivata positiva. Per ogni ¢ risulta

3

zi(t) = 27 (1) + 37 Ay () (£ (1)) (1.13)

k=1
Differenziando rispetto a t e ricordando le definizioni di v e v/, si ha

3 3

vi(t) = 0 (0) + Y A (0) + Y Air Bk () (1)

k=1 k=1

Le quantita
3
of =il + 3 Atk (t (1)
k=1

sono le componenti in {e; } del vettore v che viene detto velocitd di trascinamento
di R’ rispetto ad R. Essa puo interpretarsi come la velocita al tempo ¢ di un punto
che a tale istante € a riposo rispetto al riferimento R’ nel punto z’(¢).
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Le quantita
3
o =Y k() (t (1)) (1.14)

sono le componenti in {e;} del vettore v" che viene detto velocitd relativa del moto
t — P(t) rispetto al riferimento R’. Si ha pertanto

v=v" + 0" (t), (1.15)

che si riduce a
v=2ov" +v" (1.16)

nel caso particolare che gli orologi siano tali che #(t) = 1.
Una espressione pit esplicita di v™ si ottiene come segue: dalla (1.13) si ottiene

() =3 A O)[z;(8) — 2477 (1),

Jj=1

che, sostituita nell’espressione di v” da

of = i{)(t) + D Aijla(t) - #27(1)],

con

La matrice A = A(t)A~! & antisimmetrica, ciod
AT = —A.
Questa & conseguenza dell’ortogonalita della matrice A(t) che comporta
AAT (1) = T,

differenziando la quale si ottiene

A)AT () + A@)AT (t) = 0. (1.17)
Ricordando che AT(t) = A=1(¢), il primo termine si riduce ad A(t). D’altra parte,

AT () = [AGA @] = [AQAT O] = AAT ().
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Pertanto il secondo termine in (1.17) ¢ AT (¢) e si & quindi ottenuto A + AT =0,
come affermato.

Ad una matrice antisimmetrica 3 x 3, A, pud sempre associarsi una terna w € R3
di componenti w; secondo la seguente regola. Ricordando la definizione di simbolo
di Levi-Civita, si pone

3
1
wi=—3 > cigk A
7,k=1

Si ha
3
Aij == cijrwr
=1
Piu esplicitamente,
Arp=—-As1 = —ws3, Ayg=—-Ass=—-wi, Az1=—-A13=—ws.

E immediato verificare che w & un vettore assiale, e cioe le sue componenti si
trasformano secondo la (1.9) in un cambiamento di base.

In conseguenza della definizione di w, le componenti della velocita di trascina-
mento possono scriversi

3

r . (O’ o’

of =@ )+ Y e galrit) — 28 Own(t).
j,k=1

Poiché [z;(t) — x§»o/)(t)] sono le componenti del vettore O’ P(t) nella base {e;},
mentre a'c(o/)(t) sono le componenti della velocita di O rispetto al riferimento R,

si ha: , N
v" =09 +wAO'P (1.18)

Il vettore w ¢ denominato velocita angolare di R’ rispetto a R.

Per giustificare tale denominazione, si consideri il caso particolare in cui O’
rimane costantemente sovrapposto ad O. Sia inoltre w = (0,0, ws). Un punto P a
riposo nel riferimento R’ ha la seguente legge oraria in R:

z1(t) = Reos(wst + @), w2(t) = Rsin(wst + ¢), x3 = 23,

dove

0
R =[(a9)? + (a9)’]"/?, tan¢ = %

e 20 = (29,29, 23) sono le coordinate di P rispetto ad R al tempo ¢t = 0. Pertanto
il punto P si muove di moto circolare uniforme con velocita angolare ws. Se w non
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¢ parallelo al vettore di base es, la stessa descrizione del moto e valida nei piani
ortogonali ad w.

In modo analogo si ottiene la relazione tra le accelerazioni nei due riferimenti.
A tal fine basta differenziare due volte la (1.13). Si ottiene cosi:

3

t)+ Y Rin(t)ai (' ()],

k=1

A

Q

>
P

in {e;}, dell’accelerazione di trascinamento, a”, il terzo rappresenta, a meno del
fattore (#'(t))? le componenti,

3
aj = Aik(t)al (' (1)), (1.19)
k=1

in {e;}, dell’accelerazione relativa al riferimento R’, a”, mentre il secondo rappre-
senta le componenti,

3

af =23 Ay (' ()i (1) + 3 Mty (' (D) (8),
k=1

k=1

in {e;}, dell’accelerazione complementare o di Coriolis, a®.
In definitiva )
a=a" +a+a"(t'(t)? (1.20)

che si riduce a
a=a" +a°+a" (1.21)

se t/(t) = 1.
Si noti che I'accelerazione di trascinamento ¢ definita (in analogia alla velocita
di trascinamento) come P’accelerazione rispetto a R di un punto materiale a riposo
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rispetto a R’, che si trova in P al tempo t. In particolare, come si vede dalle
espressioni esplicite, a” # 07.

Un’espressione piu significativa per a® si ottiene procedendo come fatto in pre-
cedenza per la velocita di trascinamento. Il risultato e:

a® = 2w AUt (t) + 0" (t). (1.22)
Nel caso particolare che la relazione tra i due orologi sia tale che ' = 1, questa si

riduce a
a®=2wA".

Per ottenere un’espressione pid utile per a” occorre effettuare qualche calcolo.
Differenziando ’equazione che definisce A; ;, si ha

3 3 .
Ay = Z Ay + Z A k(A1) 5.
k=1 k=1
Differenziando 'identita Zz=1 ALhA}:’E. = 0g,j, si ottiene
> A+ Apn(A T =0.
h=1 h=1

Moltiplicando per A,;} e sommando su /¢, si ha pertanto:
3
AT —1; -1
(A l)k,j == Z Ak,eAMAh,j’
£,h=1
che, sostituita nell espressione di A; ; fornisce

3 3

. .. 1 . 1 =

Ai,j = E Ai,kAk,j - E Aivak,ZAeahAh,j
k=1

k0 h=1
3 3
L
=D RikA =D AieAr
k=1 =1

Usando tale espressione nella definizione di a” si ha

3 3
af =50+ 3 A ()i (t) — 2SO+ Y Avedele () — (1)
j=1 2,5=1
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Ricordando che A; ; = — 22:1 €i,j,kwWr € quindi anche A” = — 22:1 €i,j,kWk, €
la definizione di prodotto vettoriale, detta a(©") Paccelerazione di O rispetto al
riferimento R, si ha

r_ (O | AAD 5
a"=a")+wANO'P+wA(wAO'P).

Usando 'identita (1.10) per il doppio prodotto vettoriale, risulta

— — —
WwAWAO'P)=(w-0OP)w— (w-w)O'P

Detta @Q la proiezione ortogonale di P sulla retta per O’ parallela a w, risulta

(w - W)w —(w- w)571_5 = —w%ﬁj

e pertanto
’ —_—
a” = a9 + o AO'P—w?QP. (1.23)
Esempio:
Sia v, = («,0,0) la velocitd relativa, costante, di un punto P che si trova

sull’asse €. Il suo moto rispetto al riferimento R’ ¢ quindi rettilineo uniforme,
con legge oraria
2 (t") = (zo + at’,0,0).

Sia il riferimento R con la stessa origine ed inizialmente gli stessi assi. Sia w =
(0,0, ws), per cui il moto del riferimento R rispetto a R’ & una rotazione intorno
all’asse eg, che resta fisso. Il moto del punto P rispetto al riferimento R ¢ quindi
dato da

(71,73, 73) = (2] coswst, —z) sinwst, 0)

ed ha velocita
v=1"+wAOP = (o coswst, —asinwst, 0) + (wsxe, —wsx1,0),
mentre 'accelerazione di P ¢ data da
a=a +2wAv +a".

Ma a" =0,
2w A V" = (w3ve, —wsv1,0) = (0, —wsa, 0)

a” = fwg(xl,xg,()).

Pertanto risulta a # 0, ed il moto non é rettilineo uniforme rispetto al riferimento
R.

19



1.5 Principio d’inerzia.

Gli assiomi fin qui presentati riguardano le proprieta dello spazio e del tempo.
Su essi sono poi basate alcune definizioni connesse con la descrizione del moto di
un punto materiale. La descrizione del moto di un punto materiale viene sovente
denominata Cinematica del punto materiale. La Meccanica piu in generale intende
studiare il moto dei punti materiali in relazione alle azioni che I’ambiente esercita
su di essi. Lo studio di tali relazioni € denominato Dinamica del punto materiale.
Il Principio d’inerzia € il primo degli assiomi della Dinamica. La sua formulazione
richiede preliminarmente alcune definizioni.

Definizione 1.9 (Punto materiale libero): Un punto materiale si dice libero se
non vi sono restrizioni a priori (vincoli) sui moti per esso possibili.

“Definizione” 1.10 (Punto materiale isolato): Un punto materiale si dice isolato
quando non subisce le influenze da parte dell’ambiente esterno.

Osservazione: La parola definizione € stata in questo caso messa tra virgolette
perché essa € in realtd ambigua in quanto non & ancora specificato come si de-
termina l'influenza dell’ambiente sul punto materiale. Questo sara parte di un
assioma successivo, sicché si potrebbe vedere in tale presentazione un circolo vi-
zioso. In realta la nozione di punto materiale isolato va interpretata come segue:
si presume che le interazioni tra i corpi siano tanto minori quanto maggiore ¢ la
distanza che li separa. Sara pertanto ragionevole considerare con buona approssi-
mazione isolato un punto materiale che si trovi molto lontano (al limite a distanza
infinita) da tutti gli altri corpi. Questo & il significato intuitivo della nozione di
punto materiale isolato, che converra considerare come primitiva per evitare circoli
viziosi.

Definizione 1.11 (Riferimento inerziale): Sia Z = {R,7 } un riferimento di Es
munito del suo orologio. Z si dice riferimento inerziale se il moto di ogni punto
materiale libero ed isolato e rispetto ad Z rettilineo ed uniforme.

Teorema 1.1: Sia T = {R, T} un riferimento inerziale. Sia T' = {R',T'} un
altro riferimento. I' ¢& inerziale se e solo se, dette w la velocita angolare e a”
Uaccelerazione di trascinamento di I' rispetto a Z e t'(t) la relazione tra gli orologi
T e T, risulta

am =0, w=0, t=0. (1.24)

Osservazione: Sinoti che quando (1.24)1)2 sono verificate, dall’espressione dell’ac-

celerazione di trascinamento segue che a©) =0e quindi la velocita dell’origine
O’ di R’ & costante. Inoltre da (1.24), e dalla definizione di w segue che A; ;, =
0 e quindi i vettori della base {e},} hanno componenti costanti nella base {e;}.
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Quando queste due condizioni sono verificate, si dice che il riferimento R’ ¢ in moto
traslatorio uniforme rispetto ad R. Infine (1.24), comporta che t'(t) = at + .
Quindi gli orologi differiscono al pit per un cambio delle unita di misura dei tempi
e per un cambio dell’origine dei tempi. Quando cio accade, non vi e perdita di
generalitd nell’assumere che § = 0 ed o = 1, e cioe ¢ = ¢. Il contenuto del
Teorema 1.1 puo quindi esprimersi nell’affermazione che i riferimenti inerziali sono
caratterizzati completamente dal fatto di essere in moto traslatorio uniforme 1'uno
rispetto all’altro e con orologi coincidenti (a meno di cambiamenti di scala e di
origine).

Dim.

La condizione sufficiente segue immediatamente dalle (1.24), che comportano
t' = a e v” costante per 'osservazione precedente. Quindi v” & costante in quanto
lo ¢ v e anche I’ ¢ inerziale.

Per provare la condizione necessaria, si supponga viceversa che Z' sia anch’esso
inerziale. Per un generico punto libero ed isolato risultano nulle tanto a che a”.
Da (1.21) consegue che deve essere anche

a” +a®=0.

In particolare, poiché il punto materiale € arbitrario, lo si supponga per il momento
a riposo rispetto a Z’, sicché v = 0. Ricordando l'espressione (1.22) di a®, ne
consegue che deve essere a® = 0 per tale moto. Quindi anche a” = 0. D’altra
parte a” non dipende da v", e cio prova (1.24),. Inoltre deve essere anche a® =0
per ogni moto e non solo per quello con v" = 0.

Sia ora v" # 0. Da quanto prima osservato, a® = 0. Ma i due addendi
nell’espressione di a® (1.22) sono tra loro ortogonali per le proprieta del prodotto
vettoriale; pertanto sono separatamente nulli. L’arbitrarieta di v" implica (1.24),
e (1.24),, poiché ¢ (t) > 0. O

In definitiva, se Z e Z’ sono due riferimenti inerziali, le coordinate ed i tempi
nei due riferimenti sono legati dalle seguenti relazioni:

3

Py (1.25)

t=at' +p
Nel seguito assumeremo sempre o = 1, = 0, sicché la (1.25), sara sostituita da
t=1t.

Il Teorema 1.1 caratterizza la classe dei riferimenti inerziali, ma nulla esclude a
priori che tale classe sia vuota. Poiché la Meccanica classica assume come ambiente
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in cui formulare le leggi della Dinamica un riferimento inerziale, & fondamentale il
seguente

Principio d’inerzia: FEsistono riferimenti inerziali.

Osservazione: 11 principio di inerzia stabilisce l'esistenza di riferimenti inerziali,
ma non fornisce alcun metodo per costruire un riferimento inerziale in situazioni
concrete. In altre parole, sebbene basandosi sul principio di inerzia si possa co-
struire una teoria della Meccanica completamente coerente, rimane discutibile la
sua applicabilita pratica per la difficolta di stabilire un riferimento inerziale. E
appunto dalla critica della nozione di riferimento inerziale che Einstein parti nella
formulazione della teoria della Relativita Generale. Cio non toglie pero che la
Meccanica Classica sia una teoria di enorme utilita pratica, in grado di schema-
tizzare correttamente i fenomeni dell’esperienza comune. Per comprendere come
cio sia possibile occorre reinterpretare la nozione di riferimento inerziale come un
concetto limite che corrisponde ad una idealizzazione di situazioni concrete. In
altri termini, mentre non sappiamo costruire riferimenti esattamente inerziali, in
molte circostanze possiamo affermare che uno specifico riferimento & approssimati-
vamente inerziale, con accuratezza sufficiente per le misure che si intende effettuare
e nelle scale di tempo dei fenomeni cui siamo interessati. Ad esempio, si consideri
un riferimento con l'origine nel centro della Terra ed assi diretti verso tre stelle
fisse. Un tale riferimento puo considerarsi sufficientemente inerziale quando si
osservino fenomeni su scale di tempo dell’ordine del giorno o della settimana e
non si effettuino misure di grandissima accuratezza. Tuttavia, se i fenomeni cui
siamo interessati avvengono su tempi dell’ordine dell’anno, il moto di rivoluzione
della Terra intorno al Sole diviene rilevante e non e pitu corretto considerare tale
riferimento come una buona approssimazione di un riferimento inerziale. Si potra
sostituire un tale riferimento con uno con origine nel Sole ed assi diretti verso le
solite tre stelle fisse. Tale sistema sara molto piu adatto a descrivere fenomeni
su scale di tempo dell’ordine degli anni o anche dei secoli, come avviene per la
maggior parte dei fenomeni astronomici relativi al sistema solare. Tuttavia, se i
periodi di osservazione divengono confrontabili con il periodo di rivoluzione del
Sole attorno al centro della galassia, anche tale riferimento andra in crisi come
riferimento inerziale ed occorrera trovarne uno migliore.

Tale esempio mostra che in concreto, sebbene non siamo in grado di costruire il
riferimento inerziale assicurato dal principio d’inerzia, ¢ sempre possibile costruire
empiricamente un riferimento che puo considerarsi inerziale nella situazione in
esame. Questa considerazione rende la Meccanica classica una teoria applicabile
in situazioni concrete.
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1.6 Legge di Newton.

L’azione dell’ambiente esterno su un punto materiale ¢ schematizzata in Mec-
canica Classica mediante la nozione di forza, che ¢ definita come segue.

Definizione 1.12: Si fissi un sistema di riferimento R e si assuma che in ogni
punto P dello spazio, per ogni valore della velocita v rispetto a R ed ad ogni
istante di tempo ¢ sia univocamente determinato un vettore f € V3. La funzione

f: (P,U,t)EEgXVgXRHV'g,,
si dice legge di forza.

Quando si esprimono P in termini di coordinate in R e v ed f in termini delle
componenti nella base {e;} associata a R, la legge di forza & anche espressa tramite
le funzioni

fi: (,u,t) ER*xR3*xR—R, i=1,...,3.

Al solito si & usato x = (21, 22, 23) e con abuso di notazione, v = (v1, v, v3). Allo
stesso modo si usera la notazione f = (fi, fa, f3).

Osservazione: Non vi & motivo a priori per supporre che la forza agente sul punto
materiale non dipenda da derivate superiori del moto, quali 'accelerazione o la
derivata terza ecc. L’assunzione che la forza dipenda solo dalla posizione, dalla
velocita e dal tempo e giustificata solo dal fatto che essa e sufficientemente generale
per comprendere tutti i problemi di interesse in Meccanica Classica. Altri settori
della Fisica forniscono esempi in cui tale assunzione non ¢ valida.

Principio di covarianza della legge di forza: Si assume che il valore del wvettore
forza f, come elemento di V3 non varia quando si passa da un riferimento R
ad un altro R'.

Legge di Newton: Ad ogni punto materiale € associato un numero reale positivo,
m, detto massa, indipendente dallo stato di moto del punto materiale, tale che,
per ogni legge di forza f(P,v,t) e per ogni moto t — P(t) rispetto al riferimento
ierziale I, Uaccelerazione a risulti proporzionale alla forza secondo 'equazione

ma(t) = F(P(),v(0), ). (1.26)

Usando le componenti rispetto alla base {e;} associata ad Z, ed i soliti abusi di
notazione, (1.26) si scrive

mi(t) = f(x(t), &(t),1). (1.27)

Lalegge di Newton afferma anche, implicitamente, che la massa m di ogni punto
materiale € indipendente dal riferimento considerato.
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Le coordinate di due riferimenti inerziali sono legate dalle relazioni (1.25), e
quindi le accelerazioni sono legate da

3

/

a; = E Ai,kak7
k=1

e cioe, si trasformano come vettori nel passaggio da un riferimento inerziale ad
un altro. In conseguenza di cio si pud affermare che la legge di Newton (1.26) ¢
invariante nel passaggio da un riferimento inerziale Z ad un qualsiasi altro Z’. Tale
affermazione ¢ il contenuto del Principio di invarianza Galileiana.

D’altra parte la relazione tra le accelerazioni in sistemi di riferimento differenti
(1.21) mostra che la legge di Newton non & invariante nel passaggio ad un qualsiasi
altro riferimento non inerziale. Questo ¢ il motivo per cui la classe dei sistemi di
riferimento inerziali e privilegiata rispetto agli altri e ne ¢ cosi fondamentale la
sua costruzione.

Le relazioni (1.26) o (1.27) sono le equazioni fondamentali della Meccanica Clas-
sica e la loro formulazione ¢ particolarmente semplice nei sistemi di riferimento
inerziali, mentre risulterebbe molto pit complessa in sistemi non inerziali.

Nel capitolo successivo si mostrera che (1.27) pud interpretarsi come un sistema
di equazioni differenziali e si provera un teorema secondo il quale & sempre possibile
in linea di principio, sotto ipotesi di regolarita molto generali, costruire soluzioni
di tali equazioni differenziali, sebbene cio sia spesso difficile. Tale teorema fornira
quindi soluzione generale al

Primo Problema Fondamentale della Meccanica Classica (o problema diretto):
Assegnata la legge di forza, determinare il moto del punto materiale.

Si chiama invece

Secondo Problema Fondamentale della Meccanica Classica (o problema inverso)
il problema seguente:

Dati i moti del punto materiale, determinare la legge di forza.

Naturalmente le difficolta del problema inverso dipendono fortemente dal signi-
ficato da attribuirsi alla parole “dati i moti del punto materiale”, nel senso che,
se effettivamente sono date tutti i moti che il punto puo effettuare in presenza di
certe azioni esterne, allora la sua risoluzione si riduce ad una semplice operazione
di differenziazione. D’altra parte, se i moti sono assegnati nel senso di specificarne
alcune caratteristiche qualitative, il problema puo essere in generale mal posto. I
moti Kepleriani forniranno un esempio in cui il secondo problema & ben posto e
risolvibile, senza essere banale. La sua soluzione conduce ad individuare la legge
di forza di attrazione di gravita nella forma della legge di gravitazione universale
di Newton. A parte questo caso, in questo corso ci occuperemo essenzialmente
della risoluzione, piti 0 meno esplicita, del problema diretto.
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2. Equazioni differenziali e Legge di Newton

2.1 Posizione del problema.

Siano X, Y e T tre intervalli di R e sia f(x,y,t) una funzione reale definita per
(z,y,t) € X x Y x T. Sia inoltre t — z(t) una funzione di variabile reale definita
in T ed a valori in X. Si usera nel seguito la notazione & per indicare la derivata
di t — x(t) rispetto alla variabile indipendente ¢. Spesso ¢ avra I'interpretazione di
tempo ed x di posizione di una particella. Tale interpretazione pero e puramente
terminologica e non ¢ essenziale alla discussione matematica che segue.

La scrittura

flz,z,t) =0

denotera il seguente problema:
Determinare la classe delle funzionit — x(t) definite in un sottoinsieme T* C T,
a valori in X, derivabili rispetto a t con derivata in'Y e tali che risulti verificata
la relazione

flz(t),z(t),t) =0 per ognit e T™.

Tale problema si dice equazione differenziale del primo ordine.

Pit in generale, fissato n > 1, se X, Y7, ..., Y, e T sono n + 2 intervalli di R,
sia f(x,y1,...,Yn,t) una funzione reale definita per (z,y1,...,yn,t) € X x Y1 X
... x Y, x T. Si denotera con z*) la k-ma derivata di t — x(t).

La scrittura

flz, ... ,x("),t) =0

denotera il seguente problema:

Determinare la classe delle funzioni t — x(t) definite in un sottoinsieme T* C T,
a valori in X, derivabili n volte rispetto a t con derivata prima in Yy, ..., derivata
n-ma in Yy, e tali che risulti verificata la relazione

f@t),&(t), ...,z (), t) =0  per ogni t € T*.

Tale problema si dice equazione differenziale di ordine n.
Siano ora X ed Y due intervalli di R™, T un intervallo di R ed

f(l’,,y,t) = (fl(z7y7t)7'"afn(z7y7t))

una funzione a valori in R™ (ovvero f;(z,y,t) funzioni reali per i = 1,...,n) definite
per (z,y,t) e X xY x T.
La scrittura
f(z,2,t) =0

oppure
filxr, oo Xy &1y &y t) =0, peri=1,...,n

25



denotera il seguente problema

Determinare la classe delle funzionit — x(t) (ovvero t — (x1(t),...,x,(t))) defi-
nite in un sottoinsieme T* C T, a valori in X, derivabili rispetto a t con derivate
prime in Y e tali che risulti verificata la relazione

flz(t),z(t),t) =0  per ognit € T™,
oppure
filza(t), ..., zn(t),21(8), ..., &n(t),t) =0, perogniteT* peri=1,...,n

Tale problema si dice sistema di n equazioni differenziali del primo ordine.
In modo analogo si definisce un sistema di n equazioni differenziali di ordine k.
La funzione ¢t — z(t) si dice incognita del problema.
Un’equazione differenziale di ordine n si dice in forma normale se f ¢ della
forma

f(xay17"'ayn7t) :yn_g(m7y17"'7yn717t)

per qualche funzione g definita in X x Y7 x ... X Y,,_1 X T, e cioe se la relazione
f = 0 puo essere risolta rispetto alle derivate di ordine massimo. In tal caso si
scrive

2 = g(z,,. .. A t).

)

Per il teorema della funzione implicita, se
1) f & differenziabile,
2) esiste @*,yy,...,y5,t€X x Y] x ... x Y, x T tale che f@*, y},...,y%, t*)=0,
3) La derivata fy, (z*,y1,...,y5, t") #0;
allora e possibile risolvere rispetto alla variabile y,, la relazione f = 0 in un intorno
di (z*,y7,...,y5, t*). Quando cio si verifica, si dice che I’equazione differenziale &
riducibile a forma normale.

Un sistema di n equazioni differenziali del primo ordine si dice in forma nor-
male se le f; sono della forma

fi(z,y,t) = yi — gi(w, 1)

per qualche funzione g = (g1, ..., gy) definita in X x T, e cioe se le relazioni f =0
possono essere risolte rispetto alle derivate. In tal caso si scrive

= g(z,t).

Per il teorema della funzione implicita, se
1) f & differenziabile,
2) esiste (z*,y*,t*) € X x Y x T tale che f(z*,y*,t*) =0,
3) 1l differenziale 0y, f;(z*,y*,t*) ha determinante non nullo;
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allora & possibile risolvere rispetto alle variabili y le relazioni f = 0 in un intorno
di (*,y*,t*). Quando cio si verifica, si dice che il sistema di equazioni differenziali
¢ riducibile a forma normale.

Un’equazione differenziale di ordine n puo ricondursi ad un particolare sistema
di n equazioni del primo ordine. Basta infatti considerare il sistema

€Tl = T2,

Tg = T3,

Tpn—1 = Tn,

flz1, 29, .., Zp, Tn,t) = 0.

E evidente che, nota la soluzione ¢ — z(t) di tale sistema, la funzione ¢ — z1(t)
ammette n derivate ed & soluzione dell’equazione differenziale

f(xl,i‘l,...,l‘gn),t) =0.

Pit in generale, un sistema di n equazioni di ordine k£ puo ricondursi ad un
sistema di nk equazioni del primo ordine. In considerazione di cio nel seguito si
discutera soltanto il caso di un sistema di n equazioni del primo ordine, i risultati
essendo trasferibili in modo ovvio agli altri problemi. Si considereranno inoltre
sempre sistemi in forma normale, gli unici per i quali e possibile costruire solu-
zioni in modo sufficientemente generale. Il problema considerato nel seguito sara
pertanto sempre nella forma

i = f(x,t), (2.1)

conz€Red f: X xT CR*" xR — R".

L’individuazione della classe di soluzioni dell’equazione (2.1) & in generale ar-
dua. Anche nei casi pit semplici, essa non si riduce a pochi elementi, ma contiene
famiglie di funzioni, per la descrizione delle quali occorre trovare adeguate pa-
rametrizzazioni. Ad esempio, nel caso particolare che f si riduca ad un vettore
costante b, le funzioni lineari

€xr; = bi(t—c) + a;

risolvono (2.1) per ogni scelta di @ € R™ e di ¢ € R. Quindi la famiglia delle
soluzioni ¢ parametrizzata dal vettore a di R™ e da ¢, ovvero dagli n+ 1 parametri
reali a; per i =1...,n e c. D’altra parte, se si fissano g € R" e tg € R e si cerca
la soluzione tale che

J}(to) = X, (22)

allora i valori di a e ¢ che soddisfano entrambe le condizioni si riducono alla
sola scelta ¢ = tg ed a = xp. In altre parole, se al sistema (2.1) si aggiunge la
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condizione (2.2), nel caso speciale f = b, la classe delle soluzioni si riduce ad una
sola soluzione. Si puo cio¢ ritenere di poter parametrizzare le soluzioni di (2.1) in
termini della posizione xg occupata ad un certo istante ty. Che tale affermazione
sia vera piud in generale non € ovvio, ma e il contenuto del teorema fondamentale
della teoria delle equazioni differenziali.

L’insieme delle condizioni (2.1) ed (2.2) viene detto problema ai valori ini-
ziali oppure problema di Cauchy per ’equazione (2.1). La condizione (2.2) &
detta condizione iniziale. Tale terminologia lascia intendere che si ¢ interessati
a determinare la soluzione per t > ty. In realta, sebbene questo sia spesso il caso,
la teoria esposta nel seguito non distingue tra ¢t > tg e t < tg, sicché si potrebbe
parlare con uguale ragione di problema ai valori finali.

Diremo che t — z(t) ¢ una soluzione del problema ai valori iniziali (2.1),
(2.2) se esiste un intervallo (¢1,t3) cui to appartiene, in cui ¢ definita la funzione
t — xz(t), ivi & continua, derivabile con derivata continua. In tale intervallo inoltre
risulta:

5(0) = £(a(0).0).  per ogui ¢ € (1, 1) %)
Diremo che una soluzione ¢t — x(t) con dato iniziale z(tg) = xg e t € (t1,t2) &
massimale se non esiste un’altra soluzione ¢t — Z(t) con dato iniziale Z(tg) = xo
et € (t1,1s), tale che (t1,ts) C (f1,t2) e £(t) = x(t) per ogni t € (t1,t3). Una
soluzione massimale si dice globale o anche globale nel futuro se t5 = 400, si
dice globale nel passato se t; = —o0.

2.2 Esistenza ed unicita.

Forma integrale del problema (2.3).

Supporremo ora che la funzione f(x,t) sia continua e limitata in X x T

Sia t — x(t) una soluzione del problema (2.3) nell’intervallo (¢1,t2) e sia ¢t €
(t1,t2). Se si integra la seconda delle (2.3) sull’intervallo (to,t), per il teorema
fondamentale del calcolo e la prima delle (2.3) si ha:

z(t) = xo —|—/t dsf(x(s),s), perognit € (t1,t2). (2.4)

L’equazione (2.4) & detta forma integrale del problema di Cauchy. Essa
¢ conseguenza dell’equazione (2.3) e pertanto ogni soluzione del problema (2.3)
risolve anche la (2.4). D’altra parte, se t — x(t) soddisfa la (2.4), allora essa
& certamente continua sull’intervallo (¢1,%2) in quanto integrale di una funzione
limitata. Pertanto f(x(s), s) & continua poiché f & una funzione continua. Pertanto
t — x(t) & differenziabile in (t1,%2) in quanto integrale di una funzione continua.
Inoltre risulta &(t) = f(xz(t),t) per ogni t € (t1,t2) e x(tg) = xp. Quindi t — x(t)
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¢ soluzione del problema (2.3). Ne consegue che Il problema (2.3) é equivalente
alla sua forma integrale.

La forma integrale del problema (2.3) & particolarmente utile per la costruzione
delle soluzioni.

Definizione 2.1: Sia A C X un intervallo aperto di R™. Si dice che f &
Lipshitziana in A se esiste una costante L (costante di Lipshitz) tale

sp (=S < (25)

z,a €A |z — |

Una semplice condizione sufficiente perché f sia Lipshitziana in A & che essa
ammetta derivate parziali rispetto alle z; in A e che esse siano ivi limitate. In tal
caso si puo maggiorare L con

n

of
oz, ()

L < sup
€A

ri=1

Teorema 2.1 (di unicita): Si supponga f continua in A x (a,b) e Lipshitziana
in A e siano tyg € (a,b), xg € A. Esiste al pitd una soluzione dell’equazione (2.4),
t — x(t) in (t1,t2) C (a,b), con z(t) € A.

In altre parole, il problema ai valori iniziali ammette al pil una soluzione
nell’insieme ove la f e Lipshitziana.

Dim. Si supponga per assurdo che ne esistano due distinte, t — x1(t) e t — x2(t)
in [to,t1]. La differenza u(t) = x1(t) — z2(¢) soddisfa la relazione

u(t) = / dslf (21(3). 8) — f(xa(s), ).
Sia

y= sup |u(t)]
tE€(to,t1]

Per la Lipshitzianita di f, si ha

t)s/t ds|f(1(s), ) — F(a(s), 9] < L/ dsfu(s)

nl L™ty —t
. < L"/ dsl/ dsy .. / dspy < 7(17|0)7
to to to n!
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in quanto

t R Sk—1 k
t—1t
/ dsl/ dSQ.../ dsy = #, (2.6)
t[) to to k'

come puo controllarsi facilmente per induzione. Poiché n si puo scegliere arbitraria-
mente grande,la quantita L™(t; —tp)™/n! puod rendersi minore di 1/2. Ne consegue
che

< 1
7> 27-
Tale relazione e assurda a meno che v = 0. Cio prova l'unicita. O

Teorema 2.2 (di esistenza): Si supponga f continua in A x (a,b) e Lipshitziana
in A e siano tg € (a,b), g € A. Esiste un t > 0 ed una soluzione t — z(t)
dell’equazione (2.4) pert € (to,t), tale che (t,z(t)) € A x (a,b) per ognit <t.

Dim. Fissato t > 0, si consideri I'insieme delle funzioni continue su [to, t], t — z(t)
a valori in A, con z(tg) = zo. Tale insieme si denotera con Cy, a([to,?]). Se su
tale spazio si considera la metrica

d(z,y) = tes[ltlpﬂ [z (t) — y(t)], (2.7)

esso & uno spazio metrico & completo (vedi Appendice). In Cy, a([to,?]) si definisca
la seguente trasformazione x — Ax:

(Az)(t) = 20 + /t dsf(z(s), ). (2.8)

Una soluzione di (2.4) puo quindi costruirsi come punto fisso della trasformazione
A. A tale scopo basta mostrare (vedi Appendice) che

1) A trasforma Cy, a([to,?]) in sé;

2) A ¢ una contrazione.

Sia p > 0 tale che la sfera B,(zo) sia contenuta in A. Sia inoltre M > 0 tale
che |f(x,t)] < M per ogni (z,t) € A x T. Ne consegue che

|(A2)(t) — o] =

[&ﬁ@&@

SZ%WM%WSMM4M

Il secondo membro di tale disuguaglianza puo rendersi minore di p a patto di
scegliere ¢ sufficientemente piccolo. Pertanto (Az)(t) € B,(zo) C A per ogni
t € [to,t]. Inoltre t — (Az)(t) & continua in [to,?]. Questo prova 1).
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D’altra parte se t — z(t) e t — y(t) sono due elementi di Cy, a([to,]), allora
d(Az, Ay) = sup |(Az)(t) — (Ay)(1)]

t€(to,t]
t t
= s | [ asta(e)0) = 00,90 < s [ asl (o)) - 1065
te(to,t] [Jto te(to,t] Jto
t t
<L sup [ dsfa(s) <o) < La(w) sup [ ds = Lda.)(E - to).
te€to,t] Jto t€to,t] Jto

Poiché L(t — to) puo rendersi minore di A < 1 a patto di scegliere ¢ — ¢ sufficien-
temente piccolo, la 2) risulta provata e con essa, per il principio di contrazione, il
teorema di esistenza. O

Il Teorema 2.2 stabilisce I'esistenza di soluzioni solo in intervalli sufficientemente
piccoli. Inoltre, 'unicita & garantita solo ove sussista la condizione di Lipshitz. Tali
restrizioni non possono rimuoversi in generale, come mostrato dai seguenti esempi.
Esempio 1: Sian = 1, f(x,t) = 22. Una tale f ¢ Lipshitziana in ogni intervallo
limitato. E facile controllare che, per ogni tg € R e per ogni zg € R, zg # 0, la
funzione t — x(t) con z(t) dato dall’espressione

x(t) =

Zo

_ t—1t 1
.’Iio(t—to)—l’ per ZL’()( 0)7é ’

soddisfa I’equazione differenziale e la condizione iniziale. Si supponga ora, per
fissare le idee, g > 0 e si ponga t. = ty + xal. E chiaro che, al tendere di ¢ al
valore t., x(t) — +oo. Il tempo t. & detto tempo di esplosione. In tale situazione
la soluzione esiste soltanto per ¢ € (¢1,t.) e non puo esistere soluzione globale
nel futuro, con questo dato iniziale. Tale situazione corrisponde al fatto che f &
Lipshitziana solo in intervalli limitati di R, mentre la soluzione esce da qualunque
intervallo limitato.

Se invece xg < 0, per ogni t > to 'espressione di z(t) & ben definita e quindi
rappresenta una soluzione globale nel futuro.

Infine, per ¢ = 0, x(t) = 0 & soluzione, ed & 'unica corrispondente a tale dato
iniziale perché la Lipshitzianita nell’intorno dell’origine ¢ sufficiente a stabilire
I'unicita.

Esempio 2: Sian =1, f(x,t) = 2'/2. Una tale f ¢ Lipshitziana in ogni intervallo
(limitato o non limitato) che esclude l'origine, in quanto f’(z) = (1/2)z~'/2, che
diverge all’origine. Per ogni z¢ € R, t — z(t) definita dalla posizione

2(t) = (mé/Q + %(t - t0)>2

& soluzione globale dell’equazione e soddisfa la condizione iniziale. Tuttavia, per
2o = 0 vi & un’altra soluzione e cio¢ z(t) = 0. Viene pertanto meno l'unicita
nell’intorno dell’origine, ove f non e Lipshitziana.

1/2
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Il tempo t entro il quale si & provata l’esistenza di una soluzione non & ottimale.
La prossima proposizione, quando applicabile, permette di stabilire I'esistenza glo-
bale della soluzione.

Sia f Lipshitziana in R™ per ogni ¢ € (a, +00), con costante di Lipshitz limitata
uniformemente in ¢. La costruzione della soluzione del problema di Cauchy richiede
lo studio della seguente successione di soluzioni approssimate:

2O (t) = o,
t t

2 (t) = +/ dsf(z(s),s) = mo +/ dsf(zo, s),
to t(J

t
M (t) =z +/ dsf(z" Y (s),s), n>1

to

Tale successione ¢ esattamente la stessa che si introduce per costruire il punto fisso
della trasformazione A introdotta per provare i Teoremi 2.1 e 2.2. Per ottenere
lesistenza globale occorre provare la convergenza di tale successione usando una
stima piu accurata.

Fissiamo arbitrariamente 7 > t3. Per provare la convergenza di tale succes-
sione nell’intervallo (o, 7) basta far vedere che, fissato N > 0 intero ed m,n > N,
SUDye (19,7 |z () — 2(™) ()| pud essere reso arbitrariamente piccolo per N suffi-
cientemente grande. Decomposto 2™ (t) — 2(™)(t) come

D) =2 = 3 1O - atD(0),

k=m+1

per ogni t € (to, 7) si ha:

[ (t) — "D (1) =

/t ds(f (&5 (s),5) — F(2*2)(s), 5)]

< / ds|f(2# D (s), 5) — f(* D (s), 5)]

to

t
< L/ ds|zF =D (5) — k=2 (s)|

to
Iterando la precedente disuguaglianza fino a k = 1, si ottiene pertanto
t S1 Sk—1
lz®) () — 2BV (1)) < Lk/ dsl/ dsy .. / dsi|z™ (s1) — 20|
to to to
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Poiché
|2 (sx) — ol < M(t —to),

con M = sup,e 4, - |f (20, 8)|, usando l'identita (2.6) si ottiene

kip o+ \k
2®(t) — 2D ) < LTS

< T Mt~ o).

In conseguenza di cio, risulta

o MLV (T — o)V

M) () — p(m)
2"(t) — 2] -

exp[L(t — 7)),

che tende a 0 per N — oo. Pertanto la successione z(™ converge per n — oo ad
un limite x per ogni ¢ € (to, 7).
Tale limite definisce una soluzione del problema di Cauchy, in quanto

lim dsf(x(")(s)7s):/ dsf(z(s),s)

n—oo Ji to

perché la convergenza ¢ uniforme in (¢g, 7). Poiché 7 & arbitrario, si & cosl provata
la seguente

Proposizione 2.3: Sia f continua in R™ x (a,+00) e Lipshitziana in R™ per ogni
t € (a,4+00). Allora, per ogni dato iniziale xo € R™ e per ogni ty > a esiste unica
la soluzione globale del problema di Cauchy.

Esempio 3 Sian =1 ed f(x) = ax. Allora f ¢ Lipshitziana in R e quindi c’e
un’unica soluzione globale del problema di Cauchy. Questa puo costruirsi come
limite della successione precedente, che nel caso in esame si scrive

2O (t) = o,

e () = 2o + (¢t — to)az,

il cui limite e
z(t) = xg expla(t — to)].

Pertanto il metodo precedente in questo caso particolare fornisce anche la soluzione
esplicita del problema. Cio naturalmente non & vero in generale.

Osservazione: In molti casi concreti in Meccanica, non si ha una condizione di
Lipshitz globale come quella assunta nelle ipotesi della Proposizione 2.3, ma solo
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in un aperto A. Tuttavia si dispone dell'informazione a priori che partendo da un
certo dato iniziale, la soluzione non potra mai uscire dall’insieme A nel futuro. In
tal caso ¢ possibile estendere la soluzione fino ad essere globale nel futuro. Infatti,
si definisca

f(x,t):{f(x;t), sex e A

arbitrariamente se = ¢ A

ma in modo tale che f sia Lipshitziana in R™ per ogni t € (a,+oc). Il problema
di Cauchy per f ammette pertanto soluzione globale per la Proposizione 2.3. Sia
essa t — Z(t). Poiché sappiamo che la soluzione non pud uscire da A, risulta

z(t) :SC()+/ dsf(z(s), s) :SC()+/ dsf(z(s),s).

Pertanto ¢ — Z(t) risolve anche il problema di Cauchy per f e quindi si ha una
soluzione globale di tale problema.

Per chiarire il senso di questo argomento, si consideri il seguente esempio di una
singola equazione del primo ordine:

& = ¢(z)

con ¢(z) > 0 e Lipshitziana in qualunque insieme che non contiene il punto z = 0.
Se il dato iniziale & oy > 0, essendo & > 0, & certamente x(t) > zo > 0 per
ogni t > tg. Basta quindi modificare ¢ per x < xg in modo che sia Lipshitziana
ovunque e concludere l'esistenza globale per zy > 0. Naturalmente, ’argomento
non conduce a nessuna conclusione se zy < 0.

Esempi concreti di tale situazione verranno presentati successivamente.
2.3 Carattere deterministico della Legge di Newton.

Torniamo ora a discutere la Legge di Newton. In accordo con le definizioni
precedenti, essa si puo interpretare come un sistema di tre equazioni differenziali
del secondo ordine:

. 1 L

r1 = Efl(xh$27m37m1ax27$37t)7

. 1 L

To = EfQ(x]_,x2,1‘3,x1,$2,.’1)37t), (29)
1

I3 = Efs(th,$3,i51,33273'337t)~
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Esso puo riscriversi come un sistema di sei equazioni del primo ordine come segue:

&y = vy,
i'Z = V2,
&3 = vs,
. 1
V1 = Efl(zlaman37vla1}23v3at)7 (210)
. 1
V2 = EfZ(zlax27x3vvlvv2av3at)7
1

U3 = Ef:a(xl,@ax&”lv1’2’”3’75)‘

Indicato con z il vettore a sei componenti z = (x1, x2, 23, v1,V2,v3) € con F(z,t)
la funzione a valori in RS

F(z,t) = (vi,v2,v3, fi(z,1), f2(2,1), f3(2,1)),
il sistema precedente si scrive sinteticamente
z=F(zt).

Il problema di Cauchy per questo sistema corrisponde a risolvere 1’equazione con
la condizione iniziale
Z(to) = 20,

e cioe

zi(to) = af, w2(to) = 3, ws(to) = a5,

vi(to) = vf,  wva(to) =03, ws(ty) =15
In altri termini, il problema di Cauchy corrisponde ad assegnare la posizione del
punto al tempo tg e la sua velocita al tempo tg rispetto al riferimento inerziale
prefissato. I teoremi precedentemente dimostrati implicano che:

Proposizione 2.4: Sia A C R® x R® un aperto. Se la legge di forza (x,v,t) —
f(x,v,t) ¢ continua in Ax (a,b) e Lipshitziana in A per ognit € (a,b) e (z°,v°,to)
€ A x (a,b), allora esiste uno ed un solo moto t — x(t) che al tempo ty occupa
la posizione xz° con velocita v° e che soddisfa la Legge di Newton. In particolare,
cio e vero se la forza é derivabile con derivate parziali prime continue e limitate
nell’aperto suddetto.

Il contenuto della Proposizione 2.4 & di solito riferito come il carattere deter-
ministico della Meccanica Classica, cioé la circostanza che, note le forze agenti e
lo stato del sistema ad un dato istante tg, lo stato del sistema ai tempi successivi
risulta univocamente determinato.
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2.4 Continuita rispetto ai dati iniziali.

Torniamo ora al caso generale di un sistema di equazioni differenziali della forma
(2.3). In base ai teoremi precedenti, in un intervallo di tempo opportuno, risulta
ben definita la seguente applicazione

D : (x0,t) € X X (a,b) = P(xo,t) = x(t)

con t — x(t) l'unica soluzione del problema ai valori iniziali (2.3). Nel seguito
I'intervallo (a,b) denotera sempre un intervallo di valori di ¢ per il quale il teorema
di esistenza ed unicita assicura la buona definizione di ®.

Quando il sistema considerato corrisponde ad un problema di Meccanica, € ra-
gionevole aspettarsi che piccoli spostamenti della condizione iniziale corrispondano
a piccoli cambiamenti della soluzione. Pertanto una proprieta naturale da richie-
dere per tale problema ¢ la continuita rispetto ai dati iniziali, cio¢ la proprieta
che, se z(; — xg, allora ®(x(,t) — P(xo,t) per t € (a,b). Il teorema successivo
mostrera che questa proprieta ¢ verificata nelle stesse ipotesi dell’esistena, se la
convergenza ¢ intesa a tempi fissati. Condizioni di convergenza piu forti e pid
significative dal punto di vista fisico saranno discusse in seguito.

Teorema 2.5: Nelle ipotesi dei teoremi precedenti, si ha la dipendenza continua
dai dati iniziali nel senso che per ogni t € (t1,1t2)

lim ®(xp,t) = ®(xo,1).
— X0

To

Piu esplicitamente, risulta

| @ (2, t) = P(wo, )| < [ — zo| exp[L(t — to)].

Dim. Poiché risulta

@(xo,t)::z:OJr/ dsf(®(xo, s), s)

to

¢
D (z(,t) = x|, +/ dsf(®(z(,5), s),
to

sottraendo membro a membro si ha:

|©(z0,t) — ®(x0,1)] < |20 — 0] +/ ds|f(®(zo, ), s) — f(®(x0,5), 5]
fo (2.11)

t
< l|zo — xp| + L/ ds|®(xg, s) — ®(x(, 5)|.

to
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Pertanto il Teorema 2.5 sara provato quando si sara dimostrato il seguente

Proposizione 2.6 (Lemma di Gronwall esponenziale): Sia t — u(t) una
funzione definita nell’intervallo chiuso e limitato [a,b], a valori non negativi ed ivi
limitata. Si supponga inoltre che per ogni t € [a,b] valga la disuguaglianza

u(t) <c+ d/t ds u(s), (2.12)

con ¢ e d numeri reali non negativi. Allora vale anche la disuguaglianza

u(t) < cexpld(b—a)] per ognit € [a,b] (2.13)

Infatti, posto u(t) = |®(xo,t) — P(z(,t)], ¢ = |0 — x5, d = L, la (2.11) equivale
alla (2.12) e pertanto, dalla Proposizione 2.6 segue che

(0, 1) = (0, 1)] < |2y — wo| exp[L(t — to)],

da cui segue il Teorema 2.5. Si noti che la convergenza ¢ tanto peggiore quanto
pit & grande lintervallo (¢g,t). O

Dimostrazione della Proposizione 2.6. E sufficiente iterare la (2.12):

u(t) Sc—i—d/atds u(s) Sc+(t—a)dc+/atds/:ds’u(s’)

N dn(t —a)" t s1 SN
<c 1+ZT +dN+1/ dsl/ d$2.../ dsnyiiu(sn41)
n=1 : a a a

Detto M il massimo di u in [a, ], per ogni N > 0 si ha pertanto

MdN+1(b _ a)N—‘rl
(N +1)!

IN

u(t) < cexpld(b—a)] +

Passando al limite N — oo si ottiene la (2.13). O

E spesso utile disporre di una formulazione pii generale del Lemma 2.6. Questa
& rappresentata dalla seguente

Proposizione 2.7 (Lemma di Gronwall): Sia ¢t — u(t) una funzione definita
nell’intervallo chiuso e limitato [a,b], a valori non negativi ed ivi limitata. Si
supponga inoltre che per ogni t € [a,b] valga la disuguaglianza

u(t) < c+/ dsplu(s)], (2.14)
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con ¢ funzione da R™ in sé, continua, monotona non decrescente. Si supponga
inoltre che l'equazione differenziale

v =¢(y) (2.15)

ammetta una ed una sola soluzione per il problema di Cauchy in [a,b], e sia n(yo,t)
la soluzione tale che n(yo,a) = yo. Si assuma infine che n(yo,t) dipenda con
continuitd dal dato iniziale. Allora risulta

u(t) < n(e,t) (2.16).

Osservazioni: Poiché non si assume che ¢ sia Lipshitziana, occorre assumere
esplicitamente la dipendenza continua dal dato iniziale, che & invece conseguenza
del Teorema 2.5 se ¢ & Lipshitziana. La Proposizione 2.7 & utile quando & possi-
bile risolvere esplicitamente I’equazione differenziale (2.15). Cio avviene nel caso
considerato nella Proposizione 2.6, ma anche in altri casi di interesse. Si noti che
nel caso ¢(y) = d y risulta n(yo,t) = yoexp[d(t — a)], che & ovviamente continua
rispetto al dato iniziale. Pertanto la Proposizione 2.6 si ottiene subito come con-
seguenza della Proposizione 2.7. Si osservi infine che tanto nella Proposizione 2.6
quanto nella Proposizione 2.7, non si assume la continuita di ¢ — u(t).

Dim. Si ha
t
n(yo,t) = Yo +/ dse[n(yo, s)]-

Sia yo > c e t tale che u(t) < n(yo,t) per t € [a,t). Risulta ¢ > a in quanto,
se tale condizione fosse violata in tutto un intervallo (a,7), in esso risulterebbe

N(yo,t) < ¢+ fat ©[u(s)]ds. Poiché u & supposta limitata, passando al limite t — a
si avrebbe yo < ¢ contro 'ipotesi.

Per provare la Proposizione basta far vedere che ¢ = b. Infatti, in tal caso, la
continuita di n(yo, t) rispetto ad yo implica la (2.16). Supponiamo pertanto che
t < b. Avremo

t
Wos) < uld) <+ [ dsplu(s)
Poiché per ogni s < ¢ risulta u(s) < n(yo, s), si ha quindi
t
(Yo, t) < c+/ dse[n(yo, s)] = ¢+ n(yo, t) — yo < 1(yo, 1),
poiché yo > c¢. La disuguaglianza cosi ottenuta € assurda e questo conclude la

dimostrazione. O
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2.5 Differenziabilita rispetto ai dati iniziali.

Quando la funzione f che rappresenta il secondo membro del sistema di equa-
zioni differenziali ha maggiore regolarita che non la sola Lipshitzianita, la dipen-
denza dal dato iniziale & piu regolare che semplicemente continua. Se la f ammette
derivate parziali limitate e continue nell’insieme di definizione, allora la dipendenza,
dal dato iniziale e differenziabile. Inoltre la soluzione ¢ derivabile due volte rispetto
al tempo. Questo ¢ il contenuto della

Proposizione 2.8 Sia X C R™ un aperto ed f : X x (a,b) — R"™ dotata di
derivate parziali prime limitate e continue in X x (a,b). In tal caso la funzione
(z,t) — ®(x,t) che rappresenta la soluzione del problema di Cauchy con condi-
zione iniziale ®(x,a) = x ¢ differenziabile rispetto ad x e la matrice D®(t) avente
per elementi le derivate parziali di ® rispetto alle x;, € soluzione del sistema di
equaziont differenziali lineari

(DB(0)):s =i+ [

t n

ofi
: ds]; - (®(z,5),5)(DD(5))k ;- (2.17)
Inoltre T — ®(x,t) ammette derivata seconda continua per t € (a,b).

Dim. L’equazione (2.17) segue differenziando formalmente la relazione

D(x,t) = x—|—/ dsf(®(x,s),s) (2.18)

rispetto alla variabile z. Per provare la prima parte del teorema, siano z;(t) =
O, (x,t) ed y;(t) = ®(x + he;, t), per h sufficientemente piccolo e sia

Aty = 20250 (poq), .

con (D®(t)); ; soluzione di (2.17). Si noti che, detto L il massimo delle derivate
di fin X X (a,b), risulta

[(D®(#))i5] < exp[L(b — a)] (2.19)

per ogni t € (a,b). Per il teorema di Lagrange
t

yi g (1) — wi(t) = ho; + / dslfi(y; (), ) — Fila(s), )

a

t n of:
— hoi, + / ds; a—j;(g, )l 5 (5) — 2 (5)],
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dove & = Ay(s)+(1—N)z(s), con A € (0,1) dipendente da s, z(s) ed y(s). Pertanto,
aggiungendo e sottraendo

afi

(&, ) (DP(s))k. 5,

oy,
it a3 e

o [ o ki[af’ )= g (ale).9)| (DR

Detto

)

a(h) = sup sup

te(ab) i je{l, ...,n} oxy,

/: d; 5 (60) = L ()| (Do)

per il Lemma di Gronwall risulta
1A,;(t)] < a(h) exp[nL(b — a)].
D’altra parte, dalla definizione di £ segue che, qualunque siano h, s, risulta

€ —a(s)| = Aly(s) — z(s)] < ly(s) — z(s)]-

La continuitd di ®(x,t) rispetto al dato iniziale assicura quindi che per ogni ¢
fissato, £ converge a z(s) uniformemente in (a,t) quando h tende a 0. Ne consegue
che a(h) tende a 0, poiché vale la (2.19) e quindi la prima parte del teorema &
dimostrata.

Per provare che ®(z,t) ammette derivata seconda rispetto a ¢, basta notare che la
derivata prima ®(z,t) soddisfa 'equazione differenziale e quindi

(I)(xa t) = f((b(l', t)a t)'
Pertanto, per h sufficientemente piccolo, per il teorema di Lagrange

®(x,t+h) — (z,1t)

h
h h
_of "L of O(z,t+ h) — O(z,t)

S
Il

1
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cont € (t,t+h) e & = A®(z,t+h)+(1—-X)P(x,t). La convergenza del rapporto in-
crementale segue pertanto dallo stesso argomento precedente e il suo limite risulta

dato da
o @0+ S @), 0 e, 0),0)

=1 STk
che & finita per ogni (x,t) € X X (a,b). O

Osservazione 1: In modo analogo si prova ad esempio che, se f ¢ infinitamente
differenziabile in X x (a,b), tale ¢ anche la soluzione, almeno fino a che esiste
unica.

Osservazione 2: Se la funzione (x,t) — f(x,t) ha anche le derivate seconde limi-
tate, 'equazione (2.17) implica che, per ¢t < T

Ofi
833]-

Infatti, dall’applicazione del Lemma di Gronwall all’equazione (2.17) segue che
esiste C' > 0 tale che per ogni ¢t < T risulta

| D(t) |< C.
Iterando la (2.17) una volta ed applicando la precedente stima si ottiene allora

t a .
(D(I)(t))i,j - (51"]' _/0 dsa.’f

(®(z,s),s)| < CL*?.
J

Infine, sostituendo (®(z,s),s) con (x,0) in questa stima, grazie alla limitatezza
delle derivate seconde, si commette un errore proporzionale ad s, che integrato
fornisce ancora un termine O(#?) e quindi la (2.20).

2.6 Metodo delle differenze finite.

Concludiamo questo capitolo sulle equazioni differenziali illustrando brevemente
un algoritmo per il calcolo approssimato (mediante un computer) della soluzione
del problema ai valori iniziali. Per semplicita di presentazione si supporra che il
secondo membro del sistema di equazioni differenziali non dipenda dal tempo. Si
porra quindi, senza perdita di generalita, tg = 0. Si assumera inoltre, per evitare
complicazioni, che f e le sue derivate parziali prime siano limitate in R™ da M ed L
rispettivamente. Il metodo e basato sulla seguente interpretazione geometrica del
problema ai valori iniziali. L’assegnazione della funzione f corrisponde a fissare
un campo vettoriale su R™. Ogni soluzione del sistema di equazioni differenziali
puo interpretarsi come la forma parametrica di una curva ¢ € (a,b) — z(t) € R,
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la cui tangente in ciascun suo punto coincide con il campo vettoriale nello stesso
punto. Pertanto il problema ai valori iniziali puo riformularsi come segue:
assegnato il campo vettoriale x — f(x) su R™ ed un punto xg € R™ arbitrario,
determinare la curva passante per xq al tempo t = 0 e tangente al campo vettoriale
f in ogni suo punto.

Questa riformulazione suggerisce anche un metodo per calcolare la soluzione
stessa. Fissato t > 0, vogliamo valutare x(t). E chiaro che se ¢ & molto piccolo,
la curva puo confondersi con la retta tangente e una valutazione approssimata di
x(t) & fornita da

z(t) = xg + tf(zo).

Tale approssimazione non e pero buona se ¢ non e realmente molto piccolo. Quando
t & finito, si puo ottenere una approssimazione migliore dividendo l'intervallo (0, t)
in N tratti uguali di lunghezza h = t/N. Si ponga ty = kh, per k =0,...,N. Se
N ¢ sufficientemente grande, una valutazione approssimata di z:(¢1) & data da

x(t1) =~ 1 = 2o + hf(x0).

Il procedimento potra poi essere ripetuto a partire dal punto x; e successivamente
dal punto x9, definendo iterativamente,

T = Tp—1 —l-hf(il'k,l), k=1,...,N (221)

xo = z(0),
Al termine di tale procedimento si ottiene una valutazione di z(¢) ~ xx. Quindi
il procedimento consiste nel costruire, in luogo della curva ¢ — x(t) soluzione
del sistema differenziale, la poligonale con N — 1 lati, il k-mo dei quali essendo
il segmento che parte da x_1, parallelo al campo vettoriale valutato in zp_; di
lunghezza pari a h|f(zi_1)|. Per tale ragione il metodo & anche detto metodo
delle tangenti. E intuitivamente chiaro che la poligonale cosi costruita approssima
sempre meglio la soluzione al tendere di N all’infinito. Tuttavia il procedimento
implica ad ogni passo un errore, dovuto al fatto che z; & solo una valutazione
approssimata di x(¢1), che si propaga nella valutazione di x2, che approssima quindi
peggio x(t2). Non & ovvio che 'accumulo degli errori non sia tale da produrre per
xy un risultato completamente diverso da z(t). Tale questione & risolta dalla
proposizione seguente, che fornisce una stima dell’errore.

Proposizione 2.9. Se © — f(z) é tale che

sup [f(x)| < M,

TER?
n
of;
sup )| <L
LER™ 2]2221 8%‘( ) ’



allora M
L
lz(t) — zn| < W(e t-1).

Osservazioni:

1) Le ipotesi fatte sono ampiamente sovrabbondanti. Un risultato pit generale
puo facilmente ottenersi con argomenti simili a quelli precedentemente esposti.

2) La stima ottenuta cresce esponenzialmente con il tempo ¢, sicché, prefissato
un errore €, il numero N da scegliere per rendere ’errore piu piccolo di € diviene
rapidamente grande. E chiaro che a fini pratici non si potra utilizzare tale metodo
per il calcolo di z(t) su tempi lunghi, in quanto il tempo di calcolo diverrebbe
proibitivo. Si puo tuttavia modificare 'algoritmo, senza alterarne la sostanza e
migliorare notevolmente 'errore. Si rinvia ai testi di Calcolo Numerico per una
discussione pit approfondita di tale importante problema.

Dim. Sia dy = x(tx) — 2. Poiché si pud scrivere

h
ot) =atin) + [ dsflaltios+)

h
Ty = Tp—1 + hf(Tr—1) = Tp—1 +/ dsf(zr—1),
0

si ha N
di = dy1 + / ds{f (e(ter + 5)) — Flanr)].

Poiché f e Lipshitziana, si ha
h
i <ldia| + L [ dsfaltis +) — s
0
h h
<|dk_1| + L/ ds|z(tg—1 + s) — z(tg—1)| + L/ ds|z(tg—1) — xgp—1
0 0
h
=|dg_1|(1 + Lh) + L/ ds|z(t—1 + ) — x(tp—1)|-
0
D’altra parte
|z(tp—1 +5) — x(tg—1)| = ‘/ ds' f(z(te—1 + s’))‘
0
§/ ds'|f(x(tp_1 + )| < Ms.
0
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Pertanto
MLh?

|dk| < |dk—1](1 + Lh) +
Iterando tale disuguaglianza si ottiene cosi

M Lh? _
5 {1+ (1+Lh)+...+(1+Lh)* "}

MLW (1+Lh) =1 Mh .
f— = — - 1 .
2 1+Lh-1 5 (L+Ih)*—1)

|dy| <

Quindi, ricordando che ¢t = Nh, si ha

Mt Lt y Mt o,
_ < 2 W 1) < == —1).
o) —enl < 5% ((1 N 1) Son 1)

|

Osservazione: La dimostrazione precedente fa esplicito uso dell’esistenza di una
soluzione t — x(t). Tuttavia argomento precedente non cambia essenzialmente se
in luogo della soluzione si usa la poligonale costruita in corrispondenza di un altro
valore di V. In tal modo si dimostra che la successione di poligonali, al crescere
di N & una successione di Cauchy rispetto alla distanza del superiore. II limite &
soluzione del sistema differenziale e questo argomento fornisce un diverso metodo
di dimostrazione del teorema di esistenza.
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3. Integrali primi, conservazione dell’energia.

3.1 Integrali primi di un sistema differenziale.

Dato il sistema di n equazioni differenziali

i = f(z,t) (3.1)

con f soddisfacente le condizioni atte ad assicurare l'esistenza e l'unicita della
soluzione, sia G(z,t) una funzione a valori reali differenziabile nel suo insieme di
definizione. Si dice che G ¢ un integrale primo per il sistema (3.1) se per ogni
soluzione ¢t — x(t) di tale sistema, la funzione del tempo ¢ — g(¢) con

¢ indipendente da t, e cioe se risulta

Go(0) = SG(0), 0+ VO(E(0), 1) = 5. Glalt), )+ 1((0), 0 VG (b)) = 0

In particolare, se G non dipende dal tempo, essa ¢ un integrale primo se e solo
se VG ¢ ortogonale ad f lungo le soluzioni. La conoscenza di integrali primi
per il sistema rappresenta spesso una grande semplificazione nella risoluzione del
problema ai valori iniziali. Questo verra illustrato da diversi esempi meccanici, il
pit rilevante dei quali e la conservazione dell’energia.

3.2 Conservazione dell’energia meccanica.

Consideriamo ora un sistema meccanico soggetto all’azione di una legge di forza
regolare: z € R™, f :R” x R" x R — R";

mi = f(z,,1) (3.2).
Consideriamo il caso di forze posizionali, cioé supponiamo che f dipenda solo da

rzenondadet.
Moltiplicando la (3.2) scalarmente per & e ricordando che

ii—Q—a’c Z
dt 2 ’
si ha )
d T .
mag—xf(x)



Nel caso n =1 il secondo membro di tale relazione puo scriversi sempre come

B () = — SV (a()

Basta infatti scegliere per V una primitiva di —f. Quando cio si verifica, la
quantita
i(t)?
mé%+vmm

non varia nel tempo e quindi mv?/2 4+ V(x) & un integrale primo per le equazioni
del moto. Se n > 1 una tale affermazione non puo essere fatta cosi in generale. Una
forza posizionale f si dice conservativa se esiste una funzione reale V' definita e
differenziabile in R"™, tale che

f(z) =-VV(x) (3.3).

La funzione V si dice energia potenziale per la legge di forza f. Naturalmente,
ogni altra funzione che differisca da V' per una costante e energia potenziale per f
e quindi I'energia potenziale ¢ definita a meno di una costante additiva. Quando
la legge di forza e conservativa, la quantita

2

m%m:m%+vm (3.4)

€ un integrale primo, nel senso che

d .
g Ea(t),2(8) =0, (3.5)

e quindi E(x(t),2(t)) = E(z(to),z(to)). La quantith E & denominata ener-
gia del punto materiale e 1’equazione (3.5) esprime la legge di conservazione
dell’energia. La quantitd T = mov?/2 ¢ detta energia cinetica.

La condizione (3.3) rappresenta una effettiva restrizione alla legge di forza.
Infatti si possono costruire facilmente controesempi a tale condizione. Essi si
ottengono mostrando che ¢ violata la seguente condizione necessaria per la (3.3):

Proposizione 3.1: Se f ammette un‘energia potenziale differenziabile due volte,
allora vale la condizione
ofi _ 0f;

311-:3_@’ i

Dim. La dimostrazione ¢ un’immediata conseguenza del teorema di Schwartz
sull’ordine di derivazione:
af; 02V 02V of;

8—96]- - _&vjc?xi - _axiaxj - 0_% -
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Si consideri ad esempio, per n = 2, una forza f data da

fi=z2, fo=-u
Risulta
o, _ 0f
8£E2 8x1’

e quindi tale forza non & conservativa. Tuttavia la condizione della Proposizione
3.1 non ¢ in generale sufficiente, come mostrato dal seguente esempio, sempre con
n =2
fi = Z2 N
1= 73 2= —7 3
27 27
|z ||

per il quale

df1 . P B x%—x%

Oxry  Ory |zt

Ciononostante, tale legge di forza non e conservativa, in quanto se si considera la
curva v di equazione |z|? = 1, orientata in senso levogiro, si ha I'integrale circuitale

/f-ﬂsz
Y

in violazione della seguente altra condizione necessaria e sufficiente perché una
legge di forza sia conservativa:

Proposizione 3.2: Condizione necessaria e sufficiente perché f sia una legge di
forza conservativa € che, per ogni curva chiusa v nel domino di definizione di f
risulti

fedl=0. (3.6)
/

Dim. Infatti detta t — ~(t) I'equazione parametrica della curva, dall’intervallo
(a,8] in R™ con ~(a) = 7(b),

b b b
[£-ai= [y -a0 = [ avvem 5o =- [ agvoe)
=V ((a) -

V((b)) = 0.

Viceversa, se ¢ verificata la (3.6) per ogni curva +, fissato arbitrariamente un punto
T4, Sia v, una qualsiasi curva che congiunge x, con x e si ponga

V(J;):—/ Fedl.

x
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La funzione V' & ben definita perché non dipende dalla scelta della curva ~,: siano
1 € 2 due qualsiasi curve che congiungono z, con x. Denotata con —vs la curva
che differisce da 7 per il solo orientamento, la curva v, U(—72) & chiusa e pertanto

/ f-dl=0
Y1U(—="2)

/Mf-dl:— _Wf-dl:/wf-dl,

che mostra l'affermata indipendenza dalla curva. Poiché si controlla immediata-
mente che VV = —f, cio prova che f & conservativa. O

In conseguenza

Un esempio di legge di forza conservativa ¢ invece fornito dalla forza centrale.
Con cio si intende una forza che in ogni punto z € R™ e diretta verso un punto
prefissato, detto centro che si puo assumere coincidente con ’origine senza perdita
di generalita, e il cui modulo ¢ una funzione della sola distanza dal centro. Nel
nostro contesto cid equivale a supporre che esista una funzione ¢ da RT a valori
reali, tale che, per ogni z # 0 si abbia

flz) = ¢<|x|>‘§—|. (3.7)

Detta ®(r) una primitiva di —¢(r), la funzione
V() = ®(|2[)

€ un’energia potenziale per f. Difatti,

xT

—VV(z) = =@'(|z)V|z| = o(|z]) Ei f(@),
in quanto
O|x| . 0 1/2 _ .. —1/2 _ Ti
0z, ~ or, (x-2)/* =zi(r-x) =l
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4. Problemi unidimensionali.

4.1 Riduzione a una dimensione

Si supponga la legge di forza f unidimensionale nel senso che essa ¢ diretta
in ogni punto secondo una direzione fissa che possiamo assumere coincidente con
I’asse eq e dipendente da x ed & solo tramite le rispettive componenti nella direzione
dell’asse e;. Cioe

flx,2,t) = e1 fi(z1,41,1).

In tali condizioni, le equazioni del moto divengono

miy = fi(z1,&1,1),
mfi'g :0,

m1‘3:0

e quindi il moto nelle direzioni es; ed e3 ¢ di integrazione immediata e non in-
fluenza il moto nella direzione e;. Con un’opportuna scelta del riferimento iner-
ziale, ci si potra sempre ricondurre al caso x2(0) = z3(0) = 0. Assumendo inol-
tre £2(0) = #3(0) = 0, per eliminare una parte banale della soluzione, 1'unica
equazione significativa resta la prima. Sopprimendo l'indice 1 per semplificare la
notazione, siamo quindi ricondotti allo studio del problema unidimensionale

m‘,"C. = f(x’x.’t)7
z(0) = xo, (4.1)

con x,xg,vy € R.

Lo stesso problema emerge in molti altri contesti sia in Meccanica che che in
altri settori della Fisica. In Meccanica quasi tutti i problemi risolubilt sono quelli
riconducibili al problema (4.1). La sua buona posizione ¢ conseguenza della discus-
sione generale. In questo caso particolare tuttavia ci proponiamo di fornire una
descrizione piu dettagliata della soluzione e quando possibile, di pervenire alla so-
luzione esplicita. Cio risultera possibile solo in situazioni molto particolari, mentre
spesso sara possibile ottenere significative proprieta qualitative della soluzione.

Una notevole semplificazione del problema (4.1) si ha quando si considera il
caso di forza puramente posizionale. Infatti, in questo caso, come gia osservato, la
legge di forza risulta conservativa, potendosi sempre determinare, per ogni funzione
x — f(x) continua, una funzione x — V() tale che



In tal caso il problema (4.1) diviene

mi = —V'(x),
z(0) = xo, (4.2)
IE(O) = 9.
e la quantita
.2
m%@:m%+vw, (4.3)

detta energia totale del sistema (mentre V(z) si dice energia potenziale e T' =
ma? /2 si dice energia cinetica) & conservata durante ogni moto:

d .
ZB(a(t), (1)) = 0.

L’uso della conservazione dell’energia consente di pervenire ad una descrizione
molto dettagliata del moto, anche quando non & possibile fornire una soluzione
esplicita.

Fissato il dato iniziale, si puo calcolare il valore dell’energia al tempo t = t,
e senza perdita di generalita assumeremo ¢y = 0, visto che la legge di forza non
dipende da ¢. Usiamo la notazione E(xg,v9) = E. La conservazione dell’energia
assicura che per ogni ¢ risulta E(x(t),4(t)) = E. Pid esplicitamente,

i(t)?
m—y

+V(z(t)) =E.
Da questa equazione puo dedursi

j(0) = 2E =V (1.4

che fissa il valore di & ad ogni tempo, a meno del segno. Tale segno puo facilmente
determinarsi come segue: se vg = 0, il segno di &(¢) per ¢ > 0 ma sufficientemente
prossimo a 0 & determinato dal segno di f(zo). Se f(zo) > 0, allora &(t) deve
crescere e quindi #(¢) sara positiva per ¢ > 0, fino al primo istante ¢; per il quale
risulti (¢1) = 0. In ¢; si ripete la procedura con zq sostituito da z(¢;). In modo
analogo si procede se f(zg) < 0. Se vy # 0, per tempi successivi a ¢ = 0, ma
sufficientemente prossimi a 0, per continuita il segno di &(¢) coincide con quello
iniziale di vg. Cio resta valido fino al primo istante ¢; per il quale risulti Z(¢1) = 0.
Per tempi successivi si procede come nel caso vg = 0. L’unico caso in cui questo
procedimento fallisce & quello corrispondente a vy = 0 e f(xg) = 0. Questo caso &
speciale e verra discusso in seguito.
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Osserviamo che, grazie alla (4.4) si pud concludere che la soluzione del problema
(4.2) esiste globalmente nel tempo se il potenziale V' & inferiormente limitato. Sia
infatti

inf V(z) = —B > —o0.
T€R

Allora

2
| <\/—(E+B
i <\/ = (E+B)

e quindi, per ogni tempo finito, il moto avviene in un intervallo limitato dove la
forza e Lipshitziana.

4.2 Analisi qualitativa del moto. Una volta determinato &, incluso il suo
segno, mediante (4.4) e le considerazioni precedenti, si ha, ad esempio nella zona
di moto progressivo (cioe con velocita & > 0)

i(t) = 3E;%@@ﬁ (4.5).

Questa € un’equazione a variabili separabili, la cui integrazione conduce alla rela-

zione
z(t) !
t= / L, (4.6)
w  [2[E— V(@)
m

valida per ogni t < t1, ove t; € il primo istante d’arresto, cioe
ti =sup{r >0:2(t) >0 Vt<r7} (4.7

La funzione integranda nel secondo membro di (4.6) & positiva. Pertanto la fun-

ot = [ fuzdw

¢ crescente e quindi invertibile. La sua inversa determina ¢ — x(t) per t < t;.
Nella pratica tale calcolo non ¢ in generale realmente fattibile, ma le considerazioni
precedenti consentono di analizzare il moto in grande dettaglio.

A questo scopo premettiamo alcune definizioni. Esse sono illustrate dalla figura
che segue.

o1
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Ez
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28\ R, z .
\

/

Supposta  — V() una funzione continua e dotata di derivata continua nell’internof
del suo insieme di definizione, diciamo critico ogni punto x. tale che V'(x.) = 0
e diciamo livello di energia critico ogni numero reale E. tale che E. = V(x.).
Nella figura 1, i valori dell’energia F1, F3, E4 ed E5 corrispondono a livelli critici,
mentre il valore E5 corrisponde ad un livello non critico.

Es Figura 1

Moto su livelli di energia non critici.

Supponiamo ora che il dato iniziale (xg,vp) sia tale che il livello di energia
corrispondente sia non critico, come ad esempio F5 nella figura 1. Supponiamo
inoltre che ’equazione

E =V(x),

abbia un numero finito, n di soluzioni e si denotino con x;, i = 1, ..., n tali soluzioni
ordinate in ordine crescente. Nel caso della figura 1, in corrispondenza del livello
di energia E5 non critico, queste sono x1, ro ed z3. Esse individueranno n + 1
intervalli, due dei quali non limitati, in alcuni dei quali risultera V(z) > E e negli
altri V(z) < E. Nel caso in figura 1, (1, z2) ¢ un intervallo ove E > V(x) mentre
(2, x3) € un intervallo dove E < V(z). Dalla definizione di E segue che il moto ¢
possibile soltanto negli intervalli in cui V() < E e che, se il punto materiale vi si
trova inizialmente deve rimanervi ad ogni tempo. Difatti il punto materiale non
potrebbe raggiungere un altro intervallo con V() < E senza attraversarne uno in
cui V() > E. Perché cid avvenga dovrebbe esserci un salto che ¢ invece vietato
dalla continuita del moto.
Sia 2_ < x4 una coppia di soluzioni dell’equazione V(x) = E, per cui risulta

Vie_)=E=V(zy), V(ir)<E Vre(r_,zy).
Poiché il livello & non critico, si ha V/(z_) <0, V'(zy) > 0.
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Teorema 4.1. Sia V una funzione derivabile due volte in R, con derivata seconda
continua. Se E & non critico ed xg € [x_,x4], allora il moto sussequente, t — x(t)
¢ periodico® di periodo

T4 dz’

m

Dim. Si & gia osservato che il moto pud avvenire soltanto nell’intervallo [z_,z].
Supponiamo, per fissare le idee, vg > 0 e definiamo ¢; in accordo con la (4.7).

Lemma 4.2: Sia t1 definito da (4.7). Risulta:

lim z(t) = x4. (4.9)

t—>t1

Il tempo t; si pud valutare usando la (4.6) come

N e

Lemma 4.3: Nelle ipotesi del Teorema 4.1 risulta:

(4.10)

t1 < 4o0.

Prima di provare i due lemmi, diamo ’argomento che conclude la prova del
Teorema 4.1. Poiché il tempo #; calcolato mediante la (4.10) risulta finito, il
punto materiale al tempo ¢; si trova in x4 con velocita nulla, e a partire da questa
inizia una fase di moto retrogrado (cioeé con & < 0) che si conclude al tempo

to =sup{T >t1:2(t) <0 Vi1 <t <7} (4.11)

Lo stesso argomento di prima mostrera che lim;_,;, z(t) = x_ e che t3 pud anch’esso
valutarsi mediante un’espressione simile alla (4.6) ed & finito. Al tempo t9 il punto
materiale si trova in z_ con velocita nulla, e a partire da questa inizia una nuova
fase di moto progressivo che si conclude al tempo

ts =sup{T >ta:@(t) >0 Vs <t <7} (4.12)

(1) Ciot esiste T' > 0 tale che z(t) = ar(t + T) per ogni t € R. 11 pit piccolo numero 1" > 0

per il quale tale proprieta & verificata si dice periodo del moto periodico.
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Per simmetria, t3 —ty = t5 —t1. Pertanto il punto materiale compie oscillazioni tra
gli estremi dell’intervallo [z_, 2], e quindi di ampiezza z — x_, e si trova in x4
con velocita nulla ai tempi ¢ e 1 +2(t2 —t1). Tale circostanza basta a concludere
che il moto & periodico® ed il periodo & T = 2(ty — t1), dato da (4.8). Questo
conclude la dimostrazione del Teorema 4.1. O

Occorre ancora provare i Lemmi 4.2 e 4.3

Dim. del Lemma 4.2: Per controllare la (4.9), cominciamo con losservare che il
limite esiste per monotonia in quanto z(t) & non decrescente in (0,t;) poiché per
definizione di ¢;, in tale intervallo risulta @(¢) > 0. Pertanto si tratta di mostrare
che il limite coincide con x. Si supponga invece, per assurdo, che sia

lim z(t) =, con T < x4. (4.13)

tﬂtl

Essendo V' una funzione continua, risulterebbe

V= tlg? x(t) = —2[E —mV(f)]

> 0, (4.14)

poiché E > V(Z) per definizione di . Poiché non sappiamo ancora se t; € finito,
dobbiamo esaminare sia il caso
a) tl = 40

che il caso
b) tl < 400.

Ma nel caso a) la (4.14) & incompatibile con Desistenza del limite (4.13). Difatti,
se 0> 0et; = +oo, deve essere Z = +00(®). Nel caso b) la (4.14) & incompatibile
con la definizione di ¢; in quanto, se t; ¢ finito, 0 < ¥ = #(¢1) per continuita.
Sempre per continuita risulterebbe &(t) > 0 in un intorno destro di ¢; mentre la
definizione di ¢; ed il fatto che esso € finito implicano che in un intorno destro di
t1 la velocita sia non positiva. O

@) Infatti, se la soluzione t — z(t) dell’equazione differenziale non dipendente dal tempo
&= f(z) ()

con dato iniziale x(0) = zo & tale che esistano T > 0 e t, tali che x(t+ + T) = x(t«), allora il
moto & periodico di periodo T'. Per verificarlo basta osservare che la funzione ¢t — y(t) = x(t +
T) & anch’essa soluzione dell’equazione differenziale () e soddisfa la condizione y(t«) = x(t«).
Pertanto, per il teorema di unicitd non pud differire da ¢t — z(t). Risulta quindi z(¢t + T') = x(¢)
per ogni t € R.

®) Sex — f(x) & monotona non decrescente e la sua derivata ammette limite per £ — 400,

of =00 f— 400
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Dim. del Lemma 4.3: Le considerazioni precedenti assicurano che vale la (4.10).
Poiché la funzione integranda ¢ non limitata soltanto per z’ prossimo a z,, basta

far vedere che i
T4 dl'/
/ i
=5 [2[E =V ()]
m

per 6 > 0 sufficientemente piccolo. Per il teorema di Lagrange, nell’intorno sinistro
di z; dato da {2'|0 < 21 — 2’ < ¢} risulta

(4.15)

E-V@) =B~ V(ey) = V(@)@ —a,) - V(O — )’

per & opportunamente scelto in (a/,z4). Per ipotesi V'(z4) > 0, mentre |V
¢ limitato da una costante M nell’intervallo [z_,z.]. Pertanto, scegliendo 6 <
V'(x4)/M, si ha

V()" —2)?| V" (O)l(x4 — )6 < V'(w4) (24 — a').

Pertanto 1
E-V() = §V/($+)(9C+ —a')

Cid mostra che la funzione integranda in (4.15) & maggiorata dalla funzione in-
tegrabile C(x; — 2')~'/2 e quindi I'integrale & finito. O

Il Teorema 4.1 fornisce la descrizione qualitativa completa del moto di un punto
materiale su un livello di energia non critico, quando esso si trovi inizialmente
nell'intervallo [z_,z4] compreso tra due radici consecutive dell’equazione V(x) =
E, nel quale risulta V(z) < E. Esso compie oscillazioni periodiche di ampiezza
x4 —x_ con un periodo di oscillazione fornito dalla (4.8). Resta da considerare il
caso in cui xg € a sinistra della piu piccola o a destra della pid grande delle radici,
e quindi in un intervallo non limitato. Nel caso mostrato dalla figura 1 si puo
considerare g > x3 e quindi a destra della radice pid grande. L’altro caso, non
presente in figura 1, si discute in modo analogo.

Supponiamo che z, sia la pit grande delle radici di V(z) = F e che per z > z,
sia V(z) < E. Sia g = x,. Nei tempi successivi il moto & certamente progressivo,
poiché f(z.) > 0. Essendo z,. la pid grande delle radici, non vi sono istanti di
arresto e quindi il moto rimane progressivo. Ne consegue che al crescere di ¢,
z(t) cresce indefinitamente. Infatti, per monotonia, il limite deve coincidere con
il suo estremo superiore e questo non puo essere finito perché in corrispondenza
la velocita tenderebbe a 0, mentre non vi sono istanti di arresto finiti. Il tempo
necessario per “raggiungere 'infinito” ¢ dato da

“+oo dl’l
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Se il potenziale V(z) & inferiormente limitato, e —B ne & I’estremo inferiore, si ha
E—V(z) < E+ B e quindi

/

/+°° dx
te > ———— = +00
. [2]E + B|

m

Pertanto il tempo necessario per giungere all’infinito € infinito e quindi il problema
ammette anche in questo caso una soluzione globale nel tempo, tale che

lim z(t) = +o0.
t——+oo
Se il potenziale non ¢ inferiormente limitato e tende a —oo per z — 400, a seconda
dell’ordine di infinito, ¢, puo essere finito o infinito. Esso risultera infinito a meno
che non sia
V()

lim = —00
Tr—-+00 x2

In quest’ultimo caso la soluzione esiste solo nell’intervallo [0, t,) e pertanto & solo
locale nel futuro.

Se kg > x. e vy > 0, la situazione ¢ la stessa gia discussa. Se vy < 0 il moto
¢ inizialmente retrogrado fino al primo istante di arresto t_ nel quale il punto
materiale raggiunge z, (per questa parte la discussione ¢ identica a quella fatta
per provare il Teorema 4.1). A partire da questo istante siamo nel caso discusso
in precedenza.

Moto su livelli di energia critici.

Se il livello di energia E & critico, come i livelli Fy, F3, F4 ed Es nella figura
1, per definizione vi sono alcune delle soluzioni z; dell’equazione E = V(x), che
sono anche punti critici, in corrispondenza dei quali V’ si annulla. Nella figura
1, per i livelli E; ed E3 vi € un punto di massimo, mentre per i livelli F4 ed Es
vi & un punto di minimo. Non & rappresentato in figura 1 il caso in cui si abbia
un punto di flesso a tangente orizzontale. Naturalmente, per tutti gli intervalli ai
cui estremi non vi sono punti critici, la discussione fatta per i livelli non critici
continua ad essere valida. Supporremo pertanto di considerare intervalli aventi un
estremo che sia un punto critico.
Sia x, un tale punto. Distingueremo tre casi:
1) E=V(xy), V'(zy) =0ed E > V(z) in un intorno completo di z,, {z|0 <
| — x| < 6}
2) E=V(z.), V'(zs) =0ed E > V(x) in un intorno sinistro (risp. destro) di z.,
{0 <z —a <0} (risp. {2]|0<z—2,<d}).
3) E=V(x.), V(xx) =0ed E < V(z) in un intorno completo di z., {z|0 <
|z — x| < 6}
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Essi sono illustrati nella figura 2 qui sotto.

Figura 2
Ay Ay Ay
E E E
. . t
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 > 1 > ! -
X* X X* X Xx X
Caso 1) Caso 2) Caso 3)
Caso 1: Se g = x,, necessariamente vg = 0 perché
mud
E= < + Vi(xg) = V() =V (xp).
La funzione t — z(t) = x. per ogni t soddisfa ovviamente i dati iniziali e
Pequazione, poiché f(x,) = —V’'(z.) = 0. Per il teorema di unicita essa ¢ I'unica

soluzione e pertanto il moto successivi € la quiete in x,. Una posizione z, tale
che, posto il punto materiale inizialmente in x, con velocita nulla, esso vi rimane
per sempre, viene detto posizione di equilibrio. Ne consegue che il punto x, € una
posizione di equilibrio.

Supponiamo ora xg # .. Sia, per fissare le idee, x < x,. La velocita iniziale
¢ non nulla poiché £ = V(x,) > V(zg). Se vg < 0, il moto & inizialmente
retrogrado. Se l’estremo sinistro dell’intervallo € un punto non critico, il moto
diviene progressivo dopo un istante di arresto in tale estremo e siamo ricondotti
al caso vg > 0. Se l'estremo sinistro dell’intervallo & —oo, € valida 'analisi fatta
nel caso di livello di energia non critico. Infine, se I’estremo sinistro ¢ anch’esso
un punto critico, la discussione e ricondotta al caso zg > x,. Discutiamo quindi
il caso vy > 0. Il Lemma 4.2 continua ad essere valido, con x4 rimpiazzato da
Z, nella (4.9). Il tempo ¢; necessario a raggiungere x, ¢ dato da (4.10) con x4
sostituito da x,. Il Lemma 4.3 non e pid valido in questo caso ed e sostituito dal
seguente

Lemma 4.4: Nelle stesse ipotesi del Teorema 4.1 si ha:

tl = +OO
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Dim. Abbiamo E = V(z.) e V'(z.) = 0. Per il teorema di Lagrange, per
un’opportuna scelta di £ € (z. — 0, ), risulta

F—V(z) = —%V”(@(x—x*)z <l h@ a2 (4.16)

N | =

ove A > 0 ¢ un maggiorante di —V”(z) nell'intorno considerato®*). Pertanto

/z* dx’ /I dx’
t1 > —_—_— > —_— = H4-00.
z.—6 [2[E—=V(z")] vo—s |Alx —1,)?

m m

In conclusione il punto x, rappresenta la posizione limite di ¢ — x(¢t) per t —
400, che non viene pero raggiunta a nessun tempo finito. Un moto con questa
proprieta & denominato moto a meta asintotica.

Il caso zyp > z. si discute in modo analogo.

|

Caso 2: Supponiamo per fissare le idee che sia verificato il caso in figura 2, e cioe
che sia V() < E per x < z, e V() > F per x > z,. Il moto & possibile solo per
xo < T, eicasi zg = x4 € Tg < x, sono analoghi a quelli discussi in precedenza.

Caso 8 L’unica possibilita ¢ che sia xg = x4 e il moto si riduce alla quiete in z,.

Riassumendo, in tutti i casi il punto z, € una posizione di equilibrio, ma il
comportamento del punto materiale nei casi 1) e 2) & molto diverso da quello del
caso 3). Nei primi due casi, se il punto viene posto inizialmente in una posizione
prossima ad x,, con velocita diretta verso x,, raggiunge z, solo dopo un tempo
infinito. Se la velocita iniziale & nella direzione opposta a z, il punto materiale
si allontana da x,. Nel caso 3) invece, il punto materiale ¢ bloccato in ., non
essendovi altre posizioni compatibili con I’energia critica che il punto materiale
ha. Se tuttavia gli si fornisce una piccola quantita di energia supplementare,
il moto ¢ una oscillazione di ampiezza tanto pid piccola quanto pit € piccola
I’energia addizionale fornita. Le posizioni di equilibrio con queste caratteristiche
hanno un’importanza fondamentale nella pratica, in quanto il moto manifesta la
tendenza a restare confinato nelle loro vicinanze. E per questo che si introduce la
fondamentale nozione di stabilita.

4.3 Stabilita

Le considerazioni che seguono sono valide in un contesto molto pid generale che
quello dei moti unidimensionali. Per il momento limiteremo ’analisi a tale caso,

(1) Si osservi che la (4.16) vale anche nel caso V”(x*) = 0, in quanto V”(x) non ¢ identicamente

nulla nell’intorno di .
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rinviando ad un capitolo successivo lo studio generale della stabilita delle posizioni
di equilibrio.

Ricordiamo che un punto z, € R & una posizione di equilibrio se, posto il punto
materiale inizialmente in zyg = x, con velocita vy = 0, il moto susseguente ¢ la
quiete in x,. Cioe

ro=x,ev0=0 = z({t)=z, VieR

Abbiamo gia osservato che, nel caso di forze posizionali i punti critici, cioe i punti
x. tali che V’'(x.) = 0, sono posizioni di equilibrio. La proposizione che segue
assicura che non ve ne sono altri. Essa vale anche per forze non posizionali.
Sia (z,v,t) — f(x,v,t) una legge di forza non necessariamente posizionale, che
supponiamo per semplicita definita in tutto R x R x R.

Proposizione 4.5 Il punto x, € R é una posizione di equilibrio se e solo se

f(x,0,8) =0  per ognit € R. (4.17)

Dim. Se z, & una posizione di equilibrio, allora t — z(t) = x, & soluzione dell’equa-
zione (4.1). Ma in tal caso # = 0 e & = 0 e pertanto vale la (4.17).

Viceversa, se vale la (4.17) la funzione t — z(t) = =z, per ogni ¢ € R risolve
la (4.1) e soddisfa la condizione iniziale 2(0) = x,, ©(0) = 0. Essa & unica per il
teorema di unicita e quindi z, & una posizione di equilibrio.d

In particolare, nel caso di forza posizionale, la (4.17) stabilisce che z, & di
equilibrio se e solo se ¢ critico.

Come osservato prima, i punti critici dell’energia potenziale V' si possono clas-
sificare in due tipi, a seconda che il moto nelle loro vicinanze tenda ad allontanarsi
da essi 0 a rimanere vicino. La precisazione di questa idea conduce alla nozione
di stabilita. Anche questa nozione puo essere data per forze non necessariamente
posizionali.

Definizione 4.1: Una posizione di equilibrio x, & detta stabile (nel futuro) se,
una volta scelta la posizione iniziale x( sufficientemente vicina ad x. e la velocita
iniziale vy sufficientemente piccola, il moto susseguente, ¢ — x(t) si mantiene
arbitrariamente prossimo a x, per t > tg. Pid precisamente:

Ve>0 30 >0 tale che |[zo—x.| <4, |vg| <0 = sup{|z(t)—z.|+|2(t)|} <e.
t>to

Osservazione 1: La condizione di stabilita ¢ solo apparentemente simile a quella
di continuita rispetto ai dati iniziali che in questo contesto si scrive

Vit > to,Ve>0 F0>0 tale che |vog—x.| <0, |vo|<I = |x(t)— x| +|2(t)| < e.
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Infatti nel caso della continuita rispetto ai dati iniziali il numero ¢ da determinare,
puo dipendere anche da ¢, mentre nel caso della stabilita la scelta di & deve essere
valida per tutti i tempi nell’intervallo non limitato [tg, +00).

Osservazione 2: Che la nozione di stabilita sia molto pit forte di quella di conti-
nuita rispetto ai dati iniziali & mostrato dal fatto che quest’ultima vale non appena
la legge di forza e Lipshitziana, mentre la proprieta di stabilita € ovviamente non
verificata dalla posizione di equilibrio di una forza posizionale corrispondente ad
un punto critico che sia un massimo isolato. Pit esplicitamente, si consideri la
legge di forza f(z) = a®z, di potenziale V (x) = —a?2?/2. L’equazione relativa ad
un punto di massa m =1,

ha per soluzione

1 v 1 v
x(t) = 5(900 + ;O)e“t + §(x0 - ;0

)e—at.
Pertanto il punto si allontana indefinitamente da z, = 0 a meno di non scegliere
i dati iniziali in modo tale che 0 sia la meta asintotica. Naturalmente la forza e
Lipshitziana e la proprieta di continuita rispetto ai dati iniziali & verificata, come
segue anche direttamente dalla soluzione esplicita.

La proposizione seguente stabilisce che effettivamente i punti di minimo sono
posizioni di equilibrio stabile. Tale affermazione continua a essere corretta in un
contesto piu generale, che verra discusso in seguito.

Proposizione 4.6: Si supponga x — V(z) dotata di derivate seconde continue
i R. Se x, e un punto di minimo stretto per V, allora la posizione T, € una
posizione di equilibrio stabile.

Dim. Senza perdita di generalita si assume V(z,) = 0. Poiché z, & un punto di
minimo stretto, esiste d; > 0 tale che V(z) > 0 per ogni z tale che 0 < |z—z.| < d1.
Fissati x¢ soddisfacente tale condizione e vy, sia E > 0 lenergia corrispondente
e siano x4 g ed x_ g la pid piccola soluzione di V(z) = E con = > z, e la piud
grande soluzione di V(z) = E con = < =z, rispettivamente. Consideriamo x4 g
per fissare le idee.

La funzione £ — x g ¢ monotona crescente. Questo segue dalla definizione di
x4 g. Difatti, se per qualche coppia di valori 0 < Ey < Ey fosse 4 g, > x4 g, si
avrebbe un assurdo perché, per la continuita, V dovrebbe assumere nell’intervallo
(4, T4, B,) tutti i valori compresi tra 0 ed E2. Esisterebbe allora & € (2., 24 g,)
tale che V(%) = E;. Ma in tal caso x4 g, > & e quindi x4 g, non sarebbe la pit
piccola soluzione di V (z) = Ej.
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Pertanto il limite limg_,o 2 g esiste per monotonia. Esso deve coincidere con
Z,, poiché, se fosse limg_.0 x4+ g = T > T4, la continuita di V' implicherebbe

0= éanOE = élinoV(x+7E) =V(z),

che ¢ in contrasto con il fatto che V(x) > 0 se 0 < |z — x| < d1. In conclusione
esiste il limite

lim z = Ts.

B0 TE T

In modo analogo si ottiene il limite

lim z_ g = 2.
E—O0

Sia h(E) = max{|z4 g — .|, |2— 5 — z4| }

Poiché il moto & confinato nell’intervallo [z_ g, 2+ g|, ne segue che, prefissato
e > 0, esiste § > 0 tale che, se E < 6, h(E) < € e quindi |z(t) — x| < e. Si
scelga ora d2 in modo che, se |vg| < 2, mv3/2 < /2 e se |rg — x| < J2 allora
V(zg) < 0/2. Ne segue la disuguaglianza |z(t) — z.| < € con §(e) scelto come il pid
piccolo tra d; e do. Per ottenere la disuguaglianza sulle velocita, basta ricordare
che |v] < y/2E/m e scegliere 6 in modo che risulti anche /20/m < 0

Osservazione: La stima esplicita di |4 g — .| ¢ resa delicata dal fatto che, nelle
ipotesi fatte, I’energia potenziale V' potrebbe avere un comportamento molto com-
plicato, ad esempio, oltre al minimo in z, potrebbe avere nell’intorno di z, una
successione di massimi e minimi che hanno x, come punto di accumulazione, in
modo che la convessita cambia infinite volte in ogni intorno di z,. Un esempio di
funzione con tale comportamento patologico ¢ il seguente:

1
—1l=| [ 42 L gin2 =
V(z) = {e (:c + sin as) se x # 0,

0 sex=0.

Essa ha ovviamente un minimo in = 0, ma ne ha infiniti altri nell’intorno di 0.
La stima € molto pii semplice quando vi sia una derivata di ordine pari positiva
in un intorno di ..
Supponiamo ad esempio che esista un intorno di z, ove sia V() > 0 e siano
a > 0 ed A il minimo ed il massimo di V" in tale intorno. Usando il teorema di
Lagrange, in un intorno di z, si ha

Vi) = gV )

con & opportunamente scelto in funzione di z. In particolare,

1 1
E=V(z+g)= §V,/(§i,E)($i,E R §a($i,E —x,)?
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e quindi

sl < (26) " = (S +2vi) -

Quindi

1/2
ja(t) — z.] < (g[mva T Az m) |

4.4 Oscillatore armonico.

I calcoli precedenti mostrano che I'approssimazione quadratica dell’energia po-
tenziale in prossimita di un punto di minimo semplifica notevolmente la tratta-
zione. Infatti il caso di energia potenziale quadratica ha un ruolo privilegiato nello
studio qualitativo del moto dei sistemi unidimensionali. Consideriamo pertanto
un’energia potenziale della forma

1
V(z) = 51@‘.’172, k>0,

che corrisponde ad una forza(®

f(z) = —kax.

Tale forza tende a richiamare il punto materiale dalla posizione z ove si trova
verso l'origine con una forza che ¢ tanto pit grande quanto piu il punto ¢ lontano
dall’origine. Per tale motivo questa forza viene interpretata come quella prodotta
da una molla in approssimazione lineare ed & detta forza di richiamo elastica.
k > 0 si dice costante elastica della molla. L’origine risulta un punto di minimo
per 'energia potenziale e quindi una posizione di equilibrio stabile. In questo caso
¢ possibile completare il calcolo in (4.6) ed ottenere esplicitamente la soluzione.
Intanto, la determinazione di x4 g ¢ immediata: dall’equazione E = (1/2)kaz>

si ha
[2F
$i7E::l: 7

() La soluzione di questo problema & gia stata ottenuta per altra via attraverso la risoluzione

diretta dell’equazione differenziale. Tuttavia & istruttivo ottenerla con il metodo studiato in

questo capitolo.
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Inoltre il denominatore della (4.6) puo scriversi

Posto

la (4.6) diviene

e 1 z(t) dz’

wJey VErrp—2)@—2_F8)

Per completare il calcolo occorre determinare la forma esplicita dell’integrale

AN =

con a < x7 < x2 < b. Si tratta di un integrale noto. Tuttavia, data 'importanza
che esso assume in Meccanica se ne fornisce il calcolo esplicito. Esso ¢ basato su
due cambiamenti di variabili. Il primo

trasforma l'intervallo [a,b] nell’intervallo [0, 1], z; in u;, dz in du = (b—a) dz e
(b—2)(z—a) = (b—a)*u(l —u).

pertanto
- r; —a

T /“2 du w
uy \/u(l—u)7 ob—a’
Posto poi y = 2u—1, y varia in [—1, 1] al variare di w in [0, 1]. Inoltre u = (y+1)/2,
1—u)=(1-19)/2, u(l —u) = (1-1y?)/4. dy = 2du. Infine

2x; — b
yi=2u; — 1= L‘”),
b—a
Quindi
1 [¥2 d
== / % = arccos Yz — arccos y
2 Y1 (1 -y )4_
2x9 — (a+b) 2x1 — (a+b)
= arccos ———— — arccos ————=
b—a b—a
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In particolare, se 1 = a ed x2 = b,

= arccos 1 — arccos(—1) = 7. (4.18)

Se x1 = xg, ©2 = z(t), a = z_ g, b = x4 g, risulta

a(t)

Lo
wt = arccos ——— — arccos ——.
T+ E T+ E

[2E / v}
ifi,E::t ?:i $g+w—02,
v5 Zo
x(t) =\ 2§ + —3 cos (wt + gb), ¢ = arccos : (4.19)
w T+ E

Pertanto il moto di un punto materiale soggetto ad una forza di richiamo elastica
¢ un moto armonico, cioe un moto oscillatorio periodico con periodo

2T m
T=—=2 —.
w ﬂ-\/k

Il periodo di oscillazione non dipende dalle condizioni iniziali, ma solo dalla
massa e dalla costante elastica. Oscillazioni di questo tipo si dicono oscillazioni
isocrone.

E chiaro che & conveniente dal punto di vista pratico(® avere oscillazioni che
non dipendono dal modo con cui si avvia il sistema. Se occorressero procedure
speciali per avviare gli orologi, sarebbe molto difficile avere orologi sincronizzati.
Se invece le oscillazioni sono isocrone, basta fissare la massa e la costante elastica
e due qualsiasi oscillatori oscilleranno con lo stesso periodo indipendentemente
dalle condizioni iniziali. E ragionevole domandarsi se la proprieta di avere oscilla-
zioni isocrone sia una proprieta generica o specifica dell’oscillatore armonico. Una
risposta & possibile, con qualche ipotesi aggiuntiva ed e fornita dalla successiva
proposizione.

Ricordando che

si ha quindi

) Iy realta questa discussione ha molto poco a che fare con problemi pratici, poiché nei casi
concreti € inevitabile la presenza di qualche forma di attrito e le oscillazioni armoniche divengono

in tal caso smorzate.
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Ricordiamo che, dato il livello di energia non critico E e le soluzioni x4 g
dell’equazione V (z) = E, il periodo di oscillazione dipende a priori dall’energia ed

¢ dato da
T(E) F/ W

Per discutere se esistano altre energie po‘cenziali7 oltre x — V(x) = ka?/2, per le
quali le oscillazioni risultino isocrone, occorre restringere la classe delle funzioni
x — V(x) ammesse. Supporremo:

i) Ve C?R],

ii) 111’I1|90|*>Oo V(l‘) = 400,

iii) esiste un unico punto critico, che si assume senza perdita di generalita coinci-
dente con l'origine: V’(0) = 0. Ancora senza perdere generalita si pud assumere
V(0) =0.

iv) V(z) = V(—=x) per ogni z € R.

Solo T'ultima & una restrizione effettiva alla classe dei potenziali considerati.
Infatti la i) & una condizione di regolarita quasi minimale perché il problema sia
ben posto. La ii) ¢ resa necessaria dal fatto che, se I'energia potenziale non di-
verge all’infinito, per energie sufficientemente alte vi sono certamente moti non
periodici, che renderebbero impossibile la proprieta di isocronia cercata. Analoga
motivazione ha l'ipotesi iii). Se vi fossero piil minimi, e tra loro qualche massimo,
esisterebbero livelli di energia in corrispondenza dei quali il moto non sarebbe
periodico. La condizione iv) permette di ottenere una risposta semplice e viene
assunta essenzialmente per questa ragione.

In queste condizioni si prova la seguente

Proposizione 4.7. Se le condizioni i),... ,iv) sono soddisfatte e T(E) ¢ indipen-
dente da E, allora esiste k > 0 tale che

1
V(z) = §kx2.

Dim. La restrizione di z — V(z) ad R* & monotona crescente, poiché I'origine &
I'unico punto critico. Denotiamo con v — £(v) l'inversa di tale restrizione. Cioe

£: veRT = ¢w)eRY, &V(x)=2, >0

Tale funzione ¢ differenziabile per v > 0 in quanto

b
V'(€(v))

e V! = 0 soloin z = 0. Ha quindi senso il cambio di variabile x — v. Si ha
infatti dz = &’(v)dv. In tale cambio di variabili, 0 & trasformatoin 0 e 4 g in E.

§'(v) =
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Pertanto

(4.20)

T+(E):=\/%/01+E zx/%/OE

dx
VE-V(x)

Si fissi ora b > 0, si divida (4.20) per v/b — E e si integri sull’intervallo [0, b]. Si ha

(52 v [ ey

Poiché il dominio in figura 3

Figura 3
A A
v=E v=E
/]
/
g yd
S [vb] x v L: / [v,b] x v
» 4 \ /] 41"
/ T
vsE [~
;/ vsE
b E b E

{(E,v)|E € [0,b],v € [0, E]}
puo rappresentarsi anche come
{(E,v)lv e [0,b], E € [v,b]},

scambiando l'ordine di integrazione si ha anche

ob\/z(a—— F/dvf /\/m

L’integrale in E vale w, come mostrato in precedenza, e pertanto

T4 (E)dE
[FTDAE ),

Usiamo ora la condizione iv). Essa implica che

T(E) = 2T (E)
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e quindi
" T(E)dE
0o Vb—F
Ma T(E) non dipende da E e quindi il membro di sinistra vale 27'v/b. In conse-
guenza

= 2v2mr(b). (4.21)

invertendo la quale si ha

con

|

Osservazione 1: Si osservi che in assenza della condizione iv), in luogo della
v — &(v) si sarebbero dovute introdurre due funzioni inverse, una per z < 0
ed una per z > 0, e le equazioni ottenute non sarebbero state sufficienti a determi-
narle entrambe. L’assunzione iv) riducendo il numero di incognite permette una
soluzione ben definita.

Osservazione 2: Si osservi inoltre che quello appena discusso ¢ un esempio di
problema inverso: assegnata la classe di moti , cioe le oscillazioni isocrone, calcolare
la legge di forza che li determina.

Osservazione 3: 1l metodo e applicabile pii in generale. Sotto ’assunzione che
il potenziale sia pari, la (4.21) fornisce il potenziale qualunque sia la funzione
E — T(E), a patto che l'integrale abbia senso. Ad esempio, si supponga che essa
sia data da,

E—-T(FE)=aE",

per a > 0 ed « reale. Si ha

1 "T(E)YdE a * E“dE
2v2mr Jo Vb—E  2v2mrm Jo Vb—E

Ponendo y = E/b nell’integrale, vb — E = Vby/I—y, dE = bdy, E“ = by e
quindi

£(b) (4.22)

1
a y*dy aCy

b) = pot1/2 = pot1/2, 4.23

&) 2v/2mm o V1I—y  2¢2mm (4.23)
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con

1
ad
ca:/ v
o VI—y

Pertanto 2/(2a+1)
(e
Vir) = [ 2221 22/ 1)
aCly
Il caso a = 0 & quello gia discusso. Il caso a = —1/2 & singolare in quanto £(v) &

costante e non monotono. Allo stesso modo i casi @ < —1/2 sono singolari poiché
&(v) risulta decrescente, mentre deve essere crescente per ipotesi. Se

el
N

il risultato e
V(z) = Clz|*.

In particolare, per « = —1/4, si ha k = 4.

Il procedimento usato si presta alternativamente al calcolo del periodo di un
assegnato potenziale, tramite I'uso della (4.20), quando l'integrale & valutabile
esplicitamente. Ad esempio, se V(z) = |z|™ e quindi £(v) = v'/™ e

1
i - - (1—n)/n
&(v) v .

_ Eewydy  2/2m [P ol-m/ndy
T<E)_2m/o VE—v n /O VE o

Si ha

Posto y = v/E, si ha

T(B) = 22" poc,

dove

2 n n 2
In particolare, per n = 2 si riottiene l’isocronia delle oscillazioni armoniche, per
n =4, « = —1/4, come si era gia visto.

L’argomento precedente € in grado di determinare I’andamento di 7" in funzione
dell’energia con accuratezza. Il calcolo effettivo di T'(E) richiede pero la conoscenza
di C,, che e finita per ogni n > 0, ma il cui valore & il valore di una funzione
speciale, la funzione I', che e tabulata sui manuali di funzioni speciali.
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4.5 Potenziali singolari.

In precedenza si & sempre assunto il potenziale definito in tutto R. Spesso
nelle applicazioni il potenziale presenta delle singolarita, nel senso che esso non &
definito in alcuni punti di R. Per fissare le idee supponiamo che z, € R sia uno
di questi punti, che V sia dotata di derivate seconde limitate in ogni insieme che
esclude z, e che in x, i limiti destro o sinistro di V' in x, sono non finiti e possono
essere distinti.

Naturalmente questo non esaurisce le possibili singolarita di V, ma esse rap-
presentano i casi piu significativi. In entrambi i casi & chiaro che il problema ai
valori iniziali & mal posto per xg = x,, in quanto la forza risulta non definita in
T, e quindi I'equazione non ha senso, almeno nelle variabili usate. Supponiamo
pertanto che zg # x,. Il problema ¢ in questo caso ben posto, ma resta da stabilire
se la soluzione sia globale o locale nel tempo. Fissato un livello di energia F, sia [
I'intervallo ove V() < E cui appartiene xg. Se z, non & in I, per il moto valgono
le stesse conclusioni tratte nel caso di potenziali regolari. Difatti, poiché il moto e
confinato nell'intervallo I, la presenza della singolarita in x, € irrilevante ai fini del
moto del sistema. Pid esplicitamente, sia V una funzione dotata di due derivate
limitate in R, definita come segue:

V(z) = {V(x) se x € I '

arbitrariamente se x ¢ I
Il moto corrispondente al livello di energia E' con z¢ in I € lo stesso sotto I'azione
del potenziale V e del potenziale V', poiché sotto I'azione di entrambi esso si svolge
in I dove i due potenziali coincidono.

La situazione ¢ diversa se x, € I. In tal caso infatti, salvo situazioni partico-

lari(”) | esisterd, un tempo t. > 0 tale che

lim z(t) = ..

t—te

Se, ad esempio, xg > x4, il tempo t. ¢ dato da

. m / L dx
V2 VE-V@)
In tal caso ’equazione perde di senso a tempi successivi e ne consegue la sola

esistenza locale.
Un esempio tipico di potenziale singolare ¢ dato dalla funzione potenziale

V(z) = x #0.

L3
x|’

(M) Se ad esempio vi & un punto critico T, > X4, E = V(acc) e vg > 0, allora il moto & a meta

asintotica verso Z. e la presenza di una singolarita in 4 non altera le considerazioni fatte a tale

proposito.
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Il comportamento & molto diverso nei due casi k < 0e k> 0.
Caso k < 0.

Assumiamo un’energia E > 0, come nel caso del livello F. Per fissare le idee,
sia zg > 0.

Se vy > 0, il moto € progressivo perché non vi sono istanti di arresto e raggiunge
I'infinito in un tempo infinito, dal momento che

L R
2 Joy E—Klz!

in quanto la funzione integranda non ¢ infinitesima per x — —+oo.
A Vv

Eq

\ix, x+/——

Ep

Se vg < 0, il moto e inizialmente retrogrado e tale rimane, poiché non vi sono
istanti di arresto, fino all’eventuale tempo t; in corrispondenza del quale il punto
raggiunge l'origine. Per valutarlo, notiamo che

b /@/Odiﬂf
' 2 Joy VE — K|

¢ limitato in quanto la funzione integranda & limitata in [0, zg]. Pertanto la solu-
zione perde di senso dopo un tempo finito.

Assumiamo ora E < 0, come nel caso del livello Es, ed o > 0. In tal caso
il moto per vg < 0 ha le stesse caratteristiche del caso precedentemente trattato,
mentre per vy > 0 il moto inizialmente progressivo ha un istante di arresto t;
quando raggiunge x. Successivamente il moto diviene retrogrado e siamo di
nuovo nella situazione precedente. Quindi la soluzione perde in ogni caso di senso
dopo un tempo finito.

Il caso E = 0 separa i due regimi. In corrispondenza di £ = 0 il moto ha
le stesse caratteristiche del caso E > 0, salvo il fatto che, nel caso vy > 0, il
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punto materiale raggiunge I'infinito con velocita nulla, per cui 'energia £ =0 ¢ la
minima energia necessaria per raggiungere I'infinito. Per avere ' = 0 & necessario

scegliere vy pari a /2[k|/m|zo|. E per questo motivo che la quantita

2|k
m|zo|

Ufz

prende il nome di velocita di fuga, cioé la piu piccola velocita positiva che occorre
imprimere inizialmente al punto materiale perché possa raggiungere 'infinito.

Caso k > 0.

Gli unici livelli di energia possibile sono E > 0. Supponiamo zy > 0.

Se vg > 0, il moto non ammette istanti di arresto e pertanto raggiunge U'infinito
in un tempo infinito, essendo inferiormente limitato.

Se vg < 0, il moto inizialmente retrogrado ha un istante di arresto ¢; finito
quando raggiunge x = D, dove il moto si inverte e ritorniamo alla situazione
precedente. Si ha

2k
 mvg +k/xy

Il numero D prende il nome di distanza di massimo avvicinamento all’origine.

Un altro potenziale che & spesso studiato ¢ quello che si ottiene combinando
una parte repulsiva con una attrattiva.

Sia ad esempio,
k d
V(izg)=—-——+ —.

= [f?
Supponiamo k > 0 e d > 0, visto che d < 0 non comporta modifiche significative
rispetto ai casi gia discussi. Per simmetria basta discutere il caso x > 0. Il grafico

del potenziale per x > 0 e qualitativamente dato nella figura che segue.

71



Infatti, per x — 0, V(z) — +o00, mentre per x — +o0, V(z) < 0 e lim, 4
V(z) = 0. Pertanto deve esistere un punto di minimo .. Il calcolo della derivata
prima mostra che x. = 2d/k e che la derivata seconda & in tal punto strettamente
positiva. Risulta inoltre V(z.) = —k?/4d. Pertanto gli unici livelli di energia
ammissibili sono £ > —k%/4d. In particolare, By = —k?/4d & 'unico livello
critico, corrispondente ad un minimo dell’energia potenziale e quindi si tratta di
una posizione di equilibrio stabile.

AY

Eq

Ep

Eo

Se E > 0, il punto raggiunge l'infinito dopo un eventuale istante di arresto ed
inversione del moto (se vo < 0). La distanza di massimo avvicinamento D ¢ data
in questo caso dalla soluzione positiva dell’equazione

k d
— 4+ — = E
e quindi
ED?+ kD —d =0,

che implica
—k+Vk*+4FEd

2F ’
Il livello E = 0 ¢ il pit basso per il quale il moto raggiunge I'infinito. In tal caso

la distanza di massimo avvicinamento & D = d/k. La velocita corrispondente ad
E =0 ¢ la velocita di fuga

D =

2(k:x0 - d)
Vf =T

mag
Se E € (Ey, 0), il moto & periodico ed avviene tra z_ ed x4, dati rispettivamente

da
_ k—/k? —4|E|d k4 +/k?—4|E|d

- 2/ B T 2/
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L’ampiezza delle oscillazioni e

Ty —x—  kZ—4|E|d

2 2|E|

Per E — Ey = —k?/4d, 'ampiezza di oscillazione va a 0.
Il periodo di oscillazione e

T(E)?ﬁ/:VE#Wﬂ/f/j%_

- 2@ / VIE|(zy idj)(f—x)

Poiché x_ <z < x4, risulta

5o [ T < T®

= 2\/? " / V1Bl dzﬂf )

Usando il calcolo dell’integrale (4.18), si ha pertanto

m m
2 — . <T(E)<2 —_— .
™ am - < TE) S 2 o

Quando F — Ey, x4+ — x. = 2d/k e pertanto

4 47V 2md3
lim T(E) = dmd [ m _ Amv2md®
E—Ey k 2|E0‘ k2
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5. Problemi con attrito.

5.1 Dissipazione dell’energia.

Nell’analisi dei moti reali, I’assunzione di forze conservative € poco realistica
poiché il punto materiale interagisce con I’ambiente, dando luogo a fenomeni di
dissipazione dell’energia. Le forze che corrispondono a tali effetti sono dette forze
di attrito. L’interazione tra il punto materiale e 'ambiente ¢ molto complicata e
dipende da molti fattori ed in particolare dalla struttura microscopica dei corpi che
costituiscono ’ambiente, dalle loro temperature e da molti altri elementi che non
possono essere descritti in modo soddisfacente da una teoria puramente meccanica.
E quindi necessario introdurre un modello di forza di attrito. Con cio si intende
una legge di forza di carattere empirico, che in situazioni concrete approssimi suf-
ficientemente bene le azioni effettive ed in ogni caso manifesti le caratteristiche
principali degli attriti reali. Le situazioni che abbiamo in mente corrispondono
alla resistenza esercitata dall’aria al moto di un punto materiale. Un buon mo-
dello di una tale forza di attrito deve essere costituito da una legge di forza con la
proprieta che essa si oppone al moto e quindi ¢ diretta nel verso opposto alla velo-
cita. Assumeremo inoltre che essa si annulli quando il punto materiale & a riposo.
Diremo forza viscosa una tale forza. Assumendo, come ragionevole, proprieta di
isotropia del mezzo nel quale avviene il moto, sceglieremo la legge di forza

fa(z,v) = —A(z,|v])v, (5.1)

ove la funzione A(z, |v|) & positiva. Il pid semplice esempio di questa natura (ed an-
che I'unico che tratteremo in dettaglio) & quello dell’ attrito lineare, che corrisponde
ad assumere A(z,|v|) = h, con h > 0, indipendente da x e |v|, detto coefficiente
di viscosita. Una tale assunzione fornisce un modello soddisfacente quando sono
coinvolte velocita sufficientemente basse, mentre ad alte velocita occorre utilizzare
potenze piud alte della velocita.

Modificheremo pertanto la legge di forza assumendo

f=-VV —ho. (5.2)
e quindi le equazioni del moto si scrivono:

mi = —-VV(z) — ht,

2(0) = 20, #(0) = vo, (5:3)

con x,xg,v,v9 € R? ed h > 0. In tale situazione I’energia non & pit conservata.
Infatti, moltiplicando scalarmente la prima delle (5.3) per & e ricordando che

E(z,v) = %va + V(z), (5.4)
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e che
S Ba(0) #(1)) = mik (1) - (1) + YV (1)) - (1),

si ha
d . .
2 B(@(t), (1)) = ~h(&(1))* (5:5)

Ne consegue che la funzione E(t) = E(xz(t),%(t)) & monotona non crescente e
strettamente decrescente quando & # 0.

Nel caso unidimensionale ¢ possibile discutere piu dettagliatamente il compor-
tamento dell’energia.

Fissiamo le idee supponendo ad esempio vy > 0 e limitiamoci a considerare il
moto nella prima fase, quella di moto progressivo. Sia t; come al solito il primo
istante di arresto e, dato x > xo, sia t(x) il tempo necessario per raggiungere x nella
fase di iniziale moto progressivo. Poiché I’energia non & conservata, denoteremo
con E(x) Penergia del punto materiale quando raggiunge x al tempo t(x). Pertanto

B(z) = B(t(z)).

11 significato della funzione E(z) ¢ illustrato dalla figura che segue.

AV

E(0)

|
!
|
|
|
:
\
\
!

>
>
Xo X X1 X X

Denotiamo con z; il piti piccolo z > g tale che E(x) = V(z). In corrispondenza

di z1 si avra un istante di arresto ed un’inversione del moto. Per determinare
un’equazione per la funzione x — E(x) per & € (xg, 1), notiamo che

d - dE

—F = —(t t'(z).

S E() = S () (@)

D’altra parte, nell’intervallo (zg,z1) la funzione x — ¢(z) ¢ monotona crescente
ed & l'inversa della funzione ¢t — z(t) ristretta all’intervallo (0,¢1). Pertanto si ha




Conseguentemente, usando (5.5),

d - .
EE(JU) = —hz(t(x)).

D’altra parte

e quindi

d - 2 -
L ) = ) 2 (B - Vi), (5.6

In forma integrale

E(x) = Ey— h/z dx'\/%(E(x’) —V(a), z€ (zo,z1). (5.7)

Naturalmente, se inizialmente vy < 0, l’argomento rimane corretto a meno di
riaggiustamenti di segno e Pequazione (5.7) si scrive in generale

L dx’\/ %(E(y) — V(")

Prendendo z; e t; come nuovi punti iniziali, ’argomento puo essere ripetuto fino
alla costruzione della curva tratteggiata che rappresenta ’andamento dell’energia
nel secondo passaggio ecc...

E(x)=FEy—h ,  x € (xo,x1)- (5.8)

5.2 Stabilita asintotica.

Si osservi che la situazione della figura corrisponde ad una particolare scelta
del valore di h, a seguito della quale I’energia decresce piuttosto rapidamente.
Scegliendo h opportunamente piccolo si potrebbe d’altra parte fare in modo che
E(z) si mantenga maggiore di V(z.) per ogni z € (zo,z.). In tal caso il moto
successivo potra risultare molto diverso dal caso precedente. In conclusione il com-
portamento del punto materiale dipende in generale molto dall’energia iniziale e
dal valore del coefficiente di viscosita. D’altra parte, se I’energia iniziale & sufficien-
temente piccola, € da attendersi che il punto materiale si trovi per tempi lunghi
nella posizione di minimo. Questa situazione e illustrata dalla figura seguente.
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2 X X5 X3 X4

Una precisa formulazione di tale argomento intuitivo e fornito dalla seguente

Proposizione 5.1 Sia x+ — V() inferiormente limitata e dotata di derivata
seconda continua in R. Sia inoltre x. un punto di minimo stretto ed esista § > 0
tale che V'(z) # 0 per x € (x. — §,z. + 0). Allora, per xo e vy sufficientemente
piccoli e per ogni h > 0 esiste il limite

lim x(t) = x.. (5.9)

t——+oo

Dim. Supporremo, senza perdita di generalitd 2, = 0 e V(0) = 0. La prima
osservazione e che, se xg e vy sono sufficientemente piccoli, possiamo restringere la
nostra attenzione all’intervallo (—6,4). Infatti, fissato R < § e detta ¥ = {(z,v) €
R? |22 + v = R?} ed
e= min E(z,v),
(z,v)EX

per la non crescenza dell’energia, 'insieme {(x,v) € R? | E(z,v) < e} & invariante
per il moto. Detta W la sua componente connessa che contiene (0, 0), assumeremo
(xo,v0) € W. Questo assicura che z(t) € (—9,5) per ogni ¢ > 0. Per brevita
denotiamo con ¢ la coppia (z,v) e con T3¢ = &(t) la coppia (z(t;€),v(t;€)) che
rappresenta il moto conseguente al dato iniziale £. Poniamo

L) = /O dsE(TE).

Notiamo che

1
L(T,6) = /O dsE(Tys6).
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Inoltre risulta L(§) > 0 per ogni & € W e 'unico punto di W ove L(§{) =0¢& ¢ =0.
Per ottenere la Proposizione 5.1 basta provare il seguente

Lemma 5.2: Nelle ipotesi della Proposizione 5.1, per ogni h > 0 risulta

lim L(£(t)) =0 (5.10)

t—oo

Infatti, se si verifica la (5.10), per la positivita di F in W, risulta

lim E(Tt+8§) =0

t—-+o0

per quasi tutti gli s € [0,1]. Tale condizione implica £(t) — (0,0) per ¢ — 400 in
quanto = 0 ¢ il minimo in (—4,4) e questo conclude la prova della Proposizione
5.1. 0

Dim. del Lemma 5.2. Si noti che

d

o(§) == — L(Ti)

1
= :_h/o dsv(s; €)2. (5.11)

L4
- L B(Ty s
B /Ods L BT,

t=0

Il membro di destra di (5.11) & negativo per ogni £ € W — {(0,0)}. Per provarlo,
anzitutto ricordiamo che, se £ # (0,0), allora T3¢ # (0,0) per ogni ¢t. D’altra
parte, se esiste s € (0,1) tale che v(s) = 0, risulta v(s) # 0 in quanto 0(s) =
—m~ V' (z(s)) e V'(z(s)) # 0 essendo z(s) € (—6,8) —{0}. Vi e quindi s’ > s tale
che v(s") # 0 e, per continuita, v & non nulla in un intorno si ¢’. Quindi l'integrale
di v? & strettamente positivo. L(£(t)) ¢ allora decrescente in t e, essendo non
negativa, ammette certamente limite non negativo per t — +o00. Supponiamo per
assurdo che lim;_, 1o L(£(t)) = a > 0. Sempre per la monotonia, il moto avviene
nell’insieme A = {¢ € W | L(£) > a}. Si osservi inoltre che (0,0) ¢ A in quanto, se
ad un istante ¢ il punto £(f) fosse in un intorno arbitrariamente piccolo di (0,0),
per la continuitd e la non decrescenza di F, sarebbe E(Ts£(t)) < a per ogni s > 0
e quindi L(£(t)) < a, contro la definizione dell’insieme A. Per la compattezza di
A, essendo o (&) continua su A, esiste £ > 0 tale che

supo(§) = —k < 0.
€eA

Infatti, SUP¢e g o(§) = max, z0(£) ed il massimo & certamente negativo poiché
(0,0) ¢ A. Si ha quindi

LE()) — L)) = / dso(£(s)) < —t.

Pertanto L(£(t)) tende a —oo, per t — 400 e questo ¢ assurdo perché L(€) > 0 in
W. Questo completa la dimostrazione del Lemma 5.2. O
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Osservazione: L’ipotesi sul non annullarsi della derivata prima in un intorno del
minimo, che si puo esprimere richiedendo che il minimo sia isolato, € cruciale nella
dimostrazione. La funzione potenziale, definita da

1
Vi) = e~ 1/lz] <x2 + sin? x) se x # 0,
0 sex=0,

fornisce un esempio di punto di minimo (2 = 0) non isolato, in quanto esiste una
successione x,, di minimi che converge a = 0. In tal caso non ¢ possibile trovare
6 > 0 tale che V'(z) # 0 per 2 € (—6,8). E chiaro che a seconda della scelta di h
ed E(0), il punto potra rimanere ad un certo istante intrappolato nella buca tra
due massimi che circondano un minimo secondario e quindi z(t) convergera a tale
minimo e non ad x = 0.

Un punto z, tale che, se (zg,v0) € A, lim;_, 4 x(t) = x, si dice attrattivo per
Iinsieme A. La Proposizione 5.1 asserisce pertanto che se x, ¢ un punto di minimo
isolato, esso e attrattivo per un insieme di dati iniziali corrispondenti ad un’energia
sufficientemente bassa. Si ¢ anche visto in precedenza che in corrispondenza di un
punto di minimo stretto del potenziale si ha una posizione di equilibrio stabile.
Quando tale posizione ¢ anche attrattiva per un suo intorno, si dice che & asinto-
ticamente stabile. Pertanto una posizione di minimo stretto isolato e stabile ed &
anche asintoticamente stabile in presenza di un attrito arbitrariamente piccolo.

5.3 Oscillatore armonico smorzato e forzato.

Come si e visto, il caso del potenziale quadratico, che da luogo all’oscillatore
armonico, & suscettibile di soluzione esplicita. Cio & vero anche nel caso in cui
sia presente un attrito lineare, nel qual caso si parla di oscillatore armonico smor-
zato. Nelle applicazioni e poi presente anche una forza preassegnata come funzione
del tempo, spesso periodica, che da luogo al problema di un oscillatore armonico
smorzato e forzato. Tale problema costituisce spesso una approssimazione ade-
guata per piu complessi problemi non lineari e pertanto e utile disporre di una
descrizione completa del moto in tale caso. Considereremo pertanto il problema
ai valori iniziali

mi + hi + kx = f(t),

z(to) = w0, (to) = vo. (5.12)

Tale problema si riconduce ad un sistema del primo ordine ponendo # = v. Si ha
quindi

k1O (5.13)



Il problema (5.13) & un sistema di equazioni lineari che puo riscriversi nella forma

Z(t_O)A z :0¢(t)’ (5.14)
con u € R? dato da (uy,ug) = (z,v), ug = (20,v0), ¢(t) = (0, f(t)/m) e
A= (_ko/m _hl/m) .
La soluzione generale del problema ¢ data da
w(t) = explA(t — to)]uo + /t t ds explA(t — $)]6(s). (5.15)

Un’espressione piu esplicita puo ottenersi risolvendo il problema agli autovalori
per A. Esso ¢

—z 1 h k
det(A — zT) = det (—k/m —z—h/m) 7Z(Z+E)+E =0,
che fornisce ’equazione caratteristica
mz? 4+ hz+k =0. (5.16)

Posto A = h? — 4km, le radici dell’equazione (5.16) sono reali se A > 0 e
distinte se A > 0. Pertanto se il coefficiente di viscosita e sufficientemente grande,
le soluzioni dell’equazione caratteristica sono reali. Esse sono date da

h VhZ —4km h n Vh? —4km

=T T T om0 YT o, om

T T (5.17)

e sono entrambe negative. Siamo quindi in presenza di un nodo stabile. Detti u
ed u_ gli autovettori corrispondenti, la soluzione si scrive

u(t) = explA(t — to)]ug = are™ )y, 4 age®~(to)y (5.18)
con a; ed ag componenti di ug nella base {us,u_}. Non & perd necessario de-
terminare esplicitamente gli autovettori. E sufficiente infatti la loro esistenza per
scrivere la (5.18). Per trovare 'espressione della soluzione in funzione dei dati
iniziali basta procedere come segue: dalla (5.18) segue che

ui(t) = 2(t) = cre®+(70) 4 pye-(tto) (5.19)
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con c1,cy € R opportunamente scelti. Perché le condizioni iniziali siano soddi-
sfatte, basta imporre che 1’espressione (5.19) soddisfi le condizioni iniziali, e cioe

Ty = C1 + C2,

Vg = Z4C1 + Z_Ca.

Quando z4 # z_, e quindi se A > 0, tale sistema lineare ¢ risolubile in modo unico
e si trova:

Vo — 229 24Ty — Vo
=——"7"", C=————
Zy — 22— Zy —2Z_
e quindi
(Z+ez_(t7to) _ Z_ezJ,(tfto)) e#+(t—to) _ gz—(t—to)
x(t) = Zo + V0.
2y — 22— 2y — R—

Poiché sia z, che z_ sono negative, si tratta in ogni caso di una soluzione che
decade a 0 per t — +o00. Il moto, in assenza del termine forzante & quindi a meta
asintotica verso 'origine. Derivando rispetto al tempo si ottiene ’espressione di
uz2(t) e quindi si ha

1 = ez,t _ z,ez” ez+t _ ez,t
exp[At] = . (Z_:Z_(ezt “ettt) zyeitt — 5 ot (5.20)

Usando poi la (5.15), si ottiene una soluzione particolare del problema non omo-
geneo nella forma

1 t
Z(t) = —/ dsf(s)[e*+(73) — ex=(t=9) (5.21)
G =) Jy “O )
e pertanto la soluzione generale del problema (5.12), nel caso A > 0 & data da
z_(t—to) _ _ zy (t—to) 24 (t—to) _ az—(t—to)
z(t) = (z+e i ) o + ¢ ¢ o
AR A Zy — 2—

1 t
+ —/ dsf(s oF+(t=s) _ oz (t—s)
m(z+ - Z*) to ( )[ ]

Se A =0, zy =z_ = z, cioe le due soluzioni coincidono e siamo nella situazione
in cui la matrice A ¢ dotata di un solo autovalore di molteplicita 2. In questo caso,
detti hy ed hgy i due vettori di base, certamente esistenti per il teorema di Jordan,
tali che Ahy = zhy e Ahy = zhg + hy, ed a1, as le componenti di ug in {hy, ho},
risulta

U(t) = exp[A(t — to)}’do = ez(tft(’)alhl + ez(tft")aghz(t — to). (522)
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Anche in questo caso non & necessario trovare esplicitamente h; ed hs. Basta
infatti procedere come prima. La (5.22) implica

up(t) = o(t) = (c1 + ca(t — tg))e™ 1)
per c1,co € R opportunamente scelti. Imponendo le condizioni iniziali si ottiene
€1 = %o, C2+zc1 =1
e quindi
2(t) = zo(1 — 2(t — to))e*t=10) v (t — to)e*(t=t0).

La velocita v(t) ¢ data da
’U(t) = —I'OZZ(t — to)ez(t—to) + vo(l + (t _ to)z)ez(t_to),

Anche in questo caso si tratta di un decadimento verso 0 per t — 4o00. Il moto &
quindi a meta asintotica, verso ’origine, con al piti un istante di arresto.
Si ha la seguente espressione per exp[At]:

o 1— 2zt t 2t
exp|At] = ( 2 14 zt) e (5.23)
e la soluzione del problema non omogeneo ¢ data da

z(t) :xo(l—z(t—to))ez(t_t")+Uo(t—to)ez(t_t°)+% / t dsf(s)(t—s)e* =) (5.24)

to

Attrito debole.

Il caso piu interessante si ha quando l'attrito e sufficientemente piccolo da ren-
dere A < 0. In questo caso ’equazione caratteristica ha due soluzioni complesse
coniugate:

Z- =a—1i0, zy=a+10,

con

h Vakm — h?

2m’ 2m
Detti come prima u ed u_ i due autovettori (complessi) della matrice A, corri-
spondenti agli autovalori z4 e z_, e a1, as le componenti di ug nella base {u4,u_},
la soluzione & data dall’espressione
u(t) = exp[A(t — to)|ug = a e T Et0)y 4 goela—io)t=to)y,
= a1 [cos ot — to) +isina(t — to)]uy

+ age®=) [cos o (t — t) — isina(t — to)|u_.
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Procedendo come prima, si ha pertanto
uy (t) = z(t) = erel@tio)t=to) 4 ¢)pla—io)(t=to) (5.25)

con ¢ e cp numeri complessi opportuni. Poiché A & reale, u4 ed u_ sono complessi
coniugati: uy = u_, ove Z denota il complesso coniugato di z. D’altra parte, ug €
anch’esso reale e pertanto deve essere anche ¢ = ¢o. Questo assicura che uq (t) &
reale per ogni t. Per soddisfare le condizioni iniziali & sufficiente imporre

c1+c=x9, c1(a+io)+c(a—io)=wvg.

Con la condizione che ¢; e ¢y siano complessi coniugati, posto ¢ = a + @b, co =
a — 1b, queste divengono:

2a = xg, 2(acx—bo)=1vy.

Si ha pertanto

L_m o, _am_w
20 T2 2
Quindi
.Qi(t) _ ea(tfto) |:<$_20 iy Oé.T,02— UO) eia(tfto) + (% — 0411302— UO) eia(tto)]

= e*(t—to) [xo(cos o(t —tg) — g sino(t —tg)) + %0 sino(t — to)]
(5.26)
La seconda delle espressioni (5.26) mostra che il moto in assenza del termine for-
zante e oscillatorio anche in presenza di attrito. Tuttavia ’ampiezza delle oscilla-
zioni decade esponenzialmente per t — +o00. L’andamento qualitativo ¢ mostrato
nella figura seguente.
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L’espressione di exp[At] &

1 .. (ocosot —asinot sinot
explAt] = o ( —(0? 4+ a?)sinot  asinot + o cos Jt> (5.27)
Infine una soluzione particolare dell’equazione non omogenea si scrive
L (t-5)
T(t) = — [ dsf(s)e®" ¥ sino(t — s).
0= g | 455 ol )
Pertanto la soluzione generale, nel caso di attrito debole, A < 0 ¢
L a(t—to) : .
x(t) =—e o) [zo(ocosa(t —tg) — asina(t —ty)) + vgsino(t — tp)]
(5.28)

(2
1 ' (t—s)
d a(t—s) .3 t
m /t0 sf(s)e SIIIO( S)

5.4 Forzante periodica.

Nelle applicazioni il termine forzante ¢ una funzione periodica del tempo, di
periodo T' > 0. In altri termini, esiste T' > 0 tale che

f&+T)=f(t) perogniteR.

Il piu piccolo T per cui tale relazione e verificata si dice periodo di f.

Nel caso di forzante periodica, € possibile analizzare il moto in modo pit com-
pleto di quanto consenta in generale la (5.28), usando una tecnica detta Analisi
di Fourier. Come si vede dalla (5.28), la soluzione ¢ costituita da due termini: il
primo, dipendente dai dati iniziali, diventa piccolo al tendere di ¢ all’infinito, a
causa del fattore e®(*=%) con o < 0. Pertanto il moto perde rapidamente memo-
ria del dato iniziale e la soluzione si riduce alla parte dovuta al termine forzante.
Nel seguito ci limiteremo alla discussione della soluzione particolare conseguente
ad un termine forzante t — f(t), potendosi ricostruire la soluzione generale con
Paggiunta del transiente rappresentato dal primo termine della (5.28).

Per motivare I'introduzione dell’analisi di Fourier, cominciamo a considerare
una particolare scelta della funzione ¢t — f(t). Siaa € R e

2
t) = — t.
f(t) = acos T

Posto per brevita



& opportuno considerare, invece della precedente f(t) la legge di forza
f(t) = ae™?, (5.29)

convenendo di conservare, al termine del calcolo, solo la parte reale della soluzione.
Si consideri ora la funzione t — z(t) = ce’® con ¢ € C. Poiché i = iwz, & = —w?r,
si avra che t — x(t) & una soluzione particolare di (5.12) con f data da (5.29) se
e solo se

(—mw? + ihw + k)ce™! = ae™".
Poiché h > 0 implica —mw? + ihw + k # 0, si puo risolvere I’equazione precedente

rispetto a ¢ ottenendo:
a

€= k + thw — mw?

(5.30)
Cid mostra che nel caso particolare (5.29) di un termine forzante periodico di forma
sinusoidale, il comportamento asintotico della soluzione per tempi grandi, che e
dato dalla soluzione particolare del problema, ¢ anch’esso periodico con lo stesso
periodo, anzi ¢ sinusoidale, con ampiezza di oscillazione ¢ data dalla (5.30), con
un eventuale sfasamento dovuto al fatto che ¢ non & reale.

Poiché per ogni n € Z la funzione €™ & ancora periodica di periodo T, per
ogni intero N > 0, la funzione

N

In(t) =" faen (5.31)

n=—N

& periodica di periodo T'. Poiché d’altra parte il problema (5.12) & lineare, argomentolj
precedente puo estendersi a ciascuno dei termini della somma (5.31) e produce la
seguente espressione per la soluzione particolare di (5.12):

x(t) = XN: Ju elwnt, (5.32)
n=—N

k + inwh — mw?n?

Ne consegue che se il termine forzante ¢ una somma finita di armoniche di pe-
riodo T, con coefficienti f,, data dalla (5.31), allora anche la soluzione particolare
della (5.12) é dello stesso tipo, con coefficienti &, dati da

. fn

Ty = y )
"k + inwh — mw?n?

(5.33)
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5.5 Teorema di Fourier.

La conclusione precedente vale pitl in generale grazie al teorema di Fourier, che
consente di affermare che ogni funzione periodica dotata di sufficiente regolarita
puod approssimarsi con un’espressione del tipo (5.31) e che la convergenza & suf-
ficientemente forte da permettere lo scambio di somme e derivate ogni volta che
€ necessario. Diamo qui di seguito I’enunciato del teorema di Fourier e la sua
dimostrazione.

Teorema 5.3 (di Fourier). Sia t — f(t) una funzione periodica di periodo T e

di classe C°M) . Allora esiste un’unica successione di numeri complessi {fn}nez,
detti coefficienti di Fourier, tali che la serie

> fue®m, (5.34)

neZ

detta serie di Fourier di f, converge assolutamente ed uniformemente pert € R.
Inoltre, per ogni t € R la sua somma coincide con f(t):

Ft) =" fent. (5.35)

neZ

Se per ogni s intero positivo f*) denota la derivata s-esima di f, anche f()
ammette serie di Fourier convergente assolutamente ed uniformemente, con coef-
ficienti (iwn)® f,, e risulta

S

——f(t) = fOt) = (iwn)® fremt. (5.36)

dts
ne”Z

1 coefficienti fn hanno le sequenti proprieta:

i

R 1 (7T .
R / dtf(£)eem, (5.37)
T Jo
1) Per ognip > 0 si ha
i (L[] = 0 (5.39)

iii)

T
SIhE=5 [ o (5.3

ne”Z

(1) si osservi che alcune parti del Teorema di Fourier valgono sotto ipotesi pii deboli. Qui si
presenta per semplicita una versione meno generale che ¢ pero sufficiente per le applicazioni in

Meccanica.
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iv) Se f é reale, allora

fin = f—n~ (5.40)

Dim. Notiamo anzitutto 'identita

1 r
T/ dte> =t — 5 (5.41)
0

Essa segue immediatamente dal fatto che

T T
/ dt sin kwt = 0, / dt cos kwt = 0,
0 0

per ogni intero k # 0.

Proveremo la (5.35) in seguito. Supponiamo per il momento che essa sia verifi-
cata, ed identifichiamo i coefficienti di Fourier in accordo alla i). Moltiplicando i
due membri della (5.35) per e=*™ ed integrando sull’intervallo [0, T, si ottiene:

1

T iomi 1 T ot ot
T/o dtf(t)e :f/o dte ane .

nez

. . . .. . .
La convergenza uniforme consente di integrare termine a termine la somma e
quindi, usando I'identita (5.41),

_/ dtf o iwmt Z fn / dtelw(n m)t _ Z fn o fm,
<A nez
che prova la i). Mostreremo ora che i coefficienti di Fourier verificano le ii),.. .,

iv).
Poiché la funzione f ¢ dotata di derivata prima continua, si ha

—zwnt —iwnt
/ dtf(t) o T/ dtf(t)(—iwn)e

— ;/ dtf( ) dt —iwnt

twn (5.42)
— —zu.mt —uunt
T —jwn Tf( Je fme/ dtf

1 1

- - = dt /t —iwnt
wnT Jo F(t)e ’
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avendo integrato per parti ed usato la periodicita di f. Se f ha k derivate continue,
iterando la (5.42) k volte, si ottiene

1\f1 /7
An _ - dt (k) e wnt
!/ (zwn) T/O FH (e

Cr = sup [fP(t)],
t€[0,T]

k
Ful < C (L) |
ol

Poiché Cy, ¢ finito per ogni k, segue la ii)(?).
Per provare iii) basta osservare che usando la (5.35), si ha

1 ’ 1 g £ iwn 7 —iwm
T/o dt|f<t>|2=f/0 @) fae ™ Y fmeTH.

nez mEeZ

Detto

ne consegue

Integrando termine a termine,
1 T 9 ~ =1 T )
f/ atlf)Pr=> 3" fnfm?/ dteiw(n—m)t
0 nEZmEZL 0
Usando di nuovo 'identita (5.41), si ha
1 T s R
o RCTUED 9D SN Sl A
0 neZ meZ nez

Tutte le somme sono convergenti per ii) e c¢id prova la iii).
Per ottenere la iv) basta considerare il complesso coniugato di (5.37):

1

- 1 T ) T -
fu = 17/0 dtf(t)e—iont = T/o dtf(t)ent

T
- %/ dtf(t)e—iwnt ( f & reale)
0

1 T 1 T ( )
_ iwnt _ —iw(—n)t R
= —/0 dtf(t)e —/O dtf(t)e =f_n.

(2) Se invece di assumere fe COO([O, T]), si assume solo f € C”“([O, TD, allora la ii) & vera
solo per tuttiip < k. Una maggiore regolarita di f implica una maggiore velocita di convergenza
degli fn per grandi |’I’L| In particolare, se f ¢ infinitamente differenziabile, i coefficienti di Fourier

vanno a 0 pit velocemente di qualungue potenza
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Useremo nel seguito l'espressione (5.37) che ¢ stata derivata usando la (5.35), che
ci prepariamo a dimostrare. Tuttavia 'argomento non ¢ circolare in quanto esso
ha solo valore euristico. Infatti, partendo dalla (5.35) si suggerisce I'espressione
(5.37) per i coefficienti di Fourier. Indipendentemente da come tale espressione
si & ottenuta, ha senso considerare la serie in (5.34) con gli f, dati dalla (5.37),
anche se la (5.35) non e verificata. Si noti in particolare, che nella dimostrazione
della ii), che & cruciale nel seguito della dimostrazione, non si ¢ usata la (5.35) ma
solo 'espressione (5.37). Poiché || = 1, la ii) e I'infinita differenziabilita di
f implicano che la serie (5.34) & assolutamente ed uniformemente convergente, in
quanto il suo termine generale & maggiorato in modulo da una serie convergente.
Resta pertanto da dimostrare che la somma della serie coincide con f(t) per ogni
t € [0,T], e piu precisamente
N
lim fne™ = f(t) ¥t e [0,T).
N—+oc0 —N

Sia
N ~ .
fN(t) — Z fnew)nt.
n=—N

Si ha

N T
fN(t) :% Z eiwnt/o de(T)eiiwnT
n=—N

(5.43)
1 /7 N 1 /7
= T/o drf(r) n;N ehon(t=m) ) = T/o drf(t)zn(t, ),
con
N .
an(t,r) =y ettt (5.44)
n=—N
Lemma 5.4. Per ogni intero N > 0
sin(N + 1/2)w(t — 1)
. ) t+ Ta € Za
an(t,7) =4 sin(1/2)w(t — 1) ser #t+ml, m (5.45)
2N +1, set=t+ml, meZ
1 [T
f/ drzy(t,7) = 1. (5.46)
0

Inoltre zn(t,7) € una funzione infinitamente differenziabile.
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Dim. La (5.46) segue ovviamente dalla (5.41). La differenziabilita & ovvia poiché
zn(t,7) € una somma finita di funzioni differenziabili. Quando 7 =t + mT,

iwn(t—T1) _ Linm2m _ 1

e e

per ogni n e quindi il valore di zp in corrispondenza di tali 7 ¢ 2N +1. Per ottenere
la prima delle espressioni (5.45), ricordiamo che qualunque sia x € C, x # 1,

x(1 — xN)
Xﬁ
1—=
Usando questa con x = !, oppure x = e~ si ha
N N
Z ezwnt 14+ Z ezwnt Z —iwnt
n=1
eiwt (1 _ eint) e—iwt (1 _ e—int) 1_ e—iwt
= + + !
(1 _ eiwt) (1 _ efiwt) 1 — e iwt

Qiwt/2 (emt/z -~ eiw(N+1/2)t) o—iwt/2 (e—iwt/2 -~ e—iw(N-l—l/Q)t)

+
ciwt/2 <e—iwt/2 _ eiwt/2) o—iwt/2 (eiwt/2 _ e—wt/2)

o—iwt/2 (eiwt/2 _ efiwt/2)

e—iwt/2 (eiwt/2 _ e—iwt/2)

eiwt/2 _ qiw(N+1/2)t  g—iwt/2 —iw(N+1/2)t  giwt/2 _ g—iwt/2

— e — €
e—iwt/2 _ qiwt/2 + elwt/2 _ g—iwt/2 + elwt/2 _ g—iwt/2

eiu.)(N+1/2)t _ eiwt/2 4 e—iwt/2 _ e—iw(N+1/2)t + eiwt/2 _ e—iwt/2

eiwt/Z _ efiwt/Z
ciw(N+1/2)t _ o—iw(N+1/2)t _sin(N +1/2)wt
eiwt/2 _ g—iwt/2 ~ sin(1/2)wt

Questo conclude la prova del Lemma 5.4. O
In conseguenza del Lemma 5.4 si ha

/ drf(r)zn(t,7) =
T
=1 [Carsantn 4 [ artse) - s@hnom),

0
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Per la (5.46) il primo termine vale f(¢) e quindi occorre far vedere che il secondo
contributo ¢ infinitesimo:

T
Iy = %/0 dr([f(r) — f(®)]zn(t,7) — 0.

Poiché

sin(N+1/2)w(t—7) = sin Nw(t—7) cos(1/2)w(t—7)+cos Nw(t—7) sin(1/2)w(t—7),

per T #t 4+ mT,

zN(t,7) =cos Nw(t — 7) + sin Nw(t — 1) —
s

T
Iy = %/) dr[f(r) — F(£)] cos Nu(t — 1) + T,

con
1

T COS w(t — T
=7 [ drlfn - 101 i)

Sin(1/2)w(t =) SNt = 7).

Il primo contributo e

%/0 dT[f(T)—f(t)]cost(t—T):W—f(t)%/o drcos Nw(t — 7).

Il secondo termine si annulla per la periodicita ed il primo tende a 0 per la ii).
Posto

cos(1/2)w(t — 7
_— < t T 7
sn(2wi—n) 7 itmhmel,
@, T=t+mT, m€EZ,

si ha il seguente
Lemma 5.5. La funzione 7 — (1) € periodica di periodo T e di classe C°.

Il Lemma 5.5 consente di concludere subito che Jn € infinitesimo, in quanto

e pertanto va a 0 per la ii), in quanto 1); & differenziabile e periodica.
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Dim. La periodicita e la differenziabilita per 7 # t + mT & ovvia. Proviamo la
continuita in 7 = ¢.

cos(1/2)w(t — 1)

sin(1/2)w(t — 1)

gy SO0y, /20l )
Tt ( /2)w(t — 1) =t sin(1/2)w(t — ) 7

(t
= (1/2) F1().

Mostriamo ora la derivabilita calcolando il limite

lim Pi (1) — Pe(t) 1

lim () = lim| £ (r) — /()]

lim cos(l/?) (t—1)

Tt T—t = _;Jw(ﬂ-
Risulta
1 cos(1/2)w(t — 1) 1,
— (U - 0 =+ s )
_ L (SO L ) W),
STt ((1/2)W(t —n " (1/2)wf (t)> sin(1/2)w(t —7) s(1/2)w(t —7)

L . ' —MCOS w(t — T
T—t(1/2)wf(t)<1 sin(1/2)w(t = ) 31/t )).

Usando la formula di Taylor fino al secondo ordine,

1
FO) =fO+ O =)+ 5 ) —1)*
con 7 opportuno nell’intervallo di estremi ¢ e 7, il primo termine tende a
1
__f//(t)a

w

quando 7 — ¢, mentre non ¢ difficile controllare che il secondo va a 0®). Questo
prova che v, & derivabile. In modo analogo si studiano le derivate successive. O

®3) Infatti

1 x
—cosz)| < [————|+[=[[1—cosz|[—]|
T sinx rsinx T sin x

Sihasinz =x — (1/3!)%3 sin &, con & opportuno. Quindi

sinx —x || ||
|—— I < (1/3) —— < |
xsinx |z| [sinz] = "' |sinx|’
1l secondo fattore & limitato nell’intorno di £ = 0, mentre il primo va a 0. Analogamente si

tratta il secondo termine, usando 1 — cosx = (1/2)3@2 COS 7], con 1) opportuno.
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Si noti che il controllo della derivata prima e gia sufficiente per asserire in base
alla nota (® che

A 1 11
Jonl € = s [i(n)] < o sup [7(7)],
Gonl < G s WIS S su 17(7)

da cui segue che Jny — 0.

La assoluta uniforme convergenza della serie per le derivate segue ancora da ii)
mentre il fatto che la somma della serie coincide con la derivata segue dagli stessi
argomenti appena esposti. O

Il Teorema di Fourier consente di determinare la soluzione particolare di (5.12)
con forzante periodica, di classe C'*°. Infatti, se f & periodica di periodo T, per il
Teorema di Fourier,

f(t) — Z fneiwnt’
nez
ed analoghe espressioni valgono per le derivate. In conseguenza, scelto &, in
accordo alla (5.33), la funzione periodica t — x,(t) definita dalla serie

fn ont
P e iwn 5.47
(1) %k—&—mwh—manze ( )

¢ reale e risolve la (5.12). Pertanto la soluzione generale del problema ai valori
iniziali risulta:

z(t) = =) (geosa(t — to) + bsina(t — tg)) + (1), (5.48)
con a e b determinati dalle condizioni
a=x9—xp(ty), b= 0_1[110 — Zp(to) — alzo — zp(to))]-

In particolare, nel limite ¢ — +oo, x(t) differisce per termini esponenzialmente
piccoli da zp(t). Quindi il comportamento asintotico € un moto periodico di pe-
riodo T pari a quello del termine forzante. Tale comportamento dipende in modo
esponenzialmente piccolo dai dati iniziali e pertanto il sistema perde rapidamente
memoria dello stato di partenza.

La scala di tempo su cui cio avviene € pero tanto piu grande quanto pit —a =
h/2m & piccolo. Infatti, detto 7 = ht/2m, cioe il tempo misurato in unitd di
misura |a|, la differenza |z(t) — z,(t)| & dell’ordine di e™7.

Come si vede, il tempo necessario a perdere memoria del dato iniziale e stabilire
il comportamento asintotico tende all’infinito quando A tende a 0. Si pone quindi
il problema della soluzione della (5.12) in tale limite.
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5.6 Limite di attrito nullo.

Nel limite h — 0, si ha @« — 0 e 0 — wg = \/k/m. Pertanto la parte della
soluzione data in (5.48) che dipende dai dati iniziali, converge ad un moto armonico
con pulsazione wy e quindi con periodo Ty = 2my/m/k. La funzione t — zp(t)
richiede maggiore attenzione. Infatti, nel limite h — 0 il denominatore della (5.47),
k + inwh — mw?n? tende a m(wi — w?n?). Esso pud quindi annullarsi se esiste
n € Z4 tale che

wo = Nw condizione di risonanza (5.49)

e cioe se
T =n Ty,

ovvero, se il periodo del termine forzante ¢ un multiplo intero del periodo di
oscillazione proprio dell’oscillatore armonico.

Caso non risonante

Se la condizione di risonanza non ¢ soddisfatta per nessun 72 € Z, si dice che i
periodi T e Ty sono irrazionali. In questo caso, poiché |w3 —w?n?| tende all’infinito,
detto ng un intero tale che |w3 — w?n?| > 1 per ogni n > ny, esiste il

min{|wg — w?n?|,|n| <ne}=v>0

In conseguenza |&,| < |f,|/m~ e quindi la serie per h = 0 & ben definita e fornisce
la soluzione limite:

. Fo omt
z(t) = ag coswp(t — to) + b sinwo(t — to) + E — e (5.50)
= k —mw?n

Essa ¢ la sovrapposizione di due moti periodici con periodi irrazionali. Le costanti
ag € by sono i limiti delle costanti a e b che figurano nella (5.48) quando h — 0
Caso risonante.

Supponiamo che esista 7 soddisfacente la (5.49). E chiaro che per n # +a
risulta [w? — w?n?| > 0. Pertanto scriviamo f nella forma

f@) = fi(t) + f2(t)

con o
Aty =3 fuetnt,

n# N
fg(t) — f-ﬁeiwﬁt + f_ﬁefiwﬁt.
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La soluzione della (5.12) potra scriversi come
x(t) = %) (qcoso(t — to) + bsino(t — to)) + x1(t) + x2(t),

con

fn iwnt
t — wn
z1(t) 7; k + inwh — motn2C

¢
xzo(t) = 1 / ds f2(s)e® = sino(t — s),
to

mo
mentre a e b sono determinati dalle condizioni
a:.%‘o—xl(to), b:O'_l[’U()—Lt'l(to) —Oé(l‘o—l‘l(to))],

in quanto z2(tg) = 0 = @2(tg). La parte di z(t) che non include z5(t) si comporta
come nel caso non risonante. Passando al limite si ha

/ t dsS [ fﬁeiwo“*%)] .

to

lim a3(t) = S [ faeiot(t — to)} -

2muwg 2mwg

Il secondo termine & limitato uniformemente in ¢, mentre il primo ha modulo
crescente linearmente in ¢. In altri termini, 'ampiezza delle oscillazioni cresce
indefinitamente. Tale fenomeno € noto come risonanza e la sua presenza si presenta
in parecchi problemi applicativi con esiti a volte catastrofici per la tenuta delle
strutture. L’andamento di tale termine & mostrato nella figura seguente.
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5.7 Piccole oscillazioni.

Consideriamo adesso il problema non lineare

mi = —V'(z) — hi + f(t),

z(0) = xzg, 2(0) = v, (5:51)

e supponiamo che il potenziale V' sia dotato di infinite derivate limitate ed abbia
un minimo stretto con derivata seconda positiva in un punto che identifichiamo
con ’origine, che sara pertanto una posizione di equilibrio stabile ed attrattivo nel
caso f = 0. Si potra inoltre assumere che sia V(0) = 0. Supponiamo inoltre che
il termine forzante t — f(t) sia periodico di periodo T' > 0. Le ipotesi fatte sul
potenziale comportano che

V(©0)=0, V'(0)=0, V"(0)=k>0.
In conseguenza, per il teorema di Taylor,

V(z) = gha’ + R(a)

con 5
[R(2)| < 0l=°,  |R'(2)] < 0a?,

per opportuni é, 6 > 0. Si consideri inoltre il problema di un oscillatore armonico
smorzato e forzato

y(0) = zo, H(0) = v,
con costante elastica pari alla derivata seconda di V' in 0. Il problema (5.52) &
detto problema delle piccole oscillazioni associato al problema (5.51), nell’intorno
della posizione di equilibrio stabile z = 0.

In sostanza il problema delle piccole oscillazioni corrisponde a considerare il
problema (5.51) con gli stessi dati iniziali e lo stesso termine forzante, ma con
il potenziale V sostituito dalla sua approssimazione quadratica (1/2)kz? che,
nell’intorno di x = 0, comporta un errore di ordine superiore nel calcolo del poten-
ziale, almeno se il moto & confinato in un piccolo intorno dell’origine. E ragionevole
aspettarsi che I'errore commesso poi si rifletta in un errore piccolo sulle soluzioni,
e cioeé che in un’opportuna norma il moto ¢ — z(t) ed il moto t — y(t) siano molto
prossimi. Tali affermazioni sono tutt’altro che ovvie e sono necessarie alcune ipo-
tesi sui dati iniziali e sul termine forzante per stabilire un enunciato che possa
essere provato.

Cominciamo col ricordare che, data una funzione ¢t — F(t), oscillatore armo-
nico smorzato e forzato con termine forzante F'(t) ha per soluzione

(5.52)

x(t) = z(t) + = /t dsF(s)e* =) sino(t — s) (5.53)



con

h k

a=——, o=4/——a?

o o2m’ Vm
ed T opportuna soluzione dell’equazione omogenea corrispondente, tale da soddi-

sfare le condizioni iniziali.
Riscriviamo 1’equazione per  come

mi + hi + kx = f(t) — R (z(t)).
Identificando F(t) con f(t) — R'(z(t)) ed usando la (5.53), si ha

z(t) =z(t) + x ds[f(s) — R (z(s))]e** ) sino(t — s). (5.54)

mao Jo

Naturalmente, la (5.54) non ¢ una soluzione del problema ma soltanto una sua
formulazione equivalente, che risulta pero utile per le stime che seguono. Infatti
essa consente di provare la seguente

Proposizione 5.6. Esistonoy >0 e C > 0 tali che, se

|[zo| + |vo| +sup [f(t)] < v
>0

allora, posto
M(t) = sup |z(s)],
s€10,t]
risulta
M(t) < Cllzol + |vol +§1>113|f(t)l]

per ognit >0

Dim. La soluzione soddisfa la (5.54). Poiché

()] < Chllwol + [vol],

posto
171l = sup | £(0)]
t>0
si ha ) s
l2(5)] < Callro] + [vol] + (11F]] + 02 (5)?) / PRI
mao 0
Ma

1 /Sea@*’)d o1 2 2
L s< M s
mao Jo = mao  h /4km — h?
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e quindi

2m 2

[#(3)] < Callwo] + fvoll + (11l + 0M()*) 5=~y

Prendendo ’estremo superiore dei due membri,
M(t) < c+aM(t)?, (5.55)

con

2m 2 2m 2
c = Cy[|lzo| + |vol] + ||f|\7

, a=0—
vVakm — h? h /4km — h?

La disuguaglianza (5.55) & sempre soddisfatta se A = 1—4ac < 0. In tal caso essa
non rappresenta alcuna restrizione utile su M(t). Se invece risulta 1 — 4ac > 0,
essa ¢ verificata soltanto quando M (t) non & contenuto nell’intervallo (x_,z4) con

- 1++1—4dac

2a

(5.56)

T+

Si supponga pertanto ¢ < 1/(8a) ed M(0) < x_. Poiché M(t) & una funzione
continua, risulta in conseguenza

M(t) <az_

per ogni t > 0. Ricordando le espressioni di a e ¢ segue la Proposizione 5.6. In
particolare, si noti che

2m 2

- < 2¢= 2| Ciflzo| + ool + [ £l = Nee =0 (5.57)

a

Corollario 5.7. Nelle stesse ipotesi della Proposizione 5.6, con § definito dalla
(5.57) ed a definito dalla seconda delle (5.56), risulta

j2(t) — y(t)| < ad®. (5.58)

Dim.
Si ponga z(t) = x(t) — y(t). Derivando due volte e sostituendo si ha

mz=—hz—V'(z) —ky=—hz—kz— R (z(t)).
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Poiché z ha dati iniziali nulli, si ha

1 t
= d / a(t—s) o t—
z(t) mo/o sR'(z(s))e sino(t — s)
e quindi
t
|z(t] < aM(t)21/ e(t=5) < 42,
g Jo
d

Osservazione: Le condizioni di piccolezza sono essenziali, come mostrato dal se-
guente controesempio:

T + ha + sinx = hw + sin wt.

Tale equazione ammette la funzione ¢t — wt come soluzione ed essa cresce indefi-
nitamente al crescere del tempo.

In conclusione se i dati iniziali e il termine forzante sono sufficientemente piccoli,
il moto si mantiene in un intorno di raggio d dell’origine. La differenza tra il moto
effettivo ed le piccole oscillazioni & molto pit piccola, di ordine §2. Si noti che
questa e l'affermazione realmente significativa sull’approssimazione del moto con
le piccole oscillazioni. Difatti la Proposizione 5.6 di per se implica che entrambi i
moti sono di ordine § e quindi tale & la loro differenza. 11 corollario invece implica
che I'errore relativo € piccolo, e quindi I’approssimazione e realmente utile.

Va sottolineato che le stime uniformi nel tempo che si sono qui ottenute di-
pendono dalla stima dell’integrale a secondo membro della (5.54), che & finito in
quanto h > 0. Nel caso h = 0 alcune delle costanti dei calcoli precedenti divergono
e il risultato perde di validita. In particolare, anche se per altra via si perve-
nisse ad un’affermazione simile a quella della Proposizione 5.6, il Corollario non
risulterebbe piu verificato.
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6. Problemi tridimensionali. Forze centrali.

6.1 Conservazione dell’energia.

Quando la legge di forza non soddisfa le condizioni di simmetria del Capitolo
4, lo studio del moto richiede la soluzione di un problema tridimensionale, cioe di
un sistema di tre equazioni differenziali del secondo ordine. Tale problema ¢ in
generale di difficile soluzione e pertanto si ricercano metodi per ridurre il numero
delle incognite ed il numero di variabili indipendenti.

La conoscenza di integrali primi puo agevolare tale compito. In particolare, in
presenza di forze conservative sussiste 'integrale dell’energia che assicura che la
quantita

1
E(xz,v) = §mv2 +V(z)

si mantiene costante durante ogni moto del sistema soggetto ad una forza f la cui
legge ¢ conservativa di potenziale V',

flz) =-VV(x).

Un esempio particolarmente importante di forze conservative & fornito dalle forze
centrali, gia introdotte nel Capitolo 3, delle quali ricordiamo la definizione.
Si dice forza centrale una forza che in ogni punto x € R? & diretta verso un punto
prefissato, detto centro che si puo assumere coincidente con 1’origine senza perdita
di generalita, e il cui modulo & una funzione della sola distanza dal centro.

Nel nostro contesto cio equivale a supporre che esista una funzione ¢ : R™ — R,
tale che, per ogni x # 0 si abbia

£(@) = ol (6.1)
Detta ®(p) una primitiva di —¢(p),
'(p) = =9(p),
la funzione
V(z) = ®(|x)

¢ un’energia potenziale per f. Difatti,

xT

—VV(x) = —'(|z|)V]z| = ¢(|z|) Eh f(=),
in quanto
Iz| _ 0 /2 _ .. —1/2 _ Li
oz, — oa, (x-2)/* =zi(z-x) ik
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Il pit famoso esempio di forza centrale € fornito dal potenziale della forza di
attrazione gravitazionale che un corpo, detto centro attrattore, esercita su una

particella:
gqQ
(lz)) = -5
||

dove G prende il nome di costante di gravitazione universale, ¢ > 0 rappresenta
la carica gravitazionale della particella attratta, usualmente detta massa gravi-
tazionale, in quanto, come si vedra piu avanti, essa coincide con la massa con
un’opportuna scelta delle unitd di misura(®). Analogamente Q@ > 0 & la carica
gravitazionale del centro attrattore.

Un altro importante esempio di forza centrale & fornito dalla forza Coulombiana
tra due particelle cariche. Essa ¢ simile alla (6.2), ma in questo caso

_ G
x|

ove C ¢ la costante di Coulomb e q, @), che stavolta possono essere sia positive che
negative, sono le cariche elettriche delle due particelle. In particolare, se le cariche
hanno segno opposto, la forza e attrattiva come quella gravitazionale, mentre se
le cariche hanno uguale segno, la forza e repulsiva.

Un ulteriore esempio di forza centrale e fornito dalla forza elastica, di potenziale

(6.2)

O () (6.3)

B(|]) = yHlal, (6.4)

con k > 0 costante elastica.

Notiamo che negli esempi (6.2) e (6.3), la forza f & ben definita e Lipshitziana
in ogni sottoinsieme di R? che escluda l’origine = 0. In 2 = 0 vi & una singolarita
per cui ’esistenza della soluzione non & globale per tutti i dati iniziali, ma solo
sotto certe condizioni.

Per includere gli esempi (6.2) e (6.3) nella trattazione supponiamo pertanto che
la funzione potenziale V sia definita in R® — {0} e che sia ivi differenziabile due
volte con derivata seconda continua.

Cominciamo con il discutere le proprieta che valgono per una qualsiasi forza
centrale.

6.2 Conservazione del momento angolare.

Oltre all’energia, per le forze centrali sussistono tre altri integrali primi, e cioe
le tre componenti del vettore
K =mx A k. (6.5)

(1) La carica gravitazionale si definisce in modo analogo alla carica elettrica e nella sua definizione,
@ PrioTinon vi & nessuna relazione con la nozione di massa, che interviene nella legge di Newton

ed & detta anche massa inerziale per distinguerla dalla massa gravitazionale.
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Difatti, la derivata di K rispetto al tempo vale
d K P A4 v
—K=miANi+mzANi
dt

Il primo termine si annulla mentre usando la legge di Newton nel secondo si ottiene

d x
—K=azANf=—-2AVP(z])=—-an|®(z])) ) =0
dt ||

La conservazione del momento angolare ha alcune notevoli conseguenze. La
prima di esse e che il moto in un campo di forze centrali é piano.

Difatti, detto Ky il valore di K valutato per ¢t = 0, Ko = mxg A vy, il vettore K
individua il piano 7y ad esso perpendicolare, passante per 'origine, che prende
il nome di piano di Laplace. Esso contiene il punto xg in quanto il segmento
congiungente ’origine con xy € perpendicolare a Ky. Inoltre esso ¢ parallelo al
vettore vg perché questo e perpendicolare a Ky. Ad ogni tempo t # 0 si ha che
x(t) € wr, e v(t) parallelo a 7. Infatti, se x(t) ¢ mr, il segmento congiungente
Porigine con z(t) non sarebbe perpendicolare a Ky e quindi maz(t) A &(t) non
potrebbe coincidere con K, come invece deve per la conservazione del momento
angolare. In modo analogo si vede che la velocita ¢ parallela a 7y, per ogni t € R.

Una prova analitica ¢ immediatamente ottenuta osservando che se si moltipli-
cano ambo i membri dell’equazione

ma(t) A z(t) = Ko

scalarmente per x(t), il primo membro si annulla in quanto il prodotto misto
a-bAc=0 se due dei tre vettori a, b, c sono paralleli. Pertanto si ottiene

Ko-.f:O,
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che ¢ I'equazione di un piano passante per 'origine e perpendicolare a Ky, cioe il
piano di Laplace, cui z(t) deve appartenere.

L’osservazione precedente consente un’immediata riduzione del problema ad
uno bidimensionale. Difatti, assegnati i dati iniziali e determinato in conseguenza
il piano di Laplace 7, non vi & perdita di generalita nell’assumere un sistema di
riferimento avente il piano di Laplace come uno dei piani coordinati. Cio e vero
perché tale piano e costante nel tempo per quanto visto in precedenza, e quindi il
riferimento ¢ inerziale come quello di partenza. Supponiamo che in tale riferimento
7z, sia il piano x3 = 0. In base alle osservazioni precedenti, per ogni t € R risulta
x3(t) = 0 e v3(t) = 0. Si tratta quindi di determinare soltanto x(t) ed z2(t) e
quindi si e ridotto il problema ad uno bidimensionale.

6.3 Coordinate polari.

E conveniente introdurre nel piano di Laplace un sistema di coordinate polari
come quello in figura.

X2

XoM) |l — — — — —

Con p > 0 si denotera la lunghezza del segmento che congiunge il punto P
di coordinate (x1,z2) con lorigine, mentre 6 & l’angolo che la semiretta che va
dall’origine a P forma con ’asse z7.

Si noti che nel caso P = O l'angolo 6 non ¢ definito. Risulta quindi definita
una trasformazione

P: R*—{(0,0)} — (0,400) x [0,27)
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la cui forma esplicita &

T2
arctan —  se x1 # 0,
Z1

sex; =0exzy >0, (6.6)

p=1/z?+23, 0=

sex; =0exy <O0.

SIS

Essa e invertibile in tale insieme, con inversa data dalle espressioni
x1 = pcosh, w9 = psind.

Naturalmente la scelta di 6 in [0,27) & puramente convenzionale, poiché per un
dato p, tutte le coppie (p,0) con € che differiscono di multipli interi di 27 rap-
presentano lo stesso punto di R? — {(0,0)}. Si dara pertanto significato a valori
di 6 al di fuori dell'intervallo [0,27), grazie a tale identificazione. Grazie a tale
identificazione se la variabile 6 si incrementa di 27 durante un moto, passando
da un intervallo [2k7, 2(k 4 1)7) al successivo questo rappresenta 'indicazione del
fatto che il punto ha percorso un giro completo attorno all’origine.

Siano ora t — P(t) = (x1(t), x2(t)) le equazioni parametriche di una traiettoria
rispetto alle coordinate cartesiane del riferimento adottato. Posto

(p(t),0(t)) = P(z1(t), z2(1)),

lapplicazione t — (p(t),0(t)) rappresenta le equazioni parametriche della traiet-
toria rispetto alle coordinate polari del riferimento. Poiché

(z1(t), 22(t)) = P~ (p(t), 0(t)) = (p(t) cos O(t), p(t) sin 6(t)),
differenziando si ottengono le seguenti espressioni per le componenti della velocita:

i1 = pcosf — psin 00,

To = psind +pcos€9 (6.7)

ed il quadrato della velocita ¢ dato da
|2 = p? + p20%. (6.8)

Le componenti dell’accelerazione sono
i = peost — 2psinbB0 — pcosh? — psin 66, (6.9)

To = ﬁsinﬁ+2p’cos€9—psin092 —I—pcosﬂé.
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Risultera utile nel seguito ’espressione delle componenti radiali e tangenziali della
velocita e dell’accelerazione. Esse sono date dai prodotti scalari della velocita e
dell’accelerazione con i vettori unitari

e, = — = (cosf,sinf), e, = ﬁ = (—sind, cosb). (6.10)
|z ||
Per la velocita si ha:
Vp =X - ep = P, Usz:-eszé. (6.11)
Per I’accelerazione invece risulta
ar=i-e,=p—pb%,  ar=i-e,=ph+2p0= %%(pQé). (6.12)
In termini di tali quantita, tenendo conto che
fren==2(p), f-e:=0, (6.13)
le equazioni del moto si riscrivono come
ma, = —®'(p), ma, =0. (6.14)

6.4 Conservazione della velocita areolare.

Una ulteriore conseguenza della conservazione del momento angolare & la con-
servazione della velocita areolare. Cominciamo con il definire tale quantita. Siano
t — P(t) = (z1(t), z2(t)) le equazioni parametriche di una curva nel piano e siano
t e t + h due istanti di tempo. Si considerino i segmenti OP(t) ed OP(t+ h) e
Parco di curva tra P(t) e P(t+h). Sia D(t, h) la parte limitata di piano contenuta
tra i due segmenti e l’arco e |D(¢, h)| la sua area. Il limite

L]

lim ——= = A(t)

se esiste, prende il nome di velocita areolare e rappresenta ’area spazzata nell’unita
di tempo dalla congiungente il punto che si muove sulla curva con l'origine.

Proposizione 6.1 Se la curvat — P(t) ¢é differenziabile, allora la velocita areolare
esiste e risulta

A(t) = 5p(t)%0(2) (6.15)



ed in coordinate cartesiane

A(t) = 5[z (t)a2(t) — 2()21(1)]- (6.16)

Dim. Siano t — (p(t),6(t)) le equazioni parametriche della traiettoria. Per la
continuita esistono due istanti ¢, ¢ ¢ty nell’intervallo [¢, ¢ + k], tali che

inf s) = p(tm), - $) = pltnr).
se[t,t+h]p() p(tm) Se[t,t]ih]p(> p(tu)

L’insieme D(t, h) contiene (si veda la figura)

X2

X4

il segmento di cerchio di raggio p(t,,) tra gli angoli 6(¢) e (¢t + h), la cui area &
1
By = §P(tm)2[9(t +h) —0(t)]

ed & contenuto nel segmento di cerchio di raggio p(tyr) tra gli angoli 6(¢) e 8(t+h),
la cui area ¢

By = L pltnr 100t + ) — 0(0)].

Pertanto
B; < |D(t,h)| < Bs

Poiché la curva ¢ differenziabile, esiste 7 € (¢,¢ + h) tale che
O(t +h) —0(t) = hé(r).
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Risulta quindi

|D(@t,h)| _ 1

— < 5p
h 2

Nel limite h — 0, t,, — t, tpy — t e 7 — t. Questo implica la (6.15). Sostituendo

in (6.16) le formule per z1(¢), z2(t),41(¢), #2(t) date da (6.7), si verifica che la

(6.16) & equivalente alla (6.15). O

5P(tm)?0() < (tar)?0(7).

Ricordando la definizione del momento angolare K si ottiene, con la scelta fatta
del riferimento cartesiano, che la sua unica componente non nulla ¢ la componente
K3 data da

Kg = m[.i?l(t)itz(t) - .Tg(t)itl(t)},
che pertanto risulta legata alla velocita areolare dalla relazione
K3 =2mA (6.17)
Poiché il momento angolare si conserva, si ha la

Seconda legge di Keplero: La velocita areolare € costante.

Tale legge fu osservata sperimentalmente da Keplero nello studio del moto dei
pianeti, ma essa risulta valida per il moto di un punto materiale in un qualsiasi
campo di forza centrale, come semplice conseguenza della conservazione del mo-
mento angolare.

Sia
_ Kos
om

L

il rapporto tra il valore della terza componente del momento angolare, determinata
all’istante iniziale, e la massa. La conservazione della velocita areolare implica

—p(t)?0(t) = 3L (6.18)

E opportuno classificare i moti a secondo che L sia o non sia nullo.
6.5 Moti radiali.

I moti con L = 0 si dicono moti radiali, in quanto la (6.18) implica 8(t) = 0 e
pertanto 0(t) = 6p. Quindi il moto si svolge su un raggio e cioe sulla semiretta per
l'origine di equazione 8 = 6.

Si noti che L = 0 se e solo se la velocita iniziale ¢ parallela al segmento che
congiunge l'origine con il punto iniziale (velocita radiale). Se tale circostanza non &
verificata, se cioe la velocita iniziale ha una componente tangenziale allora il moto
non e radiale.
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Poiché la legge di forza potrebbe essere non ben definita nell’origine, rimane da
discutere se il punto materiale possa o meno raggiungere 1’origine.

Tale questione si riconduce allo studio dell’evoluzione di p(t) che puo essere
affrontata con i metodi utilizzati nel Capitolo 4 per i problemi unidimensionali.

La conservazione dell’energia, ricordando la (6.17), si scrive

1 ;
E= 5m(p2 + p260%) + ®(p). (6.19)
Per i moti radiali § = 0 e quindi

E= %m;'ﬂ + ®(p). (6.20)
A partire dalla (6.20) ¢ possibile sviluppare tutte le considerazioni sul comporta-
mento qualitativo di p in funzione del tempo che si sono viste nel Capitolo 4 ed in
particolare quelle sui potenziali singolari.

Nel caso dell’attrazione gravitazionale (6.2), se E > 0 e po > 0, allora p(t)
cresce e il punto materiale si allontana indefinitamente dall’origine lungo la retta
0 = 6y, raggiungendo l'infinito in un tempo infinito, con una velocita residua se
E > 0 e con velocita nulla se £ = 0. Quest’ultimo caso corrisponde all’energia
minima necessaria per uscire dall’attrazione del centro. La velocita corrispondente

2GqQ

mpo

po=vs = (6.21)

e la wvelocita di fuga. La (6.21) mostra che gli assiomi della Meccanica implicano,
nel caso di attrazione gravitazionale, una dipendenza della velocita di fuga dalla
massa (inerziale) del punto materiale.

E un fatto sperimentale invece che la velocita di fuga nel campo di attrazione
gravitazionale ¢ la stessa per tutti i corpi, indipendentemente dalla loro massa
(inerziale). Nella (6.21) le uniche grandezze dipendenti dal punto materiale sono
la carica gravitazionale ¢ e la massa inerziale m. L’unica assunzione che rende la
(6.21) compatibile con i fatti sperimentali & che il rapporto

q

m

sia lo stesso per tutti i corpi materiali e cioe che é una costante universale il
rapporto tra la carica (massa) gravitazionale e la massa inerziale di ogni punto
materiale. In tali condizioni, con un’opportuna scelta delle unita di misura, il
rapporto puo rendersi pari ad 1 e questo conduce all’identificazione tra massa
inerziale e carica gravitazionale. Rileviamo che tale identificazione & estranea alla
Meccanica, nel senso che non e conseguenza delle sue definizioni e dei suoi assiomi.
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E soltanto il confronto con I’esperienza che conduce a una tale identificazione. Va
anche osservato che, da un punto di vista puramente teorico, non vi sarebbe alcuna
difficolta a sviluppare la Meccanica senza tale identificazione. Poiché d’altra parte
questa e una realta sperimentale, da questo momento in poi non distingueremo tra
massa inerziale e carica gravitazionale di un punto materiale. Allo stesso modo
si identifichera la carica gravitazionale ) del centro attrattore con la sua massa
inerziale M e quindi si scrivera la (6.2) come

gmM

(6.22)

Conclusa questa digressione sull’identificazione di massa inerziale e massa gravi-
tazionale, torniamo allo studio dei moti radiali in un campo di attrazione Newto-
niana. In tutti gli altri casi e cioe £ > 0 e pg < 0 oppure E < 0, il moto raggiunge
dopo un tempo finito l'origine e da quell’istante ’equazione perde di senso. Si e
pertanto in presenza della sola esistenza locale della soluzione per il problema ai
valori iniziali in tale caso. Questo ¢ dovuto alla singolarita della legge di forza
nell’origine. E chiaro che nelle situazioni reali tale singolarita non si presenta. La
singolarita della forza traduce, come sempre, una certa inadeguatezza del modello
matematico a descrivere la situazione reale nelle vicinanze dell’origine. Ad esempio
se il centro attrattore ¢ un modello per la Terra, ¢ chiaro che confondere la Terra
con un punto & un’approssimazione ragionevole a grande distanza, ma cessa di es-
sere valida a distanze prossime al raggio terrestre dove il modello va sostituito con
uno pid accurato, che tenga conto del fatto che la massa della Terra e distribuita,
pil o meno omogeneamente in una sfera.

Nel caso di forza di repulsione Coulombiana, corrispondente al potenziale (6.3)
con cariche di uguale segno, ’energia puo assumere solo valori positivi. Tutti i
moti radiali si allontanano indefinitamente dall’origine, dopo un eventuale istante
di arresto ed inversione del moto. Si tratta in ogni caso di moti che non toccano
mai l'origine e per i quali si ha esistenza globale della soluzione.

11 caso del potenziale armonico (6.4) da luogo ad un moto oscillatorio di periodo
T = 2mw+/m/k, come puo essere facilmente controllato attraverso 1’analisi esplicita
del moto in coordinate cartesiane. In questo caso non vi & singolarita nell’origine.
Tuttavia, la singolarita delle coordinate polari in « = 0 si traduce nel fatto che,
quando p(t) raggiunge il valore 0, §(t) salta dal valore costante 6y al valore 6y + 7.
La soluzione esiste globalmente nel tempo ed & una funzione continua del tempo,
quando ¢ vista nelle variabili cartesiane (x1(t), z2(t)).

Esercizio 6.1: Studiare il moto con potenziale
d(r) =a%e™ ", a>0

in corrispondenza dei dati iniziali zy = (1,0), vg = (—1,0). Discutere il limite del
moto quando a tende a +o0.
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6.6 Moti generici.

Abbiamo visto che i moti radiali (L = 0) corrispondono ad una scelta molto

.....

o(t) = . (6.23)

Pertanto il segno di H(t) ¢ fissato e coincide con il segno di L. Ne consegue che
f(t) & una funzione monotona, crescente o decrescente a seconda che sia L > 0 o
L < 0. Se 6(t) & crescente diremo che il moto & levogiro, mentre diremo destrogiro
il moto con 6(t) decrescente. Una conseguenza della conservazione della velocita
areolare e che tale caratteristica del moto non cambia nel tempo, cioé non vi sono
inversioni del senso del moto. Quando 6(t) si incrementa o decrementa di 2, il
punto torna ad attraversare lo stesso raggio e quindi il punto ha percorso un giro
completo intorno all’origine. Tale circostanza si ripete indefinitamente.

Per completare 1’analisi del moto & necessario lo studio dell’evoluzione di p(t).
Anche in questo caso esso puo essere condotto usando al conservazione dell’energia.
Sostituendo la (6.23) nella (6.19) si ha

1 mL?
E= 5mp2 + 202 + ®(p).
Si definisce il potenziale efficace
mL?
UL(p) = ®(p) 957 (6.24)

e in termini di questo, la conservazione dell’energia si esprime come
1,
E= omp” + UL(p).

Limiteremo lo studio successivo ai casi per i quali il potenziale soddisfa le condizioni
seguenti:
lim p?>®(p) =0, inf ®(p) > —oc0 Va > 0. (6.25)

p—0 p>a

In conseguenza della prima condizione, si ha

lim Uy (p) = +o0, (6.26)
p—
e quindi esiste pg = po(E, L) tale che E = Ur(pg) ed E < Ur(p) per p < po.
Quindi, per t > 0, risulta

p(t) = po. (6.27)



Proposizione 6.2. La funzione t — p(t) rappresenta il moto unidimensionale di
un punto materiale di massa m soggetto ad una forza di potenziale Uy, con dati
iniziali p(0) = |zo| e p(0) = v,-(0) = &(0) - €.

Dim. Sostituendo nella prima delle (6.14) Pespressione (6.23) di 6 che si ottiene
dalla conservazione della velocita areolare (6.18), si ha

mL?
mp = —'(p) + G (6.28)
La funzione t — p(t) risulta pertanto soluzione dell’equazione
mp = —Up(p) (6.29)

La (6.29) ha significato solo per p > 0, ma la condizione (6.27) assicura che p si
mantiene positivo per tutti i tempi e quindi la Proposizione 6.2 ¢ provata. O

Allo studio della (6.29) possono quindi applicarsi i metodi usati per i problemi
unidimensionali. In particolare, la funzione t — p(t) risultera o periodica o non
limitata superiormente.

Una volta nota t — p(t), 6(t) si ottiene immediatamente sostituendo t — p(t)
nella (6.23) e quindi t — 6(¢) segue da una semplice integrazione. La seconda delle
condizioni (6.25) cioe che il potenziale sia inferiormente limitato al di fuori di un
intorno dell’origine, assicura inoltre [’esistenza globale della soluzione per L # 0.

Esercizio 6.2: Con il potenziale dell’esercizio 6.1, si studi il moto con dato iniziale
xo = (1,0), vo = (0,1). Si discuta il limite del moto quando « tende a +oc.

Come si e visto nel Capitolo 4, diverse situazioni possono presentarsi in cor-
rispondenza di differenti scelte di ®(p). Nel seguito ne esamineremo solo due
particolarmente significative.

Si supponga che pg sia 1'unica soluzione di E = Up(p) e che sia non vuoto
I'insieme dei p tali che E > UL (p). Cio avviene ad esempio se ®(p) > 0 & monotona
e ¢(p) — 0 per p — oco. In particolare, il potenziale Coulombiano repulsivo verifica
tali condizioni. In tal caso t — p(t) tende a +oo per t — +00, dopo un eventuale
inversione del moto in py. Per calcolare ¢ — 6(t), ricordiamo che, integrando la
(6.23) nel tempo si ha
L

o(t) = 0 + /0 dis.

Supponendo per semplicita p(0) = po ed in conseguenza p(0) = 0, la funzione
t — p(t) & monotona crescente e quindi si puod effettuare il cambio di variabile
s — p, che fornisce

) 1 ds
0(t) =10 —I-/ — —dp.
() 0 0 p2 dp
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Poiché

ds_ 1 1
dp — pls)  [2 ’
—[E-UL(p)]
si ha
p(t) L
6(t) = 0o +/ dp. (6.30)
pPo 2

L’equazione (6.30) fornisce la legge oraria per 6, quando & nota quella per p.
Quando tale legge non e nota tuttavia, la stessa relazione fornisce comunque la
relazione p — 6(p) tra i valori di § e p ad ogni istante. Essa rappresenta cioé
lequazione intrinseca in coordinate polari della traiettoria del punto materiale.

Si supponga ora che esistano solo due soluzioni, p_ < p; dell’equazione F =
UL(p) e che sia E > UL(p) per p € (p—, p+). Questo si verifica ad esempio per il
potenziale armonico ed il potenziale Newtoniano, come si ¢ visto nel Capitolo 4 a
proposito di potenziali singolari. Se p — ®(p) & negativo, crescente e va a 0 per
p — oo pit lentamente di p~2, la prima delle assunzioni (6.25) ¢ verificata.

In questo caso t — p(t) oscilla periodicamente tra i valori p_ e p4, con periodo

P+ 1
T=T(E, L) = 2/ = dp. (6.31)

Ne consegue che il moto & confinato nella corona circolare tra i due cerchi di centro
Porigine e rispettivi raggi p— e p, (vedi figura).

Apocentro
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Supponiamo, per fissare le idee, p(0) = p— e 8(0) = n/2. Un punto ove la
particella si trova a distanza minima dall’origine & detto pericentro, mentre un
punto ove la particella si trova a distanza massima ¢ detto apocentro. 1l tempo T ¢
il doppio di quello che la particella impiega per andare dal pericentro all’apocentro.
Fissiamo la nostra attenzione su questo primo tratto di moto. Per ¢t € (0,7'/2) non
vi sono istanti di arresto e quindi ¢ — p(t) & monotona crescente in tale intervallo e
pertanto in esso si puo calcolare t — 6(t) come in precedenza, usando la (6.30). In
particolare, I’angolo © tra la posizione del primo pericentro e quella dell’apocentro
successivo ¢ dato da

@:@(E,L):/p+ L

Y. % [E—UL(p)]

Naturalmente la stessa analisi puo essere applicata al successivo intervallo di tempo
e l'angolo tra ’apocentro ed il successivo pericentro & ancora dato da O, sicché
I’angolo tra due successivi apocentri o due successivi pericentri € dato da 20.

Se ’angolo 20 e commensurabile con 27, cioe se esistono due interi n ed m tali
che

dp. (6.32)

2n0O = 2mm,

lorbita € chiusa e quindi il moto complessivo € periodico. Tale circostanza puo
verificarsi per opportune scelte di £ ed L, ma non € in generale soddisfatta per
tutti i valori di tali parametri. Vedremo che il caso del potenziale armonico e di
quello Newtoniano danno luogo ad orbite chiuse per tutti i valori di ¥ ed L in
corrispondenza dei quali le orbite sono limitate. E possibile addirittura caratteriz-
zare tali due potenziali come i soli per i quali tale proprieta ¢ verificata. In altre
parole:

Proposizione 6.3. [ soli potenziali centrali per i quali tutte le orbite limitate sono
chiuse sono il potenziale armonico ed il potenziale Newtoniano.

Lasciando per esercizio la dimostrazione di tale proposizione, che puo essere
trovata sul libro di Arnold a pag. 43, mostriamo esplicitamente, data 'importanza
di tale caso, che il potenziale Newtoniano ha orbite limitate chiuse.

6.7 Moti Kepleriani.

Poniamo per brevita k = GMm per cui il potenziale Newtoniano &

Assegnate l’energia ed il momento angolare, supponiamo, senza perdita di gene-
ralita che al tempo t = 0 sia p = p_ e 8y = 0 e cioe che il primo pericentro si trovi
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sull’asse delle ascisse. Se £ > 0 vi & una sola soluzione positiva p_ dell’equazione
E =Ur(p). Se invece E < 0 ve ne sono due, p_ < p;. Determiniamo I’equazione
intrinseca dell’orbita. Se E < 0, cominciamo con il determinarla nell’intervallo
(0,T/2) ove p(t) & crescente, usando la relazione (6.30). Se E > 0 invece la rela-
zione vale per ogni t > 0. Si ha

9:/pdr L
- TQ\/%[E—UL(T)}

Effettuando la sostituzione z = 1/r, posto z4 = 1/p4, si ha

L

E-UL(1/2)]

9:/ 7dz
1/p \/3
—|

Calcoliamo le espressioni esplicite di z1. Esse sono date dalle soluzioni dell’equazionel]

mQLQz2—kz—E:O
e cioe:
Zi:kaz <1¢ 1+2E;7;L2> :kaQ(ler)’
con
¢ = 1+%"§L2. (6.33)

Per E >0, e > 1 e quindi 24 < 0, per cui viene meno la sua interpretazione come
inverso di p4. Tuttavia, formalmente si puo scrivere in ogni caso

2B - UL =1 (s~ 24) (o 7).

z- dz
0= 6.34
/1/p Ve —2) (634

Tale integrale ¢ stato gia calcolato nel Capitolo 4 e vale:

Pertanto

2 e 2 (4

0 = arccos pi— — arccos
Z_ —Z4 2 — Z4

114



Il primo termine & arccos(l) = 0. Se E < 0 e p = p4, il secondo termine &
arccos(—1). Pertanto risulta

OF,L)y="7

e questo comporta che le orbite sono chiuse per ogni £ < 0 ed L # 0.

Per determinare la traiettoria occorre calcolare il secondo termine. Sostituendo
le espressioni di z4 si ottiene

2 —zy ek z_+zy k
2 T mL?’ 2 T mlIL2
e quindi
1 k
p  mL?
0 = —arccos | ———
ek
mL?
Posto
1k
p  mL?’
si ha pertanto
1 1
— = —(14+ecosb). 6.35
p p( ) (6.35)

Prposizione 6.4. L’equazione (6.35) é l’equazione intrinseca in coordinate polari
di una conica avente un fuoco nell’origine. e é detta eccentricita della conica.

1) Se e =0 (E = Epin), si tratta di un cerchio di centro l'origine;
2) Se0 < e <1 (Epin < E <0), sitratta di un’ellisse con uno dei fuochi
nell’origine ed asse maggiore coincidente con l’asse delle ascisse;

3) see=1 (E=0), si tratta di una parabola con asse coincidente con l’asse delle
ascisse;

4) See>1(E >0), sitratta di un iperbole con asse coincidente con l’asse delle
ascisse.

Il numero p si dice parametro della conica.

Dim. La prima affermazione e ovvia. Verificheremo solo la seconda lasciando le
altre come esercizio. La situazione e visualizzata nella figura
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CP=a CQ=b OS=p Q A

— S
A Py c o, P =
Scriviamo la (6.35) come

p=p(l+ecosh)=p+ex,

e quindi
p=Dp—ex.

Elevando al quadrato i due membri,

22 +y? = p® + 22 — 2pex.
Raggruppando i termini, questa si scrive

22(1 — €?) + 2pex + 3y = p*. (6.36)

Chiaramente la precedente relazione ¢ 1’equazione di un’ellisse se e < 1, che si
riduce ad una circonferenza per e = 0, mentre ¢ una parabola per e = 1 ed
un’iperbole per e > 1.
In coordinate cartesiane, 'equazione di un’ellisse con centro in (g, 0) e semiassi
a e b si scrive
(x —x0)* |y
a? b2

Sviluppando il quadrato e moltiplicando per b2, si ha

b2 2 b2

2 2 2 2
—z‘ —2—=zor +y* =b" — —=xf.
a? a? a2
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Confrontata con la (6.36), questa fornisce le relazioni

b? b? b?
— —e% L2t = —pe; v — —ad =pt

To= T 3 (6.37)
2.2
2 2y 2 pe
p _(1_6 )a _1_62’
che implica
LA — (6.38)

Time VT i—e

L’espressione di a poteva anche ottenersi usando le espressioni di z4, che implicano

p
1Fe

P+ =

)

e ricordando che

g Prtr- _pdte)tpld—e)  p
2 2(1 — e?) 1—e?’

Analogamente, la distanza |zg| tra il centro C' ed il fuoco O & data da

a—p_ = P ___ P _., P _..
1—e2 14e 1—e2

Tale relazione fornisce l'interpretazione di e.
Le precedenti osservazioni provano che i moti ad energia negativa e momento
angolare non nullo di un punto in un potenziale Newtoniano soddisfano la

Prima legge di Keplero: Le orbite sono ellissi aventi il centro attrattore come uno
dei due fuochi.

L’area dell’ellisse ¢ data da A = mab e quindi, notando che b? = pa,
A? = 72a3p.

Detto T il periodo del moto, la conservazione della velocita areolare comporta
inoltre

A:AT:%LT
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e quindi
ad _ L? 1 k

Tz =

4m2p T i m
Ricordando che k = GMm si ottiene pertanto la relazione

ad 1
Z -~ GM
T2 47T2g ’
che esprime la

Terza legge di Keplero: Il rapporto tra il cubo del semiasse maggiore a dell’orbita
ed il quadrato del periodo ¢ indipendente dalla massa della particella attratta.

Osservazione: Le tre leggi di Keplero furono ottenute dall’osservazione dei dati
astronomici. La Meccanica ce le fornisce come conseguenza matematica degli
assiomi della Meccanica, insieme con 1’assunzione di attrazione Newtoniana e con
I'identificazione della massa inerziale con la massa gravitazionale. Tale deduzione
¢ uno dei principali successi della Meccanica.
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7. Principio di minima azione: punto materiale.

7.1 Funzionali su spazi di traiettorie.

I moti di un punto materiale libero e soggetto ad una forza conservativa possono
caratterizzarsi come soluzioni di un principio variazionale, il principio di minima
azione. Tale principio e di validita molto pid generale, come si vedra nel seguito
e rappresenta una formulazione unificata per tutti i problemi di Meccanica di
tipo conservativo. L’introduzione di tale principio richiede la premessa di alcune
definizioni.

Spazio delle traiettorie.

Fissiamo due punti z() ed z(2) entrambi contenuti in un aperto Q ¢ R%, con d >
1. Fissiamo inoltre un numero reale 7' > 0 e consideriamo 1’'insieme M:E(l),ai(2),T’
che denoteremo semplicemente con M quando non vi sia possibilita di equivoco,

Mgg(l),m(z),;r ={y|y: [0,T] = QC Rd}

costituito dalle funzioni ¢t — ~(¢) tali che:
1) t — ~(t) & una funzione infinitamente differenziabile in (0,7") continua con tutte
le derivate continue in [0,7] e tale che

d

> (Fu(t)* >0 Ve (0,T);

i=1
2)

1(0) =20, 5(T) = 2.

L’insieme M ¢ l'insieme delle curve regolari (traiettorie) in 2 che uniscono

i punti () ed 2(?), parametrizzate sull'intervallo [0,T]. Definiamo in esso una
metrica mediante la norma: per ogni coppia v ed 7 di traiettorie in M si pone

ply,m) = sup [[y(t) —n(t)| +[7(t) — ()]
te[0,T]

E immediato verificare che p(-, -) & una metrica e che M, munito di tale metrica
€ uno spazio metrico. Una funzione

d: M—R

¢ denominata funzionale su M. Useremo la notazione ®[y] per denotare il valore
assunto in corrispondenza della traiettoria . Se v — ®[y] & continua, si parla di
funzionale continuo.
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Osservazione 1: La metrica appena introdotta non ¢ 1'unica possibile. Esempi di
altre definizioni sono:

p1(y,m) = sup |y(t) —n(t)|,
t€[0,T]

T
palysm) = / dtf(t) — ().

Due traiettorie sono vicine nella metrica p; quando ad uguali istanti le due traiet-
torie occupano punti vicini, mentre perché siano vicine nella metrica p anche le
derivate devono essere vicine. Due traiettorie sono vicine rispetto alla metrica po
anche se vi € un insieme di istanti di misura piccola ove le traiettorie sono lon-
tane, purché siano vicine nel resto dei punti. In corrispondenza di tali metriche si
avranno altrettante nozioni di continuita del funzionale.

Esempi di funzionali.

Fissato tg € [0,T] ed F : Q — R continua, si ponga

®1[y] = F(v(to))-

T
Do) = / dEF (4(t)).

E chiaro che ®; ¢ un funzionale continuo rispetto alle metriche p e p;, mentre
non lo & rispetto alla metrica ps. ®5 & un funzionale continuo anch’esso rispetto
alle metriche p e p;. Se F e Lipshitziana, allora ®, ¢ anche continuo rispetto alla
metrica ps.

Sia

T
)= [ @GP+ Gal)P.
0
Il funzionale ¢ rappresenta la lunghezza della traiettoria -y. E continuo rispetto alla
metrica p ma non rispetto alle metriche p; e ps.
Un funzionale particolarmente importante in Meccanica ¢ il funzionale Azione,
che si definisce come segue: sia

L: RIXOxR—-R

e si denoti con L(v,z,t) il suo valore in corrispondenza del punto (v, z,t) € R? x
Q x R. Si supponga L continua e si ponga

T
Apy] = / AEL(3 (1), (1), 1). (7.1)
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Il funzionale A prende il nome di Azione e la funzione L prende il nome di
Lagrangiana. L’azione € un funzionale continuo rispetto alla metrica p ma non
rispetto a p; e po. Il funzionale ¢ & un caso particolare di azione corrispondente
ad L(v,z,t) = |v].

7.2 Punti stazionari di funzionali
Nel seguito, per fissare le idee considereremo fissata la metrica p.

Definizione 7.1. Una traiettoria v € M & un punto di minimo (risp. punto di
massimo) per il funzionale ® se

®(y) < @(n) (risp. ®(7) = 2(n)) Vne M.

Analogamente, una traiettoria v € M & un punto di minimo proprio (risp. punto
di massimo proprio ) per il funzionale ® se

() < @(n) (risp. () > @(n)) YneM,n#1.

Una traiettoria v € M & un punto di minimo locale (risp. punto di massimo locale)
per il funzionale @ se esiste una sfera di centro y, B(v,r) = {n € M | p(n,7) < r},
tale che risulti

P(y) < ®(n) (risp. (v) > P(n)) Vn € B(y,r).

Analogamente, una traiettoria v € M & un punto di minimo locale proprio (risp.
punto di massimo locale proprio ) per il funzionale ® se esiste una sfera di centro
v, B(y,r) ={n e M| p(n,7v) < r}, tale che risulti

P(y) <@(n) (visp. () > 2(n)) Vne€ B(y,r),n#7.

Al fine di formulare condizioni equivalenti alle definizioni precedenti, fissata una
traiettoria v, diamo la seguente

Definizione 7.2. Si dice famiglia di traiettorie variate un insieme di curve

{’75,8 € [_17 1]}’
caratterizzato come segue: si fissi una funzione continua ed infinite volte differen-
ziabile
w: [=1,1] x [0,T] — u(e,t) € Q,

tale che
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u(0,t) =~(t),Vt € [0,T)];

u(e,0) =2, u(e,T) =2?, vee[-1,1].

La curva ~. ¢ data da
t — v (t) = u(e, t).

Si noti che in corrispondenza di ogni scelta della funzione infinitamente diffe-
renziabile u, si ha una famiglia di traiettorie variate.

Proposizione 7.1. Se la traiettoria v é un punto di minimo (risp. massimo)
locale per il funzionale ®, per ogni famiglia di traiettorie variate {v.,e € [-1,1]},
la funzione di variabile reale ¢ : [—1,1] — R definita come

d(e) = P[ve), Ve € [-1,1]
ha un minimo (risp massimo) locale in & = 0.

Dim. Sia~ un punto di minimo locale, e B(y, ) la relativa sfera. Scelta ad arbitrio
una famiglia di traiettorie variate, esiste g > 0 tale che 7. € B(v,r) per ogni €
tale che |e| < &o. In conseguenza ¢(c) > ¢(0) se € < &g e quindi € — ¢(¢) ha un
minimo locale. O

Definizione 7.3. Diremo che il funzionale ® ¢ derivabile in v se per ogni famiglia
di traiettorie variate {.,e € [—1,1]} la funzione ¢ — ¢(e) = P[y.] & derivabile in
un intorno di € = 0.

In conseguenza di tale definizione si ha

Proposizione 7.2. Se la traiettoria v é un punto di minimo (risp massimo)
locale per il funzionale ® ed inoltre ® ¢é derivabile in v, allora per ogni famiglia di
traettorie variate {7.,e € [—1,1]}, risulta

d

d_gq)ha] —o 0. (7:2)

Come per le funzioni di variabili reali, la condizione (7.2) non & in generale
sufficiente all’esistenza di punti di minimo o massimo. Daremo pertanto la seguente
definizione:

Definizione 7.4. Una traiettoria v € M & un punto stazionario per il funzionale
derivabile ® se per ogni famiglia di traiettorie variate {v.,e € [—1,1]} risulta
soddisfatta la (7.2).
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7.3 Equazioni di Eulero-Lagrange.

Nel seguito fisseremo ’attenzione sul funzionale Azione. Supponiamo che la
funzione Lagrangiana sia differenziabile due volte. In questa ipotesi

Proposizione 7.3. Per ogni traiettoria v € M il funzionale Azione A[y] ¢ deri-
vabile in v e per ogni famiglia di traiettorie variate {ve,e € [—1,1]} risulta

T d
A0 == [ a5 () 60900 - G 60a0.0] w60,
- (7.3)
dove due. 1
Zi(t) = T e=0. (74)

Dim. Fissata la famiglia di traiettorie variate {~.,e € [—1, 1]} e usando per brevita
la notazione
Ou(e,t)

u(e,t) = 5

per definizione
T
() = Alve] :/ dtL(u(e,t), u(e, t),t).
0

Con le assunzioni fatte, tale funzione & certamente differenziabile e quindi resta
solo da calcolare la derivata. Sussistono inoltre le condizioni per la derivazione
sotto il segno di integrale e pertanto

d

d_gA[rYE]:
T d 2
8L . 8ui(5,t) 6L . 8ui(€,t)
/Odt;[avi(u(e,t),u(a,t),t) prel) 4 S ile ), ue .0 220
(7.5)
Poiché

82Ui(€,t) 82ui(5,t)

0edt  Otde

e (OL/0v;)(u(e,t),u(e,t),t) ¢ differenziabile rispetto a ¢, il primo termine puo
essere integrato per parti fornendo (si omettono gli argomenti di L per brevita)

t=T

T QL 0%uy(e,t) T d (0L duy(e,t) OL Ou;(e,t)
/Odtavi D=0t __/0 o <8vi> R T - (76)
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Ricordando che u(e,0) = 2 ed u(e,T) = 2(?), si ha

Jui(e,0) 0= Oui(e, T)
oe 0=

Pertanto 1'ultimo termine di (7.6) & nullo. Sostituendo la relazione cosi ottenuta
in (7.5) e ponendo € = 0, si ottiene la (7.3). O

Proposizione 7.4. Condizione necessaria e sufficiente affinché v sia un punto
stazionario per I’Azione A & che v soddisfi le equazioni di Eulero-Lagrange

d (0L oL
dt ) - 50 =0, i=1,...d ,
dt (81}%) (7(”7 ’Y(t), t) 8.’1,‘7; (’Y(t), ’}/(t)’ t) O7 7 17 , (7 7)
Dim. E evidente che, se v soddisfa le (7.7), da (7.3) segue

d
%Ahs} =0 =0

per ogni famiglia di traiettorie variate {7.,e € [—1,1]}. Per mostrare il viceversa
occorre preliminarmente provare il seguente

Lemma 7.5. Sia t — f(t) una funzione in C°([0,T] — R?), tale che

T
/ dtf(8) - h(t) = 0 (7.8)
0
per ogni funzione t — h(t) in C1([0,T] — R?) tale che h(0) = h(T) = 0. Allora
f(t)=0Vtel0,T].

Dim. Per assurdo, sia t € (0,T) tale che f(¢) # 0. Per continuta esistono ¢; < t <
to tali che f(t) # 0 per ogni ¢ € (t1,t2). Per n intero, si consideri la funzione

— f(t)7 te (t17t2);
hn(t)_{o’ te¢ (t1—1/n,ta+1/n),

e negli intervalli [t; —1/n,t1] e [t2,t2 + 1/n] in modo arbitrario, a patto che h,, sia
in C1([0,T] — R?) e risulti

sup |hn(t)] < sup [f(2)].
te[0,T] t€[0,T

T to 2
| s no = [ dt|f<t>|2—i<sup f<t>|> .
0

t te[0,T]

Risulta
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Scegliendo n tanto grande che

2
2 1 [ )
2 (ﬁﬁé,‘}]'f“)') <y | HsoP

si ottiene
/0 ()h()>2/t |()‘>
n dt J(t 0,

t1

contro 'ipotesi. O

Useremo questo lemma con f(t) = (f1(¢),..., fa(t)) definite come

0= 5 (52) G020.0) ~ S2 (0700

e h(t) = (hi(t),...,hq(t)) definite come

_ 8ui (57 t)

hi (t) = Zl(t) e 5:0.

La condizione di stazionarieta si traduce nella richiesta che la (7.8) sia soddisfatta
per ogni h differenziabile e nulla agli estremi. Infatti h e, a parte questo, comple-
tamente arbitraria in quanto, comunque fissata h(t), & sempre possibile costruire
una famiglia di traiettorie variate corrispondenti scegliendo u(e,?) in modo tale
che sia verificata la (7.4). Ad esempio, ponendo u(e,t) = y(t) + eh(t), si defi-
nisce una famiglia di traiettorie variate. Il lemma implica quindi le equazioni di
Eulero-Lagrange. O

Osservazione: Problema ai limiti. 11 sistema (7.7) si presenta come un sistema
di d equazioni differenziali del secondo ordine. Tuttavia, a differenza dei sistemi
trattati nel capitolo 2, per i quali si ricercavano le soluzioni del problema ai valori
iniziali di Cauchy, nella risoluzione del sistema (7.7) si € interessati alla determi-
nazione di traiettorie v per le quali la posizione iniziale & specificata come per il
problema ai valori iniziali, ma, invece della velocita iniziale, si specifica la posizione
finale. Tale problema ¢ detto problema ai limiti per il sistema (7.7). Il problema
ai valori iniziali ed il problema ai limiti non sono in generale equivalenti, come

verra mostrato pitl avanti con un esempio. E pero intuitivamente ovvio che i due
problemi non possono essere troppo dissimili se il tempo 1" & sufficientemente pic-
colo, e la posizione iniziale e finale sono corrispondentemente prossime in quanto,
per T sufficientemente piccolo, (2 — 2 ~ T4(0).

In termini pid precisi, proveremo la seguente
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Proposizione 7.6. Se il sistema (7.7) é riducibile a forma normale con secondo
membro continuo e Lipshitziano, fissato x1) esistono & e Ty tali che, se |x(?) —
M| < § eT < Ty, esiste ed ¢ unica la soluzione derivabile t — ~(t) del sistema
(7.7), soddisfacente le condizioni ai limiti

7(0) =zM,  A(T) =z,

Dim. Infatti, per le ipotesi fatte, il sistema (7.7) puo essere ridotto, in un intorno
di M, alla forma

71:91(777’”7 iil,...,d,

con le g; funzioni Lipshitziane e differenziabili. Si fissi arbitrariamente v(!) e si
denoti con t — 7,0 , (t) la soluzione del problema ai valori iniziali del sistema
(7.7), con

%<1>,v<1>(0) = 37(1)7 %(1)71,0)(0) = v(l),

la cui esistenza ed unicita e stabilita dai risultati del capitolo 2. Per poter ricon-
durre la soluzione del problema ai limiti a quella del problema ai valori iniziali,
basta far vedere che scelto 2(?) & possibile determinare v in modo tale che

’VI(1),U(1) (T) = :L’(Q).
Questa condizione puo interpretarsi come un sistema di equazioni nell’incognita
v(D). Per stabilire la sua risolubilitd, a norma del teorema della funzione implicita,
¢ sufficiente controllare I'invertibilita della matrice

8’7;:(1),@(1) (T)
3v§1)

E immediato controllare che ¢ — Y, (t) soddisfa il sistema integrale
; 1 1 !
Yo o (1) = 2 + oVt + / ds(t = 8)gi(Ya) o (8), Fa0 et (5), 5).
0
Infatti, differenziando rispetto al tempo si ottiene

t
. g 1 .
’Y;(l),y(l) (t) = U'L( ) + / ngi(’}/m(l)’v(l) (5)7 ryz(l)’y(l) (S), S)a
0

'7;(1)71;(1) (t) = gi(’\/x(l) L) (t)v A/ac(l) L) (t)7 t)'

126



Differenziando I'espressione integrale di 7,a) ,a) (T') rispetto a v si ottiene

87;(1))1)(11) (T) _ T(Si,j N /T dS(T B S) dg; (’y$(1)7v(1) (S),:}/Iu))vu) (S), S) .
81/]( ) 0 811]( )

La Lipshitzianita di g e la limitatezza delle derivate di v rispetto ai dati iniziali

mostrano che ou 1)
Vo)
DS = T+ O(T).
ov;
J

Pertanto, per T' piccolo, tale matrice € non singolare e cio prova ’esistenza della
soluzione del problema ai limiti. L’unicita per |x(2) — x(1)| piccolo segue poi
dell’unicita locale della funzione implicitamente definita. O

Un primo esempio di applicazione delle equazioni di Eulero-Lagrange e fornito
dal funzionale £[y], la lunghezza della traiettoria tra i due punti z(!) ed z(%).
Come si ¢ visto si tratta di un particolare funzionale Azione, corrispondente alla

Lagrangiana
L(v,z,t) = \/v}+ ...+ 02

Poiché la Lagrangiana non dipende dalla variabile z, dalle equazioni di Eulero-
Lagrange segue

% (g—i) (3(t),~(t),t) = 0.

Esplicitando le derivate

(5) 60w = 20—y

Pertanto il vettore unitario 7(t) tangente alla curva -y nel punto v(t), di componenti

Yi(t)

NG

deve essere costante nel tempo e questo caratterizza, tra tutte le curve differenzia-
bili che congiungono i punti (1) ed 2(?), la retta come quella che rende stazionaria
la lunghezza. In realta, in questo caso, le rette addirittura minimizzano la lun-
ghezza, ma cio richiede ulteriore analisi, in quanto non segue dalle equazioni di
Eulero-Lagrange.

Tl(t) =
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7.4 Principio di minima azione di Hamilton.

L’applicazione delle considerazioni variazionali alla Meccanica si riduce a trovare
una Lagrangiana tale che le equazioni di Eulero-Lagrange corrispondenti coinci-
dano con l'equazione di Newton che esprime la seconda legge della Meccanica.

Supponiamo d = 3 e denotiamo con ¢t — ~(t) il moto di un punto materiale di
massa m che si muove sotto I’azione di una forza conservativa di potenziale V e al
tempo t = 0 si trova nel punto (). Abitualmente fissiamo anche la velocita del
punto materiale al tempo ¢ = 0 in modo da ricondurre la determinazione del moto
alla soluzione del problema di Cauchy per I’equazione

mi(t) = =VV((t)). (7.9)

Nel contesto dei principi variazionali come si € visto, si preferisce specificare invece
la posizione z(?) assunta dal punto materiale al tempo ¢t = T. Per evitare la
difficolta della non equivalenza del problema ai limiti e del problema ai valori
iniziali o supponiamo il tempo 7' sufficientemente piccolo oppure, fissato z(1) ed
una arbitraria velocita vy, e detta ¢ — ~(¢) la soluzione del problema ai valori
iniziali corrispondente, fissiamo z(?) = ~(T) una volta per tutte.

Se si introduce la Lagrangiana

1
L(v,z,t) = §mv2 - V(z), (7.10)
si ha:
OL _ . 9L _ OV
8’01' - s 8951 o 8Ii ’

Pertanto le equazioni di Eulero-Lagrange coincidono con le (7.9). In conseguenza:

Principio dell’Azione Stazionaria (di Hamilton): La traiettoria t — ~y(t) é il moto
di un punto materiale di massa m sotto l’azione del potenziale V' con punto iniziale
7(0) = 2N e punto finale v(T) = z? se e solo se essa & un punto stazionario per
il funzionale azione corrispondente alla Lagrangiana (7.10).

Osservazione 1: L’enunciato precedente va comunemente sotto il nome di prin-
cipio di minima azione, in quanto spesso la traiettoria che rappresenta un punto
stazionario € anche un punto di minimo per il funzionale azione. Tale affermazione
non e pero valida in condizioni cosi generali e le condizioni sotto le quali si ha un
minimo per ’azione saranno discusse in seguito.

Osservazione 2: La Meccanica fornisce un semplice esempio di non equivalenza tra
il problema ai valori iniziali ed il problema ai limiti, in assenza di ipotesi di localita.
Si consideri infatti un problema unidimensionale con potenziale V() = |z|~!. B
evidente che se (1) < 0 ed (2 > 0, non esiste nessun moto che congiunge z(*) ed
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2, a causa della conservazione dell’energia. In questo caso quindi il problema ai
limiti non ha soluzione con le prescritte condizioni, mentre il problema ai valori
iniziali ammette un’unica soluzione che e globale nel tempo. Naturalmente, se
anche (2 < 0 ed ¢ sufficientemente prossimo a z(1) esiste unica la soluzione del
problema ai limiti almeno per T sufficientemente piccolo, in base alla Proposizione
7.6.

Osservazione 3: Quella scelta in (7.10) non & l'unica Lagrangiana che da luogo
alle equazioni di Newton. Consideriamo ad esempio il caso d = 1.

L'(v,x) = L+vV,

si ha
=D =V, 5 (5 =D) G =)
O (W= D)) =V

e quindi le equazioni di Eulero-Lagrange non cambiano.

Esercizio: Sia d = 1 ed m = 1. Fissata una funzione differenziabile r — F(r) con
F' # 0, sia L* la seguente funzione:

v E[22/24+ V(x
L*(v,x) zv/ —[ / 5 ( )]dz
1 z
Verificare che le equazioni di Eulero-Lagrange corrispondenti sono le stesse che si

ottengono a partire dalla Lagrangiana L.

Basta calcolare

QL* _ /“ F[22/24 V(z)]

F[v?/2+ V(z)]
Ov 22 '

dz +

Posto 4 = v,
d o F[v?/24 V(2)] +V’v/v F'[22/2+ V(z)]

LY =
dt Ov v V2

vo oV’ OF[UQ/Q + V()]
v

dz
22

+F'[v2/2+V(x)]
— ”F'[22/2+V(z)]
_v/1

22

02

v0 + vV’

dz+ F'[v* /24 V()]

D’altra parte
dz

v F/ 2 2
D gy [ PIE2EVG)
ox 1 z
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e pertanto ’equazione di Eulero-Lagrange e
F'v?/24V(@)][o+V]=0
che ¢ equivalente alla legge di Newton poiché F’ # 0.

Osservazione 4: Il moto di un punto materiale in dimensione d = 1 soggetto ad
una forza di attrito lineare
f=—-ht

puo anch’esso essere formulato con un principio di minima azione, adottando la
Lagrangiana (ben definita per v > 0)

h
L(v,z) =vlogv — —x.
m

Infatti 9 49 . 9 b
v
P L e

e quindi I’equazione di Lagrange diviene
mv + hv = 0.
Tuttavia, non e possibile includere sia la forza d’attrito che una forza posizionale.

E perd possibile scrivere le equazioni di Newton nella forma di equazioni di
Eulero-Lagrange per un opportuno funzionale Azione, anche in presenza di forze
dipendenti anche dalla velocita, purché di forma speciale. Anzitutto occorre in-
trodurre una notazione: sia F(z,v,t) una funzione differenziabile su 2 x R. Se si
fissa una curva t — (t) e si considera la funzione del tempo t — F(v(t),t), la sua
derivata temporale si scrive

d OF .
7 E00,8) = - (v(2),0) +3(1) - (Vo F)(4(2), 1).
Questa espressione suggerisce di usare la notazione

d OF
—F =—+4v-VF, 7.11
a o (7.11)
con 'intesa che essa andra calcolata con z = y(t) e v = (¢).
Supponiamo che f sia una forza dipendente oltre che da = anche da v e ¢, ma la
cui dipendenza sia tale che esista una funzione U (z, v, t) che permetta di esprimere

f nella forma
d (oU ou
Ji= pn ( ) (7.12)

8’07; B axz )
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E chiaro che in questo caso 'equazione m#%y = f(v,,t) pud scriversi come equa-
zione di Eulero-Lagrange corrispondente alla Lagrangiana

1
L(v,z,t) = imv2 —U(z,v,t).

Una forza per la quale vale la (7.12) si dice che ammette la funzione U come
potenziale generalizzato. Un caso particolarmente importante di forza che ammette
un potenziale generalizzato e la forza di Lorentz in Elettrodinamica. Essa si scrive
come

f=qE+ %v/\B) (7.13)

dove q ¢ la carica elettrica, ¢ la velocita della luce nel vuoto, F il campo elettrico e
B il campo di induzione magnetica, la cui dipendenza spazio-temporale & regolata
dalle equazioni di Maxwell

10B
V-D =4mp, V/\E—F—aa—:()

168Dt 4 (7.14)
V-B=0 VAH - =-— = —}j,

c Ot c

con H il campo magnetico, D l'induzione elettrica, p la densita di carica elettrica
e j la densita di corrente. La condizione V- B = 0 ¢ automaticamente soddisfatta
se si assume che esista una funzione vettoriale A(x,t), detta potenziale vettore,
tale che

B=VAA. (7.15)

In conseguenza di cio e della seconda delle (7.14),

104
V/\(EJrcat) =0.

Pertanto esiste una funzione reale ¢, detta potenziale scalare, tale che

104
E+ - =-Vo

Da tali relazioni si ottiene la seguente espressione per la forza di Lorentz:

fZQ(—VQﬁ—%%—F%v/\(V/\A)).

E immediato controllare che

) o4 d(a(v.A)) DA,

[vA(VAA) = ami(v-A)—(v-V)Aizaxi(% )_E
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avendo usato la notazione (7.11). Quindi si ha

B 0 10 1d (0w-A)
f"_q<_axi¢+éami(”'m_££< ov; >>

_ 0, d(oU
o al’z dt a’l)i ’

U=q9— - A),

con

che risulta pertanto il potenziale generalizzato della forza di Lorentz.

7.5 Invarianza delle equazioni di Eulero-Lagrange.

La formulazione della seconda legge della Meccanica mediante il Principio di
azione stazionaria e rilevante per la sua possibilita di generalizzazione ad altri
contesti sia meccanici che non. Essa & tuttavia anche di grande utilita pratica
in varie situazioni, in quanto e in larga misura indipendente dalla scelta delle
variabili effettuata. Per chiarire questo aspetto, consideriamo una trasformazione
invertibile e differenziabile

S: QcRY - ©cR%

Interpreteremo una tale trasformazione come un cambio di coordinate (locale) in
R?. Un esempio di trasformazione di questo tipo ¢ fornito dalle coordinate polari.
Usiamo le notazioni

y=S(z)

per denotare il punto corrispondente ad x mediante S,



Fissati (1) ed z?, siano y(*) ed y® i punti corrispondenti. Per ogni traiettoria
differenziabile v, con estremi v(0) = (1) e y(T') = (?, la traiettoria corrispon-
dente n = S(7y) ha per estremi y ed y@. In corrispondenza della Lagrangiana
L(v, x,t), si consideri la funzione L(w,y,t) definita come

L(w.y,t) = L(M 'w,87 ' (y), )

e si definisca I’Azione A per una traiettoria 1 come

T
Al = / dEE (1) n(2). ).

Per costruzione risulta

A[S(y)] = Al

Pertanto se v € un punto stazionario per A, 7 = S(y) € un punto stazionario di A
e quindi soddisfa le equazioni di Eulero-Lagrange

% (;f) (), n(t),t) — gi_ (7(t),n(t),t)=0, i=1,....d. (7.16)

Tali equazioni forniscono pertanto le equazioni del moto nelle nuove coordinate.

A titolo di esempio consideriamo di nuovo il moto di un punto in un campo
di forze centrali. Come si e visto, esso € descritto, nelle coordinate cartesiane del
piano di Laplace dalle equazioni

.. L1
miy = ——®'(|=),
||
. €2 -,
mity = ——®'(|z[)
Ed

che corrispondono alla Lagrangiana

La trasformazione S associa ad ogni punto non coincidente con l'origine la coppia

T2
p=+/x? + 23,0 = arctan —
T

sex; #0ef =n/2sex; =0eday >0,0=—-7/2se 27 =0edzy <0.
Ricordando che

vy = pcosf —pésin@, Vg = psin9+p9cos9,

133



- 1 . .
L(p,0,p,0) = 5mlp* + p*0%] = ®(p).
Le equazioni di Eulero-Lagrange in queste coordinate si scrivono:
mp —mph* + @' (p) =0,

% (mp29) =0.

In particolare la seconda fornisce immediatamente la conservazione della velocita
areolare in conseguenza dell’indipendenza di L da 6.

7.6 Condizioni di minimo.

Concludiamo questo Capitolo con alcune considerazioni sulle condizioni affinché
il punto stazionario sia effettivamente un punto di minimo. Supponiamo che il
potenziale abbia derivate seconde limitate in 2. Si potra pertanto scrivere, per
ogni x € Q) e per ogni z tale che x + z € ),

Vie+z)=V(z)+VV(z) 2+ Rz, z) (7.17)

con )
R(z,2)| < =Kz2, 7.18
2

con K il massimo del modulo delle derivate. Sia ora « una traiettoria che rappre-
senta un punto stazionario per 1’Azione corrispondente alla Lagrangiana

L(v,z) = %va —V(x)

e sia 1 un’altra traiettoria in M. Posto h(t) = n(t) — v(t), h & una traiettoria
differenziabile che ha l'origine come punto iniziale e finale. Usando la (7.17),
calcoliamo ora

Al = AB] = [ de | S0 + mi6) 1(0) = TV () - 1) = R0

Ma
t=T

/0 dtmA(t) - h(t) = — /O dtmA(t) - h() + mA(t) - h(t)

Poiché h(0) = 0 = h(T), usando la condizione di stazionarietd per v e ciog
I’equazione di Newton, la differenza delle azioni si riduce a

t=0

Al = AB] = [t | gm0 - ROO.h0)] (7.19)
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Usando la (7.18)
T T
| areo.me) < 5K [ dme?
0 0

Lemma 7.7. Siat — f(t) una funzione differenziabile in (0,T), continua in [0, T]
e nulla in un estremo. Si ha:

T T2 . 9
/O dt (1) <?/O dt(f(1))2. (7.20)

Dim. Poiché f(t) ¢ differenziabile e nulla in un estremo, 0 per fissare le idee,

£(t) = / dsf(s)

e quindi, usando la disuguaglianza di Schwartz(!) con g = 1,

o= (| t ds(f(S))2)1/2 (f t ds)w oz (| t ds<f<s>>2)1/2.

Pertanto

/dtf /dtt/ ds(f /dtt/ ds(f(s))? = T2/0 ds(f(s))2.
O

(1)

| [as([7) ([»)"

Infatti,

os/ab(fﬂg /f2+>\2/g QA/bf

per ogni A € R. E quindi non positivo il discriminante
b 2 b b
2 2
[ta) = [ 7] ¢<0
a a a
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Usando il Lemma 7.7 si conclude pertanto che

Aln] = Al > /0 dt%h(t)Q [m K%].

In conseguenza

Aln] — Aly] > 0
se 2
2 o 2Mm
T < =,

ey #n. Si e quindi provata la seguente

Proposizione 7.8. (Principio di Minima Azione): Se il potenziale & di classe
C?[Q)] ed inoltre

allora i punti stazionari per l’azione sono punti di minimo locale proprio.

In conclusione, & possibile stabilire il carattere di minimo del punto stazionario
solo quando si scelgono intervalli di tempo sufficientemente piccoli. La condizione
di piccolezza di T e essenziale perché si possono costruire controesempi senza tale
condizione. Uno di essi e fornito dall’oscillatore armonico unidimensionale

¥+v=0,

con massa e costante elastica unitarie per semplicita. La Lagrangiana e

Le soluzioni sono periodiche di periodo 27. Si assuma T = 27 e si fissi ad esempio
M) = 23 = g con a € R. In questo caso, per ogni punto stazionario, I’Azione
risulta nulla. B tuttavia possibile costruire funzioni ¢ — n(t) periodiche in [0, 2],
soddisfacenti le stesse condizioni agli estremi, per le quali I’Azione ¢ negativa. Si
verifichi per esercizio che tale & ad esempio

n(t) = acost + ¢(1 — cost)
per ogni ¢ >0 .
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8. Dinamica dei sistemi di punti materiali.

8.1 Equazioni di Newton.

Per sistema di punti materiali si intende un insieme di N punti materiali, le
cui masse sono m; > 0, per ¢ = 1,..., N. Fissato un sistema di riferimento R,
denoteremo con P; la posizione dell’i-esima particella nello spazio. x; sono le sue
coordinate rispetto al riferimento R e z; ; denota la j-esima coordinata del punto
P; nel riferimento R.

Useremo anche la notazione compatta

X =(21,1,21,2, 21,3, - -, TN,1, TN,2, TN,3)-

Pertanto X & un elemento di R3", la cui k-esima componente X, rappresenta la
j-esima coordinata del punto P; rispetto ad R, se k = 3(i — 1) + j:

Xk = Ti,j-

Posto v; ; = @ 5, il vettore
vi = (vi,1, 32, i3)

rappresenta la velocita dell’i-esima particella rispetto al riferimento R mentre V' €
R3N & dato da

V= (1‘171,...,1‘171,...,1‘]\/71,...,1‘]\[73).

In modo analogo, posto a; ; = #;;, il vettore
a; = (%‘,1, a2, ai,B)

rappresenta 'accelerazione dell’i-esima particella rispetto al riferimento R.

La Dinamica di un sistema di punti materiali, come quella del singolo punto
materiale, e regolata dalla legge di Newton, la cui formulazione richiede la nozione
di forza. Denoteremo con f; la forza che viene esercitata dall’ambiente esterno
sull’i-esimo punto materiale. Mentre nel caso di un punto materiale la forza rap-
presenta le azioni che I'ambiente esterno esercita sul punto materiale, nel caso
dei sistemi di punti materiali la forza f; agente sull’i-esima particella rappresenta
I’azione di tutto cio che & esterno al punto materiale in questione e quindi sia
quella dei corpi che non fanno parte del sistema sia degli altri punti materiali del
sistema. Per tale motivo la forza f; non dipende soltanto dalla posizione e dalla
velocita del punto P;, ma anche dalle posizioni e dalle velocita degli altri punti
materiali. Si supporra quindi che, fissato il riferimento R, in ogni punto X € R3V,
per ogni vettore V' € R3V e per ogni tempo ¢ € R sia univocamente determinato il

137



vettore F' € R*V | la cui k-esima componente F}, con k = 3(i — 1) + j rappresenta
la j-esima componente f; ; della forza f; che agisce sul punto materiale P;.
La funzione

F: (X,V,t) e R xRV xR — R3V,

si dice legge di forza. In termini di componenti essa puo rappresentarsi mediante
le 3N funzioni reali

fij: X, V) eR*xR*xR—R,i=1,...,N,j=1,...,3.

Si supporra inoltre che la legge di forza F sia covariante rispetto a cambiamenti di
riferimento. Con cio si intende quanto segue: sia R’ un altro sistema di riferimento.
Fissate le posizioni e le velocita delle particelle la forza f/ agente sull’i-esimo punto
materiale nel riferimento R', ¢ legata alla forza f; relativa al riferimento R dalla
relazione

3
fig =Y Nt
k=1

dove A;j sono i coefficienti di trasformazione dalla base {e;} associata a R alla
base {e}} associata a R'. In altri termini f; e f/ coincidono come vettori di
V3. Naturalmente le posizioni e le velocita dei punti cambiano da un riferimento
all’altro e le leggi di forza non coincidono, ma ’assunzione precedente assicura che
i valori (vettoriali) delle funzioni F' ed F’ sono gli stessi nei punti corrispondenti.

Con le precedenti notazioni, scelto come riferimento R un riferimento inerziale
7, la legge di Newton si scrive:

Secondo principio della Meccanica per un sistema di N punti materiali:

In ogni riferimento inerziale Z il moto di un sistema di N punti materiali di masse
my; soggetti alla legge di forza F soddisfa le equazioni

miai:fi, i:1,...,N.

Conveniamo di porre

mF=m; sek=3G—-1)+j, j=1,...,3
Con questa notazione, la legge di Newton si scrive come il seguente sistema di 3N
equazioni differenziali del secondo ordine,

1

X, = WFk(Xl,...,XgN,Xl,...,X3N,t), (8.1)
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nelle funzioni incognite ¢ — Xj(t), cui andranno associate le condizioni iniziali
Xi(to) = XV, Xp(te) =V, k=1...,3N. (8.2)

Pertanto la struttura formale ¢ la stessa del problema di un singolo punto materiale,
con la sola differenza che il numero n di dimensioni dello spazio invece di 3 &
in questo caso 3N e quindi il problema da risolvere & in generale parecchio pid
complicato. Per quanto riguarda la buona posizione del problema (8.1)—(8.2), sono
applicabili tutti i risultati della teoria delle equazioni differenziali ed in particolare
il problema ammette un’unica soluzione se la legge di forza ¢ Lipshitziana ed essa
¢ globale nel tempo se la Lipshitzianita ¢ verificata in tutto R3V x R3V x R.
Inoltre si ha dipendenza continua dai dati iniziali e la soluzione € infinitamente
differenziabile sia rispetto al tempo che alle condizioni iniziali se tale e la legge di
forza.

8.2 Principio di azione e reazione.

Dal punto di vista matematico una qualsiasi funzione differenziabile F(X,V,t) &
una legge di forza accettabile. Tuttavia le leggi di forza rilevanti in Meccanica sono
molto pid particolari e rientrano tutte nella classe di leggi di forza che definiamo
qui di seguito. Tale espressione ¢ la formulazione matematica del Principio di
azione e reazione o Terzo principio della Meccanica.

Abbiamo gia notato che I’i-esimo punto materiale risente dell’azione dell’ambientell
esterno ed anche di quella degli altri punti materiali. Per azione dell’ambiente
esterno si intende la forza che agirebbe sul punto materiale 7 se non vi fossero gli
altri punti materiali, mentre ’azione del punto ¢ sul punto i ¢ la forza che agirebbe
su i se non vi fossero altri punti materiali né ’ambiente esterno. Tali affermazioni
sono in parte ambigue. Esse sono precisate affermando che la forza f; agente sulla
particella i puo essere scritta come:

N

fi(xlv e 733'N,j31, cee 7'j:N7t) = ff(x“xl,t) + Zfeﬁi(xévxivjjbjji’t)? (83)
£=1

dove f7 ¢ una forza dipendente solo dalla posizione e dalla velocita del punto 4
e che si interpreta come azione dell’ambiente esterno, mentre fy_.; dipende solo
dalle posizioni e dalle velocita dei punti ¢ ed £ e pertanto si interpreta come azione
del punto £ sul punto i. Conveniamo di porre

fimi =0

in quanto il punto 7 non puo esercitare nessuna azione su se stesso.
Il principio di azione e reazione richiede inoltre che le funzioni f,_.; soddisfino
le seguenti condizioni:
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Per ogni scelta di z, y, v e w in R? risulta:
1)
fe—>i($7y707wat) = _fi—%(yawiav’t)? (84)
2) esiste A\p—;(z,y,v,w,t) € R tale che

T —
f€—>i(x7yavaw7t) = )‘Z—W’(xvyvvvw’t” Y

Eet (8.5)

La (8.4) esprime il fatto che la forza che la particella ¢ esercita sulla particella
¢ & opposta a quella che la particella ¢ esercita sulla particella i. La (8.5) afferma
che la direzione comune delle forze f; ., e f,—; € parallela alla retta che congiunge
le posizioni = ed y dei punti [ ed 3.

Definizione 8.1: Diremo che una legge di forza F' soddisfa il Principio di azione
e reazione se valgono le (8.3), (8.4), (8.5).

Tali equazioni traducono in forma precisa I’enunciato tradizionale:

ad ogni azione corrisponde una reazione uguale e contraria, lungo la stessa retta
d’azione.

Nel seguito, conformemente alla realta empirica, assumeremo che valga il terzo
principio della Meccanica ed in conseguenza restringeremo 'analisi a leggi di forza
che verificano le (8.3), (8.4), (8.5)

Il Principio di azione e reazione ha alcune notevoli conseguenze, per illustrare
le quali introduciamo le seguenti definizioni:

Definizione 8.2: Dato un insieme di n coppie costituite da un punto ed un vettore
di R, (21,p1),--., (Tn, pn), si dice risultante il vettore

j=1

e momento risultante (rispetto all’origine)) il vettore

M= "x;Ap;. (8.7)
j=1

1) Se invece dell’origine si fissa come polo un punto Q di coordinate @, in luogo di questa

definizione si pone
n

Mg = (z; —zq) Ap;.
j=1
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Definizione 8.3: Due insiemi di coppie

(xlapl)a AR (xnapn) € (xllvpll)a s 7xlmvp/m)7
con n,m > 1 si dicono equivalenti se hanno lo stesso risultante e lo stesso mo-
mento risultante. In particolare, un insieme di coppie si dice equivalente a 0 se ha
risultante e momento nullo.

Si consideri ora l'insieme di coppie {(z;, ﬁ),z =1,...,N} costituito dalle posi-
zioni dei punti materiali e dalle forze interne agenti sui rispettivi punti,

N
fi: E f@ﬁi(xéamiaj;f?jf‘i,t)a
(=1
che denomineremo sistema delle forze interne

Proposizione 8.1. Il sistema delle forze interne é equivalente a 0.

Dim. Si ha:
N ~ N N
Zf" — ZZf@_,i(a:g,zi,ie,i?z’,t)
i—1 i=1 ¢=1

N N
= E feai(vaxiw/bfu‘(tiﬂt)—’_ E ff%i(x&xhi.fu:ti?t)
i<f=1 i>0=1
(scambiando i nomi degli indici muti ¢ ed ¢ nella seconda somma)

N
= Z [f@ﬁi(mfawiai'bj:ivt) + fiﬁf(xiaxfa(tia(bfat)]
i<l=1
(per la (8.4))
N
= Z [fé_,i(l'@xi,i'[,x'i,t) - f@—ﬂ'(xfaxiaibi:iat)] =0.
i<l=1
Analogamente
N ~ N N
S Afi=> > @i A fonilwe, wi, de, dit)
=1 i=1¢=1
N N
- Z 73 A f£—>i($27xi7i'lvjsi7t) + Z Z; A f2—>i(x5; T, :.Ceyi'iyt)
1<l=1 i>0=1

(scambiando i nomi degli indici muti ¢ ed ¢ nella seconda somma)
N
= > [@i A fri(me, wi g, i, t) + 0 A fise(@i, xe, &4, 0, 1))
i<t=1
(per la (8.4))
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[xi A f[_,i(l'[7xi7fte,x'i,t) — Xy A fe—)i(xevxiv':béa':tiat)]
1

M= 5=

(.’Ei — CL’[) A\ f[ﬂi(l'lvxivit@afviat)

i<l=1
(per la (8.5))
N Ty — X;
= Z (:Ez — I[) N Agﬁi(wg,xi,ig,fci,t)lxﬁfx:' =0

~

1<l=1

O
Osservazione 1l fatto che il sistema delle forze interne sia equivalente a 0 non
significa che il moto non ¢ influenzato dalle forze interne. Esse hanno in generale

un influenza determinante sul moto del sistema e solo nel caso limite dei corpi
rigidi, come vedremo, la loro forma specifica non influenza il moto.

8.3 Equazioni cardinali della Meccanica.

Si definisce impulso o quantita di moto del sistema di punti materiali il vettore
N
i=1

Si definisce momento angolare (rispetto all’origine) del sistema di punti mate-

riali il vettore
N

K= Z.’El A m;a;.

i=1

La Proposizione precedente implica le equazioni cardinali della Meccanica:

d

Yp—re,
‘g (8.8)
EK = M 3

con R¢ ed M° il risultante ed il momento risultante delle forze esterne,
N
RE =" ff(wi, di,t),
i=1
N
M= Ef& A fi (@i, @iy t).
i=1
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Un sistema di particelle si dice ¢solato se R® = 0 ed M® = 0. Ne consegue che
i un sistema isolato si conservano l'impulso ed il momento angolare.

Si definisce centro di massa di un sistema di N punti materiali di masse m;
nelle posizioni z; rispetto al riferimento R il punto G di coordinate x¢ rispetto a

R date da N
om
TG = 721:1 ki (8.10)
m
con m la massa totale del sistema
N
i=1

Il centro di massa di un sistema & detto anche baricentro a causa di una notevole
proprieta che esso presenta quando il sistema di punti materiali ¢ in presenza della
forza peso, cioe di una forza di direzione costante e intensita proporzionale alla
massa. In questo caso le forze esterne f; sono della forma

fi:mig7 Z:1a7N

con g accelerazione di gravita.

Proposizione 8.2. I sistema di forze {(z;,m;g),i = 1,...,N} ¢ equivalente al
sistema costituito dalla sola coppia (za, mg).

Dim. Difatti, si ha

N
R® =" "mig = my,
=1

N N
M*¢ :in/\migz (Zmiay) ANg=xg Amg.

i=1 i=1

a

Differenziando la (8.10) si ottiene la velocita del centro di massa

N .
; iZi P
vG = innm 2= (8.11)

Differenziando ancora si ottiene [’accelerazione del centro di massa

SN miE; 1 d,
aqn = === - - _
¢ m m dt
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e pertanto dalla prima equazione cardinale:
mag = R®.

Tale relazione mostra che ’accelerazione del baricentro ¢ indipendente dalle forze
interne(?.
Poiché R® = 0 implica che ag = 0, per un sistema isolato vale il

Teorema 8.3 (del centro di massa): in un sistema isolato il centro di massa
si muove di moto rettilineo uniforme.

Una conseguenza di tale affermazione & che, quando si studia un sistema isolato,
in luogo del riferimento inerziale Z si pud considerare il riferimento Z' con gli
stessi assi di Z ma l'origine coincidente con il centro di massa del sistema. Tale
riferimento infatti & anch’esso inerziale a seguito del Teorema del centro di massa.
Questa circostanza & di grande utilita per la riduzione del numero delle incognite
nella risoluzione del problema del moto. Un esempio di tale riduzione e fornito dal

Problema dei due corpi.

Si tratta di un sistema costituito da due soli punti materiali, di masse m; ed
ma, isolato e soggetto a sole forze interne che soddisfano il principio di azione e
reazione. Siano 7 ed x5 le rispettive posizioni rispetto al riferimento Z. Si ha

mix1 + MaTa

rg =
mi +m2
Posto x = 21 — x», risulta
ma my
rn=xg+—x, Tyg=rg— ————1T.
my + ma my + ma

Pertanto, poiché z¢ & costante, ¢ sufficiente determinare il vettore x in funzione
del tempo. D’altra parte

. 1 .
1= — foma(me, 1, T2, 81, 1),
mi

.. .. 1 ..
By = — fimo(x1, 2, 1,82, 1) = —— fo1 (w2, 21, &2, &1, 1).
ma mo

@) Ma il moto del baricentro dipende dalle posizioni dei punti del sistema che dipendono dalle
forze interne, per cui non & in generale corretto affermare che il moto del baricentro non &
influenzato dalle forze interne. Tale affermazione risulta corretta solo quando € non dipende

dal moto dei singoli punti, come ad esempio accade se € nullo o costante.
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Pertanto

. . 1 1 .. mi 4+ ma .
=01 —Zo=| — 4+ — | fom1 (@2, 1, %2, 81, 1) = ———— fo1(w2, 21, &2, &1, 1).
mi ma mimsg
La quantita
mimsa
mi —l—m2

¢ detta massa ridotta e ’equazione per il vettore x si scrive
,ui':.fQ—&(manla:tZaj:ht)' (812)

Si supponga ad esempio che Uintensita Ao—1 (22, 1, Z2, 1, t) della forza interna di-
penda solo dalla distanza |z —x2|. La (8.12) & 'equazione di un punto materiale di
massa 4 in in campo di forze centrali di potenziale ®(p) con & = —A5_,;. In con-
seguenza la soluzione del problema dei due corpi e ricondotta allo studio del moto
in un campo di forze centrali, discusso nel Capitolo 6. Se ad esempio l'interazione
¢ quella gravitazionale, con potenziale ®(p) = —kp~! e k = Gmimsa, tutte le con-
clusioni tratte nel Capitolo 6 si estendono a tale problema, con I’eccezione della
terza legge di Keplero. Infatti, la sostituzione della massa del punto con la massa
ridotta comporta che il rapporto tra il cubo del semiasse maggiore dell’ellissi ed il
quadrato del periodo ¢ dato da

a® 1 _—mimsg 1 my
L _ - _ 14—t
T2 47r2g 1 472 Gma(1+ mg)’

relazione che mostra una dipendenza di tale rapporto anche dalla massa di entram-
bi i punti materiali. Quando tuttavia msy rappresenta la massa del Sole ed m;
la massa del pianeta, il rapporto mj/msy & al pitt 1073 e quindi la terza legge di
Keplero non ¢ esattamente verificata, ma risulta corretta a meno di errori di questo
ordine. In realta le correzioni risultano in ottimo accordo coi i dati sperimentali.

8.4 Legge di conservazione dell’energia.

Come nel caso di un solo punto materiale, si definisce energia cinetica di un
sistema di N punti materiali la quantita

1 N
T(t) = 5 Zmivi(t)2.

Fissata una legge di forza F' = (f1, ..., f) si definisce potenza della forza F' durante
il moto ¢t — X (¢) la quantita

P(t) = Y HX0.X(0).1) 2.0
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e si dice lavoro compiuto dalla forza F nell’intervallo [t1,t2] la quantita
ta
Etl,tQ :/ dtp(t)
ty1
La variazione dell’energia cinetica nel tempo € regolata dal seguente

Teorema 8.4 (delle forze vive): In ogni moto t — X (t) soddisfacente le equa-
zioni di Newton con una legge di forza F si ha:

d
ZT(t) = P(t)

e per ogni t1,ta
T(tg) - T(tl) == £t1,t2'

Dim. Ricordando che

i
Vi = a; >
m;
si ha
d N N
ET:Zmivi-ai:ZUi-fi:P.
i=1 i=1
O

In modo analogo al caso di un punto materiale, si dice che una legge di forza
F=(f1,...,fn) € conservativa se dipende solo dalle posizioni dei punti materiali
ed esiste una funzione differenziabile U su R3*Y | detta energia potenziale della forza

F, tale che
0

fij(w1,...,aNn) = O Uzy,...,zN).

Denotando con V;U il vettore di R3

ou oU oU
VlU o (8!1/'2"17 8331-72’ 8@-3) ’

la condizione precedente diventa
fi(:rlv s 7xN) = _v’iU(xlv s 7xN)‘

Adottando invece la notazione compatta,



e, denotando con VU il vettore di RV

ou ou
VU— <8—M7.'.7m>’

Si ha

e quindi

'Ctl,t2 = — [U(l‘l(tg), ey xn(tg)) - U((El(tl), e ,In(tl))] .

In conseguenza di cio

d
— [T =
dt[ +U]=0

e pertanto, detta E ’energia totale del sistema,
E=T+U,

la relazione precedente esprime la legge di conservazione dell’energia in presenza
di una legge di forza conservativa,

E(ty) = E(t2)
per ogni coppia t1,ts.

Concludiamo queste considerazioni sull’energia notando un’utile espressione
dell’energia cinetica in termini di velocita del baricentro e velocita dei punti ma-
teriali relativamente al baricentro. Infatti, detta vg la velocita del baricentro e

/
V; = v — Vg

le velocita dei punti materiali rispetto al riferimento baricentrale, si ha

N

N
1 1
5 E miv? = 3 g m;(vg + v})?
i=1

i=1

1 L N
= §mvé +3 ;mi(vg)Q + ;mlv; VG-
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D’altra parte

N N N
meg = Zmi(vi —vg) = Zmivi — mug = mvg — mug = 0.
i=1 i=1 i=1
Pertanto si ottiene la relazione
/ 1 2
T=T + 3G (8.13)

che mostra che [’energia cinetica T nel riferimento Z € data dalla somma dell’energidll
cinetica del baricentro (e cioeé quella che competerebbe al baricentro se questo
fosse un effettivo punto materiale, di massa pari alla massa totale del sistema) e
dell’energia cinetica T' del sistema nel riferimento baricentrale.

8.5 Moto in un riferimento non inerziale.

Le equazioni di Newton
mga; = f;

regolano il moto di un sistema di punti materiali rispetto ad un sistema di rife-
rimento inerziale Z. In molti casi ¢ tuttavia utile riferire il moto ad un sistema
di riferimento R’ non inerziale, come ad esempio un sistema di riferimento ter-
restre, che ruota uniformemente intorno all’asse polare. Si € visto in precedenza
che le forze sono covarianti nel passaggio da un riferimento ad un altro anche non
inerziale, e le masse non cambiano. Pertanto, per ottenere le equazioni del moto
in tale riferimento basta riferirsi alle relazioni tra le velocita e le accelerazioni nei
due riferimenti ottenute nel Capitolo 1. Con v" ed a”" denotiamo la velocita e
laccelerazione rispetto ad R’ nel moto ¢t — 2/(t) corrispondente al moto t — z(t)
rispetto al riferimento inerziale Z. Si ha:

v=uv" +", (8.14)

" =09 fwA 6713, (8.15)
a=da +a+a", (8.16)

a® =2wAv", (8.17)

0" =a©) +HuNOP - w?QP. (8.18)

In queste formule O’ ¢ T'origine di R’ e @ la proiezione di P sulla retta parallela
ad w passante per O’.
Sostituendo tali relazioni nelle equazioni di Newton, si ottiene
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In (8.19) le forze f7 e ff sono dette forza di trascinamento e forza complementare
ed hanno le espressioni

7= —mia] = —mal®) —myis A O'P + mw’QP (8.20),
£e = —myal = —2miw A’ (8.21)

In particolare, il terzo contributo alla (8.20) ¢ detto forza centrifuga, mentre la
forza f{ ¢ anche detta forza di Coriolis. Questi sono gli unici termini presenti
quando Z ¢ un riferimento con origine nel centro della Terra ed assi rivolti verso
tre stelle fisse, mentre R’ & un riferimento terrestre e ciod con origine nel centro
della Terra ed assi solidali alla Terra. R’ si muove di moto rotatorio uniforme
rispetto a Z e quindi w = 0 ed a©) = 0. Le forze f7 ed f€ sono dette a volte forze
apparenti, in quanto esse non possono essere fatte risalire all’azione di altri corpi,
ma il loro effetto sul moto € invece reale e i moti osservati in un riferimento non
inerziale appaiono molto diversi dagli stessi moti osservati in riferimenti inerziali.

8.6 Principio di minima azione di Hamilton per un sistema di particelle.

La formulazione del Principio di minima azione di Hamilton nel caso di un
sistema di particelle & un’estensione immediata di quello ottenuto per un punto
materiale. In questo caso le curve v da considerare sono traiettorie in R3Y, con
estremi fissati X(1) ed X (). Si assume cioe che t — ~(t) sia differenziabile e tale
che

7(0) = XM, H(T) = X@.

Si considera ’azione .
Ap) = [ ae (e, x ).
0
con

N
1
LV, X)=T-U = §;miv?—U(x1,...,xN).

Le equazioni di Eulero corrispondenti sono

% (%) (X (1), X (1)) — 8?3’; (X, X(®) =0, i=1,....N, j=1,....3.

E immediato verificare che esse coincidono con le equazioni di Newton e pertanto
si conclude che il moto di un sistema di particelle con assegnate posizioni iniziali

e finali & un punto stazionario per l'azione ed & minimo se T ¢& sufficientemente
piccolo.
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9. Sistemi di punti materiali vincolati.

9.1 Vincoli e loro classificazione.

In molte situazioni l'interazione di un sistema di punti materiali con I’ambiente
esterno & convenientemente schematizzata mediante I'idea di vincolo, imponendo
cioe delle restrizioni a priori sull’insieme dei moti possibili per il sistema. Diamo
alcuni esempi di tali situazioni.

1) Un gas rinchiuso in un contenitore & un sistema di punti materiali vincolati a
rimanere all’interno di una regione assegnata dello spazio fisico.

2) Un libro appoggiato su un tavolo & schematizzato come un punto materiale
vincolato a non attraversare un piano assegnato.

3) Un treno che si muove sui binari ¢ schematizzato come un punto materiale
vincolato a muoversi lungo una curva assegnata.

4) Una ruota di bicicletta che rotola senza strisciare su una strada & schematizzato
come un sistema di punti materiali (corpo rigido) che si muovono in modo tale
che la velocita del suo centro sia pari alla velocita di rotazione intorno al centro
moltiplicata per il raggio.

Naturalmente, tutte queste situazioni sono in linea di principio descrivibili me-
diante la dinamica dei sistemi di punti liberi. Nel caso 2), ad esempio, si potrebbe
considerare il sistema costituito dal libro e dal tavolo. Il tavolo subisce una pic-
cola deformazione per il peso del libro e le forze intermolecolari delle molecole
del tavolo, a seguito di tale spostamento, determinano una forza che finisce con
I’equilibrare il peso del libro. Tale descrizione ¢ chiaramente molto complessa e
ricca di dettagli irrilevanti per la maggior parte degli scopi pratici. In particolare,
la deformagzione del tavolo & cosi piccola che conviene schematizzare tale situazione
assumendo che il tavolo non si deformi affatto, ma tuttavia sia presente la forza
di reazione elastica del tavolo, che equilibra il peso del libro. E chiaro che la cor-
rettezza di tale approssimazione ¢ legata al fatto che la deformazione del tavolo e
realmente piccola. Se invece di un libro si mette su un tavolo un oggetto molto pe-
sante la deformazione diventa sensibile, fino a portare eventualmente alla rottura
del tavolo. La teoria dei sistemi vincolati che svilupperemo in questo capitolo non
prendera tuttavia mai in considerazione situazioni critiche di questo tipo.

Cominceremo con il formulare in modo assiomatico la teoria e svolgeremo solo
alla fine alcune considerazioni utili alla giustificazione di tale teoria come valida
asintoticamente per deformazioni infinitesime.

Consideriamo pertanto un sistema di N punti materiali, per i quali adottiamo
le notazioni del Capitolo 8. Sia (X, V,t) — (X, V,t) una funzione reale definita
e differenziabile infinite volte in un aperto di R3YN x R3YN x R. Diremo che il moto
t — X(t) soddisfa il vincolo v nell’intervallo [0,T) se risulta

G(ar(t),...,xn(t),i1(t). .., in(t),) >0 (9.1)
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0, pit brevemente _
PX ()X (2),1) =0

per ogni ¢ € [0,T]. Naturalmente il segno della disuguaglianza & puramente con-
venzionale. Se la condizione (9.1) & nella forma di disuguaglianza, si parla di
vincolo unilaterale, mentre se & nella forma di uguaglianza, si parla di vincolo bi-
laterale. Gli esempi 1) e 2) corrispondono a vincoli unilaterali, mentre gli esempi
3) e 4) corrispondono a vincoli bilaterali.

Nel seguito considereremo esclusivamente vincoli bilaterali.

L’esempio 3) rappresenta un vincolo che coinvolge solo la posizione del sistema,
mentre nell’esempio 4) sono coinvolte anche le velocita. Un vincolo che coinvolge
le sole posizioni ed eventualmente il tempo & detto olonomo. Talvolta un vincolo
coinvolgente anche le velocita puo ricondursi ad uno sulle sole posizioni mediante
un’integrazione. In tal caso si parla di vincolo integrabile. Questo € ad esempio il
caso dell’esempio 4), quando si assume che la ruota possa correre solo lungo una
retta. Se invece la ruota pud muoversi su un piano, il vincolo non & integrabile.
Un vincolo che coinvolge anche le velocita e non ¢ integrabile ¢ detto anolonomo.

Nel seguito considereremo soltanto vincoli olonomi, includendo tra questi quelli
integrabili, dopo aver effettuato le necessarie integrazioni. Brevissimi cenni alla
teoria dei vincoli anolonomi saranno forniti alla fine di questo capitolo.

Riassumendo, intenderemo per vincolo un vincolo bilaterale olonomo, rappre-
sentato da una funzione reale v differenziabile infinite volte in un aperto di R*V xR,
tale che sia non vuoto per ogni t € [0, 7] I'insieme degli X € R*¥ tali che

W(X,t) = 0. (9.2)

Nel caso che la funzione 1 ¢ indipendente da ¢, si parlera di vincolo indipendente
dal tempo.
In generale un sistema di punti materiali & soggetto ad £ > 0 vincoli

Yo (X,t) =0, a=1,...,L (9.3)

Assunzione A: Supporremo che tali vincoli siano compatibili, cio¢ che per ogni
t € [0,T] sia non vuoto 'insieme

C={X e RN |y (X,t) =0Va=1,...,¢}
L’insieme C;, che rappresenta tutte le configurazioni ammissibili per il sistema
di punti materiali al tempo t & detto spazio delle configurazioni al tempo t.

Assunzione B: Supporremo inoltre che gli £ vincoli siano indipendenti, e cioe
che la matrice Jacobiana ¢ x 3N di coefficienti

o
Jak(X,t) = aiXk(X, 1),
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e cioe

o o
89:1 6X3N

J(X,t) = (X, 1),
8X1 anN

abbia rango ¢ per ogni X € Ci, e cioe esista un minore di J(X,t) di ordine ¢
con determinante non nullo. Per continuita, per ogni X € C; esiste un intorno
di X ove tale condizione & verificata.

E chiaro che Passunzione A & indispensabile e non vi ¢ perdita di generalita
nell’accettare ’assunzione B in quanto, ove questa non fosse soddisfatta, cio im-
plicherebbe che alcune delle condizioni (9.3) sarebbero pleonastiche e basterebbe
eliminarle e ridefinire il numero ¢ in conseguenza per riportarsi alle condizioni
richieste dall’assunzione B.

9.2 Spazio delle configurazioni e coordinate Lagrangiane.

Quando si accettino le assunzioni A e B, sono soddisfatte le condizioni di appli-
cabilita del teorema della funzione implicita, grazie al quale si puo concludere che &
possibile determinare £ delle 3N variabili X1,..., X35 in funzione delle rimanenti

n=3N—-/¢

e del tempo t.

Il numero n cosi definito prende il nome di numero di gradi di liberta del siste-
ma, in quanto esso rappresenta il numero minimo di parametri che occorre speci-
ficare per individuare completamente la configurazione del sistema al tempo t. In-
fatti, una volta specificati tali parametri, i rimanenti £ sono determinati mediante
il teorema della funzione implicita e pertanto il punto X € C; € univocamente
determinato.

Piu precisamente il teorema della funzione implicita assicura che, fissato t €
[0, 7], per ogni X € C; esiste un intorno A di X, A C R3*", un aperto D C R" ed
una trasformazione infinitamente differenziabile ed invertibile

St D — Ct N 147
e cioe per ogni X € C; N A esiste ¢ € D tale che
X = Si(q).

Pertanto si ha
Vo (St(q),t) =0 Va=1... ¢ (9.4)
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In luogo della notazione S;(q) useremo pid semplicemente
X = S(q,t). (9.5)

L’insieme C; precedentemete definito generalizza la nozione di superficie e pertanto
si dira anche superficie delle configurazioni o varieta delle configurazioni. Si parlera
anche di varieta ad n dimensioni poiché a ciascun punto della varieta delle configu-
razioni viene associato univocamente un’n-pla di numeri reali ¢ = (q1,...,qn) € D,
che possono essere utilizzati, almeno localmente, come coordinate della superficie.
A tali coordinate viene dato il nome di coordinate Lagrangiane sullo spazio delle
configurazioni. La loro costruzione mostra che esse sono in generale definite solo
localmente e che esistono infinite scelte di possibili coordinate Lagrangiane. Nella
pratica un’opportuna scelta delle coordinate Lagrangiane pud portare notevoli
semplificazioni nello studio del moto del sistema.

9.3 Equazioni del moto e reazioni vincolari.

Come nel caso dei sistemi liberi, anche per i sistemi vincolati, il problema fon-
damentale della Meccanica consiste nel determinare il moto del sistema quando
sia assegnata la legge di forza. D’altra parte, le considerazioni iniziali mostrano
che ¢ necessario immaginare che vi siano delle forze agenti sul sistema che pos-
sono ricondursi alla presenza dei vincoli. Supporremo pertanto fissata una legge di
forza F' che denomineremo forza attiva, che rappresenta tutte le forze che agiscono
sul sistema e non sono riconducibili alla presenza dei vincoli. Denoteremo inoltre
con F() le forze esercitate dai vincoli, che si denominano reazioni vincolari. Tali
reazioni vincolari non sono fissate da noi come un dato del problema, ma vanno
anch’esse determinate. Un moto ¢ — X (¢) si dice moto possibile se risulta

a(X(1),t) =0 Ya=1,... L (9.6)

Definizione 9.1: Un moto del sistema vincolato ¢ un moto possibile per il quale
risultano verificate, ad ogni istante ¢ le equazioni di Newton

maii(t) = filar(t), .. an(t),#1(t), .. an(t), )+ £, i=1,...,N. (9.7)

E facile convincersi che le fl-(”) sono in generale effettivamente presenti nelle equa-

zioni. Si consideri ad esempio un singolo punto materiale vincolato a muoversi
su una sfera, in assenza di forze attive. E chiaro che, se non vi fossero reazioni
vincolari, il moto del punto sarebbe caratterizzato da accelerazione nulla e per-
tanto, salvo il caso particolare di velocita nulla, il punto materiale si muoverebbe
di moto rettilineo uniforme ed abbandonerebbe la sfera anche se fosse posto su di
essa all’istante iniziale. La reazione vincolare invece curva la traiettoria del punto
materiale forzandolo a restare sulla sfera.
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Poiché le reazioni vincolari nelle (9.7) sono inevitabili, tali equazioni non sono
pit sufficienti, come nel caso libero, a determinare il moto del sistema. Infatti, si
tratta di un sistema di 3N equazioni. Le incognite sono invece gli n = 3N — ¢
parametri che determinano la configurazione del sistema, cui vanno aggiunte le 3NV
incognite reazioni vincolari, per un totale di 6 /N — ¢ incognite. Poiché 6N —¢ > 3N,
a meno che ¢ = 3N, caso in cui nessun moto & possibile, a parte la quiete in uno
degli eventuali punti permessi, il numero delle incognite supera sempre il numero di
equazioni. La soluzione del problema risulta pertanto indeterminata in mancanza
di ulteriori assunzioni sulle reazioni vincolari. Infatti, se tutte le reazioni vincolari
sono possibili le (9.7) si possono rendere sempre identicamente soddisfatte, con
un’opportuna scelta delle reazioni vincolari, qualunque sia il moto t — X (t).

Preliminare alla soluzione del problema del moto & infatti la determinazione
delle equazioni pure per il sistema, cioé equazioni nelle quali non compaiono le
reazioni vincolari e che per questo rappresentano delle restrizioni effettive al moto
del sistema. Cio si ottiene di solito con assunzioni di carattere empirico, la pit sem-
plice delle quali e quella di vincolo ideale o liscio, che illustreremo nel seguito con
due esempi, prima di darne la definizione generale. Intuitivamente esso corrisponde
all’idea che il vincolo esercita sul sistema soltanto quelle forze che impediscono la
violazione del vincolo e per il resto non oppone al moto attriti o altre resistenze.

9.4 Esempio 1: Moto vincolato ad una curva.

Si supponga assegnata una curva regolare C in un aperto A C R?, come il luogo
dei punti x € A tali che

Y1()
Pa()

con 1 e 1o funzioni infinitamente differenziabili. Le equazioni (9.8) rappresentano
due vincoli olonomi indipendenti dal tempo. Un punto materiale di massa m
soggetto alla forza attiva f(x,v,t) ed ai vincoli (9.8) si dice wvincolato alla curva
C. Le equazioni del moto sono date da

0,
9.8
N 95)

mi(t) = f(a(t), &(t),t) + fO). (9.9)

Il numero di gradi di liberta del sistema ¢ n = 3 —2 = 1 e pertanto & sufficiente
un solo parametro per individuare la posizione del punto materiale.

Sia A — () una rappresentazione parametrica infinitamente differenziabile della
curva C, con X € I, I intervallo aperto di R. Poiché la curva C & regolare, risulta

3

> (CZ\")Z > 0. (9.10)

i=1
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Si fissi arbitrariamente un punto @ € C e si supponga che @ = v(0). La condizione (9.10)
assicura che per ogni A € R la funzione A — s(\) definita come

¢ una funzione differenziabile e strettamente crescente. Essa rappresenta la lunghezza
dell’arco di curva dal punto @ al punto v(\), contata con il segno positivo se A > 0 e
negativo se A < 0. La lunghezza s ¢ usualmente detta ascissa curvilinea sulla curva. La
monotonia assicura 'invertibilita della funzione A — s(A) e pertanto Pascissa curvilinea
¢ utilizzabile come parametro per rappresentare parametricamente la curva. Infatti,
denotando con s — A(s) l'inversa della funzione A — s() e posto

la s — v(s) & una rappresentazione parametrica della curva. Essa risulta privilegiata
rispetto alle altre rappresentazioni parametriche dalla seguente proprieta: denotiamo
con v/ la derivata di v rispetto ad s; risulta

3
> vis) =1 (9.11)

Infatti

Ma la definizione di s(A) implica

e quindi il vettore
7(s) = V'(s)

ha modulo unitario e la (9.11) & verificata. Il vettore 7(s) & il vettore tangente alla curva
nel punto di ascissa curvilinea s. Oltre a 7 vengono di solito introdotti altri due vettori
unitari n(s) e b(s) detti rispettivamente vettore normale e vettore binormale alla curva
nel punto si ascissa curvilinea s, e la terna {7,n.b} ¢ detta triedro di Frenét.

11 vettore n(s) ¢ definito come segue: si consideri la derivata di 7(s), 7'(s). Tale
vettore & ortogonale a 7(s) in quanto, essendo 7(s) - 7(s) =1,




La quantitd |7'(s)| ha un importante significato geometrico che discuteremo tra breve:
essa ¢ l'inverso del raggio di curvatura r(s) della curva nel punto di ascissa curvilinea s,
e cioe il raggio del cerchio osculatore alla curva in s. Pertanto

Infine, si pone
b(s) = 7(s) An(s).

La terna {7,n,b} & una base ortonormale che pud essere usata in luogo della base del
riferimento rispetto al quale si studia il moto.

Richiamiamo le nozioni di cerchio osculatore e raggio di curvatura per completezza.
Siano P, P; e P» tre punti della curva ~, corrispondenti alle ascisse curvilinee s, s1 = s—h
ed s2 = s+ h, con h sufficientemente piccolo. Sia ¢, p il cerchio per P, P; e P,. 1l cerchio
limite per h — 0, cs, se esiste, si dice cerchio osculatore in P = ~(s) ed il suo raggio
r(s) si dice raggio di curvatura. 1l piano che contiene il cerchio osculatore si dice piano
osculatore.

11 cerchio limite esiste certamente se la curva regolare «y ¢ infinitamente differenziabile.
Infatti, possiamo determinarne le coordinate del centro come limite Cs del punto Cs p

centro del cerchio per P, P; e P,. Essendo il triedro di Frenét una base di R?, si ha

ms,h =aT +ﬂn + 77b7

con a,f3 e n tali che

|PLCon|? = |P2Canl? = |PCosl? =+ 32 +1°. (9.12)

Scriviamo i vettori Pl:—gl e P ﬁg come

— h? 3 - h? 3
ﬁ1——h7’+mn+0(h), ﬁ2_hT+T(s)n+O(h )

Ogni punto @ del piano per P, P; e P, soddisfa

PQ - PP, APP, =0. (9.13)

PP, APPy=nA T% +0(h*) = fb% +O0(h").

Quindi, essendo C ;, un punto di tale piano, sostituendo la precedente relazione in (9.13)
si conclude che n = 0 nel limite h — 0.
Le condizioni (9.12) divengono allora

B2
2r(s)

La prima di tali relazioni implica che o« = 0 nel limite h — 0, mentre la seconda implica
che 3 = r(s). Pertanto risulta

() + (9= S+ O0) = (0= P + (5= ) +O) = o+ 57

PC. = r(s)n.
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Quindi il centro del cerchio osculatore si trova sulla retta per P parallela ad n, nel verso
di n ed il suo raggio & r(s). Questo prova 'esistenza del cerchio osculatore e fornisce
linterpretazione di r(s).

E utile esprimere la velocita e I’accelerazione nella base costituita dal triedro di
Frenét. Cio si ottiene immediatamente notando che, poiché il moto ¢ vincolato alla
curva di equazione parametrica s — v(s), la configurazione del sistema al tempo
t ¢ individuata quando ¢ nota l’ascissa curvilinea del punto sulla curva dove la
particella transita all’istante ¢. Quindi, ogni moto ¢ — z(¢) € in corrispondenza
biunivoca con una funzione t — s(t) tale che

z(t) = v(s(t)). (9.14)

v="1"(5)s =1(s)$, (9.15)

che mostra che la velocita ha componente solo lungo la direzione tangente alla
curva, data da $. Differenziando la (9.15) si ha

a=37(s) + §7'(s)§ = 57(s) + ——n(s).

Ne consegue che

Pertanto, moltiplicando la (9.9) per 7, n e b rispettivamente, si ottiene

mé=f-1+fO .1
52
r(s)

0=f-b+f¥ b

Si tratta di un sistema di tre equazioni nelle quattro incognite t — s(t), f) - 7,
f@ . ne f . b Occorre pertanto introdurre un’assunzione sulle reazioni vin-
colari che per un vincolo ideale corrisponde a supporre che la reazione vincolare
non abbia componenti nella direzione tangente alla curva. Difatti, una compo-
nente in tale direzione non ¢ indispensabile per mantenere il punto sulla curva, ma
rappresenterebbe un ostacolo al moto. Pertanto si pone la seguente
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Definizione 9.2: 1l vincolo alla curva s — v(s) si dice ideale (o liscio) se
la reazione vincolare nel punto della curva di ascissa curvilinea s risulta sempre
perpendicolare al vettore tangente la curva in tale punto, 7(s):

@7 (s) = 0. (9.17)
Assumendo il vincolo ideale, la prima delle (9.16) diventa
m§=f.T. (9.18)

Nella (9.18) non appaiono le reazioni vincolari. Si tratta quindi di un’equazione
pura che rappresenta una restrizione sul moto del punto. Essa ¢ in realta da sola
in grado di determinare il moto in quanto, ricordando che & = $7, la posizione

¢(s,8,1) = f(v(s),37(s), 1) - 7(s)
definisce una funzione delle tre variabili s, § e t in modo tale che la (9.18) si scrive
ms = ¢(s, $,t).

Si tratta cioe di un’equazione differenziale del secondo ordine nella funzione in-
cognita t — s(t). Scelto per s(9) il valore dell’ascissa curvilinea corrispondente alla
posizione iniziale z(?) e §(0) = (0 ~T(s(0)), il corrispondente problema ai valori
iniziali ammette una ed una sola soluzione se la forza e Lipshitziana. Pertanto la
funzione t — s(t) & completamente determinata, e con essa la posizione del punto
nello spazio, mediante la (9.14). Una volta determinato il moto mediante la prima
delle (9.16), le altre due equazioni (9.16) possono essere utilizzate per determi-
nare le componenti di f(*) lungo n e lungo b che, insieme alla (9.17) determinano
completamente la reazione vincolare e quindi forniscono la soluzione completa del
problema. Vedremo in seguito che ’assunzione di vincolo ideale conduce a tale
conclusione in generale.

Applicazione: Pendolo semplice. Si consideri un punto materiale di massa m
vincolato a muoversi su un cerchio di centro l'origine e raggio [ posto in un piano
verticale, sul quale agisce la forza peso f = mg diretta secondo la direzione negativa
dell’asse xo (vedi figura). Si supponga inoltre che il vincolo sia ideale.
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/mg

Il parametro 6 € [0,27), pud essere scelto come l'angolo che il raggio per la
posizione P del punto materiale forma con la direzione negativa dell’asse zo. La
rappresentazione parametrica della curva ¢ data da

r1 =1sinf, xo = —lcosf,x3=0.

L’ascissa curvilinea € s = [f e quindi la rappresentazione parametrica in termini
di ascissa curvilinea e s s
x1 = Isin -, xgz—lcosz.

l

Il vettore tangente e

7(s) = (cos ?,sin ?,0).

Il vettore normale ¢

n(s) =(— sin;,cos ;,0).

Il vettore binormale e diretto secondo I’asse x3. La forza e data da

Poiché il vincolo ¢ ideale, I'equazione pura e

. .S
ms = —mgsin 7

che fornisce ’equazione del moto del pendolo semplice
§ 4+ gsin ; = 0.
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Posto s

U(s) = —mgl cos it
la funzione U rappresenta I'energia potenziale per il pendolo semplice. Si tratta di
un moto unidimensionale del tipo di quelli studiati nel Capitolo 4. In particolare, in
corrispondenza del valore s = 0 I’energia potenziale ha un minimo che corrisponde
ad una posizione di equilibrio stabile. La frequenza di oscillazione per livelli di
energia prossimi al minimo ¢ data da

che mostra che la frequenza di oscillazione del pendolo (limitatamente alle pic-
cole oscillazioni) dipende solo dall’accelerazione di gravita g e dalla lunghezza del
pendolo.

9.5 Esempio 2: Moto di un punto su una superficie regolare.

Come secondo esempio consideriamo il moto di un punto materiale di massa m
vincolato a restare su una superficie regolare di R?, S di equazione

() =0,

con x — 1(x) funzione infinitamente differenziabile. La condizione di regolarita &
qui intesa nel senso che |V (z)| > 0 per ogni punto x della superficie.
Le equazioni di Newton si scrivono anche in questo caso come

mi = f(x,i,t)+ fO. (9.20)

Per formulare la condizione di vincolo ideale, cominciamo con il definire i vettori
tangenti alla superficie.

Diremo vettore tangente alla superficie S in = un qualsiasi vettore 7 di R? tale
che esista una curva  sulla superficie S, passante per x cui 7 € tangente in x.

Sia A — (A) una qualsiasi curva sulla superficie S. Poiché tutti i suoi punti
sono punti della superficie, si ha

P(y(A) =0
per ogni valore del parametro. Differenziando rispetto a A si ottiene:
0=V(y(A) 7' (V). (9.21)

Pertanto i vettori tangenti la superficie in un punto & € S sono tutti ortogonali al
vettore Vi(x). Per ogni z € S, il vettore

N(z) = Vi(x)
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si dice pertanto mormale alla superficie S in z. L’ipotesi che la superficie sia
regolare assicura che N(x) # 0 in ogni punto della superficie.

La (9.21) mostra che 'insieme dei vettori tangenti la superficie in un punto ¢
uno spazio vettoriale di dimensione 2, ortogonale alla normale alla superficie, che
si denomina piano tangente in x e si denota T,S.

Come nel caso del moto su una curva, I’idea intuitiva di vincolo ideale suggerisce
la seguente

Definizione 9.3: 1l vincolo alla superficie S si dice ideale (o liscio) se la reazione
vincolare in ogni punto x € &, in ogni moto possibile risulta perpendicolare al
piano tangente in z, T, S

f(”)(a:) -7=0, Vrel,S.

Sia A una sfera aperta di R? avente intersezione non vuota con S, D un aperto di
R?2ev: D — SN A una trasformazione infinitamente differenziabile ed invertibile
che fornisce una rappresentazione parametrica (locale) della superficie. Per ogni
q = (q1,92) € D risulta pertanto

Y(v(q1,42)) = 0.

Ogni curva A — () su S ¢ in corrispondenza biunivoca, mediante v, con una
curva A — g(\) = v~ (y()\)). Sia z un punto della curva, corrispondente a A = X
e sia ¢ il punto corrispondente in D, tale che x = v(q). Il vettore 7 tangente alla
curva v in x € quindi dato da

Sia z il generico punto di S per cui transita la particella. Moltiplicando I’equazionell
del moto (9.20) scritta in = per il generico vettore tangente in z si ottiene, grazie
all’assunzione di vincolo ideale

—(q) k=12 (9.22)

Le equazioni (9.22) sono due equazioni pure, che rappresentano una restrizione al
moto del sistema. Per riconoscere che esse determinano effettivamente il moto,
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procediamo come segue. Per ogni moto ¢t — x(t), sia t — ¢(¢) la curva corrispon-
dente in D. La velocita del punto puo scriversi

=> g— ,(t). (9.23)
k=1

Le quantita ¢ sono dette velocita generalizzate. Posto ¢, = i, U'energia cinetica
T = (1/2)mi? pud essere riscritta come funzione delle ¢ e delle 7 come

% 22: @k ()08 (9.24)
h,k=1
- dv  Ov
L T P (9.25)
Lemma 9.1: Si ha la sequente identita:
e c’?qyk( )= % (%) (a(t), 4(t)) — g—i(q(t),Q(t)). (9.26)

Dim. Infatti, dalla (9.24) e (9.25) si ha

Differenziando rispetto al tempo si ha:

d (0T . . Ov oy d (v
a4 (a—m) (). d(0) = mi- 52 @)+ m > o ()

qk
. . 0% .
= mi - Z Qh : zZ:: M(Q)Q@

e l'ultimo termine & 9T/0q;. O
Le posizioni



definiscono due funzioni delle variabili q1, ¢2, ¢1, ¢2 e t che prendono il nome di
componenti Lagrangiane della forza attiva, in termini delle quali le equazioni pure
(9.23) divengono

d (0T oT

i (o) @ - 500 = Quland ) (9:27)
Le equazioni (9.27) sono dette equazioni di Lagrange. Sono state qui dedotte in
un contesto molto particolare, ma la loro validita € molto piu generale. Esse
rappresentano in questo caso un sistema di due equazioni differenziali del secondo
ordine riducibili a forma normale e pertanto determinano univocamente le funzioni
t — qi1(t) e t — ¢o2(t) quando sono fissate le condizioni iniziali. La prova di tale
affermazione verra fornita nel seguito quando si studieranno in generale le proprieta
delle equazioni di Lagrange. Notiamo che, se le J;, dipendono solo da ¢ e non da
¢ e t ed esiste una funzione U(q), potenziale tale che

ou

=g

allora, introdotta la Lagrangiana

L(n,q) =T(n,q) — Ul(q),

le equazioni di Lagrange si scrivono

d L L
i (o) @i = Getady =0, (9.29
Esse sono formalmente analoghe alle equazioni ottenute per un sistema di punti
liberi. Le (9.28) possono interpretarsi come le equazioni di Eulero-Lagrange per il
funzionale azione corrispondente alla Lagrangiana L. Infatti si sarebbe potuto per-
venire alle (9.28) adattando opportunamente gli argomenti del Capitolo 7. Questo
metodo sara utilizzato per la determinazione di equazioni pure nel caso generale
di un sistema ad n gradi di liberta.

Applicazione: Pendolo sferico. Si consideri un punto materiale di massa m vin-
colato a muoversi su una sfera di centro l'origine e raggio I, sul quale agisce la
forza peso f = mg diretta secondo la direzione negativa dell’asse x3. Si supponga
inoltre che il vincolo sia ideale.

Una scelta conveniente delle coordinate Lagrangiane (q1,¢g2) si ha come segue.
Siano p, 6, ¢ le coordinate sferiche nello spazio R?® (vedi figura) Esse sono definite
mediante le posizioni

x1 = psinfcosy, xy = psinfsinp, x3 = pcosh,
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e quindi

p=/x? 4+ 23+ 3.

6 & ben definito in [0, 7], se p # 0 come

Zs3
6 = arccos —,
P

e ¢ e ben definito se sinf # 0 come

T2
= arctan —
x1

se 1 # 0, mentre, se 1 = 0, & posto a +7/2 a seconda che xs sia positivo
o negativo. La trasformazione e quindi invertibile quando si escludono i punti
dell’asse x3.

X3

P \
X4 X2
Q

In coordinate sferiche l’equazione della sfera di centro l'origine e raggio [ &
semplicemente

p=1L.
Una rappresentazione parametrica della sfera ¢ quindi fornita da
r1 =Isinfcosy, Ty =Isinfsingp, x3=1cosb, (9.29)
con (6, ) € (0,m) x [0,27). Essa esclude pertanto il polo nord ed il polo sud della

sfera, dove sin@ = 0. Useremo pertanto (¢1,q2) = (0,¢). Gli angoli ¢ e 6 sono
detti longitudine e colatitudine del punto sulla sfera.
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Differenziando le (9.29) rispetto al tempo si ottengono le relazioni (9.23) rela-
tivamente a questo caso:
@1 = 10 cosfcosp — lpsinfsin g,
iy = 10 cosOsinp + lpsin b cos @,

i3 = —10sind.

L’energia cinetica T & data, con 1; = 6 e n2 = ¢, da

1 .
T(q,n) = 5mi*[i; + (sing1)*3).

L’energia potenziale della forza peso f = (0,0, —mg) &
U(q) = mgxs = mglcos = mgl cosq.

La Lagrangiana ¢

1 .
L(g ) = 5mi2[i + (sina1) 18] — mol cos .
Le equazioni di Lagrange sono pertanto:

mi?6 — mlgp? sinf cos§ — mglsin® = 0

%[ml% sin? 6] = 0

9.6 Principio dei lavori virtuali.

Ritorniamo ora allo studio del caso generale di un sistema di N particelle sog-
getto ad ¢ vincoli bilaterali olonomi. Per pervenire ad equazioni pure occorre
estendere a questo caso la nozione di vincolo ideale. La struttura formale ¢ molto
simile a quella discussa nel caso del moto di un punto vincolato ad una superficie,
la maggiore differenza essendo legata alla dipendenza dei vincoli dal tempo. Essa
richiede I'introduzione della nozione di velocita virtuali.

Cominciamo con il ricordare che un moto t — X (t) = (z1(t),...,zn(t)) &
possibile nell’intervallo (¢1,t2) se e solo se ¥, (X (t),t) = 0 per ogni t € (t1,t2) e
perognia=1,... 0.

Definizione 9.4: Un elemento V € R3V  V = (vy,...,vy) si dice atto di moto
possibile al tempo t, nella configurazione X se esiste un moto possibile s — Y'(s)
in un intervallo (¢1,t2) che contiene ¢, che passa per la configurazione X al tempo
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t e la cui derivata temporale a tale istante coincide con V. In altri termini, si
verifica quanto segue:

(9.30)

Proposizione 9.2: V € R3N ¢ un atto di moto possibile al tempo t nella configu-
razione X se e solo se soddisfa le { equazioni lineari

ZVW"Xt +%(Xt) 0, a=1,...,L (9.31)

Inoltre, Uatto di moto V' ¢ possibile al tempo t nella configurazione X se e solo se
esiste 0 = (01,...,0,) € R™ tale che

V= Z t)0h + %S( 1), (9.32)

ove q € R™ rappresenta le coordinate lagrangiane della configurazione X .

Dim. Differenziando la relazione

e ponendo s =t si ottiene

Z gﬁi £)Yi(t) + %(Y(t),t) =0. (9.33)

Se V' & una velocita possibile al tempo t nella configurazione X, allora (9.31) segue
da (9.33) e (9.30).

Se invece V soddisfa la (9.31), per provare che V & un atto di moto possibile
occorre costruire un moto possibile s — Y(s) che soddisfa le (9.30). Un candidato
naturale sarebbe Y'(s) = X —V (t—s), ma tale scelta non necessariamente definisce
un moto possibile perché non & detto che soddisfi la (9.6) per s # ¢t. Poniamo
pertanto

Y(s)=X —-V(t—s)+ R(s)

con R(s) da determinare in modo che risulti
Yo (X =V(t—3s)+R(s),s)=0, a=1,...,L (9.34)

Poiché X ¢ una configurazione del sistema al tempo ¢, la (9.34) ¢ soddisfatta per
s =t con R(t) = 0. Inoltre la matrice Jacobiana J ha rango ¢ in (X,¢). Quindi
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il teorema della funzione implicita assicura ’esistenza di € > 0 e infinite scelte di
R(s) con s € (t —e,t + &) soddisfacenti la (9.34). Per pervenire alla conclusione
voluta, basta far vedere che esiste una scelta che permette di soddisfare la seconda
delle (9.30) e cioe che & possibile scegliere R(s) in modo che R(t) = 0. Supponiamo,
senza perdita di generalita che il minore

M O
0Xpr - OXng
A= (X,t)
pe o
0Xny1 0Xnte
abbia determinante non nullo. Fissati arbitrariamente Ry (s) per £ = 1,...,n,
restano univocamente determinate le funzioni Ry(s) con k =n+1,...,n+ . Si
puo pertanto fissare Ry(s) =0 per k = 1,...,n. Le restanti funzioni non saranno

nulle. Tuttavia, esse soddisfano per ogni s € (t—e,t+¢) la (9.34). Differenziandola
e ponendo t = s si ottiene:

d o 9 - O
0= —ta(X = V(t —s)+ R(s),5) » = ; X, (X O[Vi + Br()] + (X, 1),

Per la condizione (9.31) questa diviene

n+€a N )
> af(k (X, t)Ri(t) = 0.

k=1

Avendo assunto Ry(s) = 0 per k =1,...,n, e quindi Ry (t) = 0 per gli stessi valori
di k, essa si riduce a

n-+4
> %(X,t)Rk(t) =0.
00X}
k=n+1

La matrice dei coefficienti di tale relazione lineare ha determinante non nullo e
pertanto & necessariamente Ry, (t) = 0 anche per k =n+1,...,n+{ e cid conclude
la prima parte della Proposizione 9.2. O

Per quanto riguarda la seconda parte, se V & un atto di moto possibile e s —
Y (s) il moto possibile corrispondente, sia s — ¢(s) la traiettoria in R™ tale che
Y (s) = S(q(s),s) e X = S(q(t),t). Differenziando rispetto ad s e ponendo s = ¢
si ottiene



e quindi la (9.32), quando si scelga 0, = ¢ (¢).
Viceversa, se V soddisfa la (9.32) per qualche § € R™, si ponga

q(s) = q—0(t —s).

Allora
Y(s) =5(q(s),s)

¢ certamente un moto possibile, Y(t) = X e Y(t) = V. Questo completa la
dimostrazione della Proposizione 9.2.

Osservazione: Si noti come la costruzione di un moto possibile in termini delle
coordinate naturali X richiede 'uso del teorema della funzione implicita, mentre
la costruzione in termini delle coordinate Lagrangiane g ¢ immediata.

Definizione 9.5: Un elemento W € R3YN W = (wy, ..., wy) si dice atto di moto
virtuale al tempo t, nella configurazione X se esistono due atti di moto V; e V5
possibili al tempo t nella configurazione X, tali che

W=V -V,

La seguente proposizione, analoga alla Proposizione 9.2 & un’immediata conse-
guenza della definizione di atto di moto virtuale:

Proposizione 9.3: W € R3N ¢ un atto di moto virtuale al tempo t nella configu-
razione X se e solo se

3N
Zwka% (X,t)=0, a=1,...,L (9.35)

Inoltre, Uatto di moto W ¢ virtuale al tempo t nella configurazione X se e solo se
esiste ¢ = (C1,...,Cn) € R™ tale che

=> a—S )Cn, (9.36)

h=1

ove ¢ € R™ rappresenta le coordinate lagrangiane della configurazione X .

Infine linsieme degli atti di moto virtuali al tempo t nel punto X coincide con lo
spazio vettoriale n-dimensionale TxCy costituito dai vettori tangenti alla varietd
Ci nel punto X. Gli n vettori Ey € TxC; definiti dalle posizioni



costituiscono una base in TxCy.

Dim. Se W & un atto di moto virtuale, esistono due atti di moto possibili V; e V5
tali che W = V; — V4. Scritte le (9.31) per V3 e V4 e sottraendole membro a membro
si ottiene la (9.35). Se viceversa W soddisfa la (9.35), fissata arbitrariamente V7,
velocita possibile al tempo ¢ in X, e posto Vo = Vi + W, V5 soddisfa la (9.31) e
quindi ¢ anch’essa possibile e pertanto W ¢ virtuale. Allo stesso modo si ottiene
la seconda parte della Proposizione 9.3.

Per identificare gli atti di moto virtuali con i vettori tangenti, ricordiamo che,
per definizione, un vettore di W € R3V ¢ tangente alla varieta C; in X se esiste
una curva 7y di Cy, passante per X, cui W ¢& tangente in X. Sia A — ~(\) una
rappresentazione parametrica della curva v tale che v(0) = X e 4/(0) = W. Poiché

v(A) € Cy, si ha

Differenziando rispetto a A e ponendo A = 0 si ottiene

3N
o
/ _ e
(Xa t),)/k(o) - & an (X7 t)Wk:a

d 3N awa
0= aiﬂaﬁ(/\)at) - an
A=0 k=1

che coincide con la (9.35). Pertanto ogni vettore tangente ¢ una velocita virtuale.
Viceversa, si puo vedere, come si ¢ fatto nella prova della Proposizione 9.2, che
se W soddisfa la (9.35), esiste una curva su C; passante per X cui W & tangente.
La (9.35) afferma che lo spazio tangente TxC; in X & lo spazio dei vettori di RV
ortogonali agli ¢ vettori

Na(th):vwoz(X7t)a O[:].,...,£7

e pertanto ha dimensione n = 3N — £. Infine la (9.36) implica che {E}}}_; ¢ una
base in T'xC;, in quanto, se gli E) fossero linearmente dipendenti, per la (9.36) lo
spazio tangente avrebbe dimensione minore di n. Pertanto la Proposizione 9.3 e
completamente dimostrata. O

Osservazione: Nel caso di vincoli indipendenti dal tempo le relazioni che caratte-
rizzano gli atti di moto virtuali coincidono con quelle per gli atti di moto possibili,
sicché per apprezzare la differenza occorre esaminare il caso di vincoli dipendenti
dal tempo. La situazione & esemplificata nella figura seguente,
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c t+A

che rappresenta il caso di un punto vincolato ad una superficie sferica di raggio
variabile nel tempo:

Pz, t) = |z =2 = 0.

Le curve C; e Ciya¢ rappresentano la varieta delle configurazioni a due istanti
prossimi t e t + At. Il vettore vy rappresenta una velocita possibile al tempo ¢,
mentre il vettore vy rappresenta una velocita virtuale al tempo t. Mentre 'atto
di moto virtuale ¢ tangente alla varieta delle configurazioni al tempo ¢, 'atto di
moto possibile non & tangente alla varieta delle configurazioni né al tempo ¢ né al
tempo t + At.

Si fissi ora un sistema di forze F' = (fi,..., fiv) agenti sugli N punti materiali
nel moto s — X(s) al tempo t.

Definizione 9.6: Fissato il moto s — X(s), si dice potenza virtuale al tempo
t del sistema di forze F' nell’atto di moto W = (wq,...,wy) virtuale in X(¢) al
tempo t il numero reale

N
PW) = fi-w
i=1

I casi analizzati in precedenza e l'idea intuitiva di vincolo ideale suggeriscono
la seguente definizione di wincolo ideale:

Definizione 9.7 (Principio dei lavori virtuali): Un insieme di vincoli bilaterali
olonomi cui e sottoposto un sistema di N punti materiali si dice ideale se per ogni
moto possibile s — X(s) e per ogni tempo t il corrispondente sistema di reazioni
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vincolari F(V) = (flv), . .7f](\;j)), per ogni atto di moto virtuale W al tempo t in
X(t), ha potenza virtuale P (W) nulla:

PO(W) = 0. (9.37)

La definizione precedente generalizza quelle date nel caso del moto vincolato
ad una curva e ad una superficie ed ammette un’interpretazione simile in vista
del fatto che gli atti di moto virtuali coincidono con i vettori tangenti alla varieta
delle configurazioni. La definizione non ammette tuttavia ulteriori giustificazioni
nell’ambito della teoria dei sistemi vincolati. La sua giustificazione effettiva & ba-
sata sulla costruzione di un modello realistico di vincolo e sulla dimostrazione che
la (9.37) & verificata in opportune condizioni limite che corrispondono alla situa-
zione descritta dal vincolo ideale. Tale teoria presenta notevoli difficolta formali
e ne verra fornito solo un cenno alla fine di questo Capitolo, in un caso molto
particolare, cioé nel caso del moto di un singolo punto materiale vincolato ad una
curva.

9.7 Principio di D’Alambert.

Assumeremo quindi che i vincoli siano ideali nel senso della definizione pre-
cedente. Poiché il moto del sistema & regolato dalle equazioni di Newton (9.7),
moltiplicando i-esima delle (9.7) per la velocita virtuale dell’i-esimo punto e som-
mando su tutti i punti del sistema, la (9.37) comporta:

N N )
i=1

i=1

per ogni atto di moto virtuale. Il membro destro della (9.38) rappresenta la potenza
virtuale delle forze attive P(®)(W). Poiché —m;#; ha le dimensioni di una forza,
essa € a volte denotata con

fi(m) = —m;i;
ed e detta forza inerziale dell’i-esimo punto materiale.
La potenza di F() = (0™ ™)y p(in) (1) coincide con I'opposto del mem-
bro sinistro della (9.38).
Si conclude pertanto che i moti del sistema vincolato soddisfano, per ogni atto
di moto virtuale, la relazione (Principio di D’Alambert)

P (W) + PO (W) =0, (9.39)

per ogni atto di moto virtuale al tempo ¢ nella configurazione X (¢). La (9.39)
per ciascun atto di moto virtuale ¢ una relazione pura. Al variare dell’atto di
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moto virtuale tali relazioni sono tutte le relazioni pure che sussistono per il si-
stema e rappresentano tutte le restrizioni al moto. A partire da esse si potrebbe,
come si e fatto nel caso del moto di un punto su una superficie, determinare un
sistema di n equazioni differenziali, le equazioni di Lagrange, che risulteranno atte
a determinare completamente il moto.

9.8 Principio di azione stazionaria per sistemi a vincoli ideali.

Discuteremo piu avanti tale procedimento mentre diamo invece ora una for-
mulazione variazionale che estende il principio di azione stazionaria per i sistemi
vincolati. Supponiamo pertanto che sul sistema agisca una forza attiva F' che sia
conservativa di potenziale U(X):

fz‘ = —ViU(.Tl, . .,:vN).

Come si e fatto nel caso del moto di un punto materiale libero, introduciamo
anzitutto lo spazio delle traiettorie del sistema.

Spazio delle traiettorie: Fissiamo due tempi 0 e T e due punti XM € Cy ed X@ ¢
Cr. Consideriamo l'insieme M x 1) x() r, 0 semplicemente M,

My xer={T|T:[0,T] — R*}

costituito dalle funzioni ¢t — T'(¢) tali che:
1) t — I'(t) & una funzione infinitamente differenziabile in (0,7’), continua con
tutte le derivate continue in [0,77] e tale che

3N

D> (Mi#)* >0 Ve (0,T);
2) :

ro)=x%, nm=x9,
3)

Vvt e [0,T], T(t) €Cy, VI e M.

La definizione precedente differisce da quella data nel Capitolo 7 per 'aggiunta
del punto 3, che stabilisce che le traiettorie considerate sono traiettorie sullo spazio
delle configurazioni, condizione questa che assicura che ognuna delle traiettorie di
M & un moto possibile per il sistema.

Per ogni curva I' € M, che scriviamo come I'=(y1,...,vn), V=(v1,...,0n) =
(41, ---,9N), definiamo la Lagrangiana
_ 1 .
LX) = 5 Yomat =000
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e l'azione
T . LA
- /0 AL(D(t), T (#)) = /0 dt lE;mm(t) —Orw)| . (9.40)

Definizione 9.8: Si dice famiglia di traiettorie variate, {T'c,e € [—1,1]} un in-
sieme di curve caratterizzato come segue: si fissi una funzione continua ed infinite
volte differenziabile

u: [~1,1] x [0,T] — u(e,t) € R3Y,

tale che

)
u(0,t) =T(t),Vt € [0,T7;

2)
u(e,0) = XU u(e,T) = XP Ve € [-1,1].

3)
u(e,t) € Gy, V(e t)€[-1,1] x [0,T].

La curva I'; & definita come
t — T.(t) = ule, t).

In corrispondenza di ogni scelta della funzione infinitamente differenziabile u, si
ha una famiglia di traiettorie variate. Si ha

AT, = /OT dt[% XN:W (a“ig’”f ~ O(ule.1))].

i=1

Calcoliamo ora la derivata di A[I'.] rispetto ad e.

—A / dtZ[ au’jt -ag::gt’t)—ViU(u(a,t))-augjt)} (9.41)

il primo termine nel membro destro di (9.41) pud essere integrato per parti come
nel Capitolo 7 ed il termine finito si annulla in quanto

Ju(e,0) 0= ou(e, T)
de 0
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Si ha pertanto

%fl[ . :—/ dtZ{ ” %tj ) JrVJj(U(E,t))} .Lia(z’t).

Ponendo € = 0, questa diviene:

- / dtz[ mei(t) + VO )] - z(0).

Ou(e,t)
Oe

con

Z(t) = (z1(t),...,2n(t) =

Usando la (9.7), la precedente relazione diviene

T N
0o~ ‘/ dt> " z(t).
- 0 i=1

Il vettore Z(t) € R*N & un atto di moto virtuale al tempo ¢ nella configurazione
I'(t). Infatti u(e, t) € C; e pertanto

wa(u(eat)at):()v a=1,...,¢

per ogni ¢ € [—1,1]. Differenziando rispetto ad e e ponendo € = 0 si ha quindi

s:().

d
%A[Fs]

> Oa (T(t),t) Zy(t) = 0. (9.42)

Tale relazione coincide con la (9.35) e questo prova che Z(¢) ¢ un atto di moto
virtuale al tempo ¢ nella configurazione I'(t) e quindi l'ipotesi di vincolo ideale
comporta

=0
e=0

d -~

daA[FE]
e cioe i moti del sistema, sotto ’azione di vincoli ideali, sono punti stazionari
del funzionale azione. Viceversa, tutti i punti stazionari del funzionale azione
sono moti del sistema corrispondenti ad un vincolo ideale. Tale affermazione ¢

conseguenza del seguente lemma che generalizza il lemma 7.5 al caso di funzioni
soddisfacenti condizioni aggiuntive.

Lemma 9.4: Sia G una funzione in C1([0,T] — R%), e sia {V;, t € (0,T)} una
famiglia di sottospazi vettoriali di R?. Se

/ ! G(t) - h(t)dt =0 (9.43)
0
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per ogni h € C1([0,T] — RY) tale che
h(0) = 0 = h(T),
h(t) € Vi,
allora, per ogni t € [0,T) si ha

Gt)eVi={yeRiy -2=0VzeV,}

Dim. Per assurdo, si supponga che esista un intervallo (¢1,t2) C (0,7) tale che
G(t) ¢ Vi-. Per ognit € (t1,t,) esiste pertanto z(t) € V, tale che G(t)-z(t) # 0. In
analogia con la prova del lemma 7.5, per n intero, si consideri la funzione vettoriale

_J(G(t) - z(1)z(t)|z(1)| 72, t € (t1,t2),
() = {o, Lg (b1 mts b 1fn),

e negli intervalli [t; —1/n,t1] e [t2,t2 + 1/n] in modo arbitrario, a patto che h,, sia
in C1([0,T] — R?) e risulti

sup |hn(t)| < sup |G(t)].
te[0,T) te[0,T

La funzione t — hy,(t) cosl costruita soddisfa le condizioni del lemma e, per n
sufficientemente grande risulta

T
/ Gt) - hn(t)dt > 0.
0

Il lemma 9.4 & quindi provato per contraddizione. O

Se la curva I' € un punto stazionario per ’azione, si ha
T N ~
/ a3 [mit) + VO )] - (0) = 0
0 i=1

per ogni Z(t) che soddisfa la (9.42). La (9.42) definisce, come si & visto nella
Proposizione 9.3, lo spazio tangente la varieta C; nel punto I'(t). Applichiamo il
lemma 9.4 con G(t) = (g1(t),...,gn(t)), gi(t) = mi¥(t) + V;U(L(t)). Poniamo
inoltre h(t) = Z(t). Lo spazio V; coincide con lo spazio Tr)C; tangente a C; in
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['(t). 1l lemma 9.4 implica che G(t) ¢ ortogonale a Tr)C;. Pertanto esistono N
vettori di R3, che denotiamo con fi( ), i=1...,N, tali che

miFi(t) + VO () = £
ed inoltre

N
ST wi=0 (9.44)

i=1

I vettori fi(v) sono quindi le reazioni vincolari nel moto ¢ — I'(¢), soddisfacenti il
principio dei lavori virtuali che caratterizza i vincoli ideali. Si & cosi provato il

Principio dell’azione stazionaria (di Hamilton):

I moti di un sistema di N punti materiali soggetti ad { vincoli olonomi ed ideali
sono tutti e soli i punti stazionari del funzionale azione (9.40), sullo spazio M x ) x -]
Tali punti stazionari sono punti di minimo se T' € sufficientemente piccolo.

9.9 Equazioni di Lagrange.

A partire dal principio di azione stazionaria si ottiene facilmente un sistema di
n equazioni differenziali che determina il moto. A questo scopo, ricordiamo che
ad ogni traiettoria I' € MX(1>,X(2>7T si pud associare una traiettoria t — ¢(t) =
(@1(t),...,¢qn(t)) in R™ tramite la trasformazione S definita dalla (9.5):

La traiettoria ¢t — ¢(t) ¢ univocamente definita localmente, per 'invertibilita locale
della trasformazione S. In corrispondenza la velocita dell’i-esimo punto materiale
nella traiettoria I" al tempo ¢ si scrive in accordo con la (9.32)

Z 98i(q,t) aSi(qvt)
et oqn ot

se ¢ = q(t) e p = ¢(t). In conseguenza di cid, l'energia cinetica T’ associata alla
curva I' al tempo t si scrive

1 n
77#17 = ihglahk qv nhnk +;bh (17 77h+C(q, )

con
N

Z 65 q,t 0Si(q,1)

Oqx

Qh k (Ja

)
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N N
852 q,t 8Sl q,t 1 851 q,t 851 q,t

i=1

Anche Penergia potenziale U (X) puo esprimersi in funzione delle ¢. Si definisce in
tal modo Ul(q, t): 3
U(g,t) = U(S(g,1))-

Definiamo la Lagrangiana

L(n,q,t) =T(n,q,t) — U(g,1). (9.45)

E chiaro che, se T'(t) = S(q(t),t) e n = ¢(t), si ha

Posto
Alg) = / dEL(G(1), g(1). 1), (9.46)

si ha pertanto

se I'(t) = S(q(t),t) per t € [0,T).

Siano ¢V = S~HX W, 0) e ¢ = 571 (XP),T) e sia M) 4 p I'insieme delle
traiettorie regolari in R” che passano per ¢(!) al tempo ¢t = 0 e per ¢(® al tempo
t =T. La (9.46) definisce su A un funzionale Azione associato alla Lagrangiana
L, i cul punti stazionari sono tutti e soli i corrispondenti, tramite S dei punti
stazionari di A[T.

Pertanto il principio di azione stazionaria implica che i moti del sistema vinco-
lato sono tutte e sole le traiettorie corrispondenti alle soluzioni delle equazioni di
Eulero-Lagrange associate alla Lagrangiana L e cioe

%(%) <q~<t>,q<t>,t>-g—;@@,qam:o, k=1l...n  (947)

Le (9.47) sono dette equazioni di Lagrange e rappresentano un sistema di n equa-
zioni pure per il sistema vincolato. Esse sono pertanto, in linea di principio suf-
ficienti a determinare il moto del sistema. Mostreremo nel prossimo Capitolo che
effettivamente esse rappresentano un sistema di n equazioni differenziali del se-
condo ordine riducibili a forma normale. Nelle ipotesi di regolarita assunte esse
ammettono una ed una sola soluzione quando siano assegnati i valori iniziali. Esse
generalizzano le analoghe equazioni ottenute nel caso di sistemi liberi al caso di
sistemi vincolati, dove, in luogo delle coordinate cartesiane occorre usare le coor-
dinate Lagrangiane g e occorre scrivere la Lagrangiana in accordo alla (9.45).
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Le precedenti equazioni risolvono quindi completamente il problema del moto di
un sistema vincolato soggetto a forze attive conservative. In presenza di forze non
conservative le (9.47) possono essere generalizzate seguendo il procedimento usato
nel caso di un punto materiale vincolato ad una superficie per ottenere le (9.27).
Partiamo di nuovo dalla relazione (9.38), che rappresenta, al variare dell’atto di
moto virtuale W l'insieme di tutte le relazioni pure. Usando l'espressione (9.36)
per W, si ottiene

0S;

Z Zmzxz a h Z.fl X Xt a ( (t)’t) ¢h = 0.

h=1

Tale identita vale per ogni scelta di ¢ = ((1,...,¢n) € R™, per la Proposizione
9.3 e I’assunzione di vincolo ideale. Si ha pertanto

N
mel 8h (q(t),t) — Zfi(X,X,t)~gj;(q(t),t):o, h=1,...,n (9.48)
i=1

i=1

Lemma 9.5: Vale l’analogo dell’identita (9.26), e cioé

N
;mw’c‘i : %(q(t),t) = % (g—;) (q(t),q(t), ) — g—g;(tj(t),q(t),t). (9.49)

Dim. B del tutto analoga alla prova di (9.26). Ricordando che

- 8Si77 n aS;
h
= oqn ot

T; =

e quindi

T =

N =

St (S ) (S 5)

si ottiene

a5S;
ank Zmlml oq

Si ha pertanto

%(%) (d(£), (1), 1) :mez Z (Z 90" )% (2—5;)

(9.50)



La derivata nell’ultimo termine e
d (08 9%, . 028,
i (5a) =2 dmgoa* st
dt \ Oqx a%am 0qi0t
Sostituendo tale espressione nel secondo termine della (9.50), si ottiene:
oT
dt (877k> (at Z i
N n
oS 028;
+ m; ] .
; (h—l 9q > (Z aq’“a(ﬂ 8qk8t>
Il secondo termine puo scriversi anche:
N n n
('“)S’i . . 0°S;
m;
Z (Z dan ) (Z 3qk8qz 3qk3t>
N n
0S; . 0 85
_Zmi<hz_:8qq+8t> 3qk< " )

e 'identita ¢ provata. O

(9.51)

Se nel secondo termine della (9.48) si sostituiscono gli argomenti X e X della
legge di forza con le loro espressioni

. " 9S . oS
X*S(qat), X*’;aiqhqh_kaa

si ottiene un’espressione che dipende solo da ¢, ¢ e da t, che denoteremo con
Qh(qvqat) e cioe

- oS a98S;
n(q,4,t Zfz ( Z qh + 5 ) o (q(t),1).

Le @y, sono dette componenti Lagrangiane della forza. Fissate le coordinate lagran-
giane ¢, la loro espressione ¢ nota quando € nota la legge di forza. Con questa
notazione e l'identita (9.49) le (9.48) divengono

% (%) (4(),q(t),t) — g—qj;(tj(t),q(t),t) = Qu(q.d,1) (9.52)
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che rappresentano le equazioni di Lagrange nel caso di forze non necessariamente
conservative. Se poi F = VU,

N N
05S; ~ 05, oU
Qn = E fi'—aqhz— E ViU - 7— = —2—(q,1)

i=1 i=1

e quindi, ponendo L = T — U si ottengono di nuovo le (9.47), senza far uso del
principio di azione stazionaria. Le considerazioni precedenti provano il seguente

Teorema 9.6: Un sistema ad n gradi di liberta, costituito da N punti materiali
soggetti ad £ vincoli olonomi ideali e ad una legge di forza F ammelte un si-
stema di n equazioni pure che (una volta scelte come coordinate per lo spazio delle
configurazioni Cy le coordinate Lagrangiane locali ¢ = (q1,-..,q,) in un aperto
di R™) sono rappresentate dalle equazioni di Lagrange (9.52). Se le componenti
Lagrangiane della forza ammettono un potenziale, esse si riducono alle equazioni
di Eulero-Lagrange per il funzionale Azione e pertanto vale il Principio di Azione
Stazionaria (di Hamilton).

9.10 Modello di vincolo ideale.

La validita del metodo qui esposto e legata alla correttezza dell’assunzione di
vincoli ideali. Essa € stata introdotta, su base puramente empirica, come idealiz-
zazione del comportamento di vincoli concreti poco deformati. Una giustificazione
soddisfacente sarebbe ottenuta dallo studio del sistema complessivo costituito dagli
N punti materiali e dai corpi che costituiscono i vincoli. Tale studio & in principio
possibile, ma di notevole complessita. Formuleremo invece un modello di vincolo
che, sebbene piu soddisfacente dell’assunzione di vincolo ideale, richiede comun-
que assunzioni non dimostrate. Esse pero appaiono piu giustificabili dell’ipotesi di
vincolo ideale.

Ci limiteremo a presentare un modello per il vincolo di un punto materiale
obbligato a muoversi lungo una curva fissa -y, esempio che contiene la maggior parte
delle difficolta del problema generale, ma ¢ notazionalmente molto pit semplice.
Il risultato che otterremo potra essere esteso al caso generale di un sistema a
vincoli olonomi, estensione per la quale rinviamo ai testi di Arnold e Gallavotti.
Per rendere ancora piu leggere le notazioni, supporremo che la curva 7 giaccia nel
piano x1,x2 e ci disinteresseremo dell’inessenziale coordinata x3. La situazione e
illustrata nella figura che segue.
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>
X1

Consideriamo un punto materiale di massa m soggetto ad una forza conserva-
tiva di potenziale U dipendente solo da x; ed x2, in modo da poter ignorare la
coordinata x3. Supponiamo che U sia dotato di due derivate continue e limitate
in R2. Supponiamo inoltre che U sia inferiormente limitato e denotiamo con —B
il suo estremo inferiore. Fissiamo una curva regolare v nel piano x;,x2 e sia s
Pascissa curvilinea, calcolata a partire da un suo punto prefissato @, s — ~y(s) sia
I’equazione parametrica della curva in termini dell’ascissa curvilinea, che varia in
un intervallo [s1, s2]. Siano 7(s) = 7/(s) il vettore tangente in un suo punto (s),
n(s) = r(s)7’'(s) il vettore normale e 7(s) il raggio di curvatura. Fissata ’ascissa
curvilinea s ed un numero reale y, sia P il punto di coordinate

z1(s,y) = m(s) +yna(s),  wa(s,y) = 72(s) + yna(s). (9.53)

La trasformazione G : (s,y) — (21, 22) ha matrice Jacobiana

Essendo la curva v piana, n’(s), che & ortogonale a n(s), & parallelo a 7(s) e quindi
esiste a(s) tale che n'(s) = a(s)7(s). Pertanto il determinante vale

det J(s,y) = yin2 — vpna + y(ninz —npn1) = (1 An)s(1+ als)y).
Esiste quindi yg > 0 tale che la trasformazione G ¢ invertibile se
1yl < o,
e cioe¢ in una striscia Sy, intorno alla curva =.
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Il vincolo alla curva « viene modellato pensando che vi sia una forza elastica
di richiamo che agisce sul punto P a distanza y da -~ nella direzione n. Questo
equivale ad assumere che, oltre al potenziale U agisca anche il potenziale vincolare

1
U(U)($1,x2) = iqu' (9.54)

Il numero reale positivo p e I'intensita della reazione elastica del vincolo. Ricor-
dando che vogliamo modellare un vincolo che si deforma poco sotto ’azione del
punto materiale, e quindi una reazione elastica molto forte, considereremo valori
di ¢ molto grandi ed al limite infiniti. Le equazioni del moto per il sistema sono

mi = V(U +U™).

Assegnamo un dato iniziale (9 € « e sia s(9) la sua ascissa curvilinea. Sia inoltre

.....

punto e
1
E= §m(v(0))2 +U (=)

indipendente da g in quanto y(x(?)) = 0. La conservazione dell’energia fornisce
immediatamente la seguente

Proposizione 9.7: FEsiste uo(E) > 0 tale che se p > pug(E), per ogni t > 0

o] < 2 < (9.55)

Dim. Dalla conservazione dell’energia

E= %m:’c2 +U(x) + U™ (2)

e dalla limitatezza inferiore di U segue
U"(z) <E+B.

Per D’espressione di U si ha quindi
1 2
3 py(t)* < E+ B

e cioe
2(FE + B)

ly(®)] < m
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Basta allora scegliere

2(E + B)
o > —— 35—
Yo

per essere certi che la (9.55) vale per ogni t > 0. O

Pertanto, se p > po(E), il moto si svolge a tutti i tempi nella striscia Sy, ove
la trasformazione G & invertibile. Si possono quindi adottare le variabili s ed y
come coordinate Lagrangiane in luogo di x; ed x5 e scrivere le equazioni del moto
in queste nuove variabili mediante le equazioni di Lagrange. A tale scopo, occorre
anzitutto esprimere la velocita in termini di $ e . Differenziando la (9.53) si ha

& = $[r(s) +yn'(s)] +yn(s) = $7(s)(1 +ya(s)) + yn(s).

Si ha quindi
1 1
T =-mz° = §mﬂ(8,y)32 + imy2a
con

B(s,y) = (1+ya(s))>.

Si ponga poi

La Lagrangiana si scrive quindi

.o 1 . 1 . _ 1
L(3,9,5,y) = 5mB(s,y)s* + 5mi® = U(s,y) — 5 py”

e le equazioni di Lagrange sono:

Lo, = 29 (5,8~ O (s,),
. (9.56)
. mop 5 OU
myj = (s,9)8" — afy(s,y) — 1y

29y
I dati iniziali per tale sistema sono:
5(0) = s, y(0)=0, §0) =359 =0@. 750 H0) =5 =@ . n(s®).
Integrando sul tempo la prima delle (9.56) si ottiene:

mB(s(t), y(£)3(t) = mB(s, 0)5V+

+ [ au [%%s(u),y(u))s(u)?—%—Z@(u),y(u)) |
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Siamo interessati a considerare il limite p1 — 400, limite nel quale per la Proposi-
zione 9.7, y — 0. Per questo motivo riscriviamo la precedente relazione come

mé(t):mé(0)+mh(s(t),y(t),é(t))+/0 du [—aa—g(s(u),())—|—F(s(u),y(u),$(u)) ,

dove abbiamo posto

g MmO e OU oo
F(87y78)_ 2 as(say)s 88 (Say)+ 88 (570)

ed abbiamo anche usato il fatto che §(s,0) = 1. La conservazione dell’energia e
la limitatezza inferiore del potenziale assicurano che $ € limitato ad ogni tempo e
quindi, usando la Proposizione 9.7 e la regolarita della funzione U e della curva -,
si controlla immediatamente che

c
|F(S’y7‘§)| < =73
/2
ove C e un’opportuna costante.
Sia ora 7(t) la soluzione dell’equazione differenziale

con dati iniziali
n(0) = s, 7(0) = 5O =@ . 7(5©),

Tale problema ai valori iniziali, come si e visto all’inizio di questo capitolo, si
ottiene assumendo il punto materiale soggetto al vincolo ideale di muoversi sulla
curva 7, sotto ’azione della forza attiva f di potenziale U.

Integrando tale equazione nel tempo si ha:

Siamo interessati a confrontare il moto ¢t — s(t) del sistema soggetto al vincolo
reale che esercita la forza di potenziale U(*) con il moto t — n(t) del punto soggetto
al vincolo ideale. Abbiamo pertanto

ml|3(t) — (b)) < mlh(s(t), y(t), 5(1))] +/O dulF(s(u), y(u), 5(u))|

o [ ] .0 - D




Fissiamo T > 0 e supponiamo t < T'. Le stime precedenti implicano

s - i) < DS+ [ urstu) - oo (9.57)

ove K ¢ la costante di Lipshitz di (OU/0s). D’altra parte,

1s(t) — n(t)] < / dul3(u) — ()] (9.58)

Posto
2(t) = [s(t) = n(t)| +[s(t) — n(t)],

sommando membro a membro le disuguaglianze (9.57) e (9.58), si ottiene

2(t) < (K + 1)/0 duz(u) + %

Il Lemma di Gronwall implica quindi

1+1)C
per ogni t < T. Tale disuguaglianza assicura che, nel limite g — oo, z(t) diviene
sempre pid piccolo. Abbiamo quindi mostrato il seguente

Teorema 9.8 : Il moto t — (s(t),y(t)) di un punto materiale soggetto al vincolo
reale che esercita una forza di potenziale U®) converge, nel limite p — +oo al
moto t — (n(t),0) soggetto al vincolo ideale sulla curva -y, con gli stessi dati
iniziali. Inoltre la componente tangenziale della velocita, $(t) converge ad n(t).

Osservazione: La componente normale della velocita g(t) non converge. La fun-
zione t — y(t) tende ad un moto oscillatorio la cui ampiezza tende a 0 come w2
ma la frequenza di oscillazione diverge come p'/? e quindi la derivata prima non
tende a 0.

9.11 Cenni sui vincoli anolonomi.

Concludiamo questo capitolo con qualche breve cenno alla teoria dei vincoli
anolonomi. Cominciamo con il supporre che il sistema di N punti materiali sia
soggetto alla sollecitazione attiva F' = (f1,..., fn) ed esclusivamente a vincoli
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anolonomi. Per semplicita supponiamo che vi sia uno solo di questi vincoli e che
sia indipendente dal tempo:
Y(X, X) =0.

In corrispondenza le equazioni del moto del sistema saranno ancora date dalle
(9.7), con opportune reazioni vincolari. Come nel caso dei vincoli olonomi si &
associato a tali equazioni un principio, il principio dei lavori virtuali, che consente
di eliminare le incognite reazioni vincolari, cosi nel caso dei vincoli anolonomi
occorre affiancare alle equazioni del moto un opportuno principio sulla natura dei
vincoli utilizzando il quale sia possibile pervenire ad equazioni prive di reazioni
vincolari. Tra le molte possibilita, ci limiteremo ad esaminare quella proposta da
Gauss e che va sotto il nome di principio di minimo sforzo. Per enunciare tale
principio, si consideri una fissata configurazione X ed un atto di moto possibile V'
tali che
P(X,V)=0.

Un’accelerazione A = (ay,...,ay) si dice possibile in corrispondenza della confi-
gurazione X e dell’atto di moto V' al tempo ¢ se esiste un moto possibile s — Y (s)
tale che Y(t) = X, Y(t) = V e Y(t) = A. Poiché il moto s — Y (s) & possibile,
risulta (Y (s), Y (s)) = 0 per ogni s. Differenziando tale relazione rispetto ad s e
ponendo s =t si ottiene allora

N

N
ZVM/)(Xa V) 'Uz'+ZVvﬂ/)(Xa V) ~a; =0 (9'59)

i=1 i=1

Si dice sforzo associato al vincolo v in corrispondenza della posizione X, dell’atto
di moto V' e dell’accelerazione A al tempo ¢, la quantita

1 2
. E(fi(Xa V,t) — mia;)".

i=1
Definizione 9.9 : Si dice che il vincolo 1 soddisfa il principio di minimo sforzo

di Gauss se I'accelerazione effettiva nel moto & quella che minimizza lo sforzo tra
tutte le accelerazioni possibili.

Non forniremo alcuna giustificazione intuitiva di tale definizione, rinviando al
testo di Levi-Civita ed Amaldi") per una discussione pit approfondita. Ci limi-
teremo a mostrare che 1'uso di tale definizione permette di pervenire a equazioni
pure e che, nel caso particolare di vincoli olonomi si riottiene il principio dei lavori
virtuali.

@) T. Levi-Civita, E. Amaldi Lezioni di Meccanica Razionale Zanichelli, 1949
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Per determinare ’accelerazione effettiva si tratta di minimizzare lo sforzo rispet-
to a tutte le accelerazioni che verificano la (9.59). A questo scopo basta introdurre
un moltiplicatore Lagrangiano « e cioe basta minimizzare incondizionatamente la
funzione

N

N
Zmi fz X Vt) miai)2+a ZVT,QZJ()QV) 'vi+zvv,¢w(X7v)'az

i=1 =1 i=1

Per imporre la condizione di estremo differenziamo tale espressione rispetto alle
a; ed imponiamo che il risultato si annulli. Otterremo cosi

fi —m;a; + an@D = 0. (960)
Tale relazione determina la reazione vincolare nella forma
9 =av,,v. (9.61)

Per determinare il moltiplicatore incognito « basta imporre che il moto soddisfi il
vincolo ¥ ad ogni tempo. Poiché il vincolo ¢ soddisfatto al tempo ¢ per la scelta
di X e V, basta imporre che risulti

d )
TV ($), Y (5) = 0.

Esplicitando tale condizione si ottiene

O*ZV ?,ZJ 'U7+Zvv7¢ fl+avv7¢}

Da essa si ottiene per « ’espressione

S [vi - Vb +mi i V)]
Zi mi_l(vin)Z .

La reazione vincolare risulta pertanto completamente determinata in termini della
posizione e dell’atto di moto e quindi la (9.60) diviene un sistema di equazioni
pure che determinano effettivamente il moto.

L’estensione di tale principio al caso di £ vincoli anolonomi indipendenti dal
tempo & ovvia. Se vi sono ¢ vincoli anolonomi, basta introdurre ¢ moltiplica-
tori Lagrangiani oy, £ = 1,...,k, in luogo di uno solo. Naturalmente occorrera
un’ipotesi di indipendenza dei k vincoli anolonomi per poter determinare i mol-
tiplicatori lagrangiani. Si dovra cioe assumere che la matrice k x k

o= —

S Vo Vote, L0 =1,k
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sia non singolare.

Il caso di vincoli dipendenti dal tempo richiede una discussione un poco pid
complessa come nel caso di vincoli ideali.

Concludiamo mostrando come i vincoli olonomi possono essere inclusi nello
schema presente. Basta osservare che ogni vincolo olonomo puo riguardarsi come
una specie di vincolo anolonomo (in realta un vincolo integrabile). Infatti, se

p(X) =0

¢ un vincolo olonomo indipendente dal tempo e s H.Y(s) ¢ un moto possibile,
risulta anche in corrispondenza, per X =Y (t) e V =Y (¢)

N
B(X, V)= V(X)) v =0.

i=1

Applicando a tale vincolo la discussione precedente si ottiene

7 = aV, 1 = aV,,o(X).

Tale condizione afferma che la reazione vincolare € ortogonale alla varieta delle
configurazioni e pertanto implica, come si & visto in precedenza, il principio dei
lavori virtuali. In questo senso il principio di minimo sforzo puo considerarsi come
una giustificazione del principio dei lavori virtuali alternativa a quella fornita in
precedenza.
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10. Proprieta dei sistemi Lagrangiani.

5.1 Nozione di sistema Lagrangiano.

Supponiamo assegnata una funzione (1, q,t) — L(n,q,t) definita in un aperto
A =R"x W x I, con W aperto di R™ che identifichiamo con lo spazio delle
configurazioni, I intervallo aperto di R, I D [0,T], e infinitamente differenziabile
in A. Diremo Lagrangiana una tale funzione.

Alla Lagrangiana L & associato il sistema delle equazioni di Lagrange

d (0L ) oL .
i (5o ) @000~ S2@0.a0.0 =0, k=L (10)

nelle funzioni incognite t — ¢(¢).

L’insieme costituito dall’aperto A, dalla Lagrangiana L e dalle equazioni di
Lagrange (10.1) si dice sistema Lagrangiano. W & detto spazio delle configurazioni,
n numero di gradi di liberta e g = (q1,...,qn) coordinate Lagrangiane del sistema
Lagrangiano.

Le equazioni (10.1) sono le equazioni di Eulero-Lagrange per il funzionale Azio-
ne associato alla Lagrangiana L,

Am=4dmmmwm» (10.2)

definito sull’insieme Nq(l)’q(z))T delle traiettorie infinitamente differenziabili ¢ —
q(t) da [0, T] in W, tali che ¢(0) = ¢V, ¢(T) = ¢. In conseguenza si ha il

Principio di azione stazionaria: Le soluzioni delle equazioni (10.1) sono tutti e soli
i punti stazionari dell’Azione (10.2).

Nel Capitolo 9 si & visto come sia possibile associare (in infiniti modi) ad un
sistema di punti materiali soggetti a vincoli olonomi ideali e ad una forza attiva
conservativa, un insieme di coordinate Lagrangiane locali ed una Lagrangiana, in
modo tale che i moti del sistema siano le soluzioni delle corrispondenti equazioni
di Lagrange. Il sistema cosl ottenuto € un sistema Lagrangiano nel senso prima
definito, ma equazioni della forma (10.1) sono rilevanti in vari altri settori della
Fisica e della Matematica. Non essendovi particolari vantaggi, non ci limiteremo
pertanto ai sistemi Lagrangiani aventi origine in Meccanica, ma discuteremo in
questo capitolo un sistema Lagrangiano generale.
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Proprieta di invarianza per un sistema Lagrangiano.

Sia
W WxI—W CcR”
una funzione infinitamente differenziabile a valori in un aperto W’ C R", tale che,
per ogni ¢ fissato,

q =1(q.t)

definisca una trasformazione invertibile di W in W’. Per ogni t € I si denoti con
1~1(¢,t) Vinversa di tale trasformazione. Sia inoltre ¢t — ¢(t) € W una traiettoria
in W. La traiettoria t — ¢'(t) con ¢'(t) = ¥(q(t),t) si dice immagine di t — q(t).
La proprieta di tnvarianza del sistema Lagrangiano € contenuta nel seguente

Teorema 10.1: Esiste una funzione L' definita su R™ x W x I tale che 'immagine
t — ¢'(t) € W’ di ogni traiettoriat — q(t) € W che risolve le equazioni di Lagrange
(10.1) é una soluzione delle equazioni di Lagrange corrispondenti alla Lagrangiana
L.

Dim. Cominciamo con il costruire la funzione L’. Differenziando la relazione
q'(t) = ¥(q(t),t) si ottiene

La matrice

¢ invertibile per ogni ¢t € I per ipotesi. Pertanto, posto

0u(t) = 22 (g(0), 1),

la relazione
n'=M(t)n+g

puo essere invertita per ogni t € I, fornendo
n=M"[n—g(t)]
Questo permette di esprimere la Lagrangiana L in funzione di n’ e ¢’
L(n,q,t) = LM~ [ — g(O)}, ¥~} (d', 1), 1)
Si definisce pertanto la funzione L' mediante la posizione
L'(n',q' ) L [ = g(8)), w7 (d', 1), ).
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Per costruzione, se t — ¢(t) & una qualsiasi traiettoria e t — ¢/(¢) & la sua immagine
mediante v, per ogni t € I si ha

Definita 1’azione A’ come
T
Ald) = [ e 0.4 0.0, (103
0
se la traiettoria ¢’ ¢ 'immagine della traiettoria ¢, si ha

Alq') = Alg. (10.4)

L’invarianza delle equazioni di Lagrange ¢ allora conseguenza del principio di mi-
nima azione, in quanto la (10.4) implica che ¢ ¢ un punto stazionario per 1’azione
A se e solo se ¢’ ¢ un punto stazionario per ’azione A’, nello spazio delle traietto-
rie V1) g2 7. In conseguenza, se t — ¢(t) & soluzione delle (10.1), allora la sua
immagine mediante 1, t — ¢'(¢) & soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange
per A’ e cioeé delle equazioni (10.1) per la Lagrangiana L’. O

Definizione 10.1: La Lagrangiana L si dice regolare in A se, per ogni (1, ¢,t) € A
la matrice Hessiana

0%L 02L
T T
)
oMudm " ONpOny
ha determinante non nullo:
det H(n,q,t) #0, V(n,q,t) € A. (10.6)

Proposizione 10.2: La Lagrangiana
associata ad un sistema meccanico a vincoli olonomi ideali é regolare.

Dim. Infatti, in questo caso ’energia cinetica € una forma quadratica in 77 e quindi
gli elementi della matrice Hessiana sono

oqe

N

95(q,

Hl,k(nv qat) = al,k(q,t) = Zml 8(qql
i—1
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Per ogni ¢ e ¢ fissati, la forma quadratica
1 n
= B Z ay kMMk
1Lk=1
¢ definita positiva, cioe
To(n) >0 e Ty(n)=0 seesolosen=0.

Infatti, posto

0Si(q,t
Z 5111 b

=1
risulta
1 N
=3 Zmiwf > 0.
i=1
Inoltre
To(n) =0 seesolosew;, =0,i=1,...,N. (10.8)
Poiché i vettori Py
Ekz (q,t), k::l,...,n,
g,

costituiscono una base nello spazio tangente alla varieta delle configurazioni C; in
S(q(t),t), la (10.8) implica n = 0. Per una forma quadratica definita positiva,
il determinante della matrice di coefficienti ¢ positivo e pertanto la matrice di
coefficienti a; (g, t) ha determinante non nullo e la Lagrangiana ¢ regolare. O

Considereremo nel seguito esclusivamente sistemi Lagrangiani dotati di Lagran-
giana regolare. Un’importante conseguenza della regolarita della Lagrangiana e il
seguente

Teorema 10.3: Si supponga la Lagrangiana L regolare. Allora il sistema delle
equazioni di Lagrange é riducibile a forma normale e pertanto per ogni scelta di
¢ ew, n® eR” ety eI, il problema ai valori iniziali

4 7oL oL . _
o (5 ) .00 = S o) a(010) =0, (10.9)

0 . 0
ato) =at”, dalto)=nl, k=1,...,n
ammette una ed una sola soluzione, almeno per |t — to| sufficientemente piccolo.

Osservazione: In ipotesi di Lipshitzianita globale, il problema (10.9) ammette so-
luzioni globali. Dato pero il carattere locale di tutte le considerazioni che seguono,
non analizzeremo tale aspetto.
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Dim. E sufficiente mostrare che il sistema (10.1) & riducibile a forma normale, cioé
risolvibile rispetto alle derivate di ordine massimo. Si ha:

d (0L - 0%L %L
%(6—%> ;qam’?n Z "Sqm. " otom

Pertanto le (10.1) possono riscriversi come

> Hiald 0. )i = R(4, 4. 1), (10.10)

con ) )
0L <« 9%L 5L
Ry = Z Y9a 0.

gk qdne  Oton,”

L’espressione di R mostra che essa dipende solo da ¢, ¢, t. Quindi, fissati ¢, ¢(t)
e ¢(t), le equazioni (10.10) possono interpretarsi come un sistema di n equazioni
lineari nelle n incognite G (t), I = 1,...,n, con matrice dei coefficienti H; j che
dipende solo da ¢, g, t e con termine noto Ry. La condizione di regolarita assicura
che la matrice dei coefficienti ¢ non singolare. Detta 7! la sua inversa, si ha

G = Hir(d ¢, R4, 1) == di(d, 4, 1). (10.11)

k=1

Il sistema (10.11) & equivalente al sistema (10.1), ma ¢ in forma normale. Si tratta
di un sistema del secondo ordine cui si applica la teoria delle equazioni differenziali
discussa nel Capitolo 2. Questo conclude la dimostrazione del teorema. O

Osservazione: 1l sistema delle equazioni di Lagrange per un sistema di punti ma-
teriali soggetti a vincoli olonomi ideali e a forze attive non conservative, ottenuto
nel Capitolo 9, e cioe

(gnT) (@0,8) - g—i%q’ t) = Qr(g:4,1), (10.12)

¢ in forma diversa dal sistema (10.1). L’argomento precedente pud perd essere
esteso immediatamente al sistema (10.12) e pertanto il Teorema vale anche in
questo caso.

193



10.2 Leggi di conservazione per un sistema Lagrangiano.

Come nel caso di un generico sistema di equazioni differenziali, diamo la seguen-
te

Definizione 10.2: Una funzione reale ¢g(7, ¢,t) differenziabile in A & un integrale
primo per il sistema Lagrangiano di Lagrangiana L se per ogni soluzione t — ¢(t)
del sistema delle equazioni di Lagrange (10.1) la funzione numerica

h(t) = g(4(t), q(t),t)
¢ costante in ¢.

In termini fisici, in presenza di un integrale primo, diremo che la grandezza fisica
corrispondente & conservata e parleremo di legge di conservazione per la grandezza
g. L’esempio piu importante di grandezza conservata, per un sistema Lagrangiano
¢ l'analogo dell’energia.

Definizione 10.3: Si dice energia generalizzata la quantita

n

oL
E(nv%t) = ana_nk(naqvt) _L(777Q7t)' (1013)
k=1

La giustificazione del nome ¢ dovuta al fatto che, se si considera un sistema
meccanico ad n gradi di liberta con wvincoli indipendenti dal tempo, risulta pari
alla somma dell’energia cinetica e dell’energia potenziale del sistema:

En,q,t) =T(n,q) +U(q). (10.14)

Infatti, dall’espressione dell’energia cinetica ottenuta nel Capitolo 9 si deduce che,
se il sistema ha vincoli indipendenti dal tempo, I’energia cinetica T si riduce alla
sola parte quadratica T5:

T(n,q) = Ta(n,q) = % > avk(g)mm
k=1
ed .
L(n,q) = T2(n,q) — U(q) = % > ank(@)mmk — Ulg).

k=1

L’energia cinetica € una funzione omogenea di grado 2 nelle variabili i e pertanto,
per il teorema di Eulero sulle funzioni omogenee,

n

oT:
Z Nk 3_2 = 2T5.
1 Nk
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Tale relazione puo ottenersi anche con un calcolo diretto, che si lascia per esercizio.
Ne consegue che

E(n,q) =2T(n,q) — L(n,q) =T(n,q) + U(q).

In generale, se i vincoli dipendono dal tempo oppure se il sistema non ¢ mecca-
nico, E(n, q,t) non ha necessariamente 'interpretazione di energia. Tuttavia, se la
Lagrangiana non dipende esplicitamente dal tempo, E si conserva. Si ha infatti:

Proposizione 10.4: Siat — q(t) una soluzione del sistema (10.1). Risulta allora:

d oL

LB, a(1),1) = X (dl1),a(1). ). (10.15)
Dim. Si ha
3 Ba).a0. = 2 (g O o) >,t>> ~ S (). a).)
- oL oL
:; (t)ank( +qu (8_m( (t), q(t),t))
—~ . IL & oL .
— 2 dgy, (00 Zq o (0,(6,1) = B (0,00,
= auto E (g—;@m, o0.1)) - g—;<q~<t>,q<t>,t>} =2 (0, qt1).1
usando le equazioni di Lagrange
R UORTON) -

In conseguenza della Proposizione 10.4, si ha

Teorema 10.5 (Conservazione dell’energia generalizzata): Se la Lagran-
gitana L non dipende dal tempo, allora l’energia generalizzata, definita dalla (10.13)
e conservata durante i moti che soddisfano le equazioni di Lagrange.

Altre leggi di conservazione per il sistema Lagrangiano possono determinarsi
immediatamente quando la Lagrangiana non dipende da alcune delle coordinate
generalizzate. Si supponga, per fissare le idee che L non dipenda dalle prime j < n
coordinate:

oL

%(n,q,t) =0,1=1,...,5, V(n,qt) €A (10.16)
1
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Le quantita

oL .
pl(n7Q7t): 8_(%(]7t), l:17>.7 (1017)
m
sono allora conservate in quanto le prime j equazioni di Lagrange divengono
d

Epl((j(t)v q(t)7 t) =0.
Le variabili per le quali la (10.16) si verificano sono dette cicliche o ignorabili e
le corrispondenti quantita definite dalle (10.17), dette momenti cinetici o impulsi
generalizzati sono conservate.

La presenza di j variabili cicliche permette di ridurre il sistema di n equazioni
di Lagrange ad un sistema di n — j equazioni del secondo ordine nel modo che
segue. Usiamo la notazione ¢ = (g, ), con g l'insieme delle prime j coordinate e
con ¢ l'insieme delle rimanenti n — j. In modo analogo scriviamo n = (7, 7). Detti
pl(o) i valori dei momenti cinetici determinati dai dati iniziali per [ = 1,...,7, le
relazioni

pl(ﬁvﬁ,(j7t) :pl(O), l= 17‘ e vj

possono essere risolte rispetto alle 7, grazie alla regolarita della Lagrangiana, for-
nendo, per k=1,...,J

i = vie(q@,7,p0, t). (10.18)

Le equazioni di Lagrange per le variabili ¢ si scrivono allora:

d (0L . . oL . .
—( =3, 3,09, 0).G,4,t) ) — —v(G,q4,p'Y,t),4,4,t) =0, k=7j+1,...,n.
dt <6ﬁk (Vk(q7Qup ) )7an7 )> 3@ (V(Q7q7p ) )7q7Q7 ) ’ j+ ) N

Si tratta di un sistema di equazioni differenziali nelle sole variabili ¢, che puo essere
risolto indipendentemente dalle variabili g. Introdotta la funzione

R(7,4,t) = L(w(d,7,p'%, 1), 7, 4, 1), (10.19)

esse si riscrivono come

i (G (@©.20.0) = TG00 =0, b=+ 1. (1020

che ¢ un sistema Lagrangiano ad n — j gradi di liberta con Lagrangiana R definita

della (10.19). Una volta determinata la soluzione ¢ — §(t), le (10.18) permettono
di determinare le rimanenti variabili. Infatti esse forniscono

('jl = Vl((j(t)v &(t)vp(())at) = gl(t)v

e le g;(t) sono delle funzioni note del tempo quando ¢ nota la soluzione ¢t — G(t).
Quindi le g; si determinano mediante un’integrazione temporale (quadratura).
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10.3 Teorema di Noether.

Una generalizzazione delle precedenti considerazioni sulle leggi di conservazione
in presenza di coordinate cicliche & fornito dal Teorema di Noether, che permette di
ricondurre la ricerca di integrali primi per le equazioni di Lagrange alla conoscenza
di proprieta di simmetria della Lagrangiana. Per enunciare il teorema occorre
premettere alcune definizioni.

Definizione 10.4: Una famiglia {S*, A\ € R}, di trasformazioni di W C R",
parametrizzate da un parametro A,

S W W,

si dice gruppo ad un parametro di trasformazioni se
1) L’applicazione (g, \) — S*(q) & differenziabile in \ e ¢;
2) Per ogni A1, A2 € R, risulta

SM o GAz — S/\1+)\2;

3)
S% = T (trasformazione identica) ;

4) Per ogni A € R, S* & invertibile e

(SA)71 — Sf)\'

Sia t — ¢(t) una traiettoria. Fissato A si denoti

0 (t) = S*(a(1)).
Differenziando ¢* si ottiene

) " 98 | . . :
= atdvi=y Tin@de, @ =T q)d.
= Ok k=1

>

Con abuso di notazione, per ogni coppia (7, q) € R™ x W, denotiamo

S*n,q) = (T (q)n, S*(q)).

Definizione 10.5: Un gruppo di trasformazioni S* si dice una simmetria della
Lagrangiana se per ogni A € R risulta

LoS*=1L (10.21)
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0, piu esplicitamente

L(T(q)n, S*(@), 1) = L(n,q,t) ¥(n,q,t) € R" x W x R.
Proposizione 10.6: Se S* ¢ una simmetria della Lagrangiana e t — q(t) ¢ una
soluzione delle equazioni di Lagrange, tale ¢ anche t — ¢*(t) per ogni \ € R,

Dim. Infatti, poiché,

L(Ta(D)]g*(t), S*a(®)], ) = L((#), q(t). 1),

Al = / dEL(T g(0) (1), S a(8)] £) = / AEL((8), q(t), 1) = Alg).

Pertanto, se ¢ & un punto stazionario per A, anche ¢* & un punto stazionario e
quindi risolve le equazioni di Eulero-Lagrange, che coincidono con le equazioni di
Lagrange. Per ogni moto ¢t — ¢(t), risulta quindi

d (0L ,. oL .
7 (3_%) (@), a*(t),t) = 8—%(@@)»@@)70» (10.22)
per ogni t. O

Teorema 10.7 (di Noether): Se il gruppo ad un parametro S* é una simmetria
per la Lagrangiana, allora la quantita

G(n,q.t Z o (n,9,t)ok(q) (10.23)

con d
onle) = -S|

e un integrale primo per le equazioni di Lagrange.

Dim. Differenziando rispetto a A la relazione

0= dAL(qA(t),q*(t),t) =
" 0L dq dg (t)
Za(q/\(t)v )\( » k +Za7)k (t)vt) C?)\
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Per A =0 si ha quindi
k=1

in quanto, ovviamente

aqk (). 4(8), Do (a(1))

o5
h
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90 ., 90
VIR (q(t))‘/\:o = Bionk (q(t))‘/\:o'

Sostituendo al primo termine di (10.24) quanto si ottiene dalle equazioni di
Lagrange per t — ¢(t), si ha

k=1 O k=1 O
:% [ %(q(t),q(t),t)Uk(Q(t))]
k=1
e quindi
d

che prova il Teorema. O

Osservazione : Nella dimostrazione del teorema di Noether non si & usata in
alcun modo la proprietd di gruppo. La sola differenziabilita di S*, insieme con
la condizione S° = T e la (10.21) sarebbero sufficienti per la dimostrazione qui
presentata. La formulazione qui data del Teorema di Noether ¢ quella tradizionale
(cfr. Arnold).

Diamo un esempio di applicazione del Teorema di Noether, che ci fornisce pe-
raltro un risultato gia ottenuto nel Capitolo 6.

Consideriamo il moto di un punto materiale libero, sotto ’azione di un poten-
ziale dipendente solo dalla distanza dall’origine. Si tratta cioe di un punto in un
campo di forze centrali. La Lagrangiana e

1
L(v,z) = §m112 = V(|z|).
Si consideri il gruppo ad un parametro R, (x) definito da
cosp —singp 0

R,(z) = A(p)z, A(p)=|sing cosp 0
0 0 1



Esso rappresenta le rotazioni intorno all’asse x3. La Lagrangiana e invariante
rispetto a tali rotazioni. E immediato controllare che
L Ro(@)| = (w1,
— x = (—z9,21,0).
dQO © =0 2,41
Pertanto
G(z,v) = —m(v1x29 — vox1) = m(x1v2 — Tv1)

€ un integrale primo per il sistema Lagrangiano corrispondente ad L. Ma G coin-
cide con la componente K3 del momento angolare. Ne concludiamo che I'invarianza
della Lagrangiana rispetto a rotazioni intorno all’asse x3 implica la conservazione
della componente del momento angolare sull’asse x3. Poiché la scelta dell’asse
r3 nel caso esaminato ¢ arbitraria, si ha la conservazione del vettore momento
angolare, risultato a cui eravamo gia pervenuti nel Capitolo 6. Pid in generale,
sia L la Lagrangiana di un sistema di N punti materiali, vincolati o no. Se essa
¢ invariante per rotazioni intorno ad un asse per 'origine di direzione e, allora il
momento angolare totale nella direzione e

N
K-e=e- E m;T; N\ v;
i=1

€ conservato.

10.4 Principio di azione stazionaria di Maupertuis.

Nella formulazione del principio di azione stazionaria di Hamilton le traiettorie
rispetto alle quali si cerca ’estremo sono caratterizzate dal fatto di avere estremi
fissati e di impiegare un tempo fissato T' per percorrere le traiettorie. D’altra parte,
quando la Lagrangiana non dipende esplicitamente dal tempo, ’energia generaliz-
zata ¢ conservata da tutte le traiettorie che soddisfano le condizioni di estremo,
cioe le equazioni di Eulero-Lagrange. E evidente pero che le traiettorie variate in
generale non soddisfano la conservazione dell’energia in quanto devono percorrere
alcuni tratti a velocita maggiore per impiegare lo stesso tempo a percorrere una
traiettoria piu lunga. E pertanto naturale chiedersi se sia possibile formulare un
principio variazionale nel quale le traiettorie variate soddisfino anch’esse la conser-
vazione dell’energia. Per quanto detto prima, occorrera pero rinunciare a fissare il
tempo T impiegato a percorrere le traiettorie. Il principio di azione stazionaria di
Maupertuis ¢ basato su questa idea.

Per formularlo supponiamo che la Lagrangiana non dipenda esplicitamente dal
tempo ed introduciamo, in luogo dello spazio delle traiettorie usato nei capitoli
precedenti, lo spazio

Mz(l)’g;@)}e e {q | q: [t17t2] —QcC Rn}
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costituito dalle funzioni ¢ — ¢(t) tali che:
1) t — ¢(t) & una curva regolare in (t1,t2);
2)
q(tr) =2, q(ts) = 2.
3) Per ogni t € [t1,12],
E(4(t).q(t)) =e.

Lo spazio /\/lx<1)7x(2>7e si dice spazio delle traiettorie isoenergetiche.
Consideriamo poi il funzionale azione definito su tale spazio ponendo

Alg] = / S AL (), o(1)).

t1

Definizione 10.6: Si dice famiglia di traiettorie variate isoenergetiche un insieme
di curve

{g-le € (=L},

costruito come segue: si fissino due funzioni differenziabili ¢ — 1(g) e € — ta(e),
e € (—1,1) ed una funzione differenziabile (g,t) — u(e, t),

w: | {e} x [ta(e), t2(e)] — ule,t) € R™,

e€[—1,1]
tale che

1)
u(0,t) = q(t), Vit e [t1(0),t2(0))] = [t1, t2); (10.25)

2)
u(e, t1(e)) = 2W,  u(e,ta(e)) =2, Vee (—1,1). (10.26)

3)
E(g—?(s,t),u(e,t)) =e V(g t) € U {e} x [t1(e),t2(e)]. (10.27)

e€[—1,1]

La curva q. € definita come

[t1(e), t2(€)] 3t — ¢e(t) = u(e, 1)

In corrispondenza di ogni scelta delle funzioni € — t1(¢), € — ta2(c) e (e,t) —
u(e, t) soddisfacenti la (10.25), (10.26) ed (10.27), si ha una famiglia di traiettorie
variate isoenergetiche.

Fissiamo ora una traiettoria ¢ — ¢(t) soddisfacente le equazioni di Eulero-
Lagrange e calcoliamo, come si ¢ fatto in precedenza, la derivata di A[g.] per
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e = 0. Usando le notazioni 2z’ e Z per denotare la derivata rispetto ad € e a ¢t
rispettivamente, abbiamo

d d [tz )
EA[QE] = E /tl(a) dtL(Qs(t)7QE(t)) =

DG(12(0)),0-(12(6))E4(6) — LAt (€)1 (£))) 1 <)
ta(e) 24

b | G 0e) e 0+ S0, 00 - 5L =
L{G(12(6)),0-(12(6)))14(6) — Ll (0)), -2 (€)1 <)

oL . ) ta(e)
+ (a—n(qa(t),qs(t)) “u (at)) »

" 0[P 9 (oL, ,
o[ | G0 - 5 (Grw.a0)] e

Differenziando le (10.26) rispetto ad ¢ si ottiene
(g, ti(e)) +ule, ti(e))ti(e) = 0.
Utilizzando quest’ultima relazione, per € = 0 si ottiene allora

d

Al = —E(d(t2), q(t2))72 + E(d(ta), g(ta) 71, (10.28)

ove 7; = t;(0). Per ottenere la (10.28) si & usata la definizione di energia generaliz-
zata ed il fatto che la traiettoria ¢ — ¢(t) soddisfa le equazioni di Eulero-Lagrange.
Ricordando poi la (10.27), il secondo membro della (10.28) puo essere scritto

ta(e)

E(q(t2), q(t2)) 72 — E(¢(ta), q(t2))m1 = € d%‘ ta(e) .

e=0

ta(e)
- /t . dtE(ge(t),qe(t))

e=0

In conclusione, risulta

d ta(e)

dt[L(Ge(t), g (1)) + E(¢=(t), ¢ ()]|  =0. (10.29)

e=0

d_E t1(e)

Ricordiamo che, per definizione di energia generalizzata, risulta

oL

L(¢,q) + E(¢,q) = q(t) - 8_77(

4, q)-
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Pertanto, definita 1’azione ridotta come

szlﬁmw%%wum» (10.30)

1

possiamo concludere che vale il seguente

Teorema 10.8: Se la Lagrangiana L non dipende esplicitamente dal tempo, le
soluzioni delle equazioni di Fulero-Lagrange rendono stazionaria l’azione ridotta,
rispetto a tutte le traiettorie variate isoenergetiche.

Tale affermazione va sotto il nome di principio di azione stazionaria di Mau-
pertuis.

Consideriamo ora il caso di un sistema a vincoli olonomi ed indipendenti dal
tempo: si ha allora L =T, — U, con

n

1
To(n,q) =5 D anr(@)mi.

h,k=1

Pertanto oL
q(t) - 8—77(@(0761(75)) =21 =2(E - U(q)).

e quindi ’azione ridotta S diviene

Sl =2 [ deT (i) (). (10.31)

1

In questo caso e possibile dare una interessante interpretazione geometrica del
principio di Maupertuis. Sia [0,1] 3 A — () una curva regolare di R”. Poniamo

n

1
swwiﬁdx S an(@)rh (O,

h,k=1

La precedente definizione differisce da quella usuale di lunghezza di una curva in
quanto la distanza tra due punti molto vicini, g e ¢’, anzicché essere definita come

al solito come />, _, [gn — ¢},|?, & definita, tramite la matrice ay_j, come

n

dg,q") = | Y anx(a)(an — )@ — q})-
k=1

I punti ¢ e ¢’ vanno scelti molto vicini in quanto la matrice ay,  dipende da g.
Diremo s(v) lunghezza (generalizzata) della curva ~.
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Consideriamo una curva orientata v : A — §(\), un punto arbitrario Py su
di essa e introduciamo 1’ascissa curvilinea (generalizzata) del punto P € 7 come
la lunghezza generalizzata dell’arco di curva che congiunge Py con P, con segno
positivo se P segue Py nell’orientamento di v, negativo nel caso opposto. Per
ogni moto t — ¢(t), sia s — (s) la rappresentazione della curva corrispondente in
funzione dell’ascissa curvilinea. Denotiamo con s(t) I’ascissa curvilinea del generico
punto ¢(t) in modo tale che ¢(t) = G(s(t)). Con questa definizione, risulta

T =35

Effettuiamo il cambio di variabili ¢ — s nell’integrale in (10.31). La relazione
E =T+ U implica
2 =2E-U).

Pertanto
dt 1

a5~ AE-U)

Dette s; ed s le ascisse curvilinee dei punti z(!) ed z(?, si ottiene quindi la
seguente espressione per ’azione ridotta:

Slq] = /  dsV/AE—TaE)). (10.32)

S1

Si noti che tale espressione dipende soltanto dalla traiettoria seguita dal moto,
intesa come luogo geometrico, mentre ¢ indipendente dalla legge oraria. Pertanto
il principio di Maupertuis € esclusivamente una caratterizzazione della traiettoria.
La legge oraria del moto corrispondente deve essere determinata alla fine mediante
I'integrale dell’energia, con i metodi visti per i sistemi unidimensionali.

Un caso particolare di grande importanza si ha quando sul sistema vincolato
non agiscano forze esterne. In questo caso U = 0 e ’azione ridotta & proporzionale
alla lunghezza generalizzata della traiettoria:

Slq) = V2Es[q].

In conclusione, abbiamo provato il seguente

Teorema 10.9: Se un sistema a vincoli olonomi indipendenti dal tempo non é
soggetto a forze attive, la sua traiettoria tra due punti prefissati & quella che rende
stazionaria la lunghezza (generalizzata) della curva con tali estremi.

Ricordando che le ¢ rappresentano le coordinate locali sulla varieta delle con-
figurazioni, C ed interpretando la matrice ap j come i coefficienti di una metrica
Riemanniana su C, si ha il seguente
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Corollario 10.10: Le traiettorie di un sistema a vincoli olonomi ed indipendenti
dal tempo, non soggetto a forze attive somo le geodetiche della metrica Riema-
niana determinata dai coefficienti ap ., cioe, le curve sulla varieta di minima
(0o massima) lunghezza s. La legge oraria con cui esse vengono percorse, per la
conservazione dell’energia ¢ tale che § = V2E, e quindi la velocita ha modulo
uniforme.

Ricordiamo che le geodetiche rappresentano la generalizzazione alle varieta Rie-
manniane della nozione di retta. L’enunciato precedente puo allora essere visto
come una estensione ai sistemi vincolati dell’affermazione che un punto libero ed
isolato si muove di moto rettilineo uniforme rispetto ai sistemi di riferimento iner-
ziali. Basta infatti sostituire al punto libero ed isolato il sistema vincolato ed
isolato ed al moto rettilineo uniforme il moto geodetico uniforme.

Si consideri ad esempio un punto vincolato a muoversi su una sfera e non sog-
getto a forze esterne. Le considerazioni precedenti mostrano allora che il suo moto
avviene necessariamente lungo cerchi massimi.

10.5 Equilibrio e stabilita.

Nel resto di questo capitolo restringiamo la nostra attenzione al caso meccanico
e per il momento consideriamo un sistema di forze attive non necessariamente
conservative. Le equazioni di Lagrange si scrivono quindi in accordo con le (10.12).
Supporremo inoltre che i vincoli cui e sottoposto il sistema siano indipendenti dal
tempo. In questa ipotesi ’energia cinetica T si riduce alla sola parte quadratica
T2:

n

1
T(777(J) = T2(777(Z) = 5 Z al,k(‘l)ﬁlﬂb
l,k=1

con i coefficienti a; 5, non dipendenti dal tempo.

Definizione 10.7: Una configurazione X* € C corrispondente alle coordinate
Lagrangiane ¢* si dice configurazione di equilibrio per il sistema se

q(to) =q*, q(to) =0=¢q(t) =¢* per ognit e R.

In altri termini, X* & una posizione di equilibrio se ponendo inizialmente il
sistema in X*, con atto di moto nullo, il sistema si trova in X* ad ogni altro
istante.

Nel seguito non distingueremo tra la configurazione di equilibrio X™* e le sue
coordinate Lagrangiane ¢*, e pertanto parleremo di configurazione di equilibrio q*.
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Proposizione 10.11: Una configurazione q* ¢é di equilibrio se e solo se

Qr(¢*,0,t) =0, h=1,...,n, perogniteR. (10.33)

Dim. Ricordiamo che le equazioni di Lagrange per un sistema a vincoli indipen-
denti dal tempo si scrivono esplicitamente come

¢ ) . 1 < . . da
S ani(@ir = Qnla.¢.) + 5 Y drdi—=—(q)- (10.34)
=1 2 k=1 9an,

Se ¢* & una posizione di equilibrio, ¢ — ¢(t) = ¢* & soluzione delle equazioni di
Lagrange. In corrispondenza, ¢(t) = 0 e ¢(¢t)=0. Sostituendo in (10.34) segue la
(10.33).

Viceversa, se ¢ verificata la (10.33), le (10.34) ammettono ¢t — ¢(t) = ¢* come
soluzione. Essa soddisfa inoltre le condizioni iniziali

q(to) = ¢, d(to) = 0. (10.35)

Il problema ai valori iniziali (10.34)-(10.35) ammette un’unica soluzione perché la
Lagragiana € regolare e la soluzione coincide con t — ¢(t) = ¢*. Questo prova che
q* & una posizione di equilibrio. O

Se le forze attive sono conservative di potenziale U(q), allora la (10.33) diviene

ou

Z(q")=0, h=1,...,n. 10.36
2, 4" (10.36)

In base alla definizione precedente, si ha una configurazione di equilibrio se, po-
sto inizialmente il sistema esattamente in una configurazione ¢* con velocita nulla,
esso vi permane. La difficolta pratica di realizzare esattamente le condizioni richie-
ste mostra tuttavia che le configurazioni di equilibrio che si presentano in pratica
sono piu particolari di quelle previste dalla definizione. Ad esempio, consideriamo
il caso di un pendolo semplice, descritto mediante ’angolo € che esso forma con la
verticale rivolta verso il basso. L’unica componente Lagrangiana della forza attiva

e
Q1(0) = —mglsind.

In conseguenza, sia § = 0 che # = 7 sono posizioni di equilibrio, ma la prima
¢ facilmente verificabile in pratica, mentre la seconda ¢ impossibile da realizzarsi
perché non si puo realmente fissare esattamente 6 = m ¢ # = 0 e la minima
deviazione da tale situazione porta il pendolo ad allontanarsi dalla posizione di
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equilibrio. Le posizioni di equilibrio del primo tipo corrispondono all’idea intuitiva
di posizione di equilibrio stabile, mentre quelle del secondo tipo esemplificano
I'idea intuitiva di posizione di equilibrio instabile. E possibile in effetti dare varie
definizioni ragionevoli di stabilita. Seguendo Liapunov, daremo la seguente

Definizione 10.8: Siano ¢* le coordinate Lagrangiane di una configurazione di
equilibrio. Diremo che essa & stabile (nel futuro) se per ogni moto ¢ — ¢(t), che
risolve le equazioni di Lagrange (10.34) accade quanto segue:

Ve > 0 39 > 0 tale che, se |¢(0) — ¢*| < § e T(0) < 0,

allora  sup |q(t)—¢"|<ee sup T(t)<e
te[0,400) te[0,400)

In altri termini la stabilita dell’equilibrio corrisponde alla richiesta che il si-
stema resti arbitrariamente vicino alla configurazione di equilibrio e con energia
cinetica arbitrariamente piccola, se inizialmente si trova opportunamente vicino
alla posizione di equilibrio con energia cinetica opportunamente piccola.

In modo analogo si definisce la stabilita nel passato.

Definizione 10.9: Una configurazione di equilibrio di coordinate Lagrangiane ¢*
si dice instabile (nel futuro) se non & stabile nel futuro, e instabile (nel passato) se
non ¢ stabile nel passato.

E stato dimostrato nel Capitolo 4 che nell’esempio del pendolo semplice, la
posizione 6§ = 0 & una posizione di equilibrio stabile sia nel futuro che nel passato,
mentre 6§ = 7 ¢ instabile sia nel futuro che nel passato.

Un’altra proprieta rilevante delle configurazioni di equilibrio & il comportamento
per grandi tempi, specialmente quando si € in presenza di effetti dissipativi.

Definizione 10.10: Una configurazione di equilibrio di coordinate Lagrangiane
q* si dice asintotica (nel futuro) se esiste un aperto

I={(gn) |la—q'| <e, T(n) <e}
tale che, se (¢(0),¢(0)) € I, allora

lim ¢(t)=4¢%, lim T(t)=0.

t——+oo t——+oo

Il pit grande aperto I per cui le precedenti relazioni sono verificate si dice bacino
di attrazione di g*.

Si noti che una configurazione di equilibrio asintotica non & necessariamente
stabile, in quanto il sistema potrebbe allontanarsi di una quantita finita per certi
dati iniziali, e quindi ritornare alla configurazione g*.
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Analogamente una configurazione di equilibrio stabile non & necessariamente
asintotica.

Definizione 10.11: Una configurazione di equilibrio di coordinate Lagrangiane
q* si dice asintoticamente stabile (nel futuro) se & stabile ed asintotica nel futuro.

Lo studio delle proprieta di stabilita richiede, in accordo alle definizioni date, la
conoscenza dettagliata del moto su intervalli di tempo arbitrari. Tale problema e
solitamente di difficile soluzione. Si pone pertanto I'esigenza di trovare condizioni
sufficienti a stabilire tali proprieta senza determinare esplicitamente il moto. Le
tecniche per risolvere tale problema sono state introdotte da Liapunov e si appli-
cano al contesto piu generale dei sistemi di equazioni differenziali del primo ordine.
Discuteremo quindi tale contesto pit generale.

Stabilita per sistemi differenziali.

Sia f :R? — R? una funzione vettoriale differenziabile due volte e supponiamo

le derivate uniformemente limitate per semplicita. Consideriamo il sistema di
equazioni differenziali

= f(x) (10.37)

nellincognita t — z(t) € R%. L’assenza del tempo nel secondo membro di (10.37)
da luogo ad un cosiddetto sistema autonomo. Assumiamo tale condizione per
semplicita, sebbene non sia strettamente indispensabile. Per il sistema (10.37) si
danno le analoghe delle definizioni precedenti.

Definizione 10.12: Un punto x* & di equilibrio se x(0) = z* implica x(t) = x* per
ogni t # 0. Si dice stabile se per ogni & > 0 esiste § > 0 tale che, se [£(0) —z*| < §
allora sup;c(o,4o0) [7(t) — 2% < e. Si dice asintotico se esiste § > 0 tale che, se
|£(0) — 2*| < ¢ allora lim—, 4 o, 2(t) = z*. Si dice che x* & asintoticamente stabile
se ¢ stabile ed asintotico.

Come nel caso di un sistema meccanico, ¢ immediato controllare che z* & un
punto di equilibrio se e solo se f(z*) = 0.
Assumeremo pertanto che z* sia un punto di equilibrio e f(z*) = 0.

Il teorema seguente, noto come Primo teorema di Liapunov fornisce condizioni
sufficienti per la stabilita asintotica. Esso & basato sulle proprieta degli autovalori
della matrice

oh oh
8$1 (9%,1

Df)y =\ @) (10.38)
o T o
8:01 Bacd



Denotiamo con A;, con i = 1,...,k < d i suoi autovalori, non necessariamente di
molteplicita 1.

Teorema 10.12: Se z* ¢ un punto di equilibrio e tutti gli autovalori Ay, ..., Ak,

della matrice D f(x*) hanno parte reale strettamente negativa, allora x* & un punto
di equilibrio asintoticamente stabile.

Dim. Poiché f(z*) =0, ed f ¢ differenziabile due volte con derivate uniformemente
limitate, si ha

f(z) = Alx — 2%) + R(x — z7)

con A = Df(z*) ed esiste K > 0 tale che
|R(z — 2*)| < K|z — z*|*.
Detta y = exp[At](zo — z*) la soluzione di
y=Ay, y(0)=wzo—a", (10.39)
la soluzione del sistema (10.37) si scrive
t
x(t) = ™ + exp[At](zo — =) + /0 dsexp[A(t — s)|R(z(s) — z*) (10.40)
La dimostrazione e basata sul seguente
Lemma 10.13: Se esiste u > 0 tale che
Re(N) < —p, t=1,...,k (10.41)
allora esiste C' > 0, tale che

|exp[At]x| < Ce x|

Dim. La dimostrazione del Lemma 10.13 segue dal Teorema di Jordan, del quale
ricordiamo 1’enunciato, omettendone la dimostrazione.

Teorema 10.14 (di Jordan): Siano Ai,...,\; gli autovalori della matrice A
con molteplicita ny,...,ng, ny + ...+ ng = d. Esiste una base {hy,...,hg} di C?
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con le sequenti proprieta:

Ah1 = Mhq,
Ahg = Aho + hy,

Ahp, = AMhn, + by -1,

Ahnl-l—l == )\Zhn1+17
Ahpy 42 = Aahn, 42 + by 41,

Ahn1+n2 = )\2hn1+n2 + hn1+n2717 (1042)
Ahnl-l—...-‘rnk,l-l—l - Akhnl—i-...—i-nk,l-‘rl;
Al 4o dnp 142 = APyt dmp_ 142 + Py g1 +15
Ahg = Ahg + hg_1.
Le proprieta precedenti si riassumono nell’affermare che nella base hq,...,h, la

matrice A si decompone in blocchi di Jordan.

Si osservi che, fissando per semplicita notazionale 'attenzione sul primo auto-
valore, risulta:
(A= X)) ’hm = hm—o, m<ng, (<m, (10.43)

avendo posto hg = 0.
Infatti, per £ = 1 la relazione (10.43) coincide con la m-esima delle (10.42). Per
£ >1siha

(A=) R = (A= M) "HA = M)A = (A= X)) s
= (A= 2)"2(A =X hmo1 = (A= X1) 2 hys
=...=hpm_y.

La proprieta (10.43) implica che

tm—l

exp[At]hm = em(hm Yt 4 )'hl) (10.44)

(m—1

Infatti, per definizione di esponenziale si ha, qualunque sia A

¢
exp[At] = eM Z 2;—'(A -\

£>0
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Pertanto, applicando exp[At] ad h,, e scegliendo A = Ay, si ha

¥4
exp[At]hy, = eMtS %(A — ) A
>0

;-.

m— te m—1 tg
At (A= A) B =My Jplm—t-
=0 =0

La scelta dell’indice ¢ = 1 non e essenziale e pertanto si ha una relazione simile
per tutti gli h; della base di Jordan. Cioe

exp[At} h]‘ = eAitPj (t)

ove ¢ ¢ tale che ny + ... +n,_1 < j <ny +...+n; e P; ¢ un polinomio in ¢ di
grado al pia n; — 1.
Poiché {hi,...,hq} & una base di C%, dato x esistono cy,...,cq € C tali che

d
xTr = E thj,
Jj=1

ed esiste una costante Cj tale che

sup |cj| < Colx|.
]_

Preso x come dato iniziale, si ha

d
exp|At]lx = e Z cjhjeM TP (t)
j=1

Poiché Re(X;) < —u,
AP (1)) < Oy

per ogni ¢t > 0 e quindi
|exp[At]x| < Ce " |z|.

Questo conclude la prova del Lemma 10.13. O
Torniamo ora alla dimostrazione del Teorema 10.12. 11 Lemma 10.13 e la (10.40)
comportano

t
|z(t) — 2*| < Ce M zg — *| + CK / dse M=) |z (s) — x*|2. (10.45)
0
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Per ogni T' > 0 si pone

2(T) = sup |z(t) — z*|et.
t€(0,T]

La (10.45) implica

2(T) < Clzg — ™| + CTKZ(T)2.

La disuguaglianza cosi ottenuta ¢ simile alla (5.54) del Capitolo 5, con ¢ = C|zg —
x*| e a = CK/u. Procedendo come nel Capitolo 5, se

* [
Cleg —2"| < =5=
o =" < SoR
si ottiene
2(T) < 2C|xg — x| per ogni T > 0. (10.46)

Dalla (10.46) si ottiene immediatamente la stabilita e la convergenza a z* con
velocita esponenziale. Questo conclude la dimostrazione del primo teorema di
Liapunov. O

La stabilita asintotica dell’origine & quindi subordinata alla proprieta (10.41)
degli autovalori della matrice A, e cio¢ alla stabilita asintotica del sistema (10.39).
La proprieta (10.41) & per tale motivo riferita come proprieta di stabilita lineare.
Si osservi che anche se un solo autovalore ha parte reale nulla, il teorema non
& applicabile e non si pud provare per questa via che l'origine e stabile per il si-
stema (10.37), mentre 'origine continua ad essere stabile per il sistema linearizzato
(10.39). In generale la stabilita del sistema linearizzato non implica la stabilita
del sistema non lineare, tranne che la stabilita del sistema linearizzato non sia
conseguenza della pit forte proprieta (10.41).

Nel Capitolo 5 si € visto che il metodo & applicabile ad esempio ai problemi
unidimensionali soggetti ad una forza conservativa ed un attrito lineare. In assenza
di attrito tuttavia gli autovalori hanno parte reale nulla e il primo teorema di
Liapunov non puo applicarsi. Questa situazione si verifica ogni volta che il sistema
ha un integrale primo non costante in un intorno di z*. Infatti, se G(x) & un
integrale primo, si ha G(x¢) = G(x(t)). L’asintotica stabilita dell’origine implica

G(zo) = lim G(z(t)) = G(z)
t——+o0
e questa relazione ¢ in contraddizione con la non costanza di G nell’intorno di z*.
Il primo teorema di Liapunov non e quindi applicabile in molti casi meccanici,
in presenza di leggi di conservazione. Liapunov ha provato un altro teorema, di
applicabilita pid generale che, in particolare, si applica in molti casi ai sistemi
meccanici conservativi. Prima di enunciarlo occorre pero dare la seguente
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Definizione 10.13: Una funzione differenziabile G(z) a valori reali si dice fun-
zione di Liapunov (relativamente al punto di equilibrio 2*) per il sistema

i=f(z), f(z*)=0, (10.47)

se verifica le seguenti condizioni:
i) Esiste p > 0 tale che

G(z)>0 VzeB,={ycR?||y—az*| <p}.
ii) Per ogni z € B,
G(z) =0 seesolose z=uz".
iii) Posto
o(z) = V.G(z) - f(2),

risulta
o(x) <0 Vo e B,.

Osservazione. La condizione iii) ¢ equivalente alla non crescenza della funzione G
lungo le soluzioni del sistema (10.47), almeno finché queste rimangono all’interno
di B,. Infatti, se t — x(t) & una soluzione della (10.47) corrispondente ad un dato
iniziale zy € B,, posto

t* =sup{t >0 | z(1) € B, V7 € [0,1)},
per ogni t € (0,t*) risulta

d .

5 C@®) =VaG(2(t)) - &(t) = VoG(a(t) - f(2(t)) = o(2(t)) < 0. (10.48)
Viceversa, qualunque sia € B,, la soluzione che parte da = al tempo ¢ = 0
soddisfa la (10.48) e quindi o(z) < 0.

Stabiliamo ora il Secondo Teorema di Liapunov:

Teorema 10.15. Se esiste una funzione di Liapunov G, relativamente al punto
di equilibrio x*, per il sistema (10.47), allora il punto di equilibrio x* é stabile.

Dim. L’idea intuitiva della dimostrazione e fornita dalla figura che segue.
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Supponiamo che esista G soddisfacente le condizioni i)-iii) della definizione di
funzione di Liapunov. Fissiamo ¢ > 0. Senza perdita di generalita si puo supporre
e < p. Sia B. = B. U0B. la sfera chiusa {y € R? | |y — 2*| < &} mentre
0B. = {y € R? | |y — 2*| = ¢} ¢ la sua frontiera. Sia inoltre

a = min G(z).
r€OB.

Certamente il minimo esiste perché G & continua e 9B, ¢ un chiuso. Si ha a > 0
per le ipotesi i) ed ii). Pertanto & non vuoto 'insieme

Se ={z € B. | G(z) < a}.

L’insieme S, & ovviamente contenuto in B.. Contiene inoltre z* in quanto o > 0.
Anzi, S, contiene un intorno di z*. Infatti G ¢ continua ed S, € aperto in quanto
controimmagine dell’aperto di R costituito da tutti i numeri reali piu piccoli di «.
Esiste quindi 6 > 0 tale che Bs C S,.
Infine se g € Sy, allora z(t) € S, per ogni t > 0. Infatti, per 'osservazione
che segue la definizione di funzione di Liapunov,

Ga(t) < Glao) < a Vit < t". (10.49)

Se esistesse t < t* tale che x(t) € S, per definizione di S,, o G(z(t)) > a, il
che ¢ in contrasto con (10.49), oppure z(t) ¢ B.. Dovrebbe allora esistere per
continuita un # tale che z(¥) € 9B, ed in questo caso, per definizione di a, sarebbe
G(z(t)) > «, ancora in contrasto con la (10.49). Pertanto x(t) € S, per ogni
t <t*. Ma S, C B e quindi t* non puo essere finito per lo stesso argomento. Si
ha quindi z(t) € S, per ogni t € [0, +00).
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In conclusione, se xy € Bs, certamente x(t) € S, C Be per ogni t > 0 e quindi
la stabilita di *. O

Osservazione: Se la proprieta iii) della definizione di funzione di Liapunov vale
nella forma piu forte

iii’) o(z) <0 Vae B,—{z*},
allora oltre che la stabilita sussiste anche la stabilita asintotica. Infatti, usando la
stessa dimostrazione data nella seconda parte del Lemma che segue la Proposizione

5.1, & facile vedere che in queste ipotesi risulta lim;—, ;o L(z(t)) = 0 e questo &
compatibile solo con il fatto che limy_, 4o z(t) = z*.

Il primo teorema di Liapunov & di applicabilita molto pid semplice del secondo,
in quanto si tratta di controllare una semplice condizione sulla linearizzazione del
sistema, condizione che tuttavia non e verificata in presenza di quantita conservate.
Il secondo teorema invece ¢ basato sulla determinazione di una funzione di Lia-
punov, problema spesso molto arduo. Tuttavia, in alcuni problemi di Meccanica
I'esistenza di una funzione di Liapunov & un’ovvia conseguenza della conservazione
dell’energia ed il secondo teorema di Liapunov assicura la stabilita della posizione
di equilibrio senza difficolta.

Ritorniamo allo studio di un sistema meccanico con vincoli olonomi, ideali ed
indipendenti dal tempo, avente n gradi di liberta ed il cui moto soddisfa le equa-
zioni di Lagrange (10.12) con l'energia cinetica T che si riduce alla sola forma
quadratica T». Supponiamo che le forze attive siano tali che esiste un’energia
potenziale U(q) differenziabile in modo che

3U(q).

Qh(q7(j7t) = - aqh

In tali condizioni ’energia

E(g,n) =T(n,q) +Ul(q)

€ costante durante il moto:

S (), () =0

Quindi e ragionevole tentare di usare ’energia totale come funzione di Liapunov.
La non crescenza dell’energia ¢ pero solo una delle condizioni che devono essere
soddisfatte per poter assumere ’energia totale come funzione di Liapunov. Ulte-
riori ipotesi sono necessarie per verificare le altre condizioni.

Assumiamo che I’energia potenziale U abbia un minimo proprio in ¢*. In queste
ipotesi, la funzione

G(g;n) = E(g,n) —U(q") = Ta(n,q) + Ulq) —U(q")
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& una funzione di Liapunov relativamente al punto P* € R?" di coordinate
per il sistema di 2n equazioni differenziali del primo ordine

qn =1
7.7h = ¢h(q7n7t)v

equivalente al sistema del secondo ordine (10.11).
Difatti, poiché U ha un minimo proprio in ¢*, esiste p > 0 tale che

U(q) >U(q"), VqgeR™ talechel|qg—q"| <p,q#q".
Pertanto, se P = (q,n) € B, p~, sfera di raggio p e centro in P*, risulta
G(g,m) >0

a meno che (¢,n) = (¢*,0). Questo mostra che le prime due condizioni per
le funzioni di Liapunov sono verificate. La terza condizione & la conservazione
dell’energia discussa in precedenza. Pertanto il punto ¢* € una posizione di equi-
librio stabile®. Abbiamo pertanto dimostrato il seguente

Teorema 10.16 (Criterio di Dirichlet): Se ¢* sono le coordinate Lagrangiane
di una configurazione di equilibrio per un sistema a vincoli olonomi, indipendenti
dal tempo ed ideali, soggetto a forze attive conservative di energia potenziale U ed
inoltre il potenziale U ¢é dotato di un minimo locale stretto in q*, allora q* € una
configurazione di equilibrio stabile.

Osservazione 1: 1l secondo teorema di Liapunov e applicabile anche quando le
forze attive non si riducono alle sole forze conservative, ma & presente anche una
parte dissipativa. Con cio si intende che le componenti Lagrangiane delle forze

sono date da ()
. q 1SS .
Qh<Q7Q7t) = - 8 + led )(Q7q7t),
qn

(1) Dal teorema di Liapunov segue che |q(t) - q*| < c€e ‘n(t)| < &. Detta C una costante
positiva tale che

< |ah7k(q)\ <C, per ogninBp, h,k=1,...,n,

Ql+
DN | =

si ha

T(n(t),q) < Cnln(t)] < Cne?,

che implica la condizione T(T]7 q) < € richiesta dalla definizione di stabilita, a patto di scegliere
e < (Cn)~t.
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diss . . . . .. . N
con Q;l ) componenti Lagrangiane di eventuali forze dissipative, cioe forze che
sono presenti solo se 17 # 0 e la loro potenza & non positiva in ogni moto:

Q') (q,0,t) =0,

P (1) = 3 QI (1), (1), (1) < 0
h=1

In questo caso in luogo della conservazione dell’energia si ha

3 Bla(r). () = PH(0) <0, (10.50)

Tale disuguaglianza segue dallo stesso calcolo che fornisce la conservazione dell’energial]
generalizzata, osservando che, nelle ipotesi fatte, posto al solito L = T'—U, le equa-
zioni di Lagrange (10.12) si scrivono

d oL ¥ oL . _ (diss) .
dt <ank)(q’q’t) aqk(%qat)—Qh (¢:4,1). (10.51)

Si ha difatti,

:k:1 O Pt t \ O
- oL " .. OL oL
_kz:;q 9q. (1(0)0(0) )—];qka—qk(Q( ), a(t),) = 52 (d(0), (1), )
=S iwl0) [ 5 (0.0 — 2 (a0.a0).0] - G 0.0

usando le equazioni di Lagrange

— _aa_f(q(t), q(t),t) + Piss) (¢).

Se la Lagrangiana non dipende dal tempo segue la (10.50).
Il criterio di Dirichlet si estende allora immediatamente a questo caso, per il
quale si enuncia nella forma:

Teorema 10.17: Se ¢* sono le coordinate Lagrangiane di una configurazione
di equilibrio per un sistema a vincoli olonomi, indipendenti dal tempo ed ideali,
soggetto a forze attive conservative di energia potenziale U e ad eventuali forze
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dissipative ed inoltre il potenziale U é dotato di un minimo locale stretto in q*,
allora ¢* € una configurazione di equilibrio stabile.

Osservazione 2: Nel capitolo 5 si e visto che, nel caso unidimensionale, la presenza
di un attrito lineare comporta la asintotica stabilita della posizione di equilibrio
stabile. Condizioni simili si possono dare per n > 1. Supponiamo che L non
dipenda esplicitamente dal tempo e che le componenti Lagrangiane delle forze
dissipative corrispondano ad un attrito lineare:

diss .
Q;v, )= - Z Hh, kK
k=1

e la matrice p soddisfa la seguente proprieta: esiste pg > 0

Z Eh,kERER 2> Ho Zfi
h=1

h,k=1

per ogni £ € R™. In queste condizioni risulta

n

P () < —po Y di.
h=1

Dette q(t; qo,4Go0) € 4(¢; qo, go) la posizione e 'atto di moto al tempo ¢ conseguenti
al dato iniziale (qo, go), si definisca la funzione

ﬁ(qo,do)=/0 dsE(q(s; q0,40)), 4(5; 905 Go))-

Se il punto ¢* ¢ un minimo isolato per il potenziale, la funzione £ soddisfa le
condizioni della definizione di funzione di Liapunov, con la iii) nella versione raf-
forzata iii’). Per controllarlo basta usare gli stessi argomenti usati nella prova della
Proposizione 5.1. Pertanto, in presenza di attrito lineare, si ha, oltre alla stabilita
dei punti di minimo, la stabilita asintotica dei minimi isolati.

Osservazione 3: La condizione necessaria affinché il potenziale abbia un minimo

nel punto ¢* & che risulti
8U< )
a3 \q)=Y
Iqn,

condizione assicurata dall’ipotesi che ¢* sia una configurazione di equilibrio. Una
condizione sufficiente & che la matrice Hessiana di U in ¢*, B di componenti

02U
0qnOqy,

*

(¢")

bnk =
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sia definita positiva. Pertanto la verifica della stabilita di una posizione di equi-
librio & anch’essa ridotta al controllo di una semplice condizione sugli autovalori
della matrice B.

10.6 Piccole oscillazioni.

Sia ¢* una configurazione di equilibrio stabile. Come nel caso unidimensio-
nale discusso nel Capitolo 5, la stabilita assicura che, a patto di scegliere una
configurazione iniziale sufficientemente prossima a ¢* e un atto di moto iniziale
sufficientemente piccolo, il moto si svolge in un intorno arbitrariamente piccolo di
q*, con atto di moto arbitrariamente piccolo.

Supponiamo che la stabilita della posizione di equilibrio ¢* sia conseguenza del
fatto che la matrice B ¢ definita positiva. Sia € > 0 la dimensione dell’intorno nel
quale il moto si svolge. Se il potenziale e dotato di derivate terze limitate in tale
intorno, per ogni ¢ tale che |¢ — ¢*| < ¢ si ha

1 n
Ulg) =5 h%; b (an — a;)(qx — ) + Ru(q),

con

|Ru(q)| < Ke°.

In modo analogo, si ha

1 n
=5 > ank(g )k + Rr(n, q),
hok=1

con
|Rr(n,q)| < Ke*.

Pertanto, posto yx = qx — ¢, € (» = Un, la Lagrangiana L ¢ approssimata, a meno
di termini di ordine % dalla Lagrangiana

1 n
L(¢,y) = =3 Z ank(q")Cnlr — 5 Z bh,kYnYi- (10.52)

h,k=1 h k=1

La Lagrangiana L ¢ quadratica nelle 3 e nelle ¢ ed in conseguenza di cio, le equa-
zioni del moto risultano lineari.

Le equazioni di Lagrange corrispondenti a L sono la linearizzazione delle equa-
zioni di Lagrange corrispondenti ad L.
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E consuetudine, nelle applicazioni, sostituire ad L la Lagrangiana L, detta
Lagrangiana delle piccole oscillazioni. Occorre pero rilevare che, tale sostituzione
non necessariamente conduce ad una buona approssimazione del moto effettivo del
sistema.

Anzitutto chiariamo cosa si intende con buona approssimazione. Per la stabilita,
il moto effettivo del sistema si svolge in un intorno di raggio € di ¢* con atto di
moto di ordine €. Pertanto, ad ogni istante ¢ risulta

lg(t) —q"| < Ce,  In(t)] < Ce.
D’altra parte la linearita delle equazioni delle piccole oscillazioni assicura che
ly(t)| < Ce,  [C(t)] < Ce.

Essendo entrambi i moti di ordine ¢, I’affermazione che il moto effettivo e le piccole
oscillazioni differiscono per termini di ordine € non é significativa relativamente alla
bonta dell’approssimazione del moto effettivo con le piccole oscillazioni. Infatti,
se si considerasse I’approssimazione data dalla quiete in ¢* in luogo delle piccole
oscillazioni, si otterrebbe una conclusione simile. E chiaro che una informazione
piu significativa e quella sull’errore relativo, cioé una stima del tipo

lq(t) —q* —y(t)| < CP, |n(t) — ¢(t)] < CeP,

con 3 > 1, che assicura un errore relativo di ordine e”~!. Si ¢ visto nel Capitolo
5 che una tale stima si puo effettivamente ottenere, uniformemente nel tempo, in
presenza di forze dissipative, mentre in assenza di tali forze si mostra facilmente
che una stima di questo tipo e valida per intervalli di tempo limitati ed a patto
di prendere dati iniziali opportunamente vicini a (¢*,0), mentre non & provato che
essa vale per intervalli di tempo arbitrari. Non vi & pertanto una giustificazione
rigorosa alla sostituzione di L con L nel caso conservativo. Tuttavia, nella pra-
tica, piccole dissipazioni sono sempre presenti nei sistemi meccanici e in effetti la
considerazione della Lagrangiana delle piccole oscillazioni conduce spesso a buoni
risultati.

Il vantaggio principale dello studio delle piccole oscillazioni consiste nel fatto
che in corrispondenza della Lagrangiana L le equazioni di Lagrange si riducono ad
un sistema lineare del quale siamo in grado di fornire una soluzione esplicita, una
volta diagonalizzate simultaneamente la matrice B e la matrice A di componenti
an,k(¢*). Il procedimento per ottenere tale soluzione & basato sul seguente risultato
valido per le matrici simmetriche e definite positive:

Teorema 10.18: Sia B una matrice n X n simmetrica, cioé
(z,By) = (y, Bx), Va,y € R,
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dove (x,y) denota l'usuale prodotto scalare in R™,

(2,y) = inyzw
i=1
e definita positiva, cioé tale che esiste u(B) > 0 in modo che risulti
(z,Bx) > u(B)(x,x), VreR"
Allora esiste una base ortonormale di autovettori {v(i), i=1,...,n} di B,
Bo® = A0y
con XD > 0,0 =1...,n soluzioni (non necessariamente distinte) dell’equazione

secolare
det(B — M) =0.

Esiste inoltre una matrice ortogonale J tale che

v = Je;,
{ei,i=1,...,n} essendo la base naturale di R™ e
A0 L0
(2)
JBJT — A A= 0 A 0 7
0 0 ... A

Dim. L’insieme S = {z € R" | (z,z) = 1} & compatto ¢ la funzione su R”
f(z) = (z, Bx)
¢ continua su S. Esiste pertanto il suo massimo in S. Sia

=
M= e

e sia v(1) un vettore di S tale che
f(v(l)) =\,
AW ¢ un autovalore di B e v(!) un autovettore corrispondente a tale autovalore.
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Infatti, detto w un qualsiasi elemento di S ortogonale a v(1), (w, v(l)) =0, per
ogni 6 € [0, 27] il vettore

2(0) = v cos 6 + wsin O
¢ in S. Pertanto
©(0) = (2(0), Bx(0)) = cos® vV, Bu™) 4 2sin 0 cos (w, BvM) + sin? 0(w, Bw)

ha un massimo in § = 0. Per ottenere ’espressione di ¢ si ¢ usata la simmetria di
B. Risulta:
0=¢'(0) = 2(w, BuV).

In conseguenza Bv(1) & ortogonale a w per ogni w ortogonale a v(!). Esiste quindi
a € R tale che
Bv® = av®,

Ma
A = (U(l),Bv(l)) - (U(l),av(l)) .

e quindi risulta provato che A1) ¢ il massimo autovalore e v¥) un autovettore

corrispondente. Posto u(®) = v scegliamo u®, ..., u(™ in modo che {u(i) 1=
1,...,n} sia una base ortonormale e poniamo

T3 = W),

In modo tale che la matrice J1) trasforma la base {e;,i = 1,...,n} nella base
{u® i=1,...,n}. La matrice

BW = jWB(JNHT
& simmetrica e definita positiva, in quanto
(2, BV ) = (/D) T, BUM) @) = u(B)((JV) 2, (JV) 2) = p(B)(, ).
Essa ha per componenti
(1) Z Jz(,ll Bth(l) Zu(z) ZBhku (i),Bu(j)).
k=1 h=1

Pertanto ‘
Bi(ll) = (U(l),Bu(l)) = )\(1)52',17

B%) _ (u(l),BU(j)) _ (u(j),Bu(l)) = )\(1)(51,j.
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Quindi la matrice B() ¢ della forma

by (AD 0

con BM) matrice (n—1)x(n—1) simmetrica e definita positiva, in quanto restrizione
di BM ad un sottospazio (n — 1)-dimensionale, ortogonale a v(1).

Il procedimento appena esposto pud essere iterato. Applicato a B! permette
di costruire un A®) ed un corrispondente autovettore v(?), e quindi una matrice
J@ che trasforma B® in B@ della forma

2 A2 0
B()_(O B® )

con B®) matrice (n —2) x (n — 2) simmetrica e definita positiva. Procedendo
allo stesso modo si perviene quindi alla costruzione di una base ortonormale di

autovettori {v(? i =1,...,n}. Posto J;; = (v(?);, risulta
JBJT Z thBthJk—Z’U()ZBhk’U (l),B’U(J)):A(z)(S”:A”
h,k=1 h=1

Questo conclude la dimostrazione del teorema, in quanto lesistenza di v(¥) non
nullo che soddisfa ’equazione agli autovalori

Bou® = 10y
& equivalente alla condizione
det(B — A1) =0
a

Corollario 10.19: Sia B una matrice simmetrica e definita positiva. FEsiste
un’unica matrice simmetrica e definita positiva, che si denota con BY/? tale che

B = B'Y/?B1/2,

Dim. La matrice

(A()1/2 0 0
A2 — 0 (A@Hrz 0
0 0 ey
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& ben definita in quanto tutti gli autovalori A(¥) sono non negativi. Inoltre, posto
B1/2 —_ JTA1/2J,
la matrice B'/2 ¢ simmetrica e definita positiva ed inoltre risulta
BY2BY2 = JTNV2JJTAY2 ] = JTAY2AY2 ) = JTAJ = B.
O

Corollario 10.20: Siano A e B due matrici simmetriche e definite positive. Al-
lora esiste una base “ortonormale” di “autovettori simultanei” delle due matrici,
nel senso che esiste una base {v(i), t=1,...,n} ed n numeri reali positivi, non
necessariamente distinti, che risolvono il “problema agli autovalori”

Bo® = A0 40

con ) )
(U(Z), A’U(])) = 51]

Gli autovalori sono soluzioni dell’equazione “secolare”
det(B — AA) = 0.
Inoltre esiste una matrice non singolare J tale che

JBJT = A, JAJT =1.

Dim. Poiché A & definita positiva, tale &€ anche A~! e quindi & ben definita per il
Corollario 10.19 la matrice A~'/2. Si ponga

B=A"Y2BAT1/2,
La matrice B & simmetrica e definita positiva, in quanto

(iﬂ,BiL’) — (x,Afl/QBAfl/Q:L.) _ (A71/2$,BA71/2(£)
> W(B)(A™ e, A ) = u(B)(a, A™) > u(B)u(A) ().

Esiste pertanto una base ortonormale di autovettori della matrice B, {w(i), i =
1,...,n} e n numeri positivi A tali che

Bu® — A\Dp®
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e cioe

A"12BA=1/24p®) —= 2D, ()

Posto
@ = A_l/Qw(i),
si ha
A28, — 2@ g1/2,,(9)
e quindi

Bo® = \® 4,®

Risulta inoltre

(v, AWy = (A2 AAY 29Dy = (A=Y 2p(0) AT/209))

= (w®, A7Y2AY2p D) = (@ w0 = Sije
Esiste infine una matrice ortogonale .J tale che

JBJ' = JATV2BATYRJT = A,
Posto J = JA~Y/2 ne consegue che
A=JBJ"

ed anche - ~ o
JAJT = JATYV2AA7V2 T = JJT =1.

I numeri A sono soluzioni di
0= det(B — A1) = det[A™3(B — XD A)A™1/2] = det(B — XD A) det(A™1).
Questo conclude la dimostrazione del Corollario 10.20. O

Osservazione: Labase {v(") i = 1,...,n} & ortonormale rispetto al prodotto scalare

<,y >= (z, Ay).

Applichiamo il Corollario 10.20 allo studio della Lagrangiana L. Si ponga
(=J"z y=J'¢

Si ha
(CAQ) = (JT2, AT 2) = (2, JATT 2) = (2, 2),

(y. By) = (JT&, BITE) = (€, JBITE) = (€, A¢),
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Nella nuova base la Lagrangiana L diviene

£(2,6) = 5(5.7) - 5(6,A9).

Wi =V )\(7‘)7
le equazioni di Lagrange si scrivono

& +wi& = 0. (10.53)

Posto

Siano ¥ e ¢(© i dati iniziali. Si ponga
0 = (T, €O = (), (10.54)
Le soluzioni di (10.53) sono
&i(t) = ay coslwit + @],

con
(0)y2 (0)
_ (0) (z) o %
Q; = (52 )2 + —u_)? 5 Vi = arctan m (1055)

uindi le soluzioni delle equazioni di Lagrange per L sono date da
grang
yi(t) = Z Jgjaj cos|wjt 4 @;]. (10.56)
j=1

Si ¢ allora dimostrato il seguente

Teorema 10.21: Sia L una Lagrangiana quadratica, della forma

— 1 ¢ 1O
L(n,q) = 5 > an gk — 5 > bnkgna,
k,h=1 k,h=1

con ap ke by i costanti che rappresentano le componenti di due matrici, A e B,
simmetriche e definite positive. Allora esistono n numeri reali positivi w; ed una
matrice J non singolare, tale che le soluzioni delle equazioni di Lagrange associate
ad L sono date dalle (10.56), con «; e @; dati dalle (10.55), che dipendono dai
dati iniziali y© e () mediante la (10.54).

Il precedente Teorema mostra che le piccole oscillazioni di un sistema nell’intornofj
di una posizione di equilibrio stabile sono una combinazione di n moti armonici
con frequenze w;, dette frequenze caratteristiche o frequenze proprie, con ampiezze
«; e con fasi ;. Le coordinate &; costruite per diagonalizzare simultaneamente
le matrici A e B sono anche dette modi normali e il precedente risultato afferma
che li-esimo modo normale € un moto armonico di frequenza l'i-esima frequenza
propria, w;
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11. Moto dei corpi rigidi.

11.1 Cinematica del corpo rigido.

Un esempio particolarmente importante di sistema vincolato e fornito dal corpo
rigido. Si tratta di un sistema di N punti materiali di masse m;, i =1,..., N, che
si muovono in modo da mantenere le loro mutue distanze costanti nel tempo.

Dette (" (t) € R®,i = 1,..., N, le coordinate di ciascuno dei punti materiali al
tempo t rispetto ad un riferimento inerziale Z, il vincolo di rigidita & rappresentato
dalle condizioni

20 (1) — 2D (D)2 = £2

2., i#j=1,...,N (11.1)
ove {; ; = {; ; denotano N (N —1)/2 numeri positivi fissati specificando le posizioni
occupate dai punti all’istante iniziale. Questo sistema € un modello per un corpo
la cui forma e dimensioni sono rilevanti ai fini del moto, per cui non & possibile
approssimarlo con un punto materiale, ma che durante il moto subisce deforma-
zioni che possono essere considerate trascurabili e pertanto la sua forma e le sue
dimensioni possono essere con buona approssimazione ritenute fisse. Abbiamo
anche schematizzato il continuo di materia che costituisce un corpo rigido con un
sistema costituito da un numero finito di punti materiali. Quest’ultima assunzione
non e indispensabile e le conclusioni che otterremo si estendono in modo ovvio ad
un corpo rigido continuo. Tuttavia essa fornisce una notevole semplificazione nelle
notazioni.

Il vincolo di rigidita ¢ un vincolo indipendente dal tempo che riduce i gradi di
liberta del sistema dagli originari 3N a soli n = 6 gradi di liberta. Per pervenire a
tale conclusione, cominciamo con l'osservare che le N(NN—1)/2 relazioni (11.1) sono
in generale piu di 3N. Quindi molte di loro sono necessariamente pleonastiche.
Per convincersi di cid, si considerino tre punti non allineati™V), che si pud supporre
senza perdita di generalita siano ("), (2 ed 2(®), e sia 7 il piano che contiene tali
punti. Fissato k > 3 ed assegnati i numeri ¢ ;, per ¢ = 1,2, 3, la posizione z (k)
del k-esimo punto ¢ individuata univocamente (a meno di una riflessione rispetto
al piano 7). Infatti, le relazioni

2™ — 2O =4, i=1,2,3
costituiscono un sistema di tre equazioni nelle tre incognite xgk), xék), xgk), la cui
matrice Jacobiana & non singolare perché i punti (), 2 ed 2®) non sono alli-

neati. Il punto z(*) & nell’intersezione di tre sfere, B; centrate nei punti z(* e di
raggi {j ;. L’intersezione contiene due punti, che sono simmetrici per riflessione

@) Essi certamente esistono a meno che i punti del corpo rigido non siano tutti disposti lungo

una retta. Ignoreremo per il momento tale situazione.

227



rispetto al piano 7. La scelta del semispazio cui z(¥) appartiene viene fatta una

volta per tutte all’istante iniziale. Quindi, date all’istante iniziale le distanze ¢; ;,
i,7 = 1,..., N, il vincolo di rigidita implica che & sufficiente conoscere ad ogni
istante successivo le posizioni dei soli tre punti (1), ) ed (3 per ricostruire le
posizioni di tutti gli altri punti, che pertanto soddisfano automaticamente le con-
dizioni (11.1) per i =1,...,N e j > 3. Le coordinate dei tre punti di riferimento
prescelti a loro volta non sono tutte tra loro indipendenti, in quanto esse devono
comunque soddisfare il vincolo di rigidita (11.1) con ¢,j = 1,2,3. La (11.1) in
questo caso rappresenta tre relazioni indipendenti cui devono soddisfare le nove
coordinate dei tre punti ™), 2 ed z®) e pertanto la configurazione del corpo
rigido € determinata da sei parametri reali, provando in questo modo che il numero
di gradi di liberta di un corpo rigido € n = 6.

X3

e
e

Mediante i tre punti ("), 2 ed 2 & possibile costruire un riferimento R
detto riferimento solidale al corpo rigido. Si assume l’origine del riferimento in
uno dei punti, ad esempio O’ = (1) e si fissa uno dei tre vettori di base, €} come
il vettore unitario parallelo a 2(2) — z(1) ¢ con lo stesso verso. Si sceglie quindi e
il vettore unitario perpendicolare ad €/ che & contenuto nel piano 7 e tale che z®)
si trovi nel semipiano positivo rispetto ad e}. Infine si sceglie e; come il vettore
unitario perpendicolare a 7 con direzione tale che la terna {e], e}, e5} sia una terna
levogira. Si denoti con R = {0, €], e}, e5} il riferimento cosi costruito.

Definizione 11.1: Si dice riferimento solidale il riferimento R ed ogni altro a
riposo rispetto ad esso.
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Il motivo di questa denominazione risiede nel fatto che, per costruzione, i punti
degli assi coordinati si mantengono a distanza fissa dai punti (1), 2(?) ed 2(®), cosi
come fanno gli altri punti del corpo rigido e quindi si puo immaginare il riferimento
R come un riferimento che si muove insieme con il corpo rigido.

Denoteremo con X, i =1,..., N le coordinate dei punti del corpo rigido ri-
spetto ad R. Il vincolo di rigidita comporta che tali coordinate rimangono costanti
a tutti i tempi. Diremo spazio solidale al corpo rigido l'insieme di tutti i punti
che hanno coordinate X rispetto al riferimento R costanti nel tempo. I punti del
corpo rigido per definizione sono punti dello spazio solidale. E perd conveniente
pensare a tutti i punti dello spazio solidale, indipendentemente dal fatto che sia
ad essi associata o meno una massa, come punti del solido. Naturalmente i soli
punti reali del corpo rigido contribuiranno alle quantita dinamiche.

Le relazioni tra le coordinate in due sistemi di riferimento in moto 1'uno rispetto
all’altro, sono state ottenute nel Capitolo 1, equazione (1.13). Denoteremo con A(t)
la matrice le cui righe sono le componenti dei vettori della base {e] (t), e5(t), e5(¢)}
associata al riferimento solidale R nella base {e1, 2, e3}, cioe

3
e'ﬁ = Z Aga(t)ea.
a=1
La matrice A(t) & una matrice ortogonale per ogni tempo t,
AB)AT(t) = AT (H)A(t) =1. (11.2)

Se X sono le coordinate di un punto dello spazio solidale e z(t) le coordinate di
tale punto rispetto al riferimento inerziale Z al tempo ¢, si ha

3
Ta(t) =200 (t) + > Aap(t)Xs, a=1,....3.
B=1
o anche, in notazione matriciale
2(t) = 2O (t) + A1) X. (11.3)

La (11.3) & un caso speciale della (1.13) in quanto le coordinate X del punto dello
spazio solidale sono costanti nel tempo.

La (11.3) mostra che il moto di ogni punto del corpo rigido & noto quando &
noto il moto di un punto fissato O’ e la funzione ¢ — A(t). Le coordinate del punto
O’ sono tre parametri indipendenti. La matrice ortogonale A ¢ caratterizzata da
altri tre parametri, per individuare i quali ¢ utile il seguente

Teorema 11.1(Eulero): Sia A una matrice 3 x 3 ortogonale, non coincidente
con lidentita, tale che la base {€}, €5, €4} costituita dalle righe della matrice A sia
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concorde con la base {e1,es,e3}. Allora esiste un vettore unitario u che é un punto

fisso per A, cioé tale che
Au = u. (11.4)

FEsistono inoltre una matrice ortogonale J ed un numero reale ¢ € [0,2m) tali che

1 0 0
JIAT =10 cosg —sing
0 sinp cose

Dim. Ricordiamo che, essendo A ortogonale,
1 = det(AAT) = (det A)?.

Quindi det A = £1. Essendo le basi {e1, ez,e3} e {€], €}, e5} entrambe levogire,
deve essere
det A =1.

La dimostrazione della (11.4) ¢ ricondotta allo studio del problema agli autovalori
Au=Xu, uc C*, N€C, u#0. (11.5)

Poiché u puo avere componenti complesse, introduciamo il prodotto scalare

3
(m,y) = Z Talas
a=1
con T complesso coniugato di z. A & una matrice reale, per cui si ha
3 3 3 3 3 3
(l‘, Ay) = T Aa BYs = Ys Agaia = Ys ATal'oz = (AT:L',y).
B
a=1 B=1 p=1 a=1 f=1 a=1
Pertanto se u risolve il problema agli autovalori,
(u,u) = (u, AT Au) = (Au, Au) = | A (u,u),

che comporta
Al =1.

L’equazione secolare per il problema (11.5) & un’equazione di terzo grado in A che
quindi ammette certamente una soluzione reale A; e due soluzioni complesse tra
loro coniugate Ay e A3 = Ao, oppure tre soluzioni reali. Nel primo caso

1=detA = )\1)\2)\3 = )\1‘)\2|2 = /\17

230



e quindi la (11.4) & dimostrata. Nel secondo caso, essendo |\;| = 1, vi possono
essere le seguenti situazioni:
1) tutti gli autovalori sono uguali ad 1: A coincide con 'identita, contro I'ipotesi;
2) tutti gli autovalori sono uguali a —1: A coincide con l'opposto dell’identita,
contro la condizione che il determinante sia positivo;
3) due degli autovalori sono 1 ed uno —1, contro la condizione che il determinante
sia positivo;
4) un autovalore € 1 e due —1 e quindi la (11.4) & dimostrata.
Lo stesso argomento mostra che A = 1 &€ un autovalore semplice e quindi € unico,
a meno di una costante moltiplicativa, il vettore u soluzione della (11.4). D’altra

parte risulta
Au = Xu

e quindi anche
Au+ 1) = Mu + ).

Pertanto esiste una soluzione reale di (11.4), a meno di una costante moltiplicativa
reale. Usando tale arbitrarieta si puo scegliere v di modulo unitario.
Sia {w™,w® w} una base qualsiasi base ortonormale con w(!) = v e sia .J

la matrice
Jap = (W)

La matrice J, anch’essa ortogonale, trasforma la base ortonormale {eq, €2, €3} nella
base ortonormale {w™, w® w(®} e la matrice A nella matrice

o7 (1 Q
A_JAJ—<0 A),

con A matrice 2 x 2 ortogonale con det A=1.
Ogni matrice A 2 x 2 ortogonale con determinante det A = 1 si puo scrivere

nella forma
A, = [COs¢¥ —sing
= \sing cosg )’

con ¢ € [0,2m). Infatti, le condizioni di ortogonalita sono:

Afy+AT, =1, A3 +A3,=1, ApiAor+A1aAss =0,
Per le prime due condizioni, esistono 1,1 € [0, 27), tali che

A1 =costpy, Arp = —sinthy, Ayt = costha, Aoa = sines,
mentre la terza condizione diventa

cos 11 o8y — sin 1y sin by = cos(ve + 1) = 0,

231



che implica 1y = 7/2 — 1.
Questo conclude la dimostrazione del Teorema.

Per interpretare il risultato del teorema di Eulero, supponiamo v = e3 e che
O’ = 0. Si ha allora
€] = cos e + sin pey,
€y = —sinye; + cos pea,

63 = €3.

Quindi la base {e], e, e5} si ottiene dalla base {e1, ea, e3} ruotando gli assi intorno
all’asse per O’ parallelo ad ez di un angolo ¢. Per tale motivo, in generale diremo
che A & una rotazione intorno all’asse per O’ parallelo ad w.

Ogni matrice A ortogonale, con det A = 1 si ottiene attraverso tre rotazioni
successive, i cui angoli di rotazione sono detti angoli di Eulero. Per illustrare tale
fatto si consideri la figura che segue, che corrisponde al caso O’ = O.

)63

Angoli di Eulero.

L’angolo 0 € [0, 7], detto angolo di nutazione, & 'angolo tra es ed e, contato
positivamente nel verso levogiro.

Si definisce linea dei nodi’'intersezione dei piani coordinati z1xs ed X1 Xo. Essa
¢ ben definita se 6 £ 0, 7. Sia n il versore parallelo alla linea dei nodi, diretto nel
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semipiano (rispetto alla retta X5) che contiene €.

L’angolo ¢ € [0,27), detto angolo di precessione, & 'angolo tra e; ed n contato
positivamente nel verso levogiro.

L’angolo ¢ € [0,27), detto angolo di rotazione propria, & 'angolo tra n ed €}
anch’esso contato positivamente nel verso levogiro.

Le componenti del vettore unitario n nella base {e],eh, e5} sono date dalla
relazione

n = costpe] — sinpel,.

Detto v il vettore unitario nel piano X; X5 ortogonale ad n, e quindi tale che

v = sinye] + cos ey, (11.6)
si ha

e3 = cos fey + sin fv
e quindi

e3 = sin sin fe| + cos 1 sin Oely + cos Oe. (11.7)

E chiaro che la base {e1, e, e3} ¢ trasformata nella base {¢e}, e}, ex} mediante
) ’ 1>%2,%3
la seguente successione di rotazioni:
1) Una rotazione intorno all’asse e3 di angolo ¢,

cosp —singp 0
Aes(p) = | sing  cosp 0
0 0 1

che porta e; a coincidere con la linea dei nodi.
2) Una rotazione di angolo 6 intorno alla linea dei nodi

1 0 0
A(@)=1|0 cosf —sind
0 sinf cosf

che porta ez a coincidere con ej.
3) Una rotazione di asse e5 ed angolo 9,

cosy —siny 0
A, ()= | sinyy cosyp O
0 0 1

che porta n a coincidere con €.

I1 risultato di tali successive rotazioni ¢ la matrice

A(97 é, ¢) = Ae, (SO)ATL(G)AEQ (¢)
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tale che

3
€a ZAQB(97¢a w)e,/@
B=1
E immediato controllare che
A9, 0,¢) =
coscosp —cosfsinysing —sinycosp —cosfcosysing  sinfsing
=| cosysing + cosfsinypcosp —sinysing + cosfcospcosp —sinfcosy |,
sin 6 sin v sin 6 cos v cos @

che fornisce un altro modo per ottenere la (11.7).

La trasformazione che ad ogni matrice ortogonale A con det A = 1 associa gli
angoli di Eulero & ben definita ed invertibile con l’esclusione dei valori § = 0 e
0 = m, in corrispondenza dei quali la linea dei nodi e quindi gli angoli ¢ e ¥ non
sono determinati. Si osservi tuttavia che in questi casi solo la somma dei due
angoli e rilevante ed essa & ben definita.

Le considerazioni precedenti mostrano che la configurazione di un corpo rigido &
completamente determinata quando siano assegnati un suo punto O’ e gli angoli di
Eulero v, 0, ¢ del riferimento solidale R rispetto al riferimento inerziale Z. In molti
casi risulta conveniente scegliere come punto O’ il baricentro del corpo rigido. Nel
seguito adotteremo quindi le sei coordinate Lagrangiane costituite dagli angoli di
Eulero e dalle coordinate di O’ rispetto ad Z.

Velocita in un moto rigido.

Il vincolo di rigidita € un vincolo indipendente dal tempo e quindi le velocita
virtuali di ogni punto del corpo rigido coincidono con le velocita possibili. Esse
possono essere caratterizzate ricordando che tutti i punti del corpo rigido, in con-
seguenza del vincolo di rigidita, sono a riposo rispetto al riferimento R e quindi la
velocita di ogni punto P coincide con la velocita di trascinamento del riferimento
R in P. La (1.18) ottenuta nel Capitolo 1, implica allora che la velocita vp del
punto P & data dall’espressione

—
vp =vor +wAO'P, (11.8)

dove w ¢ il vettore velocita angolare del riferimento R rispetto ad Z, che sara
denominata, in questo contesto wvelocita angolare del corpo rigido. Essa e data da

3 3

1 X T

wi =g E €ijkldin, Ak = E Aig Ay
k=1 =1

Sostituendo ’espressione di A precedentemente ottenuta, in termini degli angoli
di Eulero, un calcolo piuttosto lungo fornisce le relazioni tra le componenti di w
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e le derivate temporali degli angoli di Eulero. Un modo pid semplice di ottenere
tali relazioni e quello che segue. Se la matrice A ¢ della forma

cos¢ —sing 0
A= | sing cos¢p O]},
0 0 1

con ¢ funzione differenziabile del tempo, la matrice A & data da
-1

A=¢ 0
0

O = O
o O O

e quindi il vettore w & dato da

W= (0705¢) = ée?ﬂ

La matrice A ¢ il prodotto di tre matrici della forma precedente. Inoltre, se
A= A1A2A37 (§ Az = AZA?, risulta
A=A AgAsATATAT + Ay AgAsATATAT + Ay AgAsAT AT AT
= Ap + A A AT + A AL ASAT AT,
In conseguenza _ _
w = pe3 + On + pes.

Ricordando le espressioni (11.6) e (11.7) di n ed e3 si ottiene

w =tpely + 0(coshe) — sintpel) 4 p(sin ) sin e} 4 cos 1 sin fely + cos Hel)
=(psinesin b + 0 cosh)e) + (¢ cossind — Osin)el + () + ¢ cosb)ely
Denotate con Q,, a =1,...,3 le componenti del vettore w nella base {e], €, 5},

si ha .
Q1 = psinysinf + 0 cos

Qs = pcostsinf — O sin (11.9)
Q3 = ) + ¢ cosb.

Un’altra importante relazione che sara utilizzata nel seguito ¢ quella che esprime
la derivata temporale dei vettori della base {e], 5, €4} in funzione di w. 11 vettore

—
e’ (t) coincide con il vettore O'P,, con P, il punto a distanza unitaria posto lungo
lasse X,. Usando la (11.8) per tale punto si ha

7
vp, =vo +wAO'P,.
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Pertanto

dt “
e quindi

!/

%ea:w/\e;, a=1,...,3.

11.2 Dinamica del corpo rigido.

Principio dei lavori virtuali.

d d =7 ~5
—e ——tOPa:vpa—vo/:w/\OPa

(11.10)

Per poter applicare allo studio del moto di un corpo rigido i risultati sui sistemi
vincolati, occorre verificare che il vincolo di rigidita € un vincolo ideale e cioe

soddisfa il principio dei lavori virtuali.

E naturale assumere che le reazioni vincolari che realizzano il vincolo di rigidita

soddisfino il principio di azione e reazione, e cioe che la reazione vincolare fl-(v)
esercitata sul punto P;, ¢ = 1,..., N sia somma di quelle che eserciterebbe ciascuno

dei punti del corpo rigido,

Z 8

e con = 0 e per ogni coppia i,j con j # i

l—?'L

F0 D, 29) = 2ol — 2O — 2),

con Aj; = Aj—j.
In questa ipotesi, la potenza virtuale si annulla. Infatti

N

PO =37 f. ZN:% £ (20, 20)

i=1

=1 i>j=1

Le velocita possibili in ogni atto di moto rigido sono

Upl, = Vo + w A (.T(’L) — IO/).
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Sottraendo I'espressione di vp; da quella di vp,, si ha

vp, —vp; = WA (x(i) —x(j)).

Pertanto
plv) — Z Ajﬂ'(|x(l) — 2w A (2@ — 2Dy (20) — 20)) = 0.
i<j=1

Un modello del vincolo di rigidita si costruisce in modo analogo al modello di
vincolo ad una curva visto nel Capitolo 9. Infatti, posto

v 1 a % 1 2
U@ — Sh 3 (|x()_x(1)|_gi7j> ’

ij=1

il modello di N punti materiali liberi, soggetti alle forze di energia potenziale U (")
e a una forza esterna di energia potenziale inferiormente limitata, si comporta, nel
limite g — 0 come un corpo rigido. Infatti, la conservazione dell’energia implica
che ad ogni istante

|2 — ()] — il < Cpu~ /2

e quindi il vincolo (11.1) & verificato nel limite g — 0. Non discuteremo la dimo-
strazione della convergenza, che ¢ molto simile a quella vista per il moto vincolato
ad una curva.

Energia cinetica di un corpo rigido.
Per ottenere le equazioni di Lagrange per un corpo rigido & necessario esprimere

I’energia cinetica
N
1 2
T=— miUp,
2 R
i=1

in funzione delle coordinate Lagrangiane (le coordinate del punto O’ origine del

riferimento solidale e gli angoli di Eulero del riferimento solidale rispetto al ri-

ferimento inerziale) e delle loro derivate temporali. Le due situazioni cui siamo

interessati sono:

1) Il punto O’ & scelto coincidente con il baricentro del corpo rigido

oppure

2) Esiste un punto del corpo rigido che mantiene velocita nulla a tutti i tempi
((corpo rigido con un punto fisso).

Caso 1: Nel primo caso abbiamo visto nel Capitolo 8 che ’energia cinetica si scrive

1
T = imvé + TG,
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dove

NJIr—l

Z ; _UG)Qv

e l'energia cinetica nel riferimento baricentrale,

¢ la massa totale,

1 .
(G) = — e (3)
T - Z m;x

& il baricentro del corpo e vg la sua velocita. La (11.8) implica
vp, —vg = w A (@ — (D),

Avendo scelto l'origine del riferimento solidale coincidente con il baricentro, il vet-
tore 2V — (%) ha componenti X\, a = 1, ..., 3 nel riferimento solidale. Pertanto
le componenti del vettore w A (z() — 2(%)) nella base solidale sono

wA (@D — 2 @), = x5 — x5,
[w A (x(i) () o = Q3X (z) QlX'g(,Z),
[wA (@D — 23 = le; D ,x(.

Si ha pertanto
. AN 2 . AN 2 . N 2
(vr, = v6)* = (22X = @ X{") "+ (QuX1) - 2 X{7) "+ (2uxf) - x()

Esplicitando i quadrati e sostituendo nell’espressione dell’energia cinetica rispetto
al baricentro, si ottiene quindi

3
1
Te =5 ;11(159(195 (11.11)

dove la matrice I, detta matrice d’inerzia rispetto al baricentro, ha la seguente
espressione:

N N 3
1=1

i=1 y#a=1
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N
Iog=—> mXPXP, a#p=1..3
=1

La quantita I, ¢ detta momento d’inerzia rispetto all’asse e, mentre per «a # 3
la quantita I, g & detta prodotto d’inerzia rispetto agli assi e/, ed e’ﬁ.

La matrice d’inerzia I ¢ determinata esclusivamente in termini delle masse del
corpo rigido e delle coordinate dei punti del corpo rigido rispetto ad un riferimento
solidale. In conseguenza essa non varia nel tempo e puo essere calcolata quando
siano assegnate le posizioni iniziali dei punti del corpo ed il riferimento solidale.

La definizione di T¢ e l'espressione (11.11) mostrano che la matrice d’inerzia I
¢ simmetrica e non negativa, anzi ¢ definita positiva in quanto vp, = 0 per ogni
1 =1,...,N se e solo se w = 0. Pertanto, in conseguenza del teorema sugli auto-
vettori di una matrice simmetrica e definita positiva visto nel Capitolo 10, esiste
una base {h, ha, h3} di autovettori per tale matrice. Tale base & detta base prin-
cipale d’inerzia. Poiché I non dipende dal moto, la base {hq, ha, h3} non dipende
anch’essa dal moto e quindi essa ¢ una base solidale come la base {e], e}, e5} del
riferimento solidale. Non vi e quindi perdita di generalita nell’assumere che la base
{€], e}, et} sia essa stessa una base principale d’inerzia e in tal caso il riferimento
solidale R e detto riferimento principale d’inerzia. E spesso usata anche la deno-
minazione di base o riferimento centrale di inerzia per sottolineare che si ¢ fissata
l'origine del riferimento solidale nel baricentro x¢ del corpo rigido.

Avendo assunto che R sia un riferimento principale d’inerzia, ed avendo de-
notato con I,, a = 1,...,3 gli autovalori di I, 'espressione dell’energia cinetica
rispetto al baricentro diviene

1
Ta = [L,QF + Q3 + ;03]
e quindi ’energia cinetica e

1 1
T = Emvé +5 (197 + 1,93 + 1303] .
Ricordando le espressioni (11.9) delle Q,, si ha quindi la desiderata espressione
dell’energia cinetica in funzione delle coordinate del baricentro, degli angoli di
Eulero e delle loro derivate:

T= %mvé + %Il {Lpsinz/}sine + écoswr + %Iz [gbcosz/JsinH — H'Sinz/)}2
1 . 2
+ 5[3 [1/} + gbcos@} .
(11.12)
Una semplificazione di tale espressione si ottiene quando i due autovalori I; ed

I5 della matrice d’inerzia relativa al baricentro coincidono, caso in cui si dice che il
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corpo rigido & un giroscopio. Questo accade di solito quando la distribuzione delle
masse nel corpo rigido ¢ simmetrica rispetto a rotazioni intorno all’asse passante
per il baricentro e parallelo ad e} Tale asse & detto asse giroscopico. Utilizzando
tale circostanza, la (11.12) si riduce a

1 1 . 1 . 2
T=md+5h [gbz sin® 0 + 02} +51 [w + <pcose] . (11.13)
Le componenti Lagrangiane delle forze attive, dipendendo dalla configurazione
e dall’atto di moto, possono sempre esprimersi in funzione delle coordinate del
baricentro, degli angoli di Eulero e delle loro derivate. Una volta ottenute tali
espressioni, si perviene pertanto alle equazioni di Lagrange per in corpo rigido.

Caso 2: Sisupponga di aggiungere al sistema 1’ulteriore vincolo ideale indipendente
dal tempo che fissa la posizione di un punto del corpo rigido. E facile convincersi
che tale vincolo si puo realizzare con un modello di vincolo del tipo discusso in
precedenza.

In questo caso si pud assumere che il punto O’ sia il punto fisso e non vi &
perdita di generalita nello scegliere O’ = O. 1l sistema in tal caso ha soli tre gradi
di liberta e la configurazione del sistema ¢ univocamente individuata dai tre angoli
di Eulero. Tutte le espressioni derivate in precedenza si estendono a questo caso,
in quanto, pur non essendo O’ coincidente con il baricentro, esso ha velocita nulla
e quindi ’energia cinetica si riduce a

1
T = 5;1%2 [w/\xi]z.
Si ottiene quindi
3
1 0)
T=3 > 17205 (11.14)

a,f=1

ove la matrice d’inerzia I(©) ¢ relativa al punto fisso O invece che al baricentro.
Essa puo essere immediatamente calcolata, quando sia nota la matrice I relativa
al baricentro. Calcoliamo ad esempio I 1.

N
[0 % %
IO =" ma | ()2 + (x)?] =
i=1

N

i G i G G G
=3 ma [(xX87 = xEM)2 4 (x4 = XEDP2] o [ 4 (x§)?] +
1=1
al ) G G i G G
+2 e [(X5) = X)X+ (xf) - x{) X9
i=1
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L’ultimo termine & nullo per definizione di baricentro e quindi si ottiene
09 =1+ 49,
essendo ) - -
Ly =m [(Xz )2+ (X5 )2}

il momento di inerzia rispetto all’asse €] che si otterrebbe se tutta la massa m del
corpo rigido fosse concentrata nel baricentro. Una relazione analoga si ottiene per
i prodotti di inerzia e in conclusione si ha il seguente

Teorema 11.2 (di Huygens-Steiner): Se I denota la matrice d’inerzia relativa
al baricentro ed I9) quella relativa all’origine O, vale la sequente relazione:

10 = [+ [O),

con IS la matrice di inerzia rispetto ad O corrispondente ad un sistema avente
tutta la massa m concentrata nel baricentro G.

Assumendo che la base del riferimento solidale sia una base principale d’inerzia
rispetto all’origine, I’energia cinetica si scrive allora

. 2 . 2
T = %{_fl [¢Sinwsin9+9005¢] + I [gbcoswsinﬁ—esinw} +
) (11.15)
+ I3 [¢+gbcos€} }

Espressione del Momento angolare.
E’ utile per gli sviluppi successivi considerare il momento angolare K¢ rispetto
ad un polo arbitrario @, definito come

N
Ko =Y mi(a — 2(@) Ao,
=1

Siamo interessati ad un’espressione di K¢ in funzione della velocita angolare
nei casi Q) = G oppure vg = 0. Otterremo tale espressione nel caso () = G, mentre
I’altro caso € pit semplice. Omettiamo l'indice @) per semplicita.

K= Zm (2 — 2 @)y A = Zm (2 — 2 ) A (D —0g)

=1

N
= Z mi(z® — 2 OYA [w A (2D — 2(D)).
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Usando l’identita
. . . 2 . .
(@D — @) AfwA (2D — 2] = ’xm _ m(G)‘ w—[(z9 — (@) . w] (D — 2,

dette K, le componenti del vettore K nella base del riferimento solidale {¢], ¢}, €4},
si trova immediatamente

3
Ko=) TnpQs, (11.16)
B=1

dove I ¢ la matrice d’inerzia rispetto al baricentro. Nel caso del moto con punto
fisso vale la stessa espressione con I matrice d’inerzia rispetto all’origine.

Lagrangiana del giroscopio pesante.

Supponiamo che il corpo rigido sia un giroscopio, che il punto fisso O appartenga
all’asse giroscopico e che sul corpo rigido agisca la sola forza peso, diretta lungo
e3, nel verso ad esso opposto:

fi = —myges.

La sua energia potenziale &

N
U= Zmigeg -2 = mges - 2(9).
=1

Sia ¢ la distanza del baricentro dall’origine (che appartiene all’asse giroscopico).
Si ha allora (%) = fe}. La definizione dell’angolo di nutazione implica

U=U(6) = mglcosb.

Quando il corpo rigido € un giroscopio, € immediato controllare, grazie al teorema
di Huygens-Steiner, che la matrice d’inerzia relativa al punto fisso O e diagonale
nella stessa base {e], e, e5} nella quale ¢ diagonale la matrice d’inerzia baricen-
trale; inoltre, gli autovalori corrispondenti ad €} ed €}, sono coincidenti. Pertanto
I’energia cinetica si riduce a

T:%{Il {¢2sin29+9'2} A [¢+¢cos9r} (11.17)

ed I, denota i momenti d’inerzia relativi all’origine.
Pertanto la Lagrangiana di un giroscopio pesante con un punto fisso apparte-
nente all’asse giroscopico &

. 1 . . 2
L(p, 1,0, 0,1,0) = 3 {Il {9'02 sin? 6 +92} + I3 [1/1 + <,bcos9} } — mgl cosf.
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Moto di un giroscopio pesante.

L’indipendenza della Lagrangiana dagli angoli ¢ e ¢ comporta due ulteriori leggi
di conservazione che, assieme alla conservazione dell’energia, consentono un’analisi
qualitativa del moto del giroscopio pesante simile a quella condotta per i sistemi
unidimensionali e per i moti centrali. Dalle equazioni di Lagrange infatti segue
che

% = Ilsbsin29+fg(¢ + pcosb)cosl
2
¢ oL

— = I3(th + pcosb

90 3(Y+ @ )

sono costanti nel tempo. Denoteremo con k3 e K3 i valori di tali costanti deter-
minati dalle condizioni iniziali. Si ha cioe

ks = I1¢sin® 0 + I3(¢) + ¢ cos ) cos 0 (11.18)

K3 = I3(1) + ¢ cosb). (11.19)
Dalla terza delle (11.9) segue allora che
Ky = I303. (11.20)

Essendo la base usata una base principale d’inerzia, questo comporta che la costan-
te K5 rappresenta la componente del momento angolare nella direzione es. E’
immediato controllare che k3 rappresenta la componente del momento angolare
nella direzione ez. Dalle (11.18) e (11.19) sia ha poi

ks = Kzcos + I ¢sin® 6. (11.21)

Ricordando inoltre che l'energia totale E ¢ data da
1 . . 2
E=T+U= 3 {11 [ng sin? @ + 92} + 1 [1/} + gbcos@} } +mglcosf (11.22)

ed usando la (11.19) possiamo eliminare la ¢ da (11.22), ottenendo la coservazione
dell’energia ridotta

1 .
E' = -1, |$?sin® 0 + 62| + mgl cos b, 11.23),
2

che differisce da F per un termine costante:
2

K3
E=F +—=.
+ 213
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Usando la (11.21) per ottenere

:kg—K30050 (11.24)
I, sin’ 6 '

e sostituendo in (11.23) otteniamo infine
1.

E' = 21102 + Ues5(0) (11.25)

con o2

ks — K.

Uers(0) = (ks = Ky cos9)” + mgl cos . (11.26)

21, sin® 0

La (11.25) contiene soltanto la variabile 6 ed ¢ formalmente simile all’equazione
che regola il moto di un sistema unidimensionale conservativo di massa I; e energia
potenziale Uy (#). Per il suo studio si pué quindi ricorrere ai metodi usati nel
Capitolo 4.

Notiamo subito una conseguenza dell’espressione del potenziale efficace. Suppo-
niamo di voler studiare il comportamento nel tempo dell’angolo 8 quando all’istantell
inizale si sceglie 6y = 0. In conseguenza di tale condizione si ha k3 = K3 e
Ugs£(0) = 0. La posizione # = 0 ¢ quindi una posizione di equilibrio. Inoltre

risulta
2

K
" (0) = =2 —mgt.
ef f( ) 41, g
Ricordando che K3 = 1383 si conclude che # = 0 & posizione di equilibrio stabile

se
4Iymgl

2 )
13

03 >

e cioe il giroscopio inizialmente posto con 'asse giroscopico parallelo alla verticale,
tende a mantenere tale posizione se 3, la velocita di rotazione intorno all’asse ef,
e sufficientemente grande. Quindi una rotazione sufficientemente grande attorno
all’asse giroscopico stabilizza la posizione di equilibrio 8 = Oche, in assenza di
questa rotazione, sarebbe instabile in conseguenza della forza peso.

Torniamo ora al caso generale. E’ piti conveniente usare, in luogo di 6 la variabile
u = cosf (11.27)
che varia nell'intervallo [—1, 1]. Usando la (11.25) si ottiene allora

2sin 0
I

w? = 6%sin? 0 = (E' —U.s4(0)) := f(u) (11.28)
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con

f(u) = (a = Bu)(1 —u?) — (a — bu)?, (11.29)
avendo posto
Oé_2E/ —2mg£ a—@ b—ﬁ
L L I I

La funzione u — f(u) & un polinomio di terzo grado in u ed & quindi ben definita
su R, sebbene ovviamente gli unici valori interessanti siano quelli assunti per u €
[—1,1], stante la (11.27). Poiché f(u) — +oo per u — oo, mentre f(£1) =
—(a Fb)? < 0, tranne che nel caso a = +b, si conclude che u — f(u) ammette
due radici reali u; ed ug possibilmente coincidenti nell’intervallo (—1,1) ed una
maggiore di 1. Detti 6; e 02 due angoli in (0, 7) tali che u; = cosb;, per i = 1,2,
dai metodi esposti nel Capitolo 4 segue che la variabile 6 oscilla periodicamente
tra i valori 61 e 65. Tale moto periodico dell’asse e} & detto nutazione, da cui il
nome dato all’angolo 6.
Una volta determinato 'andamento della variabile 6, la (11.24), che si riscrive
. a— bu
p=T (11.30)
permette di studiare l'andamento dell’angolo ¢ nel tempo. In particolare, se
lequazione a = bu non ammette soluzione in (up,uz), allora Pandamento di ¢
€ monotono.
Possiamo interpretare gli angoli # e ¢ come colatitudine e longitudine di un
punto sulla sfera unitaria che rappresenta l'intersezione dell’asse €% con tale sfera.
Il moto di tale punto ¢ allora del tipo mostrato nella prima delle figure che seguono:

Se invece 4 = a/b € (u1,us), allora, quando = § = arccos, risulta ¢ = 0
e quindi ¢ ha un istante di arresto e di inversione del moto che corrisponde alla
seconda delle figure precedenti, ove la traccia dell’asse e sulla sfera unitaria forma
dei cappi. Infine, se @ coincide con u; 0 uso, allora vi & ancora un istante di arresto,
ma senza inversione del moto e corrispondentemente la traccia dell’asse e sulla
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sfera unitaria presenta delle cuspidi, come mostrato nella terza delle figure prece-
denti. In ciascuno di questi casi il moto associato all’angolo ¢ si dice precessione,
cio che giustifica il nome dell’angolo ¢. Ricordando infine che il corpo rigido ha
una rotazione propria {13 intorno all’asse e} che ¢ costante per la conservazione di
K%, si pué concludere che il moto di un corpo rigido pesante é composto di una
nutazione, una precessione ed una rotazione propria.

Corpo rigido continuo.

Concludiamo questa discussione osservando che, se invece di assumere il corpo
rigido costituito da un numero finito di punti materiali, lo si fosse pensato come
un sistema continuo, tutte le considerazioni precedenti sarebbero state valide a
meno di piccole modifiche. In particolare, sia p(X) > 0 la distribuzione di massa
del corpo, nulla nei punti X che non fanno parte del corpo e sia dX l'’elemento di
volume nello spazio solidale. La massa totale e

m= [ plx)ix.

il baricentro e )
Xg = —/Xp(X)dX
m

ed la matrice d’inerzia e

(o7

1) = [0 - X2)p(x)ax,
19 = / XoXpp(X)dX, o#p.

Una volta sostituite tali espressioni alle loro versioni discrete, tutte le conclusioni
precedenti si estendono al caso di un corpo rigido continuo. La giustificazione
di tale affermazione risiede nel fatto che si puo pensare di dividere il corpo con-
tinuo in un insieme finito di cellette C;, ¢ = 1,..., N ed approssimarlo con un
insieme discreto di punti materiali P; posti al centro delle cellette con masse
m; = p(P;)vol(C;). Un procedimento di limite conduce quindi alle espressioni
suddette della Lagrangiana ed alle equazioni di Lagrange.

11.3 Equazioni di Eulero per il corpo rigido.

Il moto di un corpo rigido costituisce un esempio nel quale informazioni sul
moto possono essere ottenute mediante le equazioni cardinali. Cio ¢ dovuto al
fatto che le reazioni vincolari associate al vincolo di rigidita soddisfano il principio
di azione e reazione e sono pertanto un sistema di forze con risultante e momento
risultante nulli, come accade alle forze interne di un sistema libero. In conseguenza
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le equazioni cardinali sono un insieme di equazioni pure. Si denotino con R ed
Mg il risultante ed il momento risultante rispetto al polo @) delle forze attive. Se
@ ¢& a riposo oppure coincide con il baricentro, le equazioni cardinali per il corpo
rigido si scrivono:

me"G = R7

d (11.31).
Ko =M,

dt Q Q>

La seconda delle (11.31) risulta utile nel caso che le forze attive siano tali che
il loro momento rispetto a ) dipenda solo dalle coordinate angolari e non dalla
posizione del baricentro. Un caso particolarmente importante ¢ quello in cui esse
hanno momento nullo rispetto al polo (). In questi casi la seconda equazione
cardinale ¢ infatti in grado di determinare la legge con cui variano nel tempo gli
angoli di Eulero. Due casi particolarmente notevoli in cui cio accade sono:
1) Corpo rigido pesante nel vuoto: 11 sistema delle forze attive & equivalente ad

un’unica forza applicata nel baricentro e il momento risultante di tale sistema

rispetto al baricentro ¢ nullo. Scelto @ = (%), le (11.31) divengono allora

mig = —mges,

d (11.32)
—Kg=0.

dt ¢

La prima delle (11.32) determina il moto del baricentro, mentre la seconda
determina gli angoli di Eulero come si vedra piu avanti. Si osservi che la pre-
senza dell’aria accoppierebbe le due equazioni e tale conclusione non sarebbe
pid valida.

2) Corpo rigido con un punto fisso. In questo caso & presente un’ulteriore reazione
vincolare, oltre a quelle dovute al vincolo di rigidita, dovuta al vincolo che il
punto O resti a riposo. 1l sistema ha pertanto tre gradi di liberta, e le coordinate
Lagrangiane sono date dagli angoli di Eulero. Scelto Q = O le (11.31) divengono
allora

mic =R+ R,
%KO = Mo + MY,

L’assunzione che il vincolo sia ideale equivale alla condizione

(11.33)

My =o.
Infatti, essendo le velocita virtuali della forma
vp, = WA x(i),
con w vettore arbitrario, la potenza della reazione virtuale &
N N N
P = Z fi(v) “vp, = Z fl-(”) oAz = Zx(’) A fi(v) = Mév) - w.
i=1 i=1 i=1
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Il principio dei lavori virtuali e 'arbitrarieta di w conducono alla conclusione
asserita. Pertanto la seconda delle equazioni cardinali & anche in questo caso
un’equazione pura. Le equazioni cardinali si scrivono cioe

miq = R+ RW,

d (11.34)

— Ko = Mp.

e 90
Le uniche variabili libere per il sistema sono le variabili angolari e quindi il mo-
mento delle forze attive dipende solo da queste. Pertanto, la seconda equazione
cardinale determina gli angoli di Eulero e quindi il moto del sistema. La prima
delle equazioni cardinali puo allora essere usata per determinare il risultante
della reazione vincolare incognita. Un caso particolarmente importante di moto
con un punto fisso si ha quando non vi sono forze attive agenti sul sistema. In
questo caso si parla di moti per inerzia del corpo rigido.

Nei due casi precedenti lo studio del moto del corpo rigido e ricondotto allo studio
dell’equazione

d ..
%K:MO(%&%%@,%U (1135)

avendo indicato con K alternativamente il momento angolare rispetto al baricentro
o all’origine. Assumendo che la base {e], e}, e5} sia una base principale d’inerzia,
si ha allora

K = Ilﬂlell + 12926/2 + 139362)’. (1136)

Usando tale espressione e ricordando che
%6; =wAe,

e che
eyney=¢e5 ey Nes=c¢), esNe|=eé,

la derivata di K si scrive

a
dt

= IO €, + LQgeh + 1303eh + 119165 + [0l + 130Q3é
= L€} + LQeh + LQseh + 1w A e + DQow A ey + 1303w A €
= 11Q16'1 + 12026,2 + 139363 + 1121 (Q3€h, — Qaey) + Q2 (Qres — Qe))
+ I3Q3(Q2e] — Q165)
= [, — QoQ5(L — I3)]e + [105 — Q30 (I — )]
+ [I3Q5 — Qo (1) — I))]el
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Quindi la (11.35) & equivalente al sistema di tre equazioni

IlQl - Q2g23(-[2 - 13) = Ml(sov ngv Sbvé,’(/.)vt)a
1,0 — Q3 (Is — I1) = Ma(p, 0,7, ¢,6,,1), (11.37))
305 — (I — L) = Ms(p, 0,9, $,0,1,1).

Tale sistema prende il nome di equazioni di Fulero per il corpo rigido.

Sostituendo le espressioni delle componenti della velocita angolare si ottiene un
sistema del secondo ordine, di forma piuttosto complicata, le cui incognite sono
gli angoli di Eulero in funzione del tempo.

Consideriamo per semplicita il caso in cui il momento delle forze attive rispetto
ad O sia nullo e cioe i moti per inerzia del corpo rigido. In tal caso le equazioni di
Eulero divengono: '

L — QQ3(l, — I3) =0,

Q% — Q30 (I3 — ) = 0, (11.38))
Q5 — 0 Qy(I, — ) = 0.

Si tratta adesso di un sistema del primo ordine nelle funzioni incognite t —
Qu(t), @ = 1,...,3, ridotto a forma normale e quindi dotato di una ed una
sola soluzione per fissati dati iniziali. Una volta risolto tale sistema, le relazioni
(11.9) divengono un sistema di tre equazioni differenziali del primo ordine nelle
incognite t — 6(¢), t — ¥(t) e t — (¢), riducibile a forma normale se sin§ # 0
e quindi anch’esso ammette un’unica soluzione per condizioni iniziali prefissate,
purché sin 0(ty) # 0.

La risoluzione delle (11.38) & semplice nel caso che i momenti di inerzia siano
tutti uguali. In tal caso le 2, sono costanti nel tempo e tutti i moti sono quindi
caratterizzati da velocita angolare costante. Un altro caso in cui e facile risolvere
le (11.38) si ha quando due dei momenti d’inerzia coincidono, come avviene nel
caso del giroscopio. In questo caso, supposti I; = Iy = I, le (11.38) si riducono a

IO — QQ(I — 13) = 0,
IQy — Q30 (Is — 1) =0, (11.39)
1505 = 0.

La terza di tali equazioni assicura che €23 & un integrale primo. Detto r il suo
valore all’istante iniziale, le (11.39) si riducono a

O —TQ, =0,
) (11.40)
Oy +T'Q =0,
con (I I )
r= Y137
I
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Si tratta quindi di un sistema di due equazioni lineari. Differenziando di nuovo si
vede che esso € equivalente a

O + 120, =0,
Qs+ %0, = 0.

Si ha quindi
Q1 = Acos(|T|t + ¢),

Qy = —Asin(|T|t + ¢),

con A e ¢ opportunamente scelti in funzione dei dati iniziali. Pertanto € ed
Q) oscillano armonicamente con frequenza |I'|. In conseguenza, il vettore Q ha
la componente €23 costante mentre la sua proiezione sul piano X;Xs ruota su
un cerchi di raggio A con velocita angolare |T'|. Un moto di questo tipo & detto
precessione regolare.

Rotazioni permanenti e loro stabilita.

Nel caso in cui i tre momenti di inerzia sono distinti, la risoluzione delle (11.38)
€ problematica. Ci limiteremo a considerare le sole soluzioni stazionarie, dette
rotazioni permanenti e la loro stabilita. Supponiamo, per fissare le idee che sia

I <1y <13.

Le soluzioni stazionarie, caratterizzate da Q, = 0, a = 1,...,3, soddisfano le

condizioni
DQs(Iy — I3) =0,

9391(13—11) :O7 (11.41)
9102(_[1 — .[2) =0.

Essendo i momenti d’inerzia tutti distinti, £ puo avere al piti una componente non
nulla, cioe 2 deve coincidere con uno dei tre vettori

QW =el, Q@ =0aeh, QP = Qgel.

Sia ha in conseguenza il

Teorema 11.3: Le rotazioni permanenti sono possibili soltanto intorno ad assi
principali d’inerzia.

Se il dato iniziale ©2(0) ha componenti solo lungo uno degli assi della terna
principale d’inerzia, allora il moto susseguente € certamente una rotazione perma-
nente. Se pero vi € una componente, anche piccola, nelle altre direzioni, €2 varia
nel tempo e un tale dato iniziale non da luogo a rotazioni permanenti. Si pone
quindi il problema della stabilita delle rotazioni permanenti, se cioe si verifica che
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per ogni £ > 0, esiste § > 0 tale che, se |2(0) — Q)| < § allora [Q(t) — Q)| < ¢
per tutti i tempi. Dimostreremo che tale affermazione ¢ wvera se o = 1 oppure
a = 3, mentre e falsa per a = 2 e quindi

Teorema 11.4. Le rotazioni permanenti intorno agli assi con momento di inerzia
minimo e massimo sono stabili mentre quella intorno all’asse con momento di
inerzia intermedio € instabile.

Dim. La dimostrazione di tale proprieta e conseguenza di un semplice argomento
geometrico basato sugli integrali primi per le equazioni (11.38). La seconda equa-
zione cardinale, in assenza di momento delle forze esterne infatti implica che il
vettore K & costante rispetto al riferimento inerziale Z. Questo non rende costanti
le componenti di K rispetto al riferimento solidale R in quanto questo si muove,
ma la quantitah K7 + K3 + K3 ¢ costante in quanto il modulo di un vettore ¢
invariante per rotazioni. Detto L il valore del modulo di K all’istante ¢t = 0 si ha
quindi

K} + K3+ K3 =12 (11.42)

Oltre al modulo del momento angolare € conservata l’energia cinetica T data da
1
T = 5 [L9F + BOS + 193],

come si controlla immediatamente moltiplicando ciascuna delle (11.38) per la com-
ponente corrispondente di €2 e sommando.
Sia F il valore di Tg all’istante iniziale. Si ha allora

[LQF + 1,95 + 15Q3] = 2E.
Poiché le componenti di K ed 2 sono legate dalle relazioni
Ko=1,Qy, a=1,...,3,

studiando il comportamento di K si ottengono informazioni corrispondenti su €.
Riscrivendo 'integrale dell’energia in termini di K.

K? K3 K3
! 2 Z 1, (11.43)
2LE ' 2LE  2LE

Il vettore K pud essere visto come le coordinate di un punto di R® che deve
appartenere alla sfera di raggio L definita dalla relazione (11.42) ed all’ellissoide

di semiassi
Ay =+/2EL, As=+/2EI,, As3=+/2EI;,

definito dalla relazione (11.43). Notiamo che, in conseguenza delle relazioni tra i
momenti di inerzia, si ha

A < Ay <A3.
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Si tratta quindi di studiare le intersezioni tra queste due quadriche in dipendenza
dei valori di F ed L che sono determinati dai dati iniziali. E chiaro che non vi
sono dati iniziali possibili con L < A; oppure L > Asz. Tutti gli altri casi danno
luogo ad intersezioni non vuote.

La figura che segue mostra tali intersezioni al variare del valore di L.

AL

!
€3

!
€

L = Ay: Le uniche soluzioni possibili sono K = +K® = +1,QM) che corri-
sponde alle rotazioni permanenti intorno all’asse €.

Ay < L < Ay + e Se L ¢ poco piu grande di A;, l'intersezione delle due
quadriche & contenuta in un piccolo intorno di K(!) e pertanto il moto si svolge
a tutti i tempi in tale intorno, provando la stabilita della rotazione permanente
intorno ad e].

L = As: Come nel primo caso le uniche soluzioni possibili sono K = +K @) =
+7500) che corrisponde alle rotazioni permanenti intorno all’asse €h.

Az — e < L < As: L’intersezione delle due quadriche ¢ contenuta in un piccolo
intorno di K®) e questo implica la stabilitd della rotazione permanente intorno
ad ef.

L = A,: L’intersezione ¢ costituita da due curve chiuse che si intersecano in
corrispondenza di K = +K® = £,0®) . In particolare, & possibile andare
da un punto prossimo a K ad uno prossimo a —K?). Questo basta per
concludere linstabilita della rotazione permanente intorno ad €.

Ay —e < L < As + e: In questo caso 'intersezione delle due quadriche &
contenuta in una striscia intorno alle curve del caso precedente.
L’analisi dei casi precedenti conclude la dimostrazione del teorema.
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12. Sistemi Hamiltoniani.

12.1 Nozione di sistema Hamiltoniano.

I sistemi Lagrangiani studiati nel Capitolo 10 sono basati sulla costruzione di
uno spazio ambiente, lo spazio delle configurazioni W C R™, le cui coordinate sono
le coordinate Lagrangiane ¢, al fianco delle quali sono poi introdotte le variabili
ausiliarie 77 che rappresentano in ogni punto le componenti dei vettori tangenti
le traiettorie del sistema. Le equazioni di Lagrange sono un sistema del secondo
ordine nelle funzioni incognite ¢ — ¢(t). Tale struttura & del tutto adeguata allo
studio dei moti di un sistema meccanico a vincoli olonomi. Tuttavia un aspetto
poco soddisfacente di tale struttura risiede nel ruolo profondamente differente
giocato dalle variabili configurazionali ¢ e dalle variabili di velocita 7.

Ad esempio, il sistema delle equazioni di Lagrange puo essere trasformato in un
sistema del primo ordine della forma

dh = Th,

i = onla.m 1), h=1,...,n, (12.1)
ove le funzioni ¢y, sono date dalle (10.11) del Capitolo 10.

La diversita di ruolo tra le variabili ¢ ed n & naturale nel contesto dei sistemi
Lagrangiani in quanto deriva dal problema meccanico che fornisce la motivazione
di tale teoria.

Tuttavia, 'asimmetria tra le variabili ¢ ed n restringe le tecniche di risoluzione
del problema, legandole alla diversa interpretazione delle variabili. E invece de-
siderabile una formulazione del problema indipendente dal significato fisico delle
variabili. Tale formulazione & possibile ed & la formulazione Hamiltoniana delle
equazioni del moto.

La formulazione Hamiltoniana ¢ basata sulla costruzione di nuove variabili che
sostituiscono le variabili 7. Queste sono in realta gia state introdotte nel Capitolo
10. Esse sono definite come

oL
= — t h=1,... 12.2
Ph 877h (T]a(L )a ) y ( )

e sono dette impulsi o, a volte, momenti cinetici coniugati.
Se la Lagrangiana L & regolare, nel senso precisato nel Capitolo 10, le relazioni
(12.2) sono risolvibili localmente rispetto alle 1 e quindi la trasformazione

oL
D :(n,qt) ER"xW I — (pg,t)= (8—%(n,q,t),q,t)

¢ localmente invertibile.
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Ad esempio, nel caso meccanico siha L=T —U e

n

1 n
T(n,q,t) = B Z ank (g, ) + Z bi(q, )k + (g, 1),
hk=1 k=1

che puo anche scriversi

T(1,0,1) = 5 (0 Alg, ) + (60, 0), ) + a0,

ove A(q,t) ¢ la matrice di componenti le a, (g, t) € b(g, t) € il vettore di componenti

La definizione di p comporta

p= A(g,t)n+b(q,1).

Poiché la matrice A & simmetrica e definita positiva, essa & non singolare e quindi

n=A"(q,t)[p—blq,1)].

Tale relazione fornisce, nel caso meccanico, ’espressione esplicita dell’inversa, @1
della trasformazione ® nella forma

' (p,q,t) = (A" g, )[p — b(g, 1)], g, 1)

Tornando al caso generale, 'invertibilita di ® comporta che si possono utilizzare
le variabili impulso p come variabili indipendenti in luogo delle n. Una tale scelta
¢ ragionevole dal momento che in termini di tali variabili le equazioni di Lagrange

divengono
. oL , _
bn =5 (@71, t). (12.3)
dn

Naturalmente le equazioni per le ¢ perdono pero la semplice forma fornita dalla
prima delle (12.1) per divenire

Qh = ah(pv q, t)7 (124)

ove con ay,(p, q,t) si sono denotate le prime n componenti di ®~!, cio¢ le funzioni
che forniscono le 7 in termini delle p:

thah(pﬂ,t)y h:L---an

Il sistema di equazioni (12.3),(12.4) cosi ottenuto & un nuovo sistema del primo
ordine equivalente alle equazioni di Lagrange. La sua soluzione t — (p(t), ¢(t)) &
unica quando si prefissi un punto (p(®, ¢(®) in un aperto di R?". Ogni soluzione si
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puo interpretare come una traiettoria nello spazio I' costituito dalle coppie (p, q)
in un aperto di R?". Tale spazio & denominato spazio delle fasi‘V.

Il sistema (12.3), (12.4) tuttavia non presenta particolari vantaggi rispetto al
sistema (12.1) in quanto esso ¢ formalmente pit complesso del sistema (12.1) senza
apparire particolarmente simmetrico nelle variabili p e ¢. In realta le sue proprieta
di simmetria vengono immediatamente evidenziate dall’introduzione della funzione
di Hamilton, tramite la seguente

Definizione 12.1: La funzione

H(pvQ7t) = a(pvqat) P = L(a(pqut)7Q7t), (125)
& detta funzione di Hamilton o Hamiltoniana.

Ricordando la definizione di energia generalizzata E(,q,t) data nel Capitolo
10, si vede che la funzione H non e altro che ’energia generalizzata espressa in
funzione di p invece che di n:

H(p,q,t) = E(a(p,q,1),q,1).

In particolare, nel caso meccanico con vincoli indipendenti dal tempo, L =T, — U
e F =T+ U. Poiché U non dipende da 7, per determinare H basta sostituire
I’espressione di 1 in funzione di p nell’espressione della energia cinetica

Tr(n,q) = % > ank(@)mum = %(77714((1)77)-
h,k=1
Si ha
p=Alg)n,
da cui
n=Alq)""p,
e quindi
T3(0,4) = To(A() 'p,0) = 5(A@) "', A AW p) = 5 (b, A0) 'p).

Pertanto la funzione di Hamilton di un sistema a vincoli olonomi, ideali e indipen-
denti dal tempo e

H(p,q) = %(p, Alq)"'p) + Ul(q).

(1) Tale definizione di spazio delle fasi ¢ adeguata alle considerazioni che seguono, che sono tutte
di carattere locale. Non ci occuperemo della costruzione, che invece sarebbe possibile, di strutture
globali sullo spazio delle fasi in quanto tali aspetti vanno al di la del livello elementare di questo

COTrso.
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Tornando alla situazione generale, dalle definizioni di p ed H si ha:

OH Oap  OL
a. — P » s t Y- ) at ) at
e paqh ; alp.g:0).0:0)5 = = 5 -(olp.0.6),4.1)
Oa - Jdap,  OL
=P 5 — - — 7 \ap, 7t ) 7t
P G ;pkaqh 5q, 0P 9,8, 0,)
oL
= —7 - \alp, 7t ) 7t
aqh( (p,q.1),q,t)
e quindi la (12.3) diventa
. OH
Pn dan’
D’altra parte
OH _ - L day,
- t -
gy = (Pt +Zpk p,q7 ;;a a(p. ;1) 0,0) 5 -
= ah(pvqa )
Pertanto la (12.4) diventa
_on
= Ipn

e quindi il sistema (12.3), (12.4) ¢ equivalente al sistema

i OH
h= 5
Opn, _
. __6_H h=1,...,n.
Ph = dan

(12.6)

Il sistema di equazioni (12.6) ¢ detto sistema di Hamilton e la sua peculiarita ri-
siede nel fatto che i suoi secondi membri si lasciano esprimere tutti come derivate di
un’unica funzione. Tale struttura ¢ molto particolare e sintetizza le caratteristiche
speciali delle equazioni differenziali che descrivono il moto dei sistemi meccanici

soggetti a forze conservative.

In analogia con la definizione di sistema Lagrangiano, diamo la seguente

Definizione 12.2: Dato un aperto I' C R?” ed una funzione differenziabile H
definita in I x R, si dice sistema Hamiltoniano con Hamiltoniana H, sullo spazio
delle fasi ' I'insieme costituito da I', dalla funzione H e dal sistema di equazioni

differenziali (12.6).
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Definizione 12.3: L’Hamiltoniana H si dice regolare in T" se € differenziabile due
volte e per ogni (p,q,t) € T x R la matrice B(p, q,t) di coefficienti

Bh,k(pa q, t) = M(pv q, t)

€ non singolare.

Si ha una completa equivalenza tra i sistemi Lagrangiani regolari ed i sistemi
Hamiltoniani regolari. Si ¢ infatti visto che a partire da un sistema Lagrangiano
regolare e possibile costruire un sistema Hamiltoniano regolare. Viceversa, dato
un sistema Hamiltoniano regolare, la trasformazione

U (pg,t) eT xR — (n,q,t)

con aH
Ny = a—(p7 q,t) = an(p,q,t) (12.7)
Ph

¢ localmente invertibile. Sia ¥~! la sua inversa e si denotino con mx(n,q,t) le
prime n componenti di ¥~!. Posto

L(’?,Cbt) = 77(77761»15) i/ H(W(Ua%t),(bt)»

si ha
oL - OH om, OH
%(na%t) = <77k - %(W(qu,t%q,t)) aiqk - %(W(nv%t)a%t)
" k=1 " moo T (12.8)
OH
- a_qh(ﬂ-(nvqat)?qat)
Inoltre
oL - OH o,
—77t:7T a,t+ _—7T77t77t a.
8ml(nq ) =mn(n,q,t) 2 (nk 5‘ph< (n,4,t),q )) o (12.9)

:ﬂ-h(na q, t)

Poiche dalla prima delle equazioni di Hamilton e da (12.7) segue che

dn = nn(t),

la (12.9) implica che

d OL

= —— (g t
o anh(q,q, ),

S B
ph_dtﬂ-h 4,9,
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che, insieme alla seconda delle equazioni di Hamilton ed alla (12.8), fornisce

d oL oL .
dt (977 (q q, t) aqh (q7 q, t) - Oa

e cioe le equazioni di Lagrange relative alla Lagrangiana L. Si noti infine che, se
H e stato ottenuto dalla Lagrangiana L, allora L = L. Infatti, in questo caso si

ha
77 qa Z 777qa nk - <thah b,q, ) L(a(pqut)7q7t)>

3

k=1 h=1

p=m(n,q,t)
Essendo n = «a(p, q,t) e p = w(a(p,q,t),q,t), i primi due termini si cancellano e
ne consegue che L=1L.

In definitiva la procedura che trasforma un sistema Lagrangiano in un sistema
Hamiltoniano e viceversa e riflessiva. L’operazione che trasforma la Lagrangiana L
nell’Hamiltoniana H ¢ la stessa che trasforma I’Hamiltoniana H nella Lagrangiana
L = L. Si tratta di una struttura matematica che si presenta in vari problemi di
Meccanica ed anche in problemi non meccanici come la relazione tra i potenziali
termodinamici. Nel seguito ne forniamo la definizione generale.

12.2 Trasformata di Legendre.

Una funzione reale f definita su R™ si dice (strettamente) convessa se, per ogni
coppia di punti z1,xs € R”, risulta

FI =Nz +Ax2) < X=X f(z1) + Mf(z2), YAe(0,1).

p=tan o
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Per ogni p € R™, si ponga

g(p) = sup [p-z — f(z)].
rER™

Definizione 12.4: La funzione p — g(p) & detta trasformata di Legendre di f.

L’operazione di trasformata di Legendre si denota con £ e quindi si scrive
g=Lf.
Osservazione: La definizione di trasformata di Legendre implica

z-p< f(z)+g(p)

La definizione di trasformata di Legendre ammette una semplice interpretazione
geometrica, per discutere la quale supponiamo n = 1.

Sia r la retta per l'origine di equazione y = pzx con coefficiente angolare p =
tan «. Si consideri il punto z(p) ove il grafico della funzione ¢ alla massima distanza
dalla retta r lungo 'asse verticale(®). g(p) & per definizione tale distanza.

La definizione data non richiede la derivabilita della funzione f. Assumiamo
tuttavia, per semplificare la discussione seguente, che f e differenziabile due volte
e la matrice delle sue derivate seconde D? f(z) & definita positiva per ogni z € R,
condizioni che assicurano che f & convessa. Il calcolo della trasformata di Legendre
diventa in questo caso piu semplice. Infatti, fissato p € R™, il punto z(p) ove la
funzione

Fyw)=p-o - f(z)
raggiunge il suo massimo e tale che
VE,(r) = p— Vf(z) =0,
Tale relazione definisce la funzione p — x(p) in quanto f ¢ strettamente convessa

e quindi la matrice delle derivate seconde di f € non singolare in ogni punto di R™.
Determinato il punto z(p), si trova

g(p) =p-z(p) — f(z(p)).

Esempi:

@ 1 particolare, se la curva ¢ differenziabile, esso ¢ il punto la cui tangente ¢ parallela ad 7.
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1) f(z) =zlogz —x, con x € (0,+00)3). f/(z) =logz, f’(x) = 1/x > 0 per ogni
x € (0,400). x(p) risolve p = logx e quindi z(p) = eP. Pertanto

9(p) = pz(p) — x(p)log z(p) + x(p) = pe” — e"p+ e =e”.

Pertanto
L(zlogz —x) = €P.

2)
_ = n
flz) = , a>1, zxeR"™
@
x(p) & la soluzione di
0 z|¢ o
() <t
Quindi z(p) ha la direzione di p mentre il suo modulo &
[z(p)| = [p["/ V).
Quindi
— P /-1
x(p) = =Ipl -
Ip|
Pertanto 2(0) ol
x(p)|¢ » 1 1
g(p) =p-z(p) . 5 37 a
Quindi
« | 1
eyl 1y L
Q 0 16} Q
La precedente relazione implica in particolare la disuguaglianza di Young:
jz|* pl” 11
3)

1 « 1
flx) = B ;ai,jxixj = ix - Az,

ove la matrice A di componenti a; j,4,j =1,...,n & definita positiva. z(p) ¢ la
soluzione di
p=Ax

®) n fatto che f non sia definita in questo esempio su tutto IR non da luogo ad alcuna difficolta.

La definizione data puo essere estesa a funzioni definite su un qualsiasi insieme convesso.
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e quindi

Pertanto ) i
glp)=p-A"'p— §A‘1p FAATp = 3P A™'p.

Si ha quindi
1 1
£(§x <Ax) = 5P A p.

Proposizione 12.1: Se f ¢ differenziabile due volte con matrice delle derivate
seconde definita positiva in R™ allora anche g(p) é differenziabile due volte con
matrice delle derivate seconde definita positiva.

Dim. Si ha

Vpg(p) = Vpz(p) - p +2(p) — Vo f(2(p)) - Vpa(p) = 2(p).
Quindi
V39(p) = Vya(p).
Differenziando la relazione
b= fo(x(p)),
si ottiene
1= V2 f(z(p)) - Vpa(p),

e quindi
-1

Via(p) = [Vif(z(p))]
Pertanto, V2g(p) esiste ed ¢ definita positiva. O

La Proposizione 12.1 mostra che ha senso considerare la trasformata di Legendre
di g(p). Si ha

Proposizione 12.2: Se f ¢ differenziabile due volte con matrice delle derivate
seconde definita positiva in R™, allora L(L(f)) = f.

Dim. Infatti, se g = L(f) e h = L(g), per ogni ¢ fissato, sia p(q) il punto in cui
q - p — g(p) raggiunge il massimo. Esso ¢ soluzione di

=20~ T (i-alp) - FGatr)

=)+ Y | = 5 Halo)| T o)
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Pertanto ¢ — p(q) & la funzione inversa di p — z(p). In conseguenza

h(q) = q-p(q) — 9(p(0)) = q- p(q) — p(q) - 2(p(q)) + f(z(p(q)))
=q-p(q) —p(q) - z(p(q)) + f(a) = f(q)- |

Consideriamo ora la Lagrangiana (n,q,t) — L(n,q,t). Per fissati (¢,t), come
funzione di i) essa & dotata di matrice Hessiana H(n) non singolare per ogni n € R™.
Assumiamo in piu che essa sia definita positiva. Questo € certamente il caso per
la Lagrangiana di un sistema meccanico. Data una Lagrangiana regolare, con
matrice Hessiana rispetto alle n definita positiva, si pud quindi considerare la sua
trasformata di Legendre rispetto alla variabile n, £,. Per le definizioni date essa
coincide con 'Hamiltoniana H;

Ly[L(n,q,t)] = H(p,q,1)

ed H ¢ regolare per la Proposizione 12.1. In particolare, I’esempio 3) corrisponde
al calcolo dell’Hamiltoniana per un sistema meccanico a vincoli indipendenti dal
tempo.

L’osservazione che L = L esprime l'involutivita della trasformata di Legendre
stabilita nella Proposizione 12.2.

Si noti infine che molte delle considerazioni che precedono possono estendersi
al caso di una lagrangiana regolare, anche in assenza dell’ipotesi che la matrice
Hessiana sia definita positiva.

12.3 Principio di minima azione per sistemi Hamiltoniani

I sistemi Hamiltoniani (12.6) ammettono una formulazione variazionale cosi
come avviene per i sistemi Lagrangiani. A differenza di questi ultimi pero, le
traiettorie sulle quali & definito il funzionale azione sono traiettorie nello spazio
delle fasi anziché nello spazio delle configurazioni. Denoteremo con z = (p,q) il
generico punto dello spazio delle fasi I' € R?". Fissati un tempo T > 0 e due
punti 2V e (2 in T' definiamo I'insieme M) L 7, 0 piti brevemente M, come
I'insieme delle traiettorie differenziabili che hanno z(!) e z(2) come punti iniziali e
finali

Mz(l)yz(z)A,T = {Fy € Cl([07T] - F)7 V(O) = Z(l)a V(T) = Z(T)} .

Useremo anche la notazione w = (p, ¢). Introduciamo la funzione L(w, z,t) definita
come
L(w,z,t)=p-4¢— H(p,q,t). (12.10)

Si osservi che, non avendo assunto nessuna relazione tra ¢ e p, la funzione L
cosi definita, per una generica scelta di z e w non coincide con la Lagrangiana L
costruita in precedenza a partire dall’Hamiltoniana.
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Definizione 12.5: Si dice Azione su M il funzionale che, per ogni v € M, vale

Skl = / AELG3 (1), 7 (1), £) = / dep(t) - a(t) — Hp(t), q(t),0)] . (12.11)

0

Per tale funzionale valgono le condizioni di stazionarieta discusse nel Capitolo
7 e pertanto una traiettoria ¥ € M & un punto stazionario per 'azione S[v] se e
solo se 7y ¢ soluzione delle corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange

4 (25) 6000 = DEGOAOD, k=1 (212

L’espressione (12.10) mostra che

L
6—:O perk=1,...,n,
8wk
mentre risulta
oL
—=pr perk=n+1,...,2n.
6wk
Inoltre,
oL . _OH . _1 .
6Zk_qk 6pk) p - gty
¢ oL  0H
—_—= k= 1,...,2n.
8Zk aqk7 I—‘)er n+7 7n

Pertanto, le (12.12), per k = 1,...,n, forniscono

OH
0= 'k: - 3
1 Opk,
mentre, per k =n+1,...,2n, danno
. OH
k= "7 -
P Oqx,

Pertanto le equazioni di Eulero-Lagrange per il funzionale Azione su M coincidono
con il sistema Hamiltoniano (12.6) e questo dimostra il seguente

Teorema 12.3 (Principio di Azione stazionaria): Le soluzioni del sistema
Hamiltoniano (12.6) sono tutti e soli i punti stazionari del funzionale Azione S[Y]
definito dalla (12.11). Inoltre, se T ¢ sufficientemente piccolo i punti stazionari
sono punti di minimo per S.
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Osservazione 1: Sinoti che il sistema (12.6) che rappresenta le equazioni di Eulero-
Lagrange per S[y] & un sistema di equazioni differenziali del primo ordine. Per-
tanto, sotto condizioni di regolarita sull’Hamiltoniana H, fissato il dato iniziale
2(1) & univocamente determinata la traiettoria ¢ — v, (t) che risolve il sistema
(12.6) e passa per 2 al tempo t = 0. In particolare & univocamente determinata
la posizione vy, (T") raggiunta all’istante 7' da v,a). Ne consegue che, in corri-
spondenza di una scelta arbitraria di 2(2) # ~_a, (T'), non esistono punti stazionari
di S[7] in M, @ r. Lesistenza di punti stazionari ¢ quindi assicurata soltanto

per scelte particolari della coppia di punti (z(l), z(z)) e cioe quelle per cui

Z(Q) = Y (T)

Osservazione 2: La Lagrangiana (12.10) non dipende da p. Riesaminando la
derivazione delle equazioni di Eulero-Lagrange del capitolo 7, oppure procedendo
direttamente al calcolo della derivata dell’Azione rispetto al parametro ¢ della
famiglia di traiettorie variate, & immediato rendersi conto che in tal caso non &
necessario specificare tutte le coordinate dei punti iniziali e finali z(") e 2(2), ma le
soli parti ¢V e ¢ devono essere fissate per eliminate i termini finiti provenienti
dall’integrazione per parti. In conseguenza di cio, si puo formulare il principio di
minima azione su uno spazio di traiettorie nello spazio delle fasi piti ampio di quello
qui scelto. Nel problema ai limiti corrispondente viene quindi fissato un numero
pit basso di condizioni ai limiti e la sua risolubilita locale segue da considerazioni
simili a quelle esposte nel capitolo 7.

12.4 Leggi di conservazione in un sistema Hamiltoniano.
Definizione 12.6: Una funzione differenziabile G su T’ x R é un integrale primo

per il sistema Hamiltoniano (12.6) se per ogni traiettoria t — z(t) = (p(t), ¢(t))
in T soluzione di (12.6) risulta

Si ¢ visto che I'Hamiltoniana H &, a meno di un cambiamento di variabili,
Ienergia generalizzata del sistema Lagrangiano corrispondente. Il calcolo della
sua variazione lungo le soluzioni del sistema (12.6) puo effettuarsi direttamente e
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fornisce:

d OH <~ 0H " 9H
dy _0H OH . OH .
7 (p(t),q(t),1) 5 +;8pkm+k:1 8qqu
_OH _§“OHOH ¢ O0H 0
ot = Opr9qx  {= Iqr Opr
_od
ot

Si ha pertanto:

Proposizione 12.4: Se I’Hamiltoniana H non dipende esplicitamente dal tempo,
essa € un integrale primo del sistema Hamiltoniano (12.6).

Ricordando che per un sistema meccanico a vincoli olonomi indipendenti dal
tempo I’Hamiltoniana coincide con I’energia totale del sistema, la Proposizione 3
fornisce la conservazione dell’energia totale nel formalismo Hamiltoniano.

Pit in generale, la variazione della funzione G lungo le traiettorie soluzione di
(12.6) si scrive

d oG " (0G OH 0G 0H

£G(P(t)afI(t)vt) = + ’; (8%6]% - apkﬁqk) .
Pertanto la funzione G é un integrale primo del sistema Hamiltoniano se e solo se
oG i (aG OH 0G aH>

— _——— — | =0. 12.13
ot Oqr Op,  Opi Oqy, ( )

12.5 Teorema di Liouville.

Un’altra proprieta notevole per i sistemi Hamiltoniani ¢ la conservazione del
volume dello spazio delle fasi. Essa ¢ conseguenza di considerazioni pii generali
sui sistemi del primo ordine. Consideriamo pertanto il sistema

i = F(x,t) (12.14)

con le condizioni iniziali
0
x(tg) = a( ),

con 200 € R? ed t — x(t) traiettoria differenziabile in R, 1l campo vettoriale
F su R? x R che rappresenta il secondo membro del sistema (12.14), si suppone
differenziabile e, per semplicita con derivate limitate in R? x R.
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In particolare, per un sistema Hamiltoniano si ha d = 2n, z = (p,q) e

oOH
_a_(paqvt)a h= 17"'777‘;
Fp(x,t) = Ff(x,t) := g;}{ (12.15)
— (p,q,t), h=n+1,...,2n.
8ph_n(p q,t)

Il campo F'H definito dalle precedenti relazioni si dice campo Hamiltoniano asso-
ciato all’Hamiltoniana H.

Nelle condizioni di regolarita assunte esiste unica la soluzione a partire da ogni
dato iniziale e pertanto & ben definita per ogni coppia (to,t) € R? la trasformazione
Ut.t, che ad ogni = € R? associa il punto x(t) occupato al tempo ¢ dalla traiettoria
t — x(t) soluzione del sistema (12.14) tale che z(t9) = z. Quindi Uy, soddisfa le
condizioni

d
Uto,to (LU) = I; EUt’tO (.’E) = F(Ut,to (m),t) (1216)

Denomineremo la famiglia di trasformazioni Uy ¢, evoluzione temporale per il siste-
ma (12.14).

Proposizione 12.5: Per ogni tg,t1,t2 € R si ha
Utyt, © Uty to = Uty - (12.17)

In particolare,
Utz,tl o Utl,t2 = Ut27t2 =1

e quindi U 4, ¢ invertibile e la sua inversa ¢

-1 _
Ut,to - Uto,t-

Dim. y(t) = Uy, (y) & la soluzione del sistema
j = Fly.b) (12.18)

con condizioni iniziali
y(t1) =y

Si ponga y = Uy, 4, (x). Poiché z(t) = Uy, () & soluzione della stesso sistema
di equazioni differenziali e x(t1) = y(t1), risulta z(t) = y(t) per ogni t € R ed
in particolare x(t3) = y(t2). Questo prova (12.17). Poiché la terna tg,tq,ts &
completamente arbitraria, si puo scegliere tg = t5 e ottenere quindi I'invertibilita
di Upyy. O

266



Se il campo vettoriale F' non dipende dal tempo (sistema autonomo), si ha
Utto = Ut—t,.,0

per ogni scelta di ty. Infatti, se U4 (x) € la soluzione del sistema (12.14) con
condizione iniziale z(ty) = x, posto 7 =t — tg, 7 — y(7) = Usytrt, () risolve
lo stesso sistema (per l'indipendenza di F' dal tempo) con y(0) = z. Pertanto
y(1) = Uro(x) e quindi Upy4r 1, (2) = Urpo(x) per ogni 7. In conseguenza di tale
osservazione, in luogo della famiglia a due parametri U, si puo considerare la
famiglia ad un parametro di trasformazioni

Vi = Usp.

La Proposizione 12.5 implica quindi che, per un sistema autonomo, l’evoluzione
temporale {V; ,t € R} ¢ un gruppo ad un parametro di trasformazioni di R?
in sé. In particolare, [’evoluzione temporale per un sistema Hamiltoniano con
Hamiltoniana indipendente dal tempo definisce un gruppo di trasformazioni sullo
spazio delle fasi.

Sia ora A un insieme misurabile di R%. Si fissi t; € R e si denoti con A; =
Ui+, A 'insieme delle posizioni raggiunte al tempo ¢ muovendosi lungo le traiettorie
soluzione del sistema (12.14) che passano per A al tempo ty. Pit precisamente,

Ap =Up A= {z €R? | 3y € A, tale che x = Uy 4, (y)}.

Per la regolarita della trasformazione Uy 4, anche 'insieme A; ¢ un insieme misu-
rabile. Si ponga
d
M(At) éf / dz,
At

ove dr denota la misura di Lebesgue (o di Riemann, a scelta) su R%. La variazione
di p4(A;) nel tempo ¢ fornita dal seguente

Lemma 12.6: Definita la divergenza del campo vettoriale F' come

d
OF;
divF =
iv ; 92,

se A ¢é un insieme misurabile e limitato di R%, si ha

iu(At):/ divF(x,t)dx.
dt "
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Dim. Dato h € R, confrontiamo p(A+p, con p(A;). Per la Proposizione 12.5,

1(Arrn) = p(Upsn,iAr).

Detto z = Uppn (x) per x € Ay,

w(Apyn) = / dz = dx|det Jyyp ()],
Ayn Ay

ove Jiyp ¢ € la matrice Jacobiana i cui elementi sono

821-

9
833]-

ij=1,...,d.

Si noti che det J;1 4, € positivo per ogni h in quanto vale 1 per A = 0 e non puo
cambiare di segno perché per farlo dovrebbe annullarsi per qualche h, mentre la
trasformazione Ui, ; € invertibile per ogni ¢t ed h.

Per definizione,

Uri(z) = x—&—/tT dsF(Us(x),s) = LU—I—F(x,t)(T—t)—‘r/tT ds[F(Us (), s)—F(x,t)].

Usando il teorema di Lagrange si ha quindi

Uri(z) = iE-I—F(CL',t)(T—t)—I—/tT ds {VF(QU*,S*)-[Us,t(f)_x]+%—1;(x**73**)(8_,5) 7

ove (z*,s*) e (z**, s**) sono punti opportuni. Iterando tale relazione ed usando la
limitatezza di F' e delle sue derivate si ha quindi, per h piccolo

z=x+ F(z,t)h + O(h?).
Differenziando tale relazione rispetto ad x si ottiene pertanto
Jt+h,t =1 + hVF(QL‘,t) + O(h2)

Se B ¢ la matrice
B =1 +hC + O(h?),

allora
det B =1+ hTrC + O(h?).
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Infatti, detto Py il gruppo delle permutazioni di {1,...,d} e o(w) = 0,1 a seconda
che 7 sia pari o dispari, si ha

d d
det B = Z (—1)7(™) H Bi iy = Z (~1)7™ H((Siﬂr(i) + hCix(iy + O(h?))
i=1 i=1

TEPy TEPy

d
= Z (—1)0(7r) H‘Sz‘,w(i) +h Z (_1)U(Tr) Z Cj,w(j) Héi,'fr(i) + O(hQ)
i j=1

mE€Pq wEPy i£j
d d
=1+h Y (=17 Cirngy [[0imiy + OB =14+ Cj 5 + O,
TEPy j=1 oy j=1

L’uguaglianza della prima linea con la seconda si ottiene semplicemente espan-
dendo il prodotto. La prima delle due uguaglianze nell’ultima linea & dovuta al
fatto che d; () # 0 solo se 7 ¢ la permutazione identica e questo ¢ quindi I'unico
contributo non nullo del primo termine e vale 1. Usando lo stesso argomento si
ottiene I'ultima uguaglianza.
Si ha quindi
det Jyip ¢ = 1+ divF(z, t)h + O(h?),

da cui

M(AtJrh)h_ pA) _ /At divF (z,t)dz + O(h),

che implica il Lemma 12.6. O

Osservazione: Posto J(x,t) = det Jy 4, (), poiché J(z,t + h) = J(x,t)det Jetp ,
Pargomento precedente dimostra anche che J(z,t) soddisfa la relazione

aJ .
i J div F(z,t).

Una notevole conseguenza del Lemma 12.6 per i sistemi Hamiltoniani e il

Teorema 12.7 (di Liouville): Sia A C T' un insieme misurabile e limitato
dello spazio delle fasi. La misura di Lebesque (o di Riemann) dell’insieme A resta
wnvariata durante il moto, nel senso che, detta Uy, l'evoluzione temporale per il
sistema Hamiltoniano (12.6), ed Ay = Uy, A, la quantita

,U(At)Z/ dpi...dppdg: ...dg,
At

é costante nel tempo. Tale misura prende il nome di misura di Liouville su I'.
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Dim. Si tratta di un’immediata conseguenza del teorema precedente. Infatti il
campo Hamiltoniano F¥ ¢ dato dalle (12.15). Si ha pertanto

2n n

ZaFi Z 0 0H 0 O0H
d. F == = —_— + — 0
e = 0z <5Ph( 5%) 5qh(3ph)>

h=1

in quanto I’Hamiltoniana e infinitamente differenziabile e quindi ’ordine di deri-
vazione ¢ irrilevante. O

Il Teorema di Liouville insieme con il teorema di ricorrenza di Poincaré che
segue, ¢ alla base di un famoso paradosso della Meccanica Statistica. Cominciamo
con il fornire una versione astratta del teorema di Poicaré.

Teorema 12.8 (di Poincaré): Sia D un compatto di R*™. Sia inoltre g una
trasformazione continua ed invertibile di RY in sé che lascia D invariante (e cioé
g(D) € D) e conserva la misura di Lebesque su D, cioé

w(g(A)) = n(A), perogni AC D misurabile.

Allora, per ogni x € D e per ogni intorno I di x esistono T € I e i intero tali che

g"(z) €1,
ove g" denota l'iterata n-esima di g.
Dim. Fissato z ed un qualsiasi suo intorno I C D, si consideri la successione di
insiemi
I=g¢°(1),9(I),5°(),....g"(I),....

Tale successione non e disgiunta in quanto, se lo fosse, la g-additivita della misura
di Lebesgue implicherebbe

u (U g”(1)> =Y ulg"(D) = pu(I) = +o0

in quanto g lascia la misura invariante ed inoltre u(I) > 0. Ma |J;~, ¢g"(I) C D in
quanto D & invariante. Questo & assurdo perché (D) < +o0o essendo D compatto.
La precedente osservazione implica che esistono due interi £ ed m tali che

g"(I)Ng™I) # 0.

() La restrizione ad R? non & necessaria. Si potrebbe infatti utilizzare un qualsiasi spazio metrico

separato su cui € definita una misura di Borel positiva.
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Sia y un elemento comune a g‘(I) e g™(I). Vi sono x1 ed x5 in I tali che
g'(x1) =y = g™ (x2).

Supponiamo, per fissare le idee, m > £. Scriviamo ¢™ = ¢’ o g™~ ¢. Allora la
precedente uguaglianza si scrive

g (1) = ¢ (9" (22))
e, per l'invertibilita di g, si ottiene
x1 = g™ Y (x).
Pertanto, posto n = m — £ e T = x5, il teorema di Poincaré & dimostrato. O

Per applicare il Teorema di Poincaré ai sistemi Hamiltoniani, supponiamo I’Ha-
miltoniana H indipendente dal tempo e consideriamo la trasformazione g definita
come ’evoluzione temporale per ¢ = 1:

ngl.

Tale applicazione ¢ continua, invertibile, trasforma lo spazio delle fasi I" in sé e
lascia invariante la misura di Liouville. Occorre adesso individuare un insieme
compatto invariante D. A questo scopo supponiamo che H sia I’energia totale di
un sistema meccanico:

H(p,q) = %(p, A7 (q)p) + Ulq),

con energia potenziale U inferiormente limitata, U(q) > —B e tale che U(q) — +00
se almeno una delle g5 va all’infinito.
In tali ipotesi, fissata ’energia totale > —B, 'insieme

I'e={(p,q9) €T | H(p,q) < E}

¢ compatto. Infatti I'g € chiuso per la continuita di H ed ¢ limitato perché in I'g
risulta

1
5P, A Yq)p) <E+B

che implica la limitatezza delle p, mentre la condizione sul potenziale all’infinito
assicura che le ¢ sono limitate.

L’insieme I'p & invariante per la conservazione dell’energia. Si puo pertanto
scegliere D = I'p ¢ applicare il Teorema di Poincaré a tale insieme.
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La situazione descritta modella un sistema di N particelle in un contenitore,
ad esempio A = [~1,1]> ®). Si consideri ora una configurazione iniziale (p, q) del
sistema, caratterizzata dal fatto che la prima coordinata di tutte le particelle ¢
negativa, cioe tutte le particelle sono nella parte sinistra del contenitore. Durante
il moto naturalmente esse andranno dovunque. Per il teorema di Poincaré, esiste
una piccola perturbazione di tale situazione iniziale che ritorna arbitrariamente vi-
cino alla configurazione iniziale (p, ¢) dopo un tempo sufficientemente lungo. Tale
tempo T dipendente dalla configurazione (p, q) e dalla grandezza della perturba-
zione, ¢ detto tempo di ricorrenza di Poincaré. Si conclude quindi che, passato il
tempo di ricorrenza di Poincaré, tutte le particelle ritornano approssimativamente
nel settore sinistro del contenitore A. Il numero di particelle N & completamente
arbitrario. In particolare, assumendolo pari al numero di molecole contenute in
un litro di gas in condizioni normali, N ~ 10?2, ne consegue che tutte le particelle
del gas, dopo un tempo di ricorrenza di Poincaré tornano nel settore sinistro del
contenitore, una conclusione contraria a qualsiasi esperienza.

Tale conclusione, nota come paradosso di Poincaré, & stata alla base delle no-
tevoli critiche che sono state portate alla fondatezza della Meccanica Statistica,
basata sull’idea che le componenti microscopiche dei sistemi termodinamici siano
soggette alle equazioni di Newton della Meccanica. In realta la conseguenza appena
vista del teorema di Poincaré, sebbene corretta dal punto di vista matematico, &
tuttavia di scarsissima utilitd pratica in quanto ¢ possibile stimare il tempo di
ricorrenza di Poincaré per un sistema di N =~ 10?2 particelle e il risultato che si
ottiene ¢ un tempo che supera di svariati ordini di grandezza ’eta dell’universo,
stima che spiega perché nessuno ha mai visto le particelle tornare tutte nel settore
sinistro del contenitore.

12.6 Equazione di Liouville.

Come si e visto, lo stato di un sistema Hamiltoniano & caratterizzato da un
punto x = (p, q) dello spazio delle fasi. In certe situazioni tuttavia, non ¢ nota
esattamente la posizione del sistema all’istante iniziale, ma piuttosto la sua di-
stribuzione di probablilita, cioe una misura positiva py normalizzata sullo spazio
delle fasi (cioe tale che la sua massa totale sia unitaria), il cui valore su un insieme
misurabile A rappresenta la probabilita che il sistema si trovi al tempo ¢t = 0
nellinsieme A. Naturalmente, tale incertezza sul dato iniziale si trasferisce su

(5) In realta il vincolo che le particelle restino nella regione A & un vincolo non bilaterale cui
le considerazioni fin qui svolte non si applicano in modo ovvio. Assumendo che le particelle
rimbalzano elasticamente alle pareti di A sarebbe possibile estendere i precedenti argomenti
per includere anche tale situazione. Per semplificare la discussione si sono considerate invece le
particelle libere di muoversi in RS, ma si & fatta la “innaturale” assunzione che I’energia potenziale
vada all’infinito quando una particella si allontana troppo dall’origine. Tale assunzione modella

adeguatamente la presenza del contenitore A.
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un’analoga incertezza sulla posizione del sistema nello spazio delle fasi agli istanti
successivi, in corrispondenza della quale avremo una distribuzione al tempo ¢ ca-
ratterizzata da una misura positiva u; anch’essa normalizzata. Nell'ipotesi che la
misura iniziale sia assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue, con
densita p(x,0) positiva e differenziabile, per le proprieta del moto anche la misura
al tempo t ¢ assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue, con densita
p(x,t) positiva e differenziabile. Nel seguito intendiamo determinare un’equazione
differenziale per p(x,1).

Questa situazione puo essere descritta alternativamente immaginando la distri-
buzione di probabilita nello spazio delle fasi come una distribuzione effettiva di
massa di un fluido che si muove nello spazio delle fasi in modo che le traiettorie di
ciascun suo punto siano tangenti al campo Hamiltoniano.

Poiché l'ipotesi che il sistema sia Hamiltoniano non e essenziale per larga parte
della discussione, supporremo per il momento di considerare un sistema differen-
ziale in R? del tipo

& = F(x,t).

Sia come al solito U, la soluzione di tale sistema che passa per x al tempo
t = to. Sia inoltre ¢(x) una qualsiasi funzione differenziabile e limitata su R9.
Se al tempo iniziale ¢g il punto si trova con certezza in z, la determinazione al
tempo t della grandezza associata a ¢ & (U 4,x). Se invece la posizione iniziale
x ¢ distribuita secondo la distribuzione p,, si assume come determinazione di ¢
al tempo iniziale ¢y la sua media rispetto ad p,, cioe

/ sy () p(2)

che in Teoria della Probabilita si chiama attesa o valore aspettato di ¢. Analo-
gamente, si assume come determinazione di ¢ al tempo ¢ la media di p(Uy,x)
rispetto alla distribuzione ,:

/ ity (02) [0 (Ur 102,

cioe I'attesa di ¢ o Uy 4,. La conoscenza di tale quantita per ogni ¢ differenziabile
caratterizza univocamente da distribuzione al tempo ¢ come 1'unica misura p; tale
che

[ mtanye@) = [ 1y @)oo

Se p, € assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue con densita
p(x,to), tale & anche p; e la sua densitd p(x,t) & tale che la precedente relazione
si scrive

[ ot tyota) = [ doptato) (Uss, )
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Differenziando i due membri rispetto a ¢ si ottiene allora

/dszt /dx@tpa:t x) =
dUt toL

& [deot@ o) = [ depte.to)VelUes,e)) - S” =
/ dap(2,t0) V| (Uspoa)] - F(Up i, 1)) =

/ dup(z, t)F(x, 1) - Vip(w) =

- [ 4oV pla, O F @ o)

Per passare dalla seconda linea alla terza si e usata ’equazione differenziale,
dalla terza alla quarta la definizione di p(x,t) ed infine dalla quarta alla quinta
I'integrazione per parti.

Si ha in conseguenza

/ 4w {0,p(e.1) + ¥ - [p(ar, ) F (1]} = 0

qualunque sia la funzione differenziabile ¢. Quindi la densita p(x,t) soddisfa
I’equazione differenziale

oip(x,t) +V - [p(2,t)F(x,t)] = 0. (12.19)

L’equazione (12.19) & del tutto generale, in ipotesi di regolarita e prende il nome
di equazione di continuita. Nel caso particolare dei sistemi Hamiltoniani, poiché
V- FH =0, tale equazione si riduce a

Op(z,t) + Fr(x,t) - Vp(z,t) =0,

0, pid esplicitamente

p7 q,t) dp(p,q,t) O0H(p,q,t)  Op(p,q,t) OH(p,q,t) }
+ - =0. (12.20
Z { dqp Opp, Opn, Oqn ( )

La precedente equazione prende il nome di equazione di Liouwville e fornisce, come
richiesto, I’equazione differenziale che descrive il comportamento nel tempo di una
distribuzione di probabilita sullo spazio delle fasi. E conveniente usare la notazione

) =Y {ap(p’ 0.) 0H(p.q,t) _ Op(p.q,t) 9H(p,0,1) }

= Oqn opn Ipn dqn
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che consente di abbreviare la precedente equazione in
Op+{p,H} =0 (12.21).

La combinazione di derivate {p, H} gioca un ruolo cruciale nella teoria dei sistemi
Hamiltoniani, come si vedra nel seguito e ad essa ¢ dato il nome di parentesi di
Poisson.

12.7 Invarianti integrali.

Altre grandezze invarianti durante i moti Hamiltoniani sono i cosiddetti inva-
rianti integrali, alcuni dei quali saranno discussi in questa sezione.
Conviene introdurre lo spazio delle fasi esteso I" definito come

I =TxR,

i cui punti sono elementi di R*"*! di coordinate z = (p, ¢,t) con (p,q) €T et € R.
Una curva regolare in I' ¢ individuata dalle sue equazioni parametriche A — z(A)
con \ che varia in un intervallo (a,b). Le 2n + 1 funzioni

A€ (a7b)*>ph()‘)a hil,...,n,
A€ (a,b) = qn(N), h=1,...,n,
A€ (a,b) — t(N),

sono assunte differenziabili in (a,b) con derivate non tutte simultaneamente nulle.
Ad esempio, scelto il parametro A coincidente con il tempo t le traiettorie dina-
miche sono le soluzioni del sistema Hamiltoniano (12.6) corrispondenti all’Hamiltoniana.Jj
Pertanto, al variare dell’Hamiltoniana H, i vettori tangenti le traiettorie dinamiche

sono i campi vettoriali Hamiltoniani, della forma F# = (F{f,... Ffl ) con
0H e 1
T =4 ) TV
o qx
F = O0H
, k=n+1,...,2n,
apkfn
1, k=2n+1.

In particolare, tutte le traiettorie dinamiche sono regolari come curve di L.
Fissato un campo vettoriale F' differenziabile e con derivate limitate in I', il
teorema di unicita per le soluzioni del sistema

i =F(z) (12.22)



implica che per ogni z € r passa una ed una sola curva integrale del campo F.
Se in particolare F' = F per qualche H regolare, per ogni punto dello spa-
zio delle fasi esteso I passa una ed una sola traiettoria dinamica corrispondente
all’'Hamiltoniana H.

Sia C una curva chiusa e cioe tale che la sua equazione parametrica

A€ fa, bl — 2(A) = (p(A), a(A), t(N))

verifica la condizione

2(a) = 2(b).

Per ogni A € [a, b] si consideri la curva integrale del campo F' passante per Z())
cioe la soluzione delle equazioni (12.22) tale che per ¢ = ¢(A) risulta z(¢(\)) = Z(X)
Risulta in questo modo definita la funzione

)

u : (At) €la,b] x R —u(\t) el

tale che per ogni A € [a, b] fissato, u()\, - ) ¢ curva integrale che passa per z(\) al
tempo t(\):
u(A, t(N)) = Z(N).

Definizione 12.7: L’insieme 7 dei punti che sono immagine di [a, b] xR tramite la
funzione u & una superficie bidimensionale di T' che prende il nome di tubo di curve
integrali o tubo di flusso appoggiato alla curva C. Se F' = F¥ per qualche Hamil-
toniana H, si parla di tubo di traiettorie dinamiche o tubo di flusso corrispondente
all’'Hamiltoniana H.

§ia 7 una forma differenziale su T i cui coefficienti sono le 2n + 1 funzioni reali
sul', Ai(2),..., Ap(2), B1(2),...,Bn(z) e T(2):

m=A-dp+ B-dqg+ Tdt.

Alternativamente si usera la notazione

2n+1
m™ = E Zhdzh.
h=1

Data una curva «y in T, di equazioni parametriche A € (a,b) — v(A) = (p(\), g(\),
t(A)), Vintegrale di 7 sulla curva v & dato da

b
/A-dp+B~dq+Tdt=/ dA[A(Y(N) - ' (A) + B(y(N) - ' (A) + T(v(A)E' (V)]
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con p'(A),q' (N\),t'(\) le derivate di p(N), g(A),t(A\) rispetto a X\. Tale quantita é
infatti indipendente dalla rappresentazione parametrica.
Se C ¢ una curva chiusa, si usa la notazione

%[A-dp—l—B-dq—i—Tdt]
c

per indicare I'integrale della forma differenziale 7 sulla curva chiusa C, detto anche
circuitazione di w su C.

Ricordiamo che la forma differenziale 7 si dice esatta se esiste una funzione F'
su T tale che

F F
OF L, _ 0

oF
= —), = =, T =
Opn, "7 g

Ap, =

h=1,...,n;
Ricordiamo anche che la forma differenziale w & esatta se e solo se
j{A~dp+B-dq+Tdt:O
C

per ogni curva chiusa C.
Poiché l'insieme I' & semplicemente connesso, 7 € esatta se e solo se
0Z; 0Z;
e ,
aZj BZZ

Vi,j=1,...,2n+ 1.

Invariante di Poincaré-Cartan. Fissato arbitrariamente un tubo 7 di curve in-
tegrali del campo F', si consideri una qualsiasi curva chiusa C che taglia tutte le
traiettorie dinamiche che costituiscono il tubo in un solo punto. Si consideri inoltre
la forma differenziale con coefficienti A =0, B=p, T = —H:

m=p-dq— Hdt (12.23).

Denotiamo con J(C) la circuitazione di 7 su C:

Jwyzi@wM—Hﬁ}

Teorema 12.9: Sia 7 il tubo di flusso corrispondente al campo Hamiltoniano
FH . Allora J(C) assume lo stesso valore sulle curve chiuse che tagliano tutte le
traiettorie del tubo T in un solo punto.

Osservazione: Pertanto J(C) ¢ invariante per spostamenti e deformazioni arbitrarie
della curva C lungo le traiettorie dinamiche corrispondenti all’Hamiltoniana H. E
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per questo motivo che la quantita J(C) prende il nome di invariante integrale di
Poincaré-Cartan.

p
Dim. Per n = 1 la dimostrazione segue da una semplice applicazione dei teoremi di
Stokes e Gauss. Siano C; e Co due qualsiasi curve chiuse che tagliano le traiettorie
dinamiche del tubo 7 in un solo punto, e 81, So due qualsiasi superfici regolari
con bordi C; e Cy rispettivamente. Sia inoltre S la superficie laterale del tubo
contenuta tra le due curve e D il “cilindro” di R? limitato da ¥ = SUS; U Ss.
Posto v = (0, p, —H), per il teorema di Stokes,

J(Ci)zjg[p-dq—Hdt]:/Srotv-ndU, i=1,2.

E immediato controllare che
<8H oOH )
rotv=—,——,—1

e tangente ad S, in quanto S e costituito da traiettorie dinamiche. Pertanto

/rotv~nd0:0.
S

D’altra parte, per definizione, div (rot v) = 0. Pertanto, per il teorema di Gauss,
O:/ dp dq dt div rot v
D
= f{ rot v-ndaz?{ rot v~nda—j{ rot v - ndo = J(Ca) — J(Cq).
P Sa Sy
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Per dare la dimostrazione nel caso n > 1, fissiamo due qualsiasi curve chiuse C;,
i = 1,2 che tagliano il tubo 7 in un solo punto. Questo puo essere fatto fissando
ad arbitrio le funzioni A — t;(\), con t;(a) = t;(b). Infatti, appartenenza a 7
fissa in conseguenza le equazioni parametriche delle due curve:

A — u()\7tz()\)) = Zz<)‘) = (pz()\)a QZ<)‘)7tz(/\))

Si noti che ¢;(A\) € I'unico istante in cui il punto di C; di parametro A interseca la
traiettoria dinamica passante per tale punto.

Fissato A € [a,b), sia o()) la traiettoria dinamica che passa per i punti z;(\) e
cioe la curva di equazioni parametriche

t—=u(Xt) = (p(A 1), q(A 1), 1).
Sia inoltre S(A) l'azione associata a tale traiettoria:

t2(N)
S(A) == 8[e(N)] = /t o dt {p()\,t) . %(/\,t) — H(p(\,t),q(\t),t)] .

Si ha il seguente

Lemma 12.10:

S'(A\) = %S(/\) = [p2(A) - ¢5(N) — H(p2(X), g2(N), t2(X))t5(N)]
— [p1(N) - a1 (N) — H(p1(A), q1(A), t1(N) 1 (V)]

Dal Lemma 12.10 segue immediatamente la dimostrazione del Teorema 12.9 in
quanto, per definizione di circuitazione,

b
| sar=ae - @)
e quindi
S5(b) = S(a) = J(C2) = J(Cr).
Ma S(b) = S(a) poiché la traiettoria dinamica o(b) coincide con o(a). O

Dim. del Lemma 12.10: Fissati arbitrariamente A e y, calcoliamo

S ~ 50 _ 1 [
n—A w—A

t2(p) g
/tl(p) dt [p(ﬂ,t) . E(N’t) — H(P(M,t),q(mt),t)}

ta(X) aq
_ /w) dt [P(A,t)~at()\,t)—H(P()\,t),q()\,t),t)H,
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)
/ /z(u, 1 (w) q

)
o o(w)

Supponendo, per fissare le idee, che (t1(A), t2(X)) C (¢1(w), t2(p)), la precedente
espressione puo essere riscritta come

S~ SO _ 1 /W)

I [ e e) 500 = H 0,000

t1(N)

= o) GO+ HOLD, a0 )0}

9
B
t1(A) t2(p) 04
{/t(m /t } [ pot)- Ew’t)_H(P(%t),q(u,t),t) ,
(12.24)

Scriviamo
ti(p) —t:(A) = ti(N)(n = A) + o(p — A).

Usando tale espressione e la regolarita delle funzioni integrande, I'ultimo termine
diventa

B0 pta() o
{fl(u) / } [ pot) E(/"t)_H(p(,ui),q(u,t),t)}

=0 [P0 )+ GO A2) — O )0 123, t20)

Jq

— (A [p(A,t) 5y M tV) = (p(A,tl(A))’q(A’t1<A))7tl(A))]+o(u—A)

w—A
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D’altra parte, si ha

p(st) - 920, 8) — H(ply 0 a0 0) — p(00)- SLOH) + HpOL 1), 900 0)1)

ot
r 2
- B0 S O00.a0.0.0) = P S 0,000,000l = ¥
= (00 | T ) = P SR, 4000 + o - ),

avendo usato la prima delle (12.6).
Integrando il primo di tali termini su (¢1(A),t2(\)) per parti, si ottiene

2 §2g(A, t) B 9g(\ ) dp(\,t) dq(\, 1)
/tl(x) dti@z\(’)t .p(A.t)/tl(A) dt o o +p(\, 1) 3

ta(X)

tl()\)

Sostituendo tali espressioni in (12.24) ed usando la seconda delle (12.6) si ottiene
quindi

dq(A,t2(N)) dq(A,t1(N))

S'(A) =p(\,t2(N)) —p(A,t1(}))

o\ o\
500 [p00) - T 0)) = HOOL )40 200). 200
~ 400 [p1) S 00) ~ HGOL )00 606

Ricordando che

si ha

e combinando tale relazione con la precedente si ottiene la prova del Lemma.

L’invarianza di J(C) per spostamenti arbitrari lungo le traiettorie di un campo
Hamiltoniano, assicurata dal teorema precedente, e in realta una proprieta che ca-
ratterizza i campi Hamiltoniani. Con cio si intende che, se, per ogni curva chiusa C
che interseca le curve integrali di un campo F' in un solo punto, J(C) & invariante
rispetto a spostamenti arbitrari lungo le curve integrali di F', allora necessaria-
mente F' e il campo Hamiltoniano corrispondente all’Hamiltoniana H. In realta
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tale proprieta potrebbe essere assunta come definizione di campo Hamiltoniano.
Poiché non useremo tale caratterizzazione, ne omettiamo la dimostrazione.

Invariante di Poincaré. Tra le curve C che si usano per la costruzione dell’invariante
di Poincare-Cartan vi sono in particolare quelle che corrispondono a tagliare un
tubo di traiettorie dinamiche con un piano t = costante.

Tali curve di T’ corrispondono a curve chiuse v nello spazio delle fasi ordinario
T'. Su tali curve risulta ovviamente ¢'(A\) = 0 e quindi J(C) si riduce a

I(v)=7£p-dq.

Il teorema precedente implica allora immediatamente il seguente

Teorema 12.11: Sia {v(t), t € R} la famiglia di curve che si ottiene da una
qualsiasi curva chiusa regolare v di I' trasportando ciascun suo punto con la tra-
sformazione Uy o. Si ha allora

5 10(@) =0.

Osservazione: 1l valore numerico dell’invariante di Poincaré, costante nel tempo
per il Teorema 12.11, non dipende dalla particolare scelta dell’Hamiltoniana H,
ma solo dalla curva . Pertanto, per ogni curva chiusa «, I(y) & invariante rispetto
a spostamenti lungo le traiettorie dinamiche corrispondenti ad ogni Hamiltoniana
regolare. Per tale motivo si parla anche di invariante universale.

At
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Teorema di Lee Hwa-Chung.

E naturale domandarsi se vi siano altri invarianti integrali dello stesso genere
dell’invariante di Poincare, cioe invarianti della forma

I(V)Zf[A-derB-dq]

con A e B coefficienti di una forma differenziale su I', soddisfacenti la proprieta
di non dipendere dal tempo e dall’Hamiltoniana usata per trasportare la curva -.
Il teorema che segue, fondamentale per gli sviluppi successivi, stabilisce 1'unicita
dell’invariante di Poincare tra tutti gli invarianti della forma Z(vy).

Teorema 12.12(Lee Hwa-Chung): Per ogni Hamiltoniana regolare H, sia Uﬁg
evoluzione temporale corrispondente ad H. Sia inoltre {y (t), t € R} la famiglia
di curve chiuse che si ottiene da una curva regolare chiusa 7y, trasportandola me-
diante Utf{):

y(t) = Ufoy.

Siano inoltre A e B funzioni regolari definite su T ed a valori in R™.
Se la circuitazione della forma differenziale

T=A-dp+ B-dq
su v (1),
T () =]{ [A-dp+ B-dg]
YH(t)

e indipendente da t e da H per ogni Hamiltoniana H e per ogni curva chiusa
regolare vy, allora esiste ¢ € R, indipendente da H e da vy, tale che

I (y) = el(y) = C%p - dg.

~

Osservazione. Lee Hwa-Chung provo risultati analoghi per invarianti integrali
definiti su varieta di dimensione maggiore di 1. Non utilizzeremo tali risultati nel
seguito e quindi ne omettiamo al discussione.

Dim. Forniamo la dimostrazione solo nel caso n = 1. La dimostrazione del caso
generale puo ottenersi usando le stesse idee, ma & pid laboriosa. Sia A — () =
(p(M\),q(N\)) con X € [a,b] e y(a) = ~v(b), una rappresentazione parametrica della
curva regolare . Per ogni ¢, sia A — u(A,t) = (p(A,t),¢(\, t)) una rappresenta-
zione parametrica della curva ¥ (t). Pertanto

BCI(a);at) — aaijz(p()\,if),q()\’t)’j})7
Op(A,t) OH (12.25)
8t7 == 3—q(p(/\,t), g\ 1),1).
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L’invariante Z(t) si scrive allora

b
ap(\, t Oq(A,t
I(t) = / 0 {A(zo(x,t), a0 0,0 2 1 B0, 0,1, 25 )] |
L’invarianza di Z comporta che
E ; dA [A(p(Avt)aq(Avt)at)T +B(p()‘7t)’Q(A’t>7t) oA :| =0

Differenziando sotto il segno di integrale e usando le notazioni

§= 200N 0,3 = £ 0.a000).)
p= 20D ) = swOnn.a000.0),

si ottiene .
/ A {Ap’ +AY + Bd + Bq’} — 0.

Il secondo ed il quarto termine possono essere integrati per parti e forniscono

b b
/ d\[Ap' + B{'] = — / d\[A'p + B'q],

a

in quanto il termine finito si annulla perché la curva v (¢) & chiusa. Si ha quindi
b . .
/ A [Ap’ — A'p+ Bq — B’q‘] — 0.
a
Esplicitando le derivate di A e B si ottiene allora:

{Ap’—A'p—&—Bq'—B’Q}

OA., O0A., OA, 0A ,. 0OA ,.
:CerPP*‘aqup +Ep_87pp —aqup
+ aqu/ + éLqu, + 6LBq’ - (LBp’q - (LBq/q

dp dq ot dp olt|

OA., O0A, OA, OB., OB, OB ,.
:%qp +ap aqqp a’ppq atq 6pp

| 8_B_% '+% _|_’ 3_3_% '+8_B
-P ap  aq ) T e | T \ap T g )P T o
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Posto allora

_op o
S op 9q’
usando le (12.25) si ottiene

b OH 0A\ , OH 0B\ ,
Lo (n + %)+ (8% % )} =0

In conseguenza la circuitazione della forma differenziale

7 = Adp + Bdg
con OH 0A OH 0B
A=-RZ—/—4+2Z2 pB=_RZL 422
Ry T o R0 T o

e nulla su ogni curva chiusa. Pertanto 7 ¢ un differenziale esatto e quindi e

verificata la condizione _ _
0A 0B
dq  Op

o (o 0B\ _ 0 ( om0
Op dqg Ot ) 0Oq op ot )’

Tale relazione equivale a

e cioe

OR _OROH OROH _,
gt  Oq Op Op Oq

Ricordando la definizione di integrale primo, ne consegue che R & un integrale

primo per ogni sistema Hamiltoniano. Cio ¢ possibile solo se R ¢ una costante c.

Pertanto

oB  0A
ap  oq  ©
Siano
A=A, By=B-—c¢p.
La forma differenziale
™ = Aldp + Bldq

soddisfa allora la condizione
0A1 0By

dqg  Op
e quindi ¢ esatta in quanto I' ¢ semplicemente connesso. Pertanto esiste ¥ tale

che
Adp + Bdq — c¢pdq = dV.

Integrando tale relazione su una curva chiusa =y si ottiene allora

7{ [Adp + Bdg] = ¢ ]{ pdgq
g

-
e pertanto il Teorema di Lee Hwa-Chung e dimostrato per n = 1. O
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13. Trasformazioni canoniche.

13.1 Nozione di trasformazione canonica.

Si e osservato nel Capitolo 10 che le equazioni di Lagrange sono invarianti
rispetto a cambiamenti di coordinate sullo spazio delle configurazioni C della forma

q =9(q,1), (13.1)

con (g, t) funzione differenziabile e tale che per ogni t fissato, la trasformazione
(13.1) & invertibile. Per il modo con cui il sistema di Hamilton & stato costruito a
partire dalle equazioni di Lagrange, esso risulta a sua volta invariante rispetto alla
trasformazione sullo spazio delle fasi indotta dalla trasformazione (13.1). Per sta-
bilire la forma di tale trasformazione, occorre riferirsi alla definizione delle variabili
p in termini di derivate della Lagrangiana rispetto alle velocita.

Ricordiamo innanzitutto che, se n = ¢ sono le velocita generalizzate in un moto
t — q(t), allora la trasformazione (13.1) induce una trasformazione sulle 7 della
forma

n' = M(q, t)n + g(q,t);

la matrice M(q,t), di elementi

I
M, Q7t = 5 Q7t )
nk(g:t) 8qk( )
€ una matrice non singolare. Inoltre
oy
1) = —(q,1).
9(¢,t) = 5, (¢, 1)

In corrispondenza si costruisce la Lagrangiana L’ ponendo

L/ /7 /7t =L M_l 7t ' — 7t ) 7t ’ 9
(n',d,t) ( (¢.)In" = g(a. )], q )q:w_l(q,,t)

in modo tale che le equazioni per la traiettoria t — ¢'(¢) sono nella forma di
equazioni di Lagrange corrispondenti alla Lagrangiana L’.
Poiché

oL , oL
Ph = 57— Ph= 77>
o’ T omy,
per stabilire la relazione tra p e p’ basta differenziare la relazione

L(n,q,t) = L'(M(q,t)n + g(q,t),%(q,t),1)
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rispetto alla variabile n,:

OL 0 ~. oL -
! b t b t b b t 7t v ’ .
Ph amn 377hL (M(q,t)n+ g(q,t),¥(q,t),t) 2 877; Mg = kEZIMk,hpk

e quindi
pi=Y_ M, pn
h=1
Pertanto la trasformazione indotta da (13.1) sullo spazio delle fasi &
U o (pgt) — (M Hpy(q.t),t). (13.2)
Il gia discusso passaggio dal sistema di Lagrange al sistema di Hamilton mediante

la trasformata di Legendre implica che le funzioni t — (p(t), ¢(t)) sono le soluzioni
del sistema di Hamilton

) O0H
P=——F-
0
8; (13.3)
q= 8_;0
Si definisce H' come
H =HoVU™! (13.4)

e cioe
H'(p' ¢ t) = HM"p' 7' (¢,1),1).

E immediato controllare che H’ & la trasformata di Legendre di L' e pertanto le
equazioni per le funzioni t — (p/(¢), ¢’ (t)) sono date da

g o
i

13.5

Lo (135)
op'

Si puo quindi concludere che la trasformazione (13.2) indotta dalla (13.1) trasforma
il sistema Hamiltoniano (13.3) nel sistema Hamiltoniano (13.5) con Hamiltoniana
H' fornita dalla (13.4). La trasformazione ¥(p, ¢, t) sullo spazio delle fasi I" indotta
dalla trasformazione (g, t) sullo spazio delle configurazioni si dice trasformazione
naturale.

Poiché lo spazio su cui & definito il sistema Hamiltoniano (13.3) € lo spazio delle
fasi I', non vi € nessun motivo per limitarsi a considerare soltanto le trasformazioni
naturali e cioé i cambi di coordinate sullo spazio delle fasi che corrispondono
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a trasformazioni ¥ della forma (13.2). Pid in generale, si possono considerare
trasformazioni della forma

U : (pgt) el xR— (P,Q,t) el xR
con
P = P(p,q,t),
Q=Q(p,q1)
Le funzioni (p,q,t) — P(p,q,t) e (p,q,t) — Q(p,q,t) sono funzioni differenziabili

definite in I' xR a valori in R", tali che V¥ sia localmente invertibile. Tale condizione
verra nel seguito sempre garantita assumendo che la matrice Jacobiana

(13.6)

oPom oR 0P
opr . Opn Oq T Ogn
0B, T 9B, OB, T 9P,
a P ﬂ a P an

J[(P7 Q)/(p7 Q)} = 6511 861 86(]211 aél 5
opr . Opp Oqr T Oqn
oQ, ~ 0Q, 0Q,  9Q,

dp1 T Opn O Ogn

della trasformazione ¥ abbia determinante non nullo per ogni (p,q,t) € I' x R.

Con abuso di notazione si sono denotate e si denoteranno nel seguito con P, Q
sia le nuove variabili che le funzioni che determinano la trasformazione. Lo spazio
delle fasi I ove variano le variabili (P, Q) verra denotato anche con I'p g, per
ricordare che si tratta dello spazio delle fasi relativo a tali variabili. Allo stesso
modo, I', ; sara una notazione equivalente a I'.

Mentre i sistemi Lagrangiani sono invarianti rispetto a cambi di coordinate sullo
spazio delle configurazioni, non & detto che i sistemi Hamiltoniani siano invarianti
rispetto a cambi di coordinate sullo spazio delle fasi della forma (13.6).

Se t — (p(t),q(t)) € una qualsiasi soluzione del sistema Hamiltoniano (13.3), la
traiettoria immagine tramite ¥, t — U(p(t), q(¢), t) risolve il sistema trasformato

P =Fp(P,Q,t),
Q= Fo(P,Q,t)
ove
“~( OP,0H 0P, 0H\ 0P|, _,
Fp, (P, = Sl i Tl et F L A RO 0 2 =1,...
Ph( 7Q7t) [k_1< apk an aqk 3pk> ot ( ( ,Q,t))a h 5 ,n,
_|S~ (L 9QnOH 0QuOHY 0Qn| B
FQh,(P,Q,t)—L;< oor 90 Ba 8pk>+ 5 | (T PQ0), h=1,....n.
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Le precedenti espressioni si ottengono immediatamente differenziando le (13.6)
rispetto al tempo ed usando le equazioni di Hamilton per le p e ¢.

Non ¢ detto che il campo F = (Fp,,...,Fp,,Fg,,...,Fg,) sia il campo Ha-
miltoniano di qualche Hamiltoniana H’. Infatti & facile fornire esempi di trasfor-
mazioni ¥ pre le quali il sistema trasformato di un sistema Hamiltoniano non &
Hamiltoniano. Ad esempio, nel caso n = 1 la trasformazione

P=p¢®, Q=qp*

la cui inversa, per P, @, p, q positivi &

0? 1/3 p2y /3
~(8)" 0-(5)"

non trasforma sistemi Hamiltoniani in sistemi Hamiltoniani. Basta far vedere che
questo & il caso per H(p,q,t) = p?/2. In tal caso,

p=0, ¢=p
¢ il sistema Hamiltoniano nelle variabili (p, ¢). D’altra parte

P = pg* + 2pqq = 2p*q = 2Q,
' 2 3 Q7
Q =qp” +2pgp =p =5

Se esistesse H'(P, Q,t) differenziabile, tale che

o' . OH'
2Q> 97 P

si avrebbe in conseguenza

diVF:aE—i—%_

oP oQ 0

Nel nostro caso
Q2
FP = 2Q7 FQ = Fa
e quindi

. Q
F=2= .
div P#O

La proprieta di trasformare sistemi Hamiltoniani in sistemi Hamiltoniani carat-
terizza un sottoinsieme di tutte le possibili trasformazioni dello spazio delle fasi
(13.6). Tali trasformazioni sono dette canoniche. Diamo infatti la seguente
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Definizione 13.1: Una trasformazione
U : (pgt)elpyxR—(P,Q,t)eTpg xR

data dalle (13.6), differenziabile e localmente invertibile ¢ detta trasformazione
canonica se, qualunque sia I’'Hamiltoniana regolare H(p,q,t), esiste una Hamil-
toniana regolare H'(P,(Q,t) tale che tutte le traiettorie t — (p(t),¢(t)) in T'p,
soluzioni del sistema Hamiltoniano (13.3) sono trasformate dalla ¥ nelle traiet-
torie t — (P(t),Q(t)) in I'p g soluzioni del sistema Hamiltoniano corrispondente
all’Hamiltoniana H’

. H'
Ph = _3—7
@n h=1,...,n. (13.7)
QgﬁE
" op,

Sottolineiamo che la condizione che definisce le trasformazioni canoniche ri-
guarda ogni Hamiltoniana regolare. E tuttavia possibile che una trasformazione ¥
trasformi il sistema Hamiltoniano corrispondente ad una specifica Hamiltoniana
H in un nuovo sistema canonico, con Hamiltoniana H’, ma non faccia altrettanto
quando si prenda una diversa Hamiltoniana di partenza. Quando cio si verifica la
trasformazione W & detta canonica rispetto alla coppia di Hamiltoniane H ed H'.
Per molti scopi pratici 'invarianza di una specifica coppia di sistemi Hamiltoniani
¢ completamente sufficiente. Tuttavia la classe di tali trasformazioni e troppo
ampia per poterla caratterizzare in modo soddisfacente. Nel seguito considereremo
esclusivamente trasformazioni canoniche nel senso precisato nella Definizione 13.1.

Nella classe delle trasformazioni canoniche vi ¢ una sottoclasse, quella delle
trasformazioni completamente canoniche, caratterizzate dalla seguente

Definizione 13.2: Sia

@ (pg €lpy — (P a),Rpq) €ETpq

una trasformazione localmente invertibile sullo spazio delle fasi ed indipendente
dal tempo. Una tale trasformazione & detta completamente canonica se & canonica
ed inoltre

H'(P,Q,t) = H(® ' (P,Q),1).

Esempi di trasformazioni canoniche.

1. Le trasformazioni naturali forniscono un primo esempio di trasformazioni com-
pletamente canoniche.

2. La trasformazione ® indipendente dal tempo, definita da
Ph:qhy Qh:_ph7 hzlv"'7na
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¢ una trasformazione completamente canonica. Infatti il sistema trasformato &

_8H _3H dif
q= a_p(p7Qat) - ap( Q7P7t) - FP(P7Qat>7

OH 0H
q

P

_p: _<p7q7t) = _(_Q7P7t) défFQ<PaQat)

@ dq 0

Posto
H/(P7Q7t) = H(*Q’P,t)
ha OH' oH
Pa 7t:__7Pat = F P7 atv
op (DQt) aq(Q ) = Fo(P,Q,t)
OH' OH
a0 (P7 Q» t) = T3
oQ op
e quindi il sistema trasformato ammette H’ come Hamiltoniana, il che prova che
la trasformazione € canonica. Essa e anche completamente canonica in quanto
H =Hod 1
Tale esempio mostra che in una trasformazione canonica il significato originario
delle variabili di configurazione ed impulso viene a perdersi completamente. Infatti
i nuovi impulsi sono le vecchie coordinate, mentre le nuove coordinate sono i vecchi
impulsi cambiati di segno. La distinzione tra variabili di configurazione ed impulsi
verra mantenuta nel seguito in modo puramente convenzionale.

(vavt) :_FP(Pvat)

3. La trasformazione ¢ indipendente dal tempo, definita da

Ph:q}H Qh:ph7 h:17"'7n7

¢ una trasformazione canonica ma non completamente canonica. Infatti il si-
stema trasformato ¢

P=i= 3 (p.0.0) = 5 QPO = Fr(P.Q.1),
: . OH OH ’
Q =p= 787q(p7qat) = 787(](Q7P7t) = FQ(P7Q7t)
Posto
H'(P,Q,t) =—H(Q,P,t)
si ha . 9H
a_P(Pant) = _8_(](Q’P7t) = FQ(P,Qvt)7
OH' OH
aQ (P7Q7t) = _a_p(_QaPat) = _FP(Pant)
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e quindi il sistema trasformato ammette H’ come Hamiltoniana, il che prova
che la trasformazione & canonica. Essa non € completamente canonica in quanto
H =-Ho® 'enon H =Hod

. Data una qualsiasi funzione differenziabile ¢t — f(¢) mai nulla, esiste t — g(t)
soddisfacente la stessa condizione, tale che la trasformazione ¥ definita da

P, =f(t)an, Qn=gt)pn, h=1,...,n,

¢ una trasformazione canonica dipendente dal tempo. Difatti

. . OH P
P=if vaf = G (.20 + 2 f =
. OH P
Q=ﬁ9+p92—a—q(§a7’t)g+§9:FQ-

D’altra parte, scelto

OH' 8H Q P .1 0H ,Q P Q.
P,Q, ——t—+bQ:F =——(=, = g+
R o= = (& F g+ Ei
OH' 8 Q P 1 0H ,Q P P .
(PQu) = (L, S )= 4 bP = —Fp = — (=, ) f — = f
oq P =5, 0 Yy e T T
Da tali relazioni segue
1 g9 f
g=—7 b=2=-2
f g f
In particolare, se f = a indipendente dal tempo e g = —1/a, la trasformazione

¢ completamente canonica.

. Posto

2 2
+
Ph:Ah:Z%, thwh:arctani—z,

la trasformazione ® indipendente dal tempo € ben definita ed invertibile se ad
esempio pp, > 0 per ogni h = 1,...,n. La sua inversa ¢ data da

Phn =V 2Ah COS Yp, an = 2Ah Singph.
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Essa & completamente canonica. Infatti, si ha

: i . OH O0H
Ap = pnbn + qngn = “Phy —t g = Fa,,
qn Opn
_ Pndn —anpr 1 [pha—H+qha—H]=F
p;+q; 24, Opn, oqn on
D’altra parte,

Ion 1 oy P O L
94, VIA, 24, A, aA, 24,
dp . Jq
8—90}; = —/2Asinpp = —qn, 8—90’; = /24 cospp = pp-

Pertanto, posto

H'(A, @) = H(\/2A}, cos pp, \/2A sin ),

on' _ i OH v OH _
aAh - 2A 8ph 2Ah aqh e
OH' OH OH

= —gh=— +pho— = —Fa,.
oan qn apn + Ph o0, Ap

Un caso particolarmente importante nel quale si usa questa trasformazione com-
pletamente canonica & quello in cui

n 2 2
P +aq
H(p,q) =)~ (13.8)
=1

corrispondente ad un sistema di oscillatori armonici ridotti a modi normali e

con frequenze proprie e masse tutte uguali ad 1 per semplicita. In questo caso

H'(A,¢) =Y., A, sicché il sistema Hamiltoniano corrispondente si riduce a
Ah = 07 ¢h = 1)

la cui integrazione ¢ immediata e conduce a

A=A, on=0) +t.

6. Si ponga

By = \/Ah.
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La trasformazione ® definita come ®, ma con le B, come nuove variabili im-
pulso in luogo delle Ay, cioe

7 2
_|_
Py, =By =/ Z%, Qn=wpn= arctanz—z,

con inversa data da
pp = V2B;, cos Ohy, qn= V2By, sin Ohs

non & nemmeno canonica. Infatti, supponendo per semplicita n = 1, e conside-

rando il caso speciale
2

H(p,q)=%7

con gli stessi calcoli di prima si ottiene

S _PPtaq _ pg o,
B_72B —QB—Bsmgocoscp,
L_Pi—ap _ P _ o
LY 2B v

Se la trasformazione fosse canonica, dovrebbe esistere H'(B, ¢) tale che

OH' 9 OH' )
9B = cos” p, w:—Bsmcpcosgo.

La prima di tali relazioni implica
H'(B, p) = Bceos® p + alp),

con a(y) indipendente da B. Sostituita tale espressione nella seconda relazione,
si ottiene
O

— = Bsinpcos g,
dp

che non puo essere soddisfatta da una « indipendente da B. In conclusione la
trasformazione mon & canonica. Tuttavia, il sistema Hamiltoniano corrispon-
dente all’Hamiltoniana (13.8) viene trasformato ovviamente nel sistema

B,=0, ¢p,=1
che & canonico, con Hamiltoniana H'(B,¢) = >_;* | B;. pertanto la trasforma-
zione & & canonica rispetto alla coppia di Hamiltoniane H (data da (13.8) ) ed
H' =37, B
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13.2 Condizioni di canonicita.

In molti casi puo risultare difficile un controllo diretto della canonicita di una
trasformazione. E utile in questi casi disporre di condizioni necessarie e sufficienti
di canonicita. Cominceremo con il trovare una condizione necessaria che ¢ basata
sull’ invariante integrale di Poincaré-Cartan e sull’invariante di Poincaré.

Sia ¥ una trasformazione canonica. Detti T, =T, , x Re Tpg =Tpg x R
gli spazi delle fasi estesi nelle variabili (p, q) e (P, Q) rispettivamente,

v o fp,q — f‘P’Q

¢ differenziabile e localmente invertibile. Inoltre, per ogni Hamiltoniana H, il
sistema Hamiltoniano

. oOH
Ph = — 3—(1;1’
 om h=1,...,n, (13.9)
dh 3ph’
¢ trasformato da ¥ nel sistema Hamiltoniano
. OH'
Ph = - W(PaQat%
8th h=1,...,n, (13.10)
= —(P,Q,t
Qh aPh( 7Q7 )7

con Hamiltoniana H'.

Sia 7,4 un tubo di flusso relativo al sistema Hamiltoniano (13.9), Cp una curva
chiusa ottenuta tagliando 7, , con un piano ¢ = cost e C un’altra qualsiasi curva
chiusa che interseca le traiettorie del tubo 7,, in un solo punto. Il teorema
sull’invariante di Poincaré-Cartan assicura che

?{[p~dqudt] :?{ p-dg. (13.11)
C Co
Denotiamo con 7p g, Cp, C’ il tubo di flusso e le due curve chiuse che si ottengono
trasformando 7,4, Co e C mediante ¥. In particolare, la curva Cj ¢ anch’essa
ottenuta tagliando 7p g con un piano ¢ = cost. Poiché la trasformazione ¢ cano-
nica, il tubo 7p g € un tubo di flusso relativo ad un sistema Hamiltoniano con
Hamiltoniana H’. Pertanto il teorema sull’invariante di Poincaré-Cartan implica
che

]{ [P-dQ — H'dt] :?{ P-dQ. (13.12)

! C(/J

Il membro destro di (13.12) puo essere scritto come una forma differenziale nelle
variabili (p, q), in quanto

P dQ—;{;Pk Fer }dqh+};{;a o }dph.
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Qualunque sia il sistema Hamiltoniano di partenza, i membri destri di (13.11)
e (13.12) sono invarianti per spostamenti lungo le curve integrali dei due campi
Hamiltoniani relativi ad H ed H’, a tempi fissati, in quanto sono i rispettivi
invarianti di Poincaré. Pertanto, per il teorema di Lee Hwa-Chung, esiste ¢ € R

tale che )
j{ P-sz—?{p-dq.
’ c Je

In conseguenza, usando (13.11) e (13.12) si ha

j{,[P'dQ—H’dt]:%fé[p-dq—Hdt]

per ogni curva chiusa C e con C' = ¥(C). Reinterpretando la forma differenziale
P - dQ — H'dt come una forma differenziale nelle variabili (p,q), la precedente
relazione implica che la forma differenziale

p-dg— Hdt — c[P-dQ — H'dt]

ha circuitazione nulla su ogni curva chiusa. Pertanto tale forma differenziale ¢
esatta e quindi esiste G(p, ¢,t) differenziabile su I, , tale che

p-dq— Hdt —¢[P-dQ — H'dt] = dG (13.13)

Osservazione: Per pervenire a tale conclusione si € usato in modo determinante il
teorema di Lee Hwa-Chung che dipende dall’invarianza dell’integrale di Poincaré
rispetto ai moti di ogni sistema Hamiltoniano. La condizione necessaria per la
canonicita di una trasformazione appena dimostrata ¢ valida quando si assuma
la definizione “restrittiva” di trasformazione canonica cioe di trasformazione che
manda “ogni” sistema Hamiltoniano in un sistema Hamiltoniano, mentre non si
applica alle trasformazioni che sono canoniche solo rispetto ad una specifica coppia
di sistemi Hamiltoniani.

La condizione (13.13) non ¢ solo necessaria per la canonicita, ma anche suffi-
ciente. Dimostreremo infatti il seguente

Teorema 13.1: Condizione necessaria e sufficiente affinché la trasformazione ¥
sia canonica & che per ogni H(p,q,t) regolare esistano ¢ # 0, G(p,q,t) differen-
ziabile e H'(P, Q,t) regolare in modo che la (13.18) sia verificata.

Dim. La condizione necessaria ¢ stata gia dimostrata in precedenza. Per dimo-
strare la condizione sufficiente, ricordiamo che, come si & visto nel Capitolo 12, le
traiettorie soluzione di un sistema Hamiltoniano sono tutti e soli i punti stazionari
del funzionale Azione. Pid precisamente, fissati z(!) e 2(2) in T e lo spazio delle
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traiettorie Mz(l),z(2>,T7 una traiettoria y € Mzu)’z(z),T € un punto stazionario per
il funzionale Azione

T
S = / dt[p(t) - 4(t) — H(p(t), q(t).1)]

in M, e 1 se e solo se t — y(t) = (p(t),q(t)) & una soluzione del sistema Ha-
miltoniano (13.3). La canonicita della trasformazione ¥ sara dimostrata facendo
vedere che, in conseguenza di (13.13), la traiettoria trasformata v = ¥(y) data
dat — +/(t) = (P(t),Q(t)) ¢ un punto stazionario per 1’Azione trasformata

T .
') = / a[P(t) - Q(t) — H'(P(1), Q(t). )]

in M) e g ove (Z1,0) = ¥(z1,0) e ('@, T) = ¥(,T). Mostrato

cio, poiché i punti stazionari dell’azione S" in M, sono tutte e sole le

"7
soluzioni del sistema Hamiltoniano (13.7) ne consegue che ¥ trasforma ogni sistema
Hamiltoniano in un sistema Hamiltoniano e quindi & canonica.

Per mostrare che v/ ¢ un punto stazionario per S’, basta fissare una curva
v € M ed integrare la relazione (13.13) sulla curva 5 € T, , data da [0,T] > t —

(v(¢),t) = (p(t),q(t),t). Si ottiene allora

/ "l (t) - d(6) — HGp(), a(6), 0] — ¢ / " aP) - Q) — B (P(), Q). 1)
=GP, T)-G:=W,0).
Per definizione di S ed S’ si ha cioe
S = cS'Y]+ G(z?,T) — Gz, 0).

Le quantita G(2(V,0) e G(2(?),T) sono costanti al variare di v in M e pertanto
una traiettoria v € M & un punto stazionario per S se e solo se la traiettoria tra-
sformata 7' = ¥(y) € M’ & stazionaria per S’. Questo conclude la dimostrazione
del Teorema 13.1. O

Osservazione: Il numero ¢ che appare nella condizione (13.13) & legato all’unicita
dell’invariante di Poincaré, provata dal teorema di Lee Hwa-Chung. Pertanto esso
dipende solo dalla trasformazione canonica e non dalle funzioni H ed H’. Pertanto
esso € associato in modo unico alla trasformazione canonica. Esso e detto valenza
della trasformazione canonica. In particolare, se ¢ = 1 la trasformazione canonica
¢ detta univalente. E chiaro che, se W : (p,q,t) — (P,Q,t) & una trasformazione

canonica con valenza ¢ # 1, la trasformazione ¥ : (p, q,t) — (P,Q,t) con P =P
e Q = cQ, & canonica univalente, in quanto, scegliendo H' = cH’, la (13.13) vale
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con ¢ = 1. Pertanto il fattore ¢ &€ un fattore di scala inessenziale. Ignoreremo
nel seguito tale fattore, restringendo la nostra attenzione alle sole trasformazioni
canoniche univalenti che saranno denominate semplicemente canoniche.

13.3 Funzioni generatrici di trasformazioni canoniche.

La condizione (13.13) caratterizza completamente la classe delle trasformazioni
canoniche. Essa suggerisce d’altra parte che, fissata ad arbitrio una funzione diffe-
renziabile G(p, ¢, ), si possa costruire una trasformazione canonica che verifica le
(13.13). Tuttavia tali relazioni sono troppo implicite per essere realmente utilizzate
per determinare una trasformazione canonica.

Modificando lievemente il punto di vista adottato in precedenza si perviene
tuttavia alla nozione di funzione generatrice di una trasformazione canonica.

Si supponga che la matrice Jacobiana parziale

Q1 90
apl o 6pn
Q=
9Qn IQn
opr " Opa

abbia determinante non nullo, in modo che le relazioni

Qr =Qr(p,q,t), h=1,...,n
possano essere risolte almeno localmente rispetto alle p, fornendo
pr = pn(Q.q,t).
Usando tale relazione si ottiene poi
Pu(Q.q,t) = Pu(p(Q.q,1),q.1).
In tali condizioni, in luogo delle variabili p, ¢ oppure P,(Q, si possono assumere
come variabili indipendenti le variabili ¢, Q, cioe le vecchie e le nuove coordinate.

Il vantaggio di una tale scelta di variabili indipendenti & che la relazione (13.13) in
questo modo coinvolge i soli differenziali delle variabili indipendenti. Posto inoltre

F(Q,q,t) =G(p(Q,q,t),q,t),

la (13.13) si scrive



ove H(Q,q,t) = H(H(Q,q,1),q,t) e H'(¢,Q,t) = H'(P(Q,¢,1),Q,t). Tale condi-
zione ¢ verificata se e solo se

oF

— t)=19p t

o (Q,q,t) = pn(Q, g, 1),

or
OQn

%—f(QaQat) = _H(ﬁ(Qvtbt))qat) + H,(P(Q7Q7t)aQ7t)

(Q.q,t) = —Pu(Q.q,1), (13.14)

La prima delle (13.14) puo essere risolta rispetto alle @ in quanto la matrice
Jacobiana parziale J(p/Q) € non singolare in quanto inversa della matrice J(Q/p)
che ¢ localmente invertibile per ipotesi. Risolvendo quindi la (13.14) rispetto alle
Q si ottiene

Qn = Qnlp,q,t), h=1,...,n. (13.15)

Sostituendo questa nel primo membro della seconda delle (13.14), si ottiene poi

a (Q(p,a,1),4,t). (13.16)

Pn = Pu(p,q,t) = ~a0n

Le (13.15) e (13.16) forniscono 'espressione esplicita della trasformazione canonica
mentre la terza delle (13.14) diventa

H(P.Q.1) = Hp(P,Q.1),a(P,Q.0),0) + 5 (Q.a(P,Q.0.1),  (1317)

In definitiva, assegnata una funzione F' differenziabile due volte nelle variabili
Q, q,t tale che la matrice DiQF di elementi

0’F
—(@,q,t), hk=1,...,n,
900G, " "

abbia determinante non nullo, si pone

oF
Ph—*@

Le prime n di tali relazioni sono risolvibili rispetto alle @ per la non singolarita
della matrice D(?’QF. La loro sostituzione nelle seconde n relazioni definisce allora
una trasformazione canonica, mentre la (13.17) fornisce la nuova Hamiltoniana H’
corrispondente all’Hamiltoniana H. La trasformazione canonica ¥ cosi ottenuta
si dice generata dalla funzione F', mentre la funzione F' si dice funzione generatrice
della trasformazione canonica.

OF
phzai(qunf)? (Qaq7t)7 hil,...,’n.
dn
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La scelta delle variabili Q e ¢ come variabili indipendenti & arbitraria: una
qualsiasi scelta di n delle vecchie variabili ed n delle nuove & possibile. Ad
esempio, si potrebbero considerare le variabili p1,...,Ds, @s41,---qn, P1,..., Py,
Qs'+15- - -, Qn,purché non sia mai presente una coppia di variabili coniugate. Le
scelte principali adottate nella pratica sono (Q, q), (Q,p), (P,q), e (P,p). Per tale
motivo una funzione generatrice del tipo appena considerato, F'(Q,¢,t) sara an-
che detta funzione gemeratrice del 1° tipo e sara denotata, per questo motivo con
F1(Q,q,t). La trasformazione canonica ¥; da essa generata & individuata dalle
posizioni

R

(25 B oF,
pr= dqn

(Q7q7t)7 P, = @(Qv%t)a hzla“w”a

mentre la nuova Hamiltoniana H’ ¢ data da

H/(P7 Q7 t) = H(p(P7 Q) t)? q(P’ Q7 t)’ t) + %(Q’ Q(P) Q7 t)’ t)?

Per definire la funzione generatrice del secondo tipo cominciamo con 'osservare
che, essendo

p-dg=d(p-q) —q-dp,
la (13.13) puo anche scriversi in termini dei differenziali di @ e p nella forma

—q-dp—P-dQ— (H— H)dt =d[G —p- q]. (13.18)

Per considerare le variabili @) e p come indipendenti occorre assumere che sia non
degenere la matrice Jacobiana

0Q: 0Q:
dar T O,
JQIay=|
90, 30,
aql o aq’ﬂ

in modo che le relazioni
Qr = Qrlp,q,t), h=1,...,n
possano essere risolte almeno localmente rispetto alle ¢, fornendo
an = 4n(Q,p,1).
Usando tale relazione si ottiene poi
Pu(Q,q:t) = P(p,d(Q,p, 1), 1).
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Posto
FZ(Qap7 t) = G(pa qA(Q,pv t)at) —D- qA(Qapv t)?

la (13.18) diventa

dFy = —G-dp— P-dQ — (H — H')dt

ove H(p,Q,t) = H(p,4(Q,p,1),t) e H'(p,Q,t) = H'(P(Q,p,1),Q,1). Procedendo
come prima, si ottiene

OF; p
871)’1(@7177 t) - 7qh(Qapat)7
OF: -
TQZ(Qypv t) = 7Ph(Qap7 t)a
0F,

W(szv t) = _H(p7 Q(Q7p7 t)? t) + H/(P(Q7pa t)) Q7 t)
Gli stessi argomenti di prima mostrano che, assegnata una funzione Fj differen-
ziabile due volte nelle variabili @) e p, tale che la matrice Dé’ng di elementi

0 F,
22 (Q,pt), hk=1,...n,
8pkth(Qp )

abbia determinante non nullo, si puo porre

0Fy 0F;
— 2000, Po=—220Qpt), h=1,....n
dh H h( » P, )7 h th( » P, )7 ) ,

Le prime n di tali relazioni sono invertibili rispetto alle Q per la non singolarita
della matrice Dé 2. La loro sostituzione nelle seconde n definisce allora una
trasformazione canonica ¥o, mentre la relazione

H/(P7 Q?t) = H(p(P7 Q?t)) Q(P7 Q’ t)7t) + %(Q?p(P7 Q’ t)7t)’

fornisce la nuova Hamiltoniana H' corrispondente all’Hamiltoniana H.

La funzione F»(Q,p,t) si dice funzione generatrice del 2° tipo.

Le funzioni degli altri due tipi si costruiscono in modo analogo. Se si suppone
che J(P/p) & non singolare e quindi si possono usare le variabili (P, q), si sceglie
F3(P, q,t), con la condizione che la matrice D1237qF3 di elementi

0%Fy
8Pk8qh

(P,q,t), h,k=1,...,n,
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abbia determinante non nullo. La trasformazione canonica W3 & definita ponendo

O0F3
aqh

0F;

(P q, ) Qh 8P}L

Dn = —(P,q,t), h=1,...,n.

mentre I’Hamiltoniana H’ ¢ data da

H'(P.Q.1) = HO(PQ.0),0(P,Q.1).1) + 5 (Pa(P.Q.0).1),

Allo stesso modo, se si suppone che J(P/q) & non singolare e quindi si possono
usare le variabili (P, p), si sceglie la funzione Fy (P, p, t) tale che la matrice D1237PF4
di elementi

0%Fy
P,p,t h,k=1,...
apkaph( 7p, )7 ) 7 7n7
abbia determinante non nullo, la trasformazione canonica ¥4 € definita ponendo
OF. OF.
Qh:*J(Pp, )7 Qh 4(Ppa )7 h:17"'an'

8h aPh

mentre I’Hamiltoniana H’ ¢ data da

HI(P7 Q’t) = H(p(P7 Q?t)7 q(P’ Q?t)’t) + %(‘P?p(P’ Q?t)’t)7

Osservazione: Se la funzione generatrice non dipende esplicitamente dal tempo, la
trasformazione canonica € indipendente dal tempo ed inoltre

H(p,q,t) = H'(P(p,q),Q(p, q),1),

per cui la trasformazione ¢ completamente canonica.

Riassumendo:
1° tipo : p= %(Q,q,t), ?91221 (Q,q,1)
20 tipo :  q= aFQ (Q p.t), P= 31;2 (@Q.p,t)
3° tipo p:aa—?(P,q,t), Qz%(Rq,t)
4° tipo : qz—aa—};‘l(P,p,t), Q:%(Pap7t)
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Esempi.
1) Sia @ la trasformazione

p+q
P=p—q, Q= — (13.19)

Mostrare che € canonica, trovando una funzione generatrice del 1° tipo.
Risolvendo la seconda delle (13.19) rispetto a p e sostituendo nella prima si trova

p=20-q, P=2Q-2q
Fi deve soddisfare le relazioni

oF, oF

— =2Q —q, — =2q¢-—2Q.

34 Q—q aq ~ 2 Q

Integrando la prima di queste relazioni si trova
2

Fi(Q.q) = 2Qq — 5 +a(Q),

che, sostituita nella seconda fornisce
29 +a'(Q) =29 — 2Q.

Pertanto a(Q) = —Q? e

2
Fi(Q.q) = -Q* = & +20Qq

¢ la funzione generatrice della trasformazione (13.19).

2) Sia F; = ¢ - Q. Trovare la trasformazione canonica generata da F.

_OF OF,

= — = s P = —_—— = — .
Dh a0 Qn h a0, an

3) Trovare la funzione generatrice dell’identita.

Poiché J(P/q) = 0 = J(Q/p), deve essere necessariamente una funzione o del 2°
tipo o del 3° tipo. Consideriamo il primo caso. Deve essere

8F2 6F2
=qp = ——=— R s = P = —— s .
Qn = q O (Q.p), pn="Fy 90n (Q,p)
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Integrando la prima si trova

Fy,=-Q -p+aQ).
Sostituendo nella seconda,
Pr=Dpn— 02(Q)
OQn

che implica o = cost. Pertanto

FQ(Qap) =P Q

e funzione generatrice dell’identita del 2° tipo. Si consideri ora il secondo caso.

Deve essere OF OF
—p =3 —g = 228
Dh " o Qn =qn ap,

Integrando la prima si ha
F3(P,q) = P-q+ B(P)

che, sostituita nella seconda fornisce

_ IB(P)
qn = qn + op,
Pertanto
F3=P-q

¢ la funzione generatrice dell’identita di 3° tipo.

4) La trasformazione

1
Py =f(t)an, Qn=——pPn
’ f(t)
¢ canonica per ogni ¢ — f(¢) mai nulla, come si ¢ visto in precedenza. Dimo-

strare la canonicita costruendo una funzione generatrice.

Poiché J(P/q) € non singolare, si pud cercare una funzione generatrice del 4° tipo.
F4. Deve essere

1 OFy 1 O0F,
—P = , = — =, —_— = = —.
Fhv=a oo 7Pn Qn ap,

Integrando la prima si ottiene

Fy, = —%p-P—Fa(P).
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Sostituendo nella seconda:

e pertanto
Fy= —%P - P
¢ la funzione generatrice. Poiché
=l P=-tq-p
si ha )
H(PQH-H-2 L0 -To.p

come gia ottenuto in precedenza.

5) Trovare la trasformazione canonica generata dalla funzione generatrice
F3(P7Q7t) = w(Q7t) - P.

Risulta: 5 5 o(a. 1)
J; 3 J; 3 q, t
5p — Y@, p 94 94

= ()

Q=

Invertendo la seconda,

Si tratta cioe di una trasformazione naturale e 'argomento precedente & una
prova alternativa a quella fornita all’inizio di questo capitolo del fatto che le

trasformazioni naturali sono canoniche.

13.4 Metodo di Hamilton-Jacobi.

La nozione di funzione generatrice sta alla base di un metodo di soluzione delle
equazioni di Hamilton, il metodo di Hamilton-Jacobi, che, quando applicabile,
fornisce la soluzione esplicita al problema ai valori iniziali per il sistema (13.3).
L’idea del metodo ¢ basata sul fatto che, fissata 'Hamiltoniana H del sistema di
partenza, al variare della trasformazione canonica, la nuova Hamiltoniana H’ &

data da
oF

H =H+ —.
t o
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Si puo quindi sperare che sia possibile, con un’opportuna scelta della funzione F,
ottenere un sistema Hamiltoniano (13.7) pid semplice da integrare. E chiaro che il
sistema, pitl semplice si otterrebbe se risultasse H' = 0. Supponiamo che una tale
scelta della funzione F' sia possibile e che essa generi la trasformazione canonica
U definita da

Ph:Ph(pvqat)v Qh:Qh(pvqat)v h:]-v"'vn'

In corrispondenza di tale scelta si avrebbe H' = 0 ed il sistema (13.7) diverrebbe
il sistema banale _ )
P,=0, On=0, h=1,....n,

che ha per soluzioni
Bt)=P"” Qut)=Q", h=1,....n,
con PO ¢ QO i valori iniziali delle P e Q:
P}(LO) :Ph(p(O)aq(0)70)v ng) :Qh(p(O)aq(0)70)v h:17'~~,n'

In conseguenza la soluzione t — (p(t), ¢(t)) di (13.3) deve soddisfare le relazioni

Pu(p(t),q(t),t) = B, Qu(p(t),q(t),t) = QY h=1,...,n.

L’invertibilita della trasformazione ¥ assicura che & possibile risolvere il sistema
precedente per ogni t e quindi determinare, in linea di principio la soluzione in
funzione delle P9 ¢ Q@

Evidentemente tutte le difficolta della soluzione del problema ai valori iniziali
per il sistema (13.3) sono state in questo modo trasferite nella determinazione della
funzione generatrice F' che realizza la semplificazione auspicata. Supponiamo, per
fissare le idee, di voler determinare una funzione generatrice del 3° tipo, cioe una
funzione F'(P, q,t) tale che la matrice D%) & sia non singolare e la trasformazione
canonica ¥ sia definita ponendo

OF OF
= (P Qn=——(P =1,...,n. 13.2
ph aqh( 7q7t)7 h aPh( 7q7t)7 h’ ) 7” (3 0)

mentre 'Hamiltoniana H' & data da

H,(P7 Q’ t) = H(p(P7 Q7 t)? Q(P’ Q? t)’ t) J’_ aa_f(P’ Q(P7 Q7 t)7 t)?

La richiesta H' = 0 equivale quindi alla condizione

OF
E(PaQHJ") +H(p(P7qat)7qat) = 07
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ove si sono utilizzate le P e le ¢ come variabili indipendenti.

La precedente relazione caratterizza la F'; ma la sua determinazione esplicita a
partire da tale relazione non € ovvia in quanto in H appare la funzione p(P, g, t),
che ¢ a sua volta incognita ed & legata alla F' dalla prima delle relazioni (13.20).
Sostituendo tale relazione si ottiene quindi la condizione che deve essere soddisfatta
dalla funzione generatrice F":

F
%—t + H(V,F,q,t) =0, (13.21)

ove V I denota il vettore di R"

oF OF
VqF—(%,...,@).

L’equazione (13.21) & un’equazione alle derivate parziali del primo ordine nella
funzione incognita F. Essa prende il nome di equazione di Hamilton-Jacobi. Si
tratta di una equazione non lineare, anche nel caso pit semplice di una particella
libera soggetta ad una forza conservativa di potenziale U. In tal caso infatti
I’Hamiltoniana si riduce alla semplice espressione

p

H(p,q) = %+U(Q),

e 'equazione di Hamilton-Jacobi si scrive
3 2
OF 1 OF
— + — — U(g) =0
ot +2m;<3qi) +Ula) =0,

che & quadratica in V4 F'. Osserviamo che la funzione F' deve dipendere da ¢ perché
si possa realizzare la condizione H' = 0. Tuttavia, nel caso che ’'Hamiltoniana H
non dipenda dal tempo, la dipendenza di F' da t puo essere scelta nel modo piut
semplice possibile, cioe in forma lineare:

F =5(P,q) + at,
con « costante. Con tale scelta, la (13.21) diviene
a+H(V,S,q) =0.
Tale equazione mostra che la costante a rappresenta proprio ’opposto del valore
dell’energia totale in corrispondenza ai dati iniziali fissati e quindi essa puo essere
scritta nella forma

H(V4S,q) = E, (13.22)
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che prende il nome di equazione di Hamilton-Jacobi stazionaria.

Sia nel caso dipendente dal tempo che nel caso stazionario, le variabili P figu-
rano esclusivamente come parametri, in quanto nell’equazione non sono presenti
esplicitamente né le P né le derivate di F rispetto alle P.

Per risolvere ’equazione di Hamilton-Jacobi in modo utile per costruire una fun-
zione generatrice non basta determinare una singola soluzione, ma occorre determi-
nare una famiglia {F, , a € R"} di funzioni definite in R™ x R, (g,t) — Fa(q, 1),
tali che per ogni @ € R"™, F,(q,t) sia differenziabile rispetto a (g,t) e soddisfi
'equazione (13.21). Inoltre, denotata con F(a,gq,t) la funzione su R*"*! tale che
(o, q,t) — F(a,q,t) = Fu(q,t), la matrice DEWF deve essere non singolare. In
queste condizioni, identificando « con P, la funzione F(P,q,t) ¢ una funzione ge-
neratrice di 3° tipo di una trasformazione canonica tale che H' = 0. La famiglia
{F. , a € R"} di soluzioni di (13.21) tale che la matrice D2 ,F & non singolare &
denominata integrale completo dell’equazione (13.21). '

Pertanto, per applicare il metodo di Hamilton-Jacobi alla soluzione del problema
di Cauchy per il sistema Hamiltoniano, occorre determinare un integrale completo
dell’equazione di Hamilton-Jacobi. Tale problema in generale presenta difficolta
pari, se non superiori al problema della soluzione del problema di Cauchy per il
sistema Hamiltoniano. Tuttavia, in alcuni casi, I'impiego di opportune tecniche di
soluzione, quali il metodo di separazione delle variabili, rende utile il metodo di
Hamilton-Jacobi.

Esempi.

Considereremo, a titolo di esempio di soluzione dell’equazione di Hamilton-
Jacobi per separazione di variabili, due classi particolari di Hamiltoniane. Ci
limiteremo inoltre al caso stazionario, e quindi alla soluzione dell’equazione (13.22)

1) Si supponga che I'Hamiltoniana H abbia la struttura

H(p,q) = G(g1(p1,q1)s -+ Gn(Pn, qn)), (13.23)

con G e g; funzioni regolari. Ammettiamo inoltre che risulti

9gi .
— #0, +1=1,...,n. 13.24
Dette aq, ..., a, n costanti e posto
oS .
gi(a—qi,qi) =q; 1=1,...,n (13.25)

con
G(aly"'aan) :E7
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le (13.24) implicano
5 = @i, q;) (13.26)
9 i 7 7y 112 .

(2

la ; essendo l'inversa della g; come funzione della p; a g; fissato. Detta poi
¢i (e, q;) una primitiva di ¢;, cioé una funzione tale che

di(ai, q;) = /dqz'%(ai7qz')7 (13.27)
si ha N
S(P,q) =Y 6i(Pi, i)
=1
e quindi

i=1
Pertanto la determinazione della soluzione dell’equazione di Hamilton-Jacobi

¢ in questo caso ricondotta al calcolo degli n integrali(13.27). E’ immediato
controllare che, in conseguenza di (13.24) risulta

det (%) £0

e quindi la precedente espressione fornisce un integrale completo dell’equazione
di Hamilton-Jacobi. L’esempio pitd semplice di tale caso e fornito dal sistema di
n oscillatori armonici che, in termini di modi normali, ha come Hamiltoniana

= 1
H(p,q) = Zgi(piv%')v 9i(pis ;) = 5(]93 +wig).
i=1

In questo caso @;(a;, ¢i) = /20; — w?q?,
bi(i, qi) = /in\/2ai —wig}

F(P,q,t) = Z {/dqi 2P, — wiq? — Pit} :
i=1

2) Si supponga che 'Hamiltoniana H abbia la struttura

H(pa Q) = gn( -+ g3 (g2(gl(Q1apl)aQQap2)7q3ap3) . Qn,pn>

309



con gx(2,qk,Px), k = 1...,n regolare e tale che

gk
—— #£0, k=1...,n. 13.28
o0 # ( )
Posto allora
( 8_5) =«
9141, (9(]1 1
oS

g2\Qa1,q2, 77— ) = Qg,
( aqz)

(Ot o2 ) = a
gn nflv(Invaqn — Gn,

con a;, = E, per la (13.28) tali relazioni si possono risolvere rispetto alle derivate
di S e quindi si ottiene

95 )

e ®1(q1, Q1
95 olanon, 09)
6(12—902 q2,01,02),
oS

a—qn = @n(Qn,an—lvan)a

wr essendo 'inversa della funzione g rispetto alla variabile py per z e g fissati.
Posto quindi

¢i(qi, i1, ) :/d%’@i(q%aiflvai)v

si ottiene

S(P.q) = ¢i(Pi-1, Piq;) = Z/dqz‘%(qz'JDi—l,Pi)
1=1 1=1

F(P,q,t) = _Pnt+Z/in§0i(QiaPi—lypi)-
1=1
Anche in questo caso ¢ immediato controllare che, in conseguenza di (13.28)

risulta 52
F
det (apiaqj) 70
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e quindi la precedente espressione fornisce un integrale completo dell’equazione
di Hamilton-Jacobi. L’esempio piti famoso di questa classe di Hamiltoniane
corrisponde al moto Newtoniano di una particella:

1 P2 p? k
H ) ) 9 797 =5 2 + =2 + —r - -
(Pos Po, Pp: 9,0, 0) 2m {pp p?  p?sin® p
In questo caso
91(0:Pp) = P,
2 of
ga(a,0,pg) = py + ——5—=»
sin“ 6
1 2 (6] k
g3(a2, p,pp) = o (pp + ?> - ;
Si ha quindi
a8
= = qy,
dp !
s a?
= i
00 > sin%6

Pertanto

F(P P@» go»p» 7307
w P9
~ Pyt Poot [ d0\[Po— ot [ dpyf2m P—|— =

13.5 Trasformazioni completamente canoniche.

Ricordiamo che una trasformazione indipendente dal tempo
® : (pg) €lpg — (PQ)€lpg
differenziabile ed invertibile con

Ph:Ph(paq)v Qh:Qh(pvq), hzl,"'an7

¢ completamente canonica se ¢ canonica e H' = H o ®7 1,
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Utilizzando la (13.13) ¢ immediato controllare che ® & completamente canonica
se e solo se esiste G(p, q) tale che

p-dg=P-dQ + dG. (13.29)

Sia C una qualsiasi curva chiusa regolare in I', ; e C’ la curva chiusa in I'p ¢ che si
ottiene da C applicando la trasformazione ®. La (13.29) ¢ allora equivalente alla
condizione:

VC CTyy, fp ~dg= ¢ P-dQ, conC =®(C), (13.30)
c e

La (13.30) & quindi una condizione necessaria e sufficiente di completa canonicita.
Un’applicazione di tale condizione fornisce la prova che il flusso Hamiltoniano
Ui, 1, (ciot la trasformazione che ad ogni coppia (p, ¢) associa il punto (p(t1), g(t1))
raggiunto al tempo t; dalla traiettoria che passa per (p, ¢) al tempo tg) determina
una trasformazione completamente canonica.
Infatti, sia @ la trasformazione definita dalla posizione

(P(p,q), Q(p,q)) = Uty 1,(p, @)

L’invarianza dell’integrale di Poincaré

j{p'dq
C

per ogni curva chiusa C, equivale in questo caso alla condizione

fp-dqu P.dQ.
C (4

con C' = Uy, +,(C). Tale relazione & proprio la condizione necessaria e sufficiente
(13.30).

Struttura simplettica.

Altre caratterizzazioni delle trasformazioni completamente canoniche si otten-
gono con ’aiuto della matrice 2n x 2n

0 0 ... 0 -1 0 .. 0
0 0 ... 0 0 -1 ... 0
0 0 ... 0 0 0 .. -1
J:(?” Sn): . (13.31)
no On 10 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
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che ¢ denominata matrice simplettica fondamentale. Nella (13.31) la matrice O,
e la matrice n x n avente tutti gli elementi nulli, mentre la matricel,, ¢ la matrice
n X n avente tutti gli elementi nulli tranne quelli della diagonale principale che
sono tutti uguali ad 1.

E immediato controllare che

J? = sy, (13.32)

ove 15, € la matrice 2n x 2n avente tutti gli elementi nulli tranne quelli della
diagonale principale che sono tutti uguali ad 1. Poiché 2n & pari, det(—ls,) =1 e
quindi si ha
|det J| = 1.

Si verifica immediatamente che det J = 1, in quanto, mediante n scambi di colonne,
J puo essere ridotta ad una matrice diagonale con i primi n elementi della diagonale
uguali a —1 ed i secondi n uguali ad 1.

Dal punto di vista notazionale, se con z = (p, ¢) si denota il generico punto dello
spazio delle fasi I, e con V,G il vettore di R?” avente per componenti le derivate
(0G/0z,), per h = 1,...,2n, allora il campo Hamiltoniano F# si scrive

r=jv.0
ed il sistema Hamiltoniano (13.3) si scrive
z=JV_H.
La matrice J consente di definire la forma simplettica: per ogni coppia 21,29 € T,
si pone
(21,22 =21 - Jzo = —p1 - @2 + q1 - P2.

Poiché naturalmente
J' =7,

si ha
[Zlv 22} = _[227 Zl}

e cioe la forma simplettica & antisimmetrica. In particolare [z, z] = 0.

Definizione 13.3: Una trasformazione lineare S di R?" in sé, caratterizzata da
una matrice 2n x 2n che denoteremo ancora con S con abuso di notazione, si dice
simplettica se lascia invariata la forma simplettica:

[521, SZQ] = [2’1, 2’2], \V/Zl, 29 € RQn.

Proposizione 13.2: Condizione necessaria e sufficiente affinché S sia simplettica
e che risulti
STJsS =J. (13.33)
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Dim. Per ogni z,u,

[Sz,Su] = Sz - JSu = z- ST JSu.
Pertanto S ¢ simplettica se e solo se
z2-STJSu =z -Ju, Yz,uecR™,
e cioe se e solo se ¢ verificata la (13.33).
Moltiplicando (13.33) per J si ottiene
on = J* =5"J5,

che implica

(SNt =-sTJ.

Poiché (SJ)~! = J~1S~! ne segue che per ogni trasformazione simplettica S,
S~t=—JstJ.
Moltiplicando tale relazione a sinistra per S ed a destra per .J si ottiene poi
J=g8Js"
che implica che, se S ¢ simplettica, anche ST ¢ simplettica. O

Sia ora ® una trasformazione di I', ; in I'p,¢. Denotando con z e Z i punti di

I'yq e I'pg, essa si scrivera:
Z = P(z).

Le precedenti proprieta delle trasformazioni simplettiche sono alla base del se-
guente

Teorema 13.3: La trasformazione ® & completamente canonica se e solo se la
matrice Jacobiana di ® é simplettica.

Dim. Denoteremo per brevita con G la matrice Jacobiana di ®, J(Z/z). Si
assuma H = H' o ®. Applicando due volte il teorema di derivazione delle funzioni
composte, si ha

Z=G:=GJV.H=GJGTV,H, (13.34)

in quanto
V.H = (GTVH).

Se ® ¢ completamente canonica,
Z=JVzH (13.35)
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e quindi, per l'arbitrarietd di VzH' segue che GT & simplettica e quindi G &
simplettica.

Viceversa, se G & simplettica, (13.34) implica (13.35) per ogni H e quindi ® &
completamente canonica. O

Corollario 13.4: Ogni trasformazione completamente canonica ® conserva la
misura di Liouville dz = dp; ...dppdq; . .. dgy,.

Dim. Basta far vedere che |det G| = 1. Questo segue dal fatto che G & simplettica
e quindi
GT'JG=1J

che implica
(det G)? det J = det J.
O

Avendo precedentemente osservato che il flusso Hamiltoniano Uy, +, € una tra-
sformazione completamente canonica, questo Corollario fornisce una nuova dimo-
strazione del teorema di Liouville sull’invarianza della misura di Liouville durante
il moto.

Parentesi di Poisson.

Siano F, G due funzioni differenziabili su I', a valori reali. Si definisce parentesi
di Poisson tra F' e G e la si denota con {F, G} oppure con {F,G}, , quando sia
necessario evidenziare le variabili indipendenti, la quantita

" [OF 8G oF 0G
ey =S |ZE& T g p. V.G = [V.F V.Gl
{ J ,; [3% Opn,  Opp Oqy [ ]

Abbiamo gia incontrato tale quantita nel Capitolo 12, a proposito di integrali primi
per un sistema Hamiltoniano. Essa appare nell’equazione (12.13) che fornisce la
condizione affinché una funzione G sia un integrale primo. Con la precedente
definizione, la (12.13) si scrive

oG
4 {G,H} =0. (13.36)
ot
In particolare, se G non dipende dal tempo, essa ¢ un integrale primo se e solo se
{G,H} =0.

Le seguenti proprieta sono un’immediata conseguenza della definizione:

{G,F} = _{F» G}v
{a1 F1 + aoFy, G} = a {F1, G} + ax{Fs, G}, ai,az €R; (13.37)
(F\Fy, G} = F\{F, G} + [F1, G} Fs.
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Inoltre, se F, G, M sono differenziabili due volte, vale I'identita di Jacobi

Osservazione: L’identita di Jacobi implica che, se G; e G5 sono integrali primi,
tale ¢ anche {G1,G2}. Infatti

{H7 {leG2}} = _{G17 {G%H}} - {G27 {Hv Gl}} =0.

Vale il seguente

Teorema 13.4: La trasformazione ® ¢ completamente canonica se e solo se lascia
invariate le parentesi di Poisson e cio€, per ogni coppia di funzioni F' e M sul'y 4,
dette ' = Fo®~ ! e M/ = Mo®~! le due funzioni corrispondenti su T p g, risulta

{F'.M'}pg ={F, M}, ,0® " (13.39)

Dim. Denotiamo con G la matrice Jacobiana di ®. Si ha
{(F,M}, , = [V.F,V.M] = [G"VzF ,G"V 7 M'] 0 .
D’altra parte,
{F',M'}pg =|VzF' VzM].

Pertanto, se ® & completamente canonica, G & simplettica, per cui anche GT lo &
e si ha l'uguaglianza (13.39). Viceversa, se vale la (13.39), per 'arbitrarieta di F
ed M si ottiene che GT & simplettica e quindi ® & completamente canonica. O

L’invarianza delle parentesi di Poisson implica un’altra importante condizione
di completa canonicita, espressa dal seguente

Teorema 13.5: Condizione necessaria e sufficiente affinché ® sia completamente
canonica € che per ogni coppia i,k =1,...,n, risulti

{Q'La Qk}p,q = O, {Pu Pk}p,q = 07 {Q'L’a Pk}p,q = 5i,k- (1340)

Dim. Poiché ¢ immediato controllare che le relazioni (13.40) valgono quando alla
coppia di indici (p, q) si sostituisce (P, Q), I'invarianza delle parentesi di Poisson
per trasformazioni completamente canoniche (13.39) implica che le (13.40) val-
gono per trasformazioni completamente canoniche. Per mostrare la condizione
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sufficiente occorre far vedere che se sono verificate le (13.40), allora sono verifi-
care anche (13.39) per ogni coppia di funzioni F' ed M. Cio si ottiene calcolando
esplicitamente le parentesi di Poisson. Per evitare un eccesso di indici, forniamo
il calcolo nel caso n = 1, ma esso vale sostanzialmente inalterato qualunque sia n.

OF OM  OF OM
M =50 " a5 g
B OF' 0Q OF' OP oM’ 0Q oM’ OP
(acza_f 8P8—q>(362 op " op a_p)
- (aF'@ . 8F’8_P) <aM'@ . 8M’8_P)
oQ op OP op 0Q 0q OP 0q
=1 + Iy,

con

OF OM' 9Q OP _ OF' OM' 9P 9Q
L= 390 0P aq 0p T 9P 0Q 9q op
OF OM' 0Q OP  OF' OM' OP 0Q)
- 0Q 0P 9p dq 9P 9Q dp dq’
OF' OM' 9Q0Q  OF' OM' 9P OP
0Q 0Q aq 6p OP 0P aq Op
OF OM' 9Q 0O OF' OM' OP OP

8Q dQ Op 0g OP OP ap Bq

I, =

Ma usando (13.40) si ha

OF" OM’ OF' OM’
L = wa—P{QvP}p,q BP 9Q {P Q}p,q {F M’ }PQ7

mentre

OF" oM’ OF" oM’

Iy = 20 90 ——1Q,Q}pq + 9P OP 5 1P Plpq=0.

Tali relazioni implicano l'invarianza delle parentesi di Poisson e concludono la
dimostrazione del teorema.

Osservazione: La parentesi di Poisson ¢ a volte detta “commutatore” e ci si riferisce
alle (13.40) come regole di commutazione canoniche.
13.6 Integrali primi e simmetrie dell’Hamiltoniana.

Nel Capitolo 10 abbiamo visto che il teorema di Noether fornisce la relazione
tra le simmetrie della Lagrangiana e le grandezze conservate. Una simile relazione
puo trovarsi anche tra le simmetrie dell’Hamiltoniana e le grandezze conservate.
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Poiché solo le trasformazioni canoniche trasformano sistemi Hamiltoniani in si-
stemi Hamiltoniani, le simmetrie rilevanti per I’'Hamiltoniana sono quelle realizzate
mediante trasformazioni canoniche. Per questo motivo introduciamo la seguente

Definizione 13.4: Sia {®*, \ € R} una famiglia ad un parametro di trasforma-
zioni completamente canoniche,

d* : (p,q) — (P}, QY),

differenziabile rispetto al parametro ), specificata per ogni A dalle funzioni P*(p, q)
e Q*(p, q) e tale che:
1) &% o @*2 = @ MF22 per ogni Mg, Ay € R;
2) @0 = ]I
3) (®*)~1 = @& per ogni A € R.
Una tale famiglia si dice gruppo ad un parametro di trasformazioni canoniche.

Se invece di scegliere il parametro A in R, lo si sceglie in (—e&,¢) per qualche
e > 0 e le condizioni 1) e 3) valgono per A, 2, A € (—¢,¢), allora la famiglia
{®*, X € (—¢,¢)} si dice gruppo locale ad un parametro di trasformazioni ca-
noniche. Nella maggior parte delle considerazioni che seguono sara sufficiente
limitarsi a considerare gruppi locali.

Per ogni \ fissato, supporremo la trasformazione canonica ®* assegnata me-
diante una funzione generatrice del 3° tipo e quindi assumeremo assegnata una
funzione F(P,q;\), con Dl%’qF non singolare per ogni A e differenziabile anche
rispetto a A, tale che

or or

o0 (P q;)), Q= a—Ph(PA,q; A), h=1,..n (13.41)

Pr =
Supporremo inoltre, per semplicita, che le derivate seconde di F' siano tutte uni-
formemente limitate.

Per la condizione 2), deve risultare

F(P,q;0) =P -q,

in quanto questa € la funzione generatrice dell’identita. La differenziabilita della F’
implica allora che esiste una funzione differenziabile G(P, q) tale che, per A piccolo
si abbia

F(P,g;\) = P-q+ AG(P,q) + o(\).

Usando tale relazione, le (13.41) si scrivono

oG

=P} + A —
" " Iqn

(P*,q) + o(N),

: G h=1,---n. (13.42)

Qn = aqn + A55- (P, q) +o(N),
op,
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Le precedenti relazioni possono essere risolte rispetto a P* in modo approssimato
quando A e piccolo e si ottiene

oG
P =pn = A5 —(p.9) +o(),
ath h=1,...,n. (13.43)
A il
Qh =qn+ )‘aPh (pv q) + O(A)v
Infatti, la prima delle (13.42) si puo riscrivere come
P} =pp, — )\a—G(PA, q) + o(N). (13.44)
Iqn,
Pertanto si ha
oG oG oG
P =pp —A—(p,q) + A | —(P*,q) — =—(p,q) | + o(N).
5 = Ph 3qh(p q) aqh( q) 3%(? 9| + o))

La limitatezza delle derivate seconde di G e la (13.44) implicano che il termine in
parentesi quadre ¢ infinitesimo e quindi segue la prima delle (13.43). La seconda di
tali relazioni si ottiene poi usando ancora la (13.44) e la limitatezza delle derivate
seconde di G nella seconda delle (13.42).

Usando la matrice J, le (13.43) si scrivono anche

ZN = 2+ AJV.G + o(\) (13.45)

A causa delle (13.43), la funzione G & detta generatore infinitesimo del gruppo
(locale) di trasformazioni canoniche. Fissato (p,q) € T, la funzione A — ®*(p, q)
¢ detta traiettoria del gruppo ad un parametro per (p,q).

Sia U una funzione differenziabile sullo spazio delle fasi sia u(\) la sua restrizione
ad una traiettoria del gruppo per (p, q) fissati

u(A) = U(P(p, q))-
La funzione LU su I' definita da

A by -
(LoU)(p, q) = d%\“()‘) =l UP(p.q),Q /(\p7 q)) —Ul(p, 9)7

misura le variazioni di U lungo le traiettorie del gruppo. Usando le (13.45), si
ottiene
(LeU) =V, U-JV.G=|V.UV.G] ={U,G}.

Tale relazione fornisce quindi la variazione di U lungo le curve integrali del gruppo
in termini della Parentesi di Poisson di U con il generatore infinitesimo G del

319



gruppo ad un parametro. Essa ci permette anche di interpretare la parentesi
di Poisson tra una funzione U ed un’altra funzione G come la variazione di U
lungo le traiettorie del gruppo (locale) ad un parametro di trasformazioni canoniche
generato da G.
Diremo che U & invariante rispetto al gruppo (locale) di trasformazioni {®*,
X € (—&,¢)} se risulta
LaU =0

e quindi, se G ne ¢ il generatore infinitesimo,
{U,G} =0.

Diremo che il gruppo (locale) di trasformazioni {®* , A\ € (—¢,¢)} & una sim-
metria del sistema Hamiltoniano di Hamiltoniana H se H ¢ invariante rispetto al
gruppo (locale) {®* | \ € (—¢,¢)}.

In particolare, se H e dotata di una simmetria, e G ¢ il generatore infinitesimo
di tale simmetria, risulta

{H,G} =0.

Ricordando le condizioni sugli integrali primi per un sistema Hamiltoniano, con-
cludiamo che,

Proposizione 13.6. Se I’Hamiltoniana H ammette una simmetria, il generatore
infinitesimo di tale simmetria é un integrale primo per il sistema Hamiltoniano.

Tale Proposizione costituisce I’estensione del teorema di Noether ai sistemi Ha-
miltoniani.
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14. Sistemi integrabili e loro perturbazioni.

14.1 Sistemi integrabili.

Un problema classico della teoria dei sistemi di equazioni differenziali & la riduci-
bilita della sua risoluzione a “quadrature”. Con questo ci si riferisce alla possibilita
di ridurre la risoluzione del sistema differenziale al calcolo di integrali, quadrature
secondo un linguaggio un po’ arcaico. Fissiamo la nostra attenzione sul sistema
autonomo

(=F(2), zeRY F :RI-RL (14.1)

Nel caso d = 1 la riduzione a quadrature ¢ immediata in quanto, detta G(z) una
primitiva di 1/F, la soluzione del problema ai valori iniziali si ottiene invertendo
la relazione

G(z) = G(z0) =t —t,.

Pertanto la soluzione € determinata quando si sia effettuata la “quadratura” ne-
cessaria per determinare la funzione G.

Quando d > 1 la riduzione a quadrature non ¢ possibile a meno che non si
disponga di altre informazioni sul sistema. Informazioni utili a questo scopo sono
rappresentate dalla conoscenza di integrali primi per il sistema.

Se si conoscono d — 1 integrali primi indipendenti, cioe d — 1 funzioni differen-
ziabili Uy (z), ..., Uq—1(%) tali che in ogni punto i vettori V, Uy (2),...,V,Us—1(2)
siano linearmente indipendenti, & possibile in linea di principio ridurre la soluzione
del sistema a quadrature. Infatti il moto si svolge sull’intersezione delle d—1 super-
fici {z € R? | U;(2) = u;}, dove uq, ..., uq_1 sono d— 1 numeri reali. Per le ipotesi
fatte, tale intersezione € una varieta unidimensionale e si puo quindi ricondurre
il problema dell’integrazione del sistema (14.1) ad un problema unidimensionale
risolubile per quadrature.

La riduzione a quadrature del sistema Hamiltoniano, che ¢ definito in R?",
richiederebbe a priori 2n — 1 integrali primi indipendenti. Una delle principali
peculiarita dei sistemi Hamiltoniani e che la conoscenza di soli n integrali primi &
sufficiente per la sua riduzione a quadrature. La dimostrazione di tale proprieta e
uno dei risultati principali di questo Capitolo.

Prima di enunciare tale risultato, consideriamo un caso particolare. Dato il
sistema Hamiltoniano

. oOH

Ph = — 3—(1;1’

o OH h=1,...,n, (14.2)
qh = an

di Hamiltoniana H(p,q,t), si supponga che H dipenda dalle prime r variabili
configurazionali ¢ = (q1, ..., ¢.) e non dalle n — r variabili § = (gy41,...,¢n). Le
variabili ¢ saranno dette, come nel caso Lagrangiano variabili cicliche. In questo
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caso & possibile trovare le soluzioni del sistema (14.2) mediante la risoluzione di
un sistema Hamiltoniano di ordine 2r e n — r quadrature. Infatti, per l'ipotesi
di indipendenza dell’Hamiltoniana dalle g, le variabili p = (py41,-..,Pn) SONO
integrali primi per il sistema (14.2) e pertanto p(t) = p(to) = p(»). Posto allora

H(p,q.t) = Hp,p,q,t),

le funzioni ¢t — p(t), t — ¢(¢) soddisfano il sistema Hamiltoniano di ordine 2r

5 OH _
ph:_a—(p7Q7t)a
an h=1,....rm (14.3)
in= g
qn aph b, q,

Risolto tale sistema, restano da determinare le funzioni ¢t — §(t). Esse sono date
dalle equazioni

. O0H .

G, = — (), P, q(t),t) = vp(t), h=r+1,... n
Opn

Le funzioni ¢ — v, (¢) sono note quando si sia risolto il sistema (14.3) e quindi la
soluzione di queste equazioni consiste in n — r quadrature.

In particolare, se r = 0, e cioé se ’'Hamiltoniana H non dipende dalle coordinate
di configurazione, come accade ad esempio per ’'Hamiltoniana di un sistema libero
non soggetto a forze, allora la risoluzione del sistema (14.2) si riconduce ad n
quadrature.

Ne concludiamo che, se conosciamo n integrali primi che coincidono con gli n
impulsi generalizzati, allora possiamo ridurre la soluzione del sistema alle quadra-
ture. D’altra parte, con una trasformazione canonica, possiamo sempre sostituire
un impulso generalizzato con la coordinata corrispondente. Pertanto gli n in-
tegrali primi che consentono di ridurre il sistema a quadrature non devono essere
necessariamente gli impulsi generalizzati.

Tuttavia essi non possono essere scelti completamente ad arbitrio: gli impulsi
generalizzati soddisfano la condizione di involutivita

{pi,p;} =0, Vi,j=1,...,n.

Tale condizione € invariante per trasformazioni canoniche e quindi ¢ una condi-
zione necessaria sulla scelta degli n integrali primi che permettono la riduzione del
problema a quadrature. Il teorema di Liouville-Arnold, che verra dato nel resto
di questo Capitolo, fornisce le condizioni sufficienti sugli integrali primi affinché le
considerazioni precedenti siano applicabili.
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Posto z = (p,q), siano U1(z),...,U,(2) n funzioni (infinitamente) differenzia-
bili su I', , che siano integrali primi del sistema Hamiltoniano (14.2). Pid in
particolare, supponiamo che H non dipenda da ¢, e uno degli integrali primi sia
I’'Hamiltoniana stessa.

Detto B un sottoinsieme aperto di I', diremo che Ui (z), ..., Uy, (%) sono n in-
tegrali primi indipendenti in B se gli n vettori V,Uy(2),..., V. Uy(2) sono linear-
mente indipendenti per ogni z € B e quindi se la matrice

v, ou,

621 o 82’2n

ou, ou,

321 o 822n
ha rango n per ogni z € B.

Si dira che gli n integrali primi Uy (2), ..., U,(2z) sono in involuzione in B se per

ogni coppia di indici 4,5 = 1,...,n, risulta
{Ui,Uj}(2) =0 (14.4)
per ogni z € B.
Poniamo
v, on ov, ou,
opr " Opa 9 Ogn
o _ o _
op ’ oq
ouU,, U, ou,, ou,
opr Opa 9 Ogn

Con questa notazione, le (14.4) si scrivono
U (9UN" _ U (9UNT _ | (145)
dq \ 9p op \dq) ‘
Assumeremo inoltre che la matrice (9U/0p) sia non singolare:

det <88—g> () £0, z€B. (14.6)

Tale condizione & pia forte dell’ipotesi di indipendenza, in quanto il minore di
ordine n a determinante non nullo di J(U/z) potrebbe essere diverso da (0U/9p).
Tale condizione non ¢ indispensabile, ma semplifica notevolmente la dimostrazione.
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Prima di discutere il teorema di Liouville-Arnold, ne forniamo una piu “facile”
versione locale. Fissiamo un punto zo = (po, qo) € I' ed v = (u1,...,u,) € R™. Le
equazioni

Ui(p,q) =ug,...... ,Un(q,p) = up, (14.7)

possono essere risolte localmente rispetto alle p grazie alla condizione (14.6). Pit
precisamente, posto ug = U(zp), esistono un intorno I C R™ di uy ed un intorno
By C B di zg ove le condizioni (14.7) definiscono implicitamente la funzione

(u,q) = p=7(u,q)

tale che
U(n(u,q),q) =u, wel, (p,q)€ By.

Una volta definita tale funzione, consideriamo la forma differenziale 7 (p,q) - dq.
Una conseguenza immediata dell’involutivita e la seguente

Proposizione 14.1: La forma differenziale

7(u, ) - dg (14.8)
e localmente integrabile.
Dim. Occorre provare che per ogni coppia i,k = 1,...,n risulta
(97Ti o a’/Tk
g, dq;’
ovvero che la matrice
om om
aql o 3%
or
dqg
o, o,
8(11 o aQn

¢ simmetrica: .
or  (Om
g \oq) °

Dal teorema della funzione implicita oppure direttamente differenziando la (14.7)

rispetto a ¢ si ottiene
ovon U _
dp dq  9q
e quindi, per (14.6)
or  (oUu\ 'ou
a (%) o
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Pertanto la simmetria di (On/dq) equivale a

T
ou\ou _ cou\" [ (ovy !
dp dqg  \ g dp

Moltiplicando a sinistra per (OU/9p) si ottiene allora
ou\ ']
()
Poiché [(0U/dp)~ T = [(0U/dp)T])~1, moltiplicando a destra per (OU/dp)T si
ottiene
ou (oU\" _ou (ou\'
0qg \dp) — Op \dq) ’

che equivale alla (14.5). Questo conclude la dimostrazione della Proposizione 14.1.
O

dq  op \dq

ou U (oU\"
dq

L’integrabilita locale della forma differenziale (14.8) implica che ¢ ben definita,
in un intorno opportunamente piccolo di (ug, qo), la funzione

S(u,q) = /q m(u, q) - dg, (14.9)

in quanto, pur di restringersi ad un intorno sufficientemente piccolo di ¢g, I'integralel}
che definisce S non dipende dalla linea che congiunge gg con gq. Avendo definito S
in tal modo, ¢ evidente che

08

a_q(“’ q) =m(u,q) = p. (14.10)
D’altra parte, posto
oS
0= (¢,u), (14.11)

le (14.10) e (14.11) possono interpretarsi come le relazioni che definiscono una
trasformazione completamente canonica nell’intorno di zg = (po, o) tra le variabili
(p,q) e le variabili (u,6) mediante una funzione generatrice di 3° tipo. Perché
tale interpretazione sia corretta basta che sia non degenere la matrice Dg,uS’,
condizione certamente verificata in quanto DiuS = D,m, che ¢ l'inversa della
matrice (OU/9p), la quale a sua volta € non degenere per la condizione (14.6).
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Si e in tal modo costruita una trasformazione completamente canonica ® che
trasforma il sistema Hamiltoniano (14.2) nel sistema

, oH'
Up = — 77—

_ 88;7 h=1,...,n. (14.12)
0 =

h 8U,h7

Per I'invarianza delle parentesi di Poisson rispetto a trasformazioni completamente
canoniche si ha

OH'
{H,Up}pg={H  uptygo®= o .
’ ’ 00y,
Essendo U(p, q) per ipotesi integrali primi del sistema (14.2), risulta
(H,U,} = 0.
Pertanto -
—(u,0) =0
a6, (¥
e quindi

H'(u,0) = h(u)

con h opportuna funzione regolare delle sole u. Siamo in tal modo ricondotti alla
situazione discussa all’inizio di questo Capitolo, di un sistema con n coordinate
cicliche:

up =0
. on h=1,....n. (14.13)
O _6—uh(u)

Abbiamo quindi provato il seguente

Teorema 14.2 (di Liouville): Se il sistema (14.2) ammette, in un intorno
di zo = (po,qo), n integrali primi indipendenti in involuzione e soddisfacenti
la condizione (14.6), allora esiste una trasformazione completamente canonica
(nell’intorno di zo) che trasforma il sistema (14.2) nel sistema (14.13) risolvi-
bile per quadrature.

Una conseguenza immediata di tale teorema ¢ il seguente:

Corollario 14.3: Un sistema Hamiltoniano di ordine n ammette al pid n integrali
primi indipendenti in involuzione.

Dim. Infatti, se oltre agli integrali primi Uy, ..., U, indipendenti ed in involuzione,
vi fosse un altro integrale primo W in involuzione con i precedenti, si avrebbe

{Uiaw}p,qzo, Zzl,,n
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Usando la trasformazione completamente canonica introdotta in precedenza, per
I'invarianza delle parentesi di Poisson, sarebbe anche

{us, Whag=0, i=1,....n,
con W =Wod 1 Ma

ow’
00;

{ui; Wl}u,@ -
e quindi,

00;
e cioe esiste una funzione w delle sole u tale che
/
W' =w(ug,...,up),
ovVvero

W(p7 Q) = w(Ul(pa Q)a R Un(pa Q))

Cioe, W & una funzione di Uy, ..., U, e quindi non ¢ indipendente da questi. O

La versione globale del Teorema di Liouville, dovuta ad Arnold, fornisce infor-
mazioni sulla struttura topologica della varieta individuata dagli integrali primi.
Fissiamo ancora una volta zg = (pg,qo) ed un intorno I C R™ di ug = U(2g). Per
u € I, definiamo il sottoinsieme di T’

M,={z€T | Ui(2) = u1,...,Un(2) = un}.

Supponiamo, senza perdita di generalita che tale insieme sia connesso, limitandoci
ad una sua componente connessa in caso contrario. Dall’assunzione di indipen-
denza delle U, per il teorema della funzione implicita, segue che M, & una varieta
differenziale di dimensione n. L’assunzione fondamentale del teorema di Liouville-
Arnold e che

M, & compatta per u € I.

Su M, sono definiti n campi vettoriali
X, =JV, U, 1=1,...,n.
Tali campi vettoriali sono indipendenti in quanto i campi V,U; sono indipendenti

per ipotesi e J € non degenere. Sia {<I>f‘, A € R} il gruppo ad un parametro di
trasformazioni generato da U;, caratterizzato per A piccolo dalle relazioni

X (p,q) = (PM(p,q), Q" (p. @) = (p.q) + AX; + o(N).
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Tale gruppo puo essere esteso ad un gruppo globale in un intorno di M,,. Inoltre,
nelle considerazioni che seguono, possiamo limitarci a esaminare, in luogo del
comportamento di @2, quello di Lg, che misura le variazioni della generica funzione
su I' lungo le traiettorie del gruppo.

Ricordiamo che Lg, € stato definito nel Capitolo 13 come

o1 i i
(L, G)(p,q) = Jim  [G(P*(p,q), @*(p,q) = G(p, )]
—V.G-X; = V.G JV.U; = {G,U;}.

Il campo X; e tangente a M, nel senso che M,, & invariante sotto l’azione di CID;-\.
Infatti per ogni j =1,...,n

Ly, Uj ={U;,Ui} =0

in quanto le U; sono in involuzione. Pertanto, se (p,q) € M,, anche ®}(p, q) € M,
e quindi M, ¢ invariante.
Inoltre, se i # k, ®} e &} commutano:

DM o Pp? = 0 0 B}
Infatti, basta osservare che per ogni funzione regolare G risulta

Lo, Le, G — Lo, Lo, G = {{G,Up}, Ui} — {{G, Ui}, Uy} =
{Ui, AUk, G}} +{Us, {G, Ui}} = {G {Us, Us}} = 0,

usando l'identita di Jacobi e I'involutivita.

In conclusione mediante gli n integrali primi U;, ¢ = 1,...,n, sulla varieta M,
risultano definiti n gruppi ad un parametro di trasformazioni che commutano e
lasciano M, invariata. Il seguente lemma e un risultato classico di Topologia
Differenziale:

Lemma 14.4: Se una varieta n-dimensionale M ¢& invariante sotto ’azione di n
gruppi ad un parametro, indipendenti e commutanti, allora esiste £ € {0,...,n}
tale che M ¢ diffeomorfa al prodotto cartesiano Ty x R"~* (1D ove T, ¢ il toro
{-dimensionale, cioe il prodotto di ¢ circonferenze.

Per la dimostrazione di tale risultato rinviamo al libro di Arnold, paragrafo 49.C.

Nel caso in esame, la varieta M, ¢ supposta compatta. Cido comporta ¢ = n,
essendo questo I’unico caso in cui il prodotto Ty x R*~* & compatto. Ne consegue
che M, & diffeomorfa al toro n-dimensionale T,,. Pertanto i punti di M, sono in

(1) per definizione, cio significa che esiste una trasformazione differenziabile con inversa differen-
ziabile tra M e Ty X R™—¢,
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corrispondenza biunivoca con n “angoli” ¥ = (1, ...,,) definiti modulo 27. In
altri termini, per ogni v € I la varieta M, puo rappresentarsi come

M, ={(p,q) €T | p=a(u,), ¢= B(u,¥), € Tpn},

ove le funzioni (u,¥) — a(u, ), (u,v) — B(u,v) sono differenziabili e periodiche
di periodo 27 in ciascuna delle variabili ¥, h = 1,...,n. La trasformazione

U (pog) = (u )

definita dalle funzioni o e 8 non & necessariamente canonica, condizione indi-
spensabile per avere un buon controllo del sistema trasformato. Occorre quindi
costruire una trasformazione canonica che trasformi la varieta invariante M, in un
toro e cioe realizzare il diffeomorfismo mediante una trasformazione canonica.

Fissiamo dapprima l’attenzione sul caso n = 1. La varieta M, & quindi unidi-
mensionale e diffeomorfa ad una circonferenza. Poniamo

1 1 9B (u, ¥)
Au) = o j{Mu pdq = %/o a(u, %D)TCW’-

Supponiamo che la funzione © — A(u) sia invertibile in un intorno di g, in modo
da poter sostituire in tale intorno la variabile u con la variabile A. Fissato ad
arbitrio un punto (p*, ¢*) € M,,, poniamo

(,9)
S(A,q) = /( pdyq.

P*.q*)

Tale funzione non ¢ ben definita in quanto il suo valore dipende dal numero di volte
che viene percorsa la varieta M, per andare da (p*,q*) a (p,q). Tuttavia, poiché
per definizione di A il valore dell'integrale di pdq su M, & 2w A, le determinazioni
di S(A4,q) differiscono tra loro per 2rmA, con m € Z. Quindi la quantita

_ oS
LY

& definita a meno di 2rm, m € Z. In altre parole ¢ si puo interpretare come un
angolo. Pertanto le posizioni

oS oS
p aq( 4)s =57 (Aa),
definiscono una trasformazione tale che

pdq = g—jdq =dS— g—idA =dS—pdA =d(S—pA)+Adp = dF + Adp. (14.14)
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La funzione F' = S — Ay € una funzione ad un sol valore in quanto sia le determina-
zioni di S che quelle di Ap differiscono di 2rmA, m € Z e quindi la non univocita
delle due funzioni & compensata. Pertanto la (14.14) rappresenta la condizione
di completa canonicitd che assicura che la trasformazione (p,q) — (A4,¢) € una
trasformazione completamente canonica che ammette S come funzione generatrice
di 3° tipo.

Il caso n > 1 si tratta in modo simile. Introduciamo le curve coordinate su M,
come segue:

'Yk(u) = {(a(u7 ¢)aﬁ(u7¢))v Vi =0, i #F kp =te€ [0,27‘(‘]}, k=1,....n.

Definiamo inoltre )

Ag(u) = pym

p-dq.
Vi ()
Il fatto che la forma differenziale p - dg & localmente integrabile assicura che il
valore delle A; non dipende dalla scelta particolare delle v (u). Supponiamo che
la trasformazione v — A(u) sia invertibile in un intorno di ug e come nel caso
n = 1 poniamo

(p.9)
S(A7q)=/ p-dg.

(p*,q*)
L’integrabilita locale della forma p - dg permette di concludere che la funzione S,
sebbene a pid valori, dipende dalla forma della curva che congiunge (p*, ¢*) con
(p,q) solo per il numero di volte che tale curva gira intorno alla varietd M, in
ciascuna delle direzioni coordinate. Pertanto le sue determinazioni differiscono
per 2mm - A con m € Z". Procedendo come nel caso n = 1 si ha quindi che le
quantita

_ 05,
QDh—aAh

sono definite a meno di 2mmy, my € Z e quindi si interpretano come angoli.
Inoltre, dalla definizione di S risulta

Aq), h=1,...,n, (14.15)

oS
=—(A =1,...,n. 14.1
DPh aqh< ?q)a h ) , ( 6)
Si ha inoltre
p-dq:Z—S-dq:dS—g—i-dA:dS—cp-dA:d(S—<p~A)+A-d<p:dF+A-dg0.
q

(14.17)
Come nel caso n = 1, anche in questo caso la funzione F' ¢ ad un sol valore e
la condizione (14.17) assicura che la trasformazione (p,q) — (A, ) definita da
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(14.15), (14.16) ¢ una trasformazione completamente canonica che ammette S
come funzione generatrice di 3° tipo.

Le variabili A sono funzioni degli integrali primi e quindi sono integrali primi
a loro volta. Procedendo come per il teorema locale si ottiene quindi il sistema
Hamiltoniano nelle variabili (A, ¢)

Ah :07

. OhA) h=1,...,n. (14.18)
Ph = aAh —(.A}h(/l)7

Le variabili A hanno le stesse dimensioni dell’Azione e pertanto vengono dette
variabili azione. Le variabili ¢ si lasciano interpretare come angoli e in conseguenza
il complesso delle variabili (A4, ¢) & detto variabili azione-angolo. Gli argomenti
precedenti costituiscono la dimostrazione del

Teorema 14.5 (diLiouville-Arnold): Si supponga che il sistema Hamiltoniano
(14.2) ammetta n integrali primi, Uy, . .., Uy, indipendenti, in involuzione e soddi-
sfacenti la condizione (14.6) in un aperto di R®™ contenente un punto zo = (po,qo)-
Si supponga inoltre che, posto ug = U(zp), per ogni w in un intorno I di ugy la va-
rieta M, sia compatta. Allora esiste una trasformazione completamente canonica
(p,q) — (A, ) con @ definiti modulo 27, tale che per ogni u € I la varieta M,
¢ diffeomorfa al toro n-dimensionale e il sistema canonico, nelle variabili (A, @)
diviene il sistema (14.18) che é pertanto riducibile a quadrature.

I sistemi che verificano le proprieta contenute nella tesi del teorema di Liouville-
Arnold sono detti (canonicamente) integrabili:

Definizione 14.1: 1l sistema Hamiltoniano (14.2) & detto (canonicamente) in-

tegrabile in un intorno aperto B contenente un punto (pg, qo) se:

1) E possibile determinare n integrali primi indipendenti Ai(p,q),- .., An(p,q) in
modo tale che per A in un intorno I di Ag = A(po, qo), la varietd invariante

Ma={(p,q) €T | Apn(p,q) = Ap, h=1,...,n}

sia diffeomorfa al toro n-dimensionale T,,;

2) Detti @1, ... @, gli angoli sul toro T,,, esiste una trasformazione (p,q) — (A, ¢)
completamente canonica tra B ed I x T,;

3) L'Hamiltoniana H'(A, ) dipende solo da A: H'(A,¢) = h(A) ed il sistema
Hamiltoniano, nelle variabili (A, ¢) si scrive

Ah :07
. OnA) h=1,...,n.
Ph _8—Ah —Wh(A)7
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In conseguenza di tale definizione il Teorema di Liouville-Arnold puo sintetiz-
zarsi nell’affermazione che, se per il sistema canonico (14.2) é possibile trovare n
integrali primi indipendenti ed in involuzione ed inoltre la varieta M, é compatta,
allora il sistema (14.2) € canonicamente integrabile.

Esempi.

1) Sistema di n oscillatori armonici. Con un cambio di coordinate (modi normali),
tale sistema e caratterizzato dall’Hamiltoniana

n n

1
H(p,q) = ZHi(pi7Qi) = Z 5(2%2 +wig).
i=1 i=1
Le funzioni H;(p;,qi), i = 1,...,n sono n integrali primi indipendenti ed in
involuzione. Fissato e = (e1,...,e,) con e; > 0, definiamo le curve chiuse

C(e;) = {(pi,q;) | Hi(piyqi) = e;}. M, & il prodotto cartesiano di tali curve ed
¢ ovviamente compatta. Sono quindi soddisfatte le condizioni del teorema di
Liouville-Arnold. Si ponga

1 1
Aile;) = —7{ pdg = — \/2e; — w?q2dyg;
2 C(ei) 2 )

™ C(e,,

Con la sostituzione ¢; = \/262‘/&)? cos A, si ottiene

1 2 . 271' X
%4 cos? Ad\ = ﬁ.
2m w; Jo )

Ai(e;) =

Ricordando che e; = H;(p;, ¢;), si ha quindi

PZ 2
A — = (P

! 2 (O.)i + wid )
Posto "

(i = arctan ——,

3
si ha
dpi = i <wiin B WiQidpi) _ pidgi — qidp;
w2 +p? \ p? 24;

Pertanto

1 1 1
A-dp==p-dg—=q-dp=p-dg—d|=p-q].
¥ 210 q 9 q-ap =p-aq ( 2? Q>
La trasformazione & quindi completamente canonica ed inoltre
H'(A, ) =w-A=h(A).
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2)

Moto di un punto in un campo di forze centrali (planare). Ricordiamo che la
Lagrangiana e

s 1 -
L(p,0,p,0) = 5m(p* + p°0%) = V(p).

Usando le variabili g1 = p, g2 = 0, e i corrispondenti impulsi p1 = p,, p2 = ps,
I’Hamiltoniana e

1 1
H(p,q) = s—pi + 5——p5 + V(a)-

2m 2maq?
Si ha SH
H =— =0
{ 7p2} an

Pertanto H e py sono due integrali primi indipendenti ed in involuzione. Sup-
poniamo p — V(p) tale che

lim p?V(p) >0, lim V(p) =0.

p—0 p—00
In tali condizioni, fissati e e £ la varieta
Mie,y ={(p,q) | H(p,q) = e,p = {}

¢ compatta se e < 0. In conseguenza del teorema di Liouville-Arnold, tale
sistema ¢ canonicamente integrabile. La costruzione esplicita delle variabili
azione-angolo e rinviata agli esercizi.

Trottola pesante. Ricordiamo che la Lagrangiana &

. . 1. . 1 .
L(0,9,,0,0,9) = 5](92 + ¢?sin? 6) + 5]3(1& + ¢ cos 0)* — mgd cos 6.

Usiamo le variabili g1 = 0, q2 = ¢, g3 = ¥, p1 = pg, P2 = Py, P3 = Py-

_ p? . (p2 — p3cosb)? P%

H === 4 = d 0.
(p,q) i 2T sinZ 0 + o7 + mgd cos
Poiché SH SH
H =—=0 H =—=0
{ ’p2} 3(]2 ) { 7p3} 6613, 3
ed inoltre

{p23p3} = Oa

gli integrali primi H, ps e p3 sono in involuzione. Risulta inoltre

p1 p2 —pscos® ps  (p2 —pscos@)cosd OH
vZI{: R sy T R ) 50707
( I IsinZ0 I3 Isin?6 oq )

333



Vzp2 = (07 1a0707070)a
Vzp?» = (0705 1707()’0)'

oUu - P1
w(5) -7

¢ non nullo se p; # 0. In conseguenza, per p; # 0 gli integrali primi sono
indipendenti ed inoltre & soddisfatta la condizione (14.6). Scelto e > —mgd, &
facile controllare che la varieta M 4, ¢,) ¢ compatta e quindi, per il teorema di
Liouville-Arnold diffeomorfa a T3. Inoltre il sistema € integrabile. Anche per
questo problema la costruzione esplicita delle variabili azione-angolo € rinviata
agli esercizi.

Pertanto

14.2 Perturbazioni di sistemi integrabili.

Solo una piccola minoranza dei sistemi Hamiltoniani ¢ integrabile, e tali non
sono in generale i sistemi Hamiltoniani associati ai pii interessanti sistemi mecca-
nici. Uno dei pit famosi problemi non integrabili & il problema dei tre corpi.

Mentre, come abbiamo visto, il problema dei due corpi corrisponde ad un si-
stema Hamiltoniano integrabile, I’aggiunta di un terzo corpo rende la soluzione
del problema del moto molto difficile. D’altra parte, la rilevanza del problema di
n corpi per lo studio del sistema planetario ¢ evidente. Per tale motivo sono stati
elaborati metodi di soluzione approssimata di problemi di questo tipo, basati sul
fatto che, in opportune circostanze, ci si puo ricondurre ad una piccola perturba-
zione di un problema integrabile. Per chiarire questo termine, fissiamo le idee sul
problema di tre corpi, il primo dei quali sia il Sole, il secondo la Terra ed il terzo un
altro pianeta, ad esempio Giove, che e il pianeta di massa pid grande del sistema
solare. L’Hamiltoniana di tale sistema e:

o p2S p% mgsmr p%‘ msmg magmr
H= + +9g :
2mg = 2mr lzs — x| 2ma lzs — z¢l lze — x|

Si sono usate le notazioni pg, pr e pg per denotare gli impulsi del Sole, della Terra
e di Giove, zg, x1 e xg per le rispettive posizioni ed mg, mp ed mg per le masse.
Il termine in parentesi graffe rappresenta I’'Hamiltoniana del sistema Terra-Sole
che ¢ un problema di due corpi, il termine in parentesi quadre ¢ I’'Hamiltoniana
del moto di Giove nel campo gravitazionale del Sole e I'ultimo termine rappresenta
Iinterazione gravitazionale tra la Terra e Giove. Pensando per semplicita il Sole
immobile, in quanto di massa molto pit grande di Giove e della Terra, ¢ chiaro
che T'ultimo termine, cioeé I'attrazione che Giove esercita sulla Terra, rende tale
sistema non integrabile. Essa rappresenta una perturbazione che in opportune
condizioni puo essere considerata piccola, in quanto ’attrazione che Giove esercita
sulla Terra & piu piccola di quella che il Sole esercita sulla Terra per un fattore
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mg/msg, fattore dell’ordine di 10~3 mentre le distanze Terra-Sole e Terra-Giove
sono dello stesso ordine di grandezza.

In generale quindi ci proponiamo di esaminare il comportamento di un sistema
Hamiltoniano ad n gradi di liberta la cui Hamiltoniana H.(p, q) si possa scrivere
come

H.(p,q) = Ho(p,q) +H1(p,q),

con Hy Hamiltoniana di un sistema canonicamente integrabile, H; una funzione re-
golare e € un parametro “piccolo” da individuarsi caso per caso e che, nell’esempio
considerato prima, & ¢ = mg/mg. Le considerazioni che svolgeremo nel seguito
saranno valide per scelte di € sufficientemente piccolo.

Ricordiamo che per un sistema integrabile & possibile trovare una trasformazione
completamente canonica Uy : (p,q) € B — (A,¢) € I x T, con ¢ € T, tale che
H}(A, p) = h(A). Nelle variabili A, p 'Hamiltoniana H. & trasformata in

He(A,p) = h(A) +ef(4,9), (14.19)

ove f & una funzione periodica, di periodo 27 degli angoli ¢},. In corrispondenza,
il sistema Hamiltoniano diviene

A= —aa—f,
Op (14.20)
of
¥ OJ(A) + 80_14’
con
w(A) = agﬁf) (14.21)

4

Vogliamo confrontare le soluzioni del sistema (14.20) con quelle del sistema “im-
perturbato”, corrispondente ad € = 0 che sono:

A=A0 o= +u(AD)(t —t),

ove A e () sono dati iniziali assegnati, espressi in termini delle variabili azione-
angolo. Denotata con t — (A.(t), p-(t)) la soluzione di (14.20) corrispondente agli
stessi dati iniziali, denotiamo con

6= sup (|4:(0) = A9 + [ (t) = ¢ — (At )] )
te[0,T]

la differenza tra la soluzione del sistema (14.20) e quella del sistema imperturbato.
Assumiamo inoltre che la quantita

Oh

0A

L= sup {E)f
ApeixT, ||OA|’

of
3

i
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sia \ﬁnita.
E allora evidente che
0 < 2LeT.

Pertanto, se T & molto piccolo rispetto ad e, I’errore che si commette trascurando
la perturbazione ¢ f rispetto all’Hamiltoniana imperturbata & anch’esso piccolo.

D’altra parte, in molti casi si € interessati a comportamenti del sistema per
tempi lunghi, cioé almeno dell’ordine di 7!, in corrispondenza dei quali § non
¢ piccolo. Questo & ad esempio il caso del sistema planetario, per il quale sono
interessanti informazioni su tempi molto lunghi. In questi casi non & accettabile il
trascurare la perturbazione in quanto le previsioni cosi ottenute sono largamente
inattendibili.

L’idea del metodo delle perturbazioni ¢ di trasformare il sistema Hamiltoniano
(14.20) in un nuovo sistema Hamiltoniano con Hamiltoniana della forma (14.19),
con nuove funzioni k' ed f’ e con il parametro € sostituito da €™ con m > 1. Per fis-
sare le idee, consideriamo il caso m = 2. Vogliamo determinare una trasformazione
canonica ¥ in modo che in termini delle nuove variabili (A’,¢"), 'Hamiltoniana
divenga

HL(A', @) = ho(A) + 2 f1(A,¢) (14.22)
ed il sistema Hamiltoniano si scriva
A= —526—‘)“
o (14.23)
¢ =wl(A) +2 gj;/
con
wy(A) = Ohe(A), (14.24)

0A
Le soluzioni del sistema (14.23) in cui si trascurino i termini di ordine &2 sono
allora:

Ay =40 (1) ="+l (AO)(t o),

ove A0 e ©/(0) sono i dati iniziali, espressi in termini delle nuove variabili azione-
angolo. Denotata con t — (AL(t), ¢L(t)) la soluzione di (14.23) corrispondente agli
stessi dati iniziali, sia

§ = sup (‘A’E(t)fA’(O)‘Jr
t€[0,T)

PLH) = ) — WL (AO)(t ~ 10)])

la differenza tra la soluzione del sistema (14.23) e quella dello stesso sistema privato
dei termini di ordine 2. Si avra allora

8 < 20T
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e quindi, se si trascura il termine di ordine &2 nel sistema (14.23) si ottengono
informazioni attendibili per tempi piccoli rispetto ad =2, con un evidente miglio-
ramento rispetto al sistema (14.20).

Vogliamo fornire un metodo per determinare la trasformazione canonica U,
dipendente da € in modo che I'Hamiltoniana trasformata sia della forma (14.22).
Per fare cid usiamo il metodo della funzione generatrice. Cerchiamo quindi una
funzione delle vecchie coordinate e dei nuovi impulsi, S.(A4’, @) che per e = 0 si
riduce alla funzione generatrice dell’identita:

Ss(Alv 90) =A" ®+ (I)E(Alv 90)7 (14'25)

con
(I)Q(A/, QO) =0.

Le variabili A’ e ¢’ dipendono da ¢, ma lasceremo tale dipendenza sottintesa per
brevita. Le relazioni tra vecchie e nuove variabili sono date da

A= ),
¥ (14.26)
! + a(I)E (A/ )
Y =¥ aA/ yP).
Perché la nuova Hamiltoniana H! sia della forma (14.22) deve essere
l 8(1)5 l l 2
He(A+ 5 (A 0), ) = he(A) + O(E7). (14.27)

Riassumendo, si tratta di determinare ®., h. e errore O(£?) in modo da rendere
soddisfatta la (14.27). Si possono cercare ®. ed h. sotto forma di serie di potenze
in €:

(I’E:(DQ+€¢)1—|—...,

h5:h0+€h1+...

In realta non vi & veramente bisogno di pensare a serie infinite in quanto solo i
primi termini saranno realmente rilevanti.

Per ipotesi abbiamo ®; = 0. Espandendo il membro sinistro di (14.27) in
potenze di €, si ha

0P, 0P
1 (404 GE )6 ) = h) 2 (wld) THA) + 1(H9)) +0(E)
La relazione (14.27) puo scriversi allora:
/ / / 0%, / ’ ’ 2
WAT) = ho(A) e |w(A) - 524 (A @)+ FIA ) = I (A) | +0(7) = 0. (14.28)
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Dovendo tale relazione essere valida nel limite € — 0, si ottiene
ho(A") = h(A"). (14.29)
Dividendo per ¢, nel liite € — 0 si ha anche

B (A) = w(A') - %%(Am AL ). (14.30)

La (14.29) determina hg. Mostriamo che la (14.30) determina hy e ®.
Data una funzione g su T,,, useremo la notazione

_ 1
9= W /Tn dpg ()

per indicarne la media sul toro T,,. Poiché evidentemente

0P, 1 0P,
T = g [ de e =0,
5 @0 Jr, 7 5 %)
mediando la (14.30) su T, si ottiene

.
(2m)"

e pertanto h; € determinata come la media di f sul toro T,,. Sostituendo tale
espressione in (14.30), si ottiene allora

ha(4) = F(A') = / dof(A', o) (14.31)

o0

w(A”) 9

(A p) == [f(4,0) - f(A)] . (14.32)

Ogni soluzione ®; regolare di (14.32), definita a meno di una funzione arbitraria
di A’, fornisce per e sufficientemente piccolo la funzione generatrice S.(A4’, @) =
A" p+ed(A,¢) di una trasformazione canonica ¥ della forma

0P,

A =A—e LA
“ o0 (A%, ),
0P,
¢ = <p+€m(A’,<p),
che puo riscriversi
, 0P, 9
A =A—68—(A790)+0(6 )s
Mf (14.33)
/ 1 2
= A
@ <p+€aA( p) +0(e7),
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e che trasforma I"'Hamiltoniana in
H' (A", ¢') = h(A") +ehi(A)) + 0(62).

Infatti, la condizione di non singolarita della matrice Di» 45: e verificata in quanto,
per € piccolo, S, differisce di poco dalla funzione generatrice dell’identita.

L’argomento precedente puo essere reso piu accurato considerando potenze pit
elevate di e. Ad esempio, continuando fino al secondo ordine si otterrebbe la
condizione

o0d, ) 0dy  Of 0B, Ow [0\ X
h+s<w 8<p>+€ (w 8g0+8A 8¢+8A <8<p> + O(e?)
= ho + ehy +%hy + O(3).

Pertanto, accanto alle (14.29) e (14.30) si avrebbe 'ulteriore condizione

0%

hao(A') = w a0 (A", p) + No(A', ) (14.34)
con )
8f 3@1 6w 8@1
No=— - —+_— | — 14.35
2= 94 9p 94 (a@> (14.35)
Continuando fino all’ordine €™, si avrebbe allo stesso modo:
D
hgzw-QJer, (=1,....,m, (14.36)
o

ove Ny(A’, ) & un polinomio nelle variabili

a@i, i=1,...
Oy

76_15

con coefficienti proporzionali ad f, h e alle loro derivate fino all’ordine ¢. L’espressionell
di hy si ottiene immediatamente mediando la relazione (14.36) sul toro T,,. Si ha

he(A’) = Ng(A"). (14.37)
In conseguenza la (14.36) diviene

0%,

w(A) - Er

(Alv 90) = - [NZ(A/7 (P) - E(A/)] . (1438)

che & analoga a (14.32) con Ny in luogo di f.
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In tutti questi casi siamo quindi ricondotti alla risoluzione dell’equazione

oy

wl4) 5

(A,0) = g(A, p) (14.39)

con g soddisfacente la condizione
g=0.

La soluzione di tale equazione puo essere determinata in termini di serie di Fourier.
Risolveremo a titolo di esempio la (14.39) nel caso £ = 1 in corrispondenza del quale

g=-[f- 1l

Una classe di g spesso rilevante nelle applicazioni e quella definita dall’assunzionell
che ¢ sia un polinomio trigonometrico e cioe che esista N > 0 tale che g possa
scriversi

9(A,0) = D k(A (14.40)
PR

con fi(A) funzioni regolari di A a valori complessi per ogni k € Z™ tale che |k| < N.
Si assuma inoltre che per gli stessi |k| < N valga la condizione

lw(A) - k|7'<C, VAel (14.41)

per un’opportuna costante C' > 0 e k # 0.
Poiché v & una funzione regolare su T,,, essa ammette uno sviluppo in serie di

Fourier della forma . .
"/)(A7 90) = Z wk(A)ezkwv
kez™

ove Z;k sono i coefficienti di Fourier di v, dati da

N 1
Yi(A) = @)

/ deh(A, )e ¢, (14.42)
Ty

La derivata di 1 rispetto a ¢ & anch’essa espressa come una serie di Fourier, e cioe

oY _ _— ik-
%(A,go)—kezznzkwk(/l)e ¢, (14.43)

Sostituendo (14.42) e (14.43) in (14.32) si ottiene allora
ilw(A) - ke (A) + gi(A) =0, k#0. (14.44)
Per k£ = 0 deve valere la condizione di compatibilita
Ggo=0
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in quanto k-w = 0 per k = 0. Questa condizione ¢ identicamente verificata in
quanto go = g = 0 per ipotesi. Nel caso g = —[f — f] I'ipotesi g = 0 & soddisfatta:
ricordiamo infatti che la presenza del termine f & dovuta alla scelta di hq, scelta
che rende pertanto soddisfatta la condizione di compatibilitd. Per k # 0, grazie
alla condizione (14.41), 'equazione (14.44) puo essere risolta e fornisce

5 gr(A)

U(A) = Tie(A) (14.45)

In particolare, per |k| > N risulta quindi O (A) = 0 e pertanto anche v & un poli-
nomio trigonometrico. La condizione (14.41) assicura poi che la precedente espres-
sione ¢ ben definita. Il coefficiente di Fourier 1/}0 non ¢ determinato dall’equazione,
in accordo con il fatto che la 1 € definita a meno di una funzione arbitraria di A.

In definitiva, nel caso g = —[f — f], con f polinomio di Fourier di grado N, le
precedenti relazioni forniscono 'espressione di ®; a meno di una funzione arbitraria
di A. Per fissare univocamente la funzione generatrice, scegliamo il coefficiente di
Fourier di @, corrispondente a k = 0, CTJ(()l) = 0. In conclusione otteniamo

Oi(Ap)= > —%eik'“’. (14.46)
kez™

0<|k|<N

L’espressione (14.46) rappresenta una funzione ben definita delle variabili A e ¢
per (A4, ) € I x T,. La funzione

SE(A/v QD) =A" ®+ E(I)l(Ala 90)

rappresenta la funzione generatrice della trasformazione canonica. Occorre verifi-
care che la matrice D124/7@55 sia non singolare. Poiché D,QA',goSs =TI+ 5D124/7¢<I>1,
basta controllare che le derivate seconde di ®; sono uniformemente limitate da
una costante K in quanto, in tal caso

| det D%,’WSA >1—eKn+0(?) >0

se € ¢ sufficientemente piccolo. D’altra parte, dall’espressione (14.46) ottenuta per
®, e facile controllare che D124W<I>1 ¢ maggiorata da una costante K per (A, ) €
I xT,.

Sottolineiamo che la semplicita del precedente argomento e tutta dovuta al fatto
che f & un polinomio trigonometrico di grado N. Se tuttavia si vuole estendere
la precedente trattazione agli ordini successivi, la funzione N ad esempio, € un
polinomio di grado superiore ad N e quindi la condizione (14.41) non & pid in
grado di garantire I'assenza di risonanze, cioe la possibilita che il denominatore in
(14.46) diventi molto piccolo per qualche valore di k (piccoli denominatori).
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Casi pit generali di perturbazioni che non siano polinomi trigonometrici possono
essere considerati quando vi siano condizioni abbastanza forti sulla funzione w(A)
da permettere di escludere la presenza di “piccoli denominatori”. Un esempio
di questo genere si ha quando il sistema imperturbato ¢ un sistema di oscillatori
armonici, in corrispondenza del quale 'Hamiltoniana imperturbata Hy diviene,

nelle variabili azione-angolo,
h(A)=w-A
con w il vettore delle frequenze proprie degli oscillatori. Per trattare questo caso
si assume la seguente condizione diofantina:
esistono ¢ > 0 ed a > 0 tali che

lw- k|7t < clk|*, VkeZ"-{0}.

Notiamo anzitutto che esistono scelte di w soddisfacenti la condizione diofantina.
Infatti, dati & > 0 e R > 0 definiamo il sottoinsieme di R™

Dor={weR? [|w|<R; 3c>0,|w-v|™" <cy|* Ve Z" - {0}}.

Tale insieme & misurabile e si puo dimostrare che la sua misura di Lebesgue soddisfa
la stima

#(Dar) > p({lel < BY) (1- 7).

per un’opportuna costante c. In conseguenza, gli w soddisfacenti una condizione
diofantina sono una percentuale consistente degli w possibili, che tende ad 1 quando
R tende all’infinito.

Accanto alla condizione diofantina assumiamo anche che, per ogni A € [ fissato,
f € C*=|T,], condizione che assicura, per il teorema di Fourier, che per ogni p > 0
esiste ¢, > 0 tale che

(] 1+ [KP) < ¢p. (14.47)

Procedendo come in precedenza, si ottiene 1’espressione seguente per ®;:

_ fk(A) ik-p
)= > —aoet. (14.48)
kkeﬁ’n

Tale serie e assolutamente convergente nelle ipotesi fatte in quanto

fk(A) ‘

— fk ‘ |k|* < ceay < o0,
kzz” iw-k Kezn ’ kezzn 1+ |k|)
k#£0 k#0

se p > n. In modo analogo si possono trattare potenze piu elevate di € in quanto
e facile convincersi che N, soddisfa le stesse condizioni di f.
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Si puo pertanto concludere che, per un sistema di oscillatori armonici soddisfa-
centi la condizione diofantina e con perturbazione in C°°[T"], si ha che per ogni
m > 0 esiste g9(m) tale che, per € < g si pud costruire una funzione

Sm(A'p) = Ao+ e'0y(A )
=1

che ¢ la funzione generatrice di una trasformazione canonica W, che trasforma
I’Hamiltoniana H (A, ¢) in

H'(A',¢") = ho(A) +ehi(A) + ...+ hp(A) + O(e™ ).

Osservazione: Sebbene 'approssimazione possa diventare arbitrariamente accu-
rata prendendo m sufficientemente grande, il procedimento esposto in precedenza
non ammette limite in quanto le serie

> oefdy, Y eh (14.49)
=1 £=0

non sono in generale convergenti. Infatti, se lo fossero, esse definirebbero una
funzione generatrice ed una Hamiltoniana che rendono integrabile il sistema.

Il seguente esempio mostra che tale conclusione e falsa.

Sian=2e

He (A, Az, 01,02) = A1 + V24, +€<A2 + f(<P1,<P2)),

con f € C[Ty]. La condizione diofantina & soddisfatta da w = (1,1/2) e pertanto,
se si potesse applicare infinite volte il procedimento precedente, si potrebbero
costruire ®, ed hy per ogni £ > 0 e quindi, mediante le serie corrispondenti si
potrebbe integrare il sistema, se queste fossero convergenti.

Esiste tuttavia, nell’intorno di € = 0 un insieme denso di valori di ¢ tali che il
sistema Hamiltoniano corrispondente all’Hamiltoniana H. non & integrabile. Essi
sono i valori di € tali che v/2 + ¢ & razionale. Infatti, il sistema e risolvibile
esplicitamente e per questi valori di € si pué direttamente constatare che esso
ammette orbite non limitate.

Consideriamo a questo scopo il sistema di Hamiltoniana H(A, ¢) = a- A+ f()
con f periodica e di classe C'°°. Esso si pud risolvere esplicitamente e fornisce

t
p=0O +at,  Alt)=AO 4 / dr " ik fret et
0 kezn
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Fissiamo ¢ in modo che v2 4 ¢ = p/q con p,q interi. Scegliendo o = (1, V2 + €)
nell’espressione precedente, vediamo che traik € Z? che contribuiscono all’espressionell
precedente vi sono quelli della forma k& = m(—q,p), con m € Z, in corrispondenza
dei quali risulta k - & = 0, che forniscono un contributo (convergente in quanto
f e di classe C™) che cresce linearmente nel tempo (risonanza) e quindi esce da
qualunque varieta compatta.

Pertanto la varieta invariante non € compatta, come invece accade per i sistemi
integrabili e le serie (14.49) non possono convergere.
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15. Dinamica dei fluidi.

15.1 Introduzione.

I fluidi reali sono costituiti di molecole e la loro evoluzione ¢ esaurientemente
modellizzata su scala microscopica dalle equazioni di Newton per un sistema di N
particelle (o dall’equazione di Schroedinger per lo stesso sistema quando si voglia
tenere conto degli effetti quantistici che intervengono su scala microscopica). 1l
numero N & tuttavia estremamente grande (= 6 x 10? per una mole di gas) e la
descrizione del sistema in termini delle posizioni e delle velocita di tutte le particelle
del sistema, oltre che praticamente irrealizzabile, ¢ eccessivamente ed inutilmente
dettagliata, almeno quando si sia interessati al suo comportamento macroscopico.
Per questa ragione si individuano pochi parametri ritenuti significativi dal punto
di vista macroscopico e si tenta di fornire un sistema di equazioni che coinvol-
gano esclusivamente tali parametri. La teoria basata su queste equazioni prende il
nome di Dinamica dei fluidi. La giustificazione ultima di questa teoria risiede nella
possibilita di derivarne le equazioni fondamentali a partire dalle equazioni micro-
scopiche attraverso un opportuno precedimento di limite (limite idrodinamico).
In questo capitolo non discuteremo questo aspetto e ci limiteremo a formulare
brevemente i principi fondamentali della Dinamica dei fluidi e ad ottenere i due
principali modelli usualmente adottati per la descrizione del moto di un fluido e
cioe le equazioni di Eulero e le equazioni di Navier-Stokes. In realta molte delle
considerazioni che seguono sono valide per un qualsiasi sistema continuo e non solo
per i fluidi, che saranno introdotti come specifici modelli di sistemi continui.

15.2 Nozione di sistema continuo.

Supponiamo assegnato una volta per tutte un sistema di riferimento inerziale 7
rispetto al quale valuteremo le coordinate spazio-temporali associate agli eventi re-
lativi al sistema continuo. Supporremo inoltre fissate delle unita di misura macro-
scopiche (ad esempio i centimetri ed i secondi). Questa assunzione & coerente con
la necessita di caratterizzare la scala macroscopica come quella tale che in ogni
volume macroscopico, per quanto piccolo, sia contenuto un numero enorme di mo-
lecole. In tal modo osservazioni condotte su questa scala non riescono a distinguere
I'individualita delle singole molecole ma percepiscano la distribuzione di materia
come continua.
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Per questa ragione diremo sistema continuo una distribuzione continua di massa
in R? cioé una distribuzione di massa tale che per ogni insieme misurabile A C R3
detta m:(A) > 0 la massa contenuta nell’insieme A al tempo ¢, la misura A —
my(A) sia assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue(®.

Esiste quindi una funzione p(z,t) > 0 detta densitd (di massa), tale che

m(A):/Adxp(x,t). (15.1)

In altre parole, in ogni volume elementare dz centrato in un generico punto = € R3
¢ contenuta una massa p(z,t)dz, corrispondente alla presenza di un enorme nu-
mero di molecole nell’elemento di volume dz. Il punto di vista continuo ignora
I'individualita di tali particelle e studia il comportamento di questo elemento
macroscopico nel suo insieme.

Una parte del sistema continuo, contenuta in un volume dx centrato intorno al
punto z al tempo t sara detta elemento materiale o particella del sistema continuo
e = sara detta posizione della particella al tempo t. Sottolineamo ancora una
volta che una particella del continuo non deve essere confusa con una molecola,
rappresentando invece un agglomerato di un numero molto grande di molecole.

La posizione di ciascuna particella del sistema continuo varia nel tempo. Per
individuare in modo univoco ciascuna particella del sistema continuo utilizzeremo
ad esempio le coordinate X € R? della posizione occupata dalla particella al tempo
t = 0. Al variare del tempo ¢ inoltre x = ®(X,t) denotera la posizione al tempo
t della particella che al tempo ¢t = 0 si trovava in X. La funzione X — ®(X,t) ¢
quindi tale che

O(X,0) = X. (15.2)

Assumeremo che la funzione ® sia differenziabile rispetto ad X e ¢ e che, per ogni
t, sia invertibile come funzione di X. Esiste cio¢ una funzione z — ®~1(z,t) tale
che

OO (z,t),t) =2 VreR3 (15.3)

Questa assunzione, che implica che ciascuna particella (macroscopica) mantiene
la sua individualita nel corso del tempo, traduce il fatto che due distinti elementi
materiali non possono mai occupare la stessa posizione (impenetrabilita dei corpi).
Le condizioni di regolarita sono essenziali agli sviluppi futuri e il loro venir meno
corrisponde al verificarsi di fenomeni per i quali il modello che ci accingiamo a
formulare diviene inadeguato. Ogni funzione regolare (in un senso che verra spe-
cificato pia avanti) (X, t) — ®(X,t) soddisfacente le suddette proprieta sara detta
un moto o un flusso del sistema continuo.

(1) Una misura A — /L(A) si dice assolutamente continua rispetto alla misura A — V(A)
se, per ogni insieme misurabile A essere V(A) = 0 implica ,u(A) = 0. In tal caso esiste

una funzione misurabile e positiva 7(3:), detta derivata di Radon Nikodym, tale che ,U(A) =
S (z)dv(z).
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L’invertibilita di ® mostra che possiamo indifferentemente individuare la gene-
rica particella del sistema continuo mediante le sue coordinate X all’istante iniziale
oppure mediante le sue coordinate x al tempo t. La descrizione in termini delle X ¢
detta descrizione Lagrangiana mentre quella in termini delle z & detta descrizione
FEuleriana.

Si consideri ora la matrice F' = Vx® di componenti

9D, (X, 1)

Fij(X,t) = ax.
J

ij=1,...,3. (15.4)

La matrice F', che prende il nome di gradiente di deformazione, si riduce all’identita
per t = 0 in conseguenza di (15.2). Si assumera, conformemente all’ipotesi di
invertibilita di ® che F' sia non singolare per ogni X e t e che

det F(X, 1) #0 VY(X,1).

Per ogni X fissato la curva t — ®(X t) si dice traiettoria della particella X. La
velocita e 'accelerazione della particella X al tempo ¢ sono date ovviamente dalle
espressioni

0P(X,t) O?P(X,t)
(X, t) = ——~, a(X,t) = ——=1~=.
u(X,t) 5 a(X,1) 912
I campi vettoriali X — a(X,t) e X — a(X,t) sono detti rispettivamente campo di
velocita Lagrangiano ed campo di accelerazione Lagrangiano al tempo t.

Si supponga ora fissato il punto z e si denotino con u(z,t) ed a(z,t) la velocita

e 'accelerazione della particella che transita per x al tempo t:

(15.5)

u(z,t) = a(® H(a,t),t), alz,t) =a(® (z,1),t). (15.6)

I campi vettoriali x — u(x,t) ed z — a(x,t) sono detti rispettivamente campo di
velocita Euleriano (o semplicemente campo di velocita) e campo di accelerazione
Euleriano (o semplicemente campo di accelerazione) al tempo t.

Dalle definizioni suddette segue che

)
5,206 1) = u(®(X, 1), 1). (15.7)

Quando il campo di velocita Euleriano w(z,t) € noto, questa equazione, insieme
alla condizione (15.2) puod essere interpretato, come un problema ai valori iniziali
nell’incognita t — ®(X, ).

La relazione tra i campi di velocita ed accelerazione Lagrangiani ed Eule-
riani vale pii in generale per una qualunque osservabile “Euleriana” g(z,t), (cioe
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un’osservabile misurata nell’ambito di una descrizione Euleriana) e la sua corri-
spondente osservabile “Lagrangiana” §(X,t) (cioé la medesima osservabile misu-
rata nella descrizione Lagrangiana). Esa ¢ data da

g(th) :g((I)(X,t)7t), g(l’,t) :g(q)il(z?t)’t)? (158)

che estende in modo ovvio la (15.6):

u(z,t) = (@ (x,t),t) = 3@_‘?((?,1(%]5)’”7 w(X,t) = u(®(X,t),t) (15.9)
~/x—1 82® 1 ~
a(z,t) = a(d (x,t),t) = W(@ (x,t),t), a(X,t)=a(®(X,t),t) (15.10)

Notiamo che tra le derivate temporali di un’osservabile Lagrangiana ed Euleriana
sussiste la seguente relazione:

9 90X1) = 2 g(a1) - ue, 1) - Vagla, ), (15.11)
quando z ed X sono legati dalla relazione x = ®(X,t). Per ottenere la relazione
(15.11) basta differenziare la prima delle (15.8) con la regola di derivazione delle
funzioni composte,

dg((X.1).1)| _ Dg(x.1)

9D(X, 1)
ot . ot

0

x

e usare la prima delle (15.9).

La combinazione di derivate che appare nel membro destro della (15.11) rap-
presenta la derivazione lungo la traiettoria di una fissata particella del sistema e
prende il nome di derivata sostanziale. Per indicarla si usa il simbolo

D 0

In particolare, per g(z,t) = u(x,t) si ottiene

Ou(x,t D
_ B L) Vo ) = F?(x,t). (15.12)
15.3 Teorema del trasporto.

Una famiglia {A; C R? |t € [0,]} di sottoinsiemi di R? si dice volume materiale
se per ogni t € [0,7], per ogni x € A; risulta x = ®(X,t) per qualche X € Ap. In
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altri termini, un volume materiale € un volume che si muove insieme con il sistema
continuo.

Nella formulazione delle equazioni del moto per i sistemi continui saremo in-
teressati a considerare quantita che si esprimono come integrali di osservabili su
volumi materiali, della forma

/ dzg(zx,t)
Ay

e a valutarne la loro derivata temporale. Proviamo a questo scopo il seguente

Teorema 15.1 (del trasporto): Se g ed u sono differenziabili in Ay, pert € [0,1]
e ® e regolare, allora

d

Dy .
7 N dzg(z,t) = /A,, dx [E —|—gd1vu] (z,t). (15.13)

Osservazione: 1l teorema del trasporto nel caso g = 1 si riduce al calcolo della de-
rivata temporale di un volume materiale ed il risultato & quello stabilito nel lemma
preliminare alla dimostrazione del teorema di Liouville per i sistemi Hamiltoniani.

Dim. La dimostrazione si basa sul passaggio da variabili Euleriane a variabili
Lagrangiane. Si usa cioe la rappresentazione

/ deg(e,t) — / dXJ(X,5(X, 1), (15.14)
Ay Ao

ove

J(X,t) = | det F(X,1)].

Differenziando la relazione (15.14) rispetto al tempo ed usando la (15.11) si ottiene

d B OJ(X,t) . 09(X, 1)
i [ drotat) = /A xS0+ /A axxn M
OJ(X,t) . Dg(x,t)
N d 5 g(X,t) + N dx fo¥
Per concludere la prova basta far vedere che risulta
%):’t) = J(X, t)divu(®(X,t),1t) (15.15).

Per provare la (15.15), osserviamo anzitutto che, poiché det F(X,0) = 1 e la
matrice F' non e singolare per ogni ¢, per continuita det F' > 0 e quindi il valore
assoluto ¢ irrilevante. D’altra parte, per la (15.7)

d(X,t) =X+ /Ot dsu(®(X, s), s).
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Differenziando rispetto ad X si ottiene

F(X,t) = ]I—l—/t dsV,u(®(X,s),s)F(X,s),
0

ove
3 Ouy
unFi = —lF ;.
[ } 3] P 8$k k,j
Pertanto BF(X. 4
(at’ ) = V,u(®(X,t),t)F(X,t) (15.16)

Ricordando infine che la derivata di un determinante ¢ data da una somma di
determinanti di matrici che sono ottenute sostituendo di volta in volta ad una
colonna la sua derivata e lasciando inalterate le altre, si ottiene

8J (X, 1)

3
= > det FO(X, 1),

=1

dove F( & ottenuto sostituendo ’i-esima colonna di F' con la sua derivata tem-
porale. Dall’espressione della derivata temporale di F' si ottiene allora

8’ui

det F() = 5 det F

Lq

in quanto i contributi con k # ¢ annullano i rispettivi determinanti. La (15.15) &
allora dimostrata e con essa il teorema del trasporto.

Passeremo ora a formulare le leggi fondamentali della Meccanica dei sistemi
continui.

15.4 Conservazione della massa.

Ricordiamo che la distribuzione di massa € caratterizzata dalla densita p(x,t) >
0 e che per ogni insieme misurabile A la quantita

mt(A):/Adxp(x,t)

rappresenta la massa contenuta nell’insieme A.

La legge di conservazione della massa stabilisce che non vi é creazione o distru-
zione di massa e, in altri termini, in un volume materiale {A; |¢ € [0,7]} la massa
& costante. Si assume quindi

d
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per ogni ¢ e per ogni volume materiale.
Poiché la funzione p & assunta differenziabile, utilizzando il teorema del traspor-
to, otteniamo

/ dz [Bp(x,t) + p(z, t)divu(z,t)| =0.
4| Dt

Questa equazione e valida qualunque sia il volume materiale. In conseguenza
risulta D

Ep(%t) + p(z, t)divu(z,t) = 0. (15.18)
Ricordando la definizione di derivata sostanziale, la precedente equazione si scrive
anche

0 .
ETid + div[pu] = 0. (15.19)

L’equazione (15.19) prende il nome di equazione di continuitd. La sua validita
e legata esclusivamente alla conservazione della massa e viene assunta in tutti i
modelli che escludono la presenza di reazioni chimiche.

Al fine di fornire un’interpretazione dell’equazione di continuitd, consideriamo
pit in generale una funzione differenziabile ¥ (xz,t) per la quale esista un campo
vettoriale differenziabile j,(z,t) tale che risulti

0
— 1+ div[jy] = 0. (15.20)
ot
Quando la (15.20) & verificata, si dice che la funzione v soddisfa una legge di
conservazione.

Consideriamo un insieme misurabile A fissato (non materiale) con frontiera
regolare 0A. Integrando la (15.20) sull’insieme A si ottiene allora

2/ dm/J(:r:,t)—l—/ dxdivjy(z,t) = 0.
ot J4 A

Per il teorema di Gauss, stanti le ipotesi di regolarita fatte, risulta

/Adzdivjw(a:,t) = /BA do(z)jy(z,t) - n(x)

dove n(x) rappresenta la normale esterna alla superficie A nel punto = e do(z) &
la misura sulla superficie A indotta dalla misura di Lebesgue. In conseguenza di
cio, per ogni insieme A dotato di frontiera regolare risulta

d .
7 Adx't/)(x,t) =— /8A do(z)jy(z,t) - n(z). (15.21)
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L’equazione (15.21) mostra che la variazione nel tempo dell’integrale della fun-
zione 1 sull’insieme A € dovuta esclusivamente a fenomeni di trasferimento che
avvengono sulla frontiera di A: non vi sono fenomeni di creazione o distruzione di
¥ nei punti interns di A. Inoltre l'integrale di 9 decresce quando j, forma un an-
golo acuto con la normale esterna a 0 A, cioe ¢ diretto verso l'esterno di A, mentre
cresce nel caso opposto. Per questa ragione il campo vettoriale jy, ¢ detto corrente
di 9. Le considerazioni suddette giustificano il nome di legge di conservazione dato
all’equazione (15.20) e forniscono un’interpretazione del campo vettoriale j,;. In
particolare, 'equazione di continuita ¢ la legge di conservazione per la densita p e
la corrente j, = pu ¢ detta corrente di massa.

Osservazione 1: Se la funzione g del teorema del trasporto puo scriversi come
g = pv con © differenziabile, allora per I’equazione di continuita, il teorema del
trasporto assume la seguente forma piu semplice:

d D
— d = drp—1). 15.22
dt/At wp /A vp ) (15.22)
Basta infatti osservare che
D . D D . D
Dy (PY) + pdivu = p=tp + [ p o+ pdive] = pry.

Osservazione 2: La conservazione della massa fornisce la seguente relazione tra la
densita al tempo ¢t = 0 e quella all’istante generico:

p(®(X,1),1)J(X,t) = p(X,0). (15.23)

Infatti, la costanza di m;(A;) implica my(A;) = mo(Ag) per ogni A C R3 e cioe

/At dep(a,t) = /A X p(X,0).

Riscrivendo il primo integrale in termini delle coordinate Lagrangiane X si ottiene

dxp(z,t) = dX J(X,t)p(®(X,1),t)
Ay Ag
e quindi
dXJ(X )p(®(X,1), ) = [ dXp(X,0).
A() AO

L’arbitrarieta di Ag implica la (15.23).
L’equazione (15.23) che esprime la conservazione della massa in forma Lagran-
giana, € detta anche equazione di continuita Lagrangiana.
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15.5 Bilancio dell’impulso (equazione di Newton).

La massa p(z,t)dz contenuta al tempo ¢ in un volumetto dz centrato nel punto
x si muove con velocita u(x,t). L'impulso ad essa associato € p(z,t)u(zx, t)dz. Per
questa ragione, per ogni A C R3 si dice impulso di A al tempo t il vettore

Pt(A):/Adxp(x,t)u(x,t).

Denoteremo inoltre con Fi(A) il risultante di tutte le forze agenti su A al tempo
t. In analogia con la prima equazione cardinale della Meccanica, si assume la
seguente legge di bilancio dell’impulso: per ogni volume materiale {A; |t € [0.1]},
la derivata temporale dell’impulso P;(A;) é pari al risultante Fi(A;) delle forze

agenti su A;. In formule:

d
EPt(At) = Fi(Ay) (15.24)

per ogni volume materiale.

Occorre ora formulare delle assunzioni sulla natura delle forze agenti su ciascuna
parte A del sistema continuo. Si assume che le forze agenti su A siano di due tipi:
un primo tipo, il cui risultante si denota con F) (A), rappresenta le azioni che
vengono esercitate dall’esterno su tutte le particelle di A. Un esempio di forza di
questo tipo & l'attrazione di gravita. La forza F) (A) & detta forza di volume e si
assume che essa sia assolutamente continua rispetto alla massa, e cioe che esista un
campo vettoriale b(z,t) regolare, detto forza specifica (o forza per unita di massa)
tale che

FY(4) = / dap(z, Db(, £). (15.25)
A

La funzione b(x,t), rappresentando le forze agenti dall’esterno, si supporra nota
ed in particolare, sara nulla per i sistemi isolati.

Le forze del secondo tipo, il cui risultante si denota con F(A), rappresenta
I’azione delle altre parti del sistema sulla parte A. Si suppone che queste forze
siano a corto raggio e che si esplichino soltanto sulla frontiera 9A di A. Pertanto
FP(A) ¢ assunta assolutamente continua rispetto alla superficie di A e cio¢ si
suppone che esista una funzione vettoriale regolare p(x,n, t), detta sforzo specifico
agente in x al tempo t su una superficie unitaria di normale n = n(x), tale che

FS(A) = / do(2) (@, t,n(z)). (15.26)
0A
L’ipotesi (15.26) & nota come ipotesi di Eulero-Cauchy sugli sforzi.

In conseguenza di queste assunzioni, ricordando inoltre il teorema del trasporto
(15.22), la legge di bilancio dell’impulso si scrive

D
/At dxp(x,t)ﬁtu(x,t) = /At dxp(z,t)b(z,t) + /aAt do(x)p(x,t,n(x)). (15.27)
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Una prima conseguenza della (15.27) ¢ il teorema di Cauchy sugli sforzi che sta-
bilisce che la dipendenza dello sforzo specifico ¢ dalla direzione n € necessariamente
lineare.

Teorema 16.2 (di Cauchy): FEsiste un campo di matrici
S(x,t) = (S, (z,t),4,7=1,...,3)
tale che
p(z,t,n) = S(z, t)n, (15.28)
e in termint di componenti,

3

iz, t,n) = Z Sij(z, t)n;.

=1

Il campo di matrici S & detto tensore degli sforzi(?).

N

Dim. Osserviamo che, se A} ¢ una famiglia di volumi materiali tale che

1)
0 Jo4]

:0’

ove |A| denota il volume di A e |0A| denota la superficie di 9A, allora

lim do(x)p(z,t,n(x)) =0. 15.29
0 ], Ao tonta) (15.20)

Infatti, applicando la (15.27) al volume materiale A%, notando che, se p, be Du/Dt
sono regolari,

D
derp—u| < C|4;], ‘/ dxpb| < C|Af|
a; Dt A
e dividendo per |0Af| si ottiene la (15.29).
In conseguenza di (15.29) si ha
oz, t,—n) = —p(z,t,n) (15.30)

che rappresenta il principio di azione e reazione per gli sforzi. Per dimostrare la
(15.30), basta applicare la (15.29) ad una regione cilindrica® C centrata in z, le

() Non discuteremo il carattere tensoriale di questa quantita, peraltro ovvio al lettore familiare
con la nozione di tensore.
®) n cilindro non ha frontiera regolare, ma basta ammorbidire gli spigoli corrispondenti al con-

tatto tra le superfici di base e la superficie laterale per dare senso all’argomento che segue.

354



cui basi, di raggio ¢, siano perpendicolari ad n e la cui altezza sia £2. La frontiera
di questa regione e allora costituita dall’'unione dei cerchi C; e C5 le cui normali
esterne sono rispettivamente n e —n e dalla superficie laterale 3. Si ha

/C Soi(xv t» n)da(x) = WEQ(SOi(flu t7 n) + @i(§27 tu _n)) + 2783@1'(637 tu _n3)7

dove &, sono punti opportuni in C, per a = 1,2, mentre &3 ed nz sono un punto
opportuno ed una direzione opportuna su X. Dividendo per €2, prendendo il limite
e — 0, ed usando la (15.29), per la continuita di ¢ si ottiene la (15.30).

La dimostrazione del teorema di Cauchy segue la stessa logica ma richiede 1'uso
di una regione pit complicata. Per costruire questa regione, che si denotera con 7,
detta tetraedro di Cauchy™, supponiamo che n non sia parallelo a nessun piano
coordinato e consideriamo nel punto z tre rette r;, i = 1,...,3 parallele agli assi
coordinati ed il piano perpendicolare ad n posto a distanza € da x in modo tale che
le intersezioni x; di questo piano con le rette r; ed il punto x costituiscano i vertici
di un tetraedro 7 e m sia la normale esterna alla faccia g di 7 non parallela ai
piani coordinati. Denoteremo inoltre con ¥; i = 1,...,3 le facce parallele ai piani
coordinati ed aventi come normali esterne gli opposti dei vettori di base, —e;. Per
costruzione se n; sono le componenti di n, si ha

1351 = Inj|[Zol-

Pertanto, |07 | = [Zo|(1 + 23:1 In;]) = O(g?), mentre ovviamente |7| = O(e?).
Con lo stesso argomento usato in precedenza si ottiene allora

3
p,t,n) + > p(x,t,—e;)lng| = 0.
j=1
Sen; >0perj=1,...,3, la precedente relazione implica
3
p(z,t,n) = Z o(,t, ej)nj
j=1

che coincide con la tesi del teorema di Cauchy quando si pone
S@j(l‘, t) = (pi(.lf, t, 6]').

In pratica le \S; ;, al variare di ¢ rappresentano le componenti dello sforzo su una
superficie per = parallela al piano coordinato di normale e;. Nel caso che qualcuno

4 . . . . .
(4) Anche in questo caso, per ottenere una regione dotata di frontiera regolare occorre ammorbi-

dire gli spigoli ed i vertici.
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degli n; sia negativo, basta sostituire il corrispondente vettore di base con il suo
opposto per ottenere il risultato. Infine, se n & parallelo ad un piano coordinato il
risultato segue per continuita da quanto dimostrato. O

Il teorema di Cauchy consente di esprimere le forze di superficie in termini di
un integrale di volume mediante il teorema di Gauss:

F(A) = do(x)e(x,t,n(x)) = do(x)S(x,t)n(z) = / dxdivS(x,t),
DA DA A
[divS(xz,t)]; = Z a;;;; (z,1).

Il bilancio dell’impulso diviene cosi

dmp(m,t)gu(mt):/ dacp(m,t)b(x,t)—i—/ dxdivS(z,t). (15.31)
A, Dt A, A,

e l'arbitrarieta della regione A; comporta

p(x,t)Dﬂtu(x, t) = divS(x,t) + p(z,t)b(z, 1), (15.32)

che e detta legge di bilancio locale dell’impulso. Ricordando la definizione di
Du/Dt, 'equazione (15.32) si scrive anche

ou

rn + p(u - Vy)u = divS + pb, (15.33)

ove si & usata la notazione abbreviata (u-V,)g = Z?:l u;0z, 9. Ricordando anche
I’equazione di continuita, il bilancio locale dell’impulso puo anche scriversi nella

forma
3

Or(pus) + 3 O, [pusur, — Sin] = pbi, i=1,...,3. (15.34)
k=1

Introducendo poi la matrice u ® v di componenti
(u®u);; =uu;,i,j=1,...,3
che si legge “u tensore u”, la (15.34) puo essere scritta pid brevemente
de(pu) + div[pu ® u — S| = pb. (15.35)
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Nel caso b = 0 (sistema isolato) la (15.34) mostra che ’i-esima componente
dell’impulso soddisfa una legge di conservazione e la corrente corrispondente e
data dal vettore j,,, la cui k-esima componente ¢

(Jpus )k = puiur, — Si k-

15.6 Bilancio del momento angolare.

Come in Meccanica, anche in Dinamica dei fluidi, a fianco della prima equa-
zione cardinale, che traduce il bilancio dell’impulso, vi ¢ una seconda equazione
che traduce il bilancio del momento angolare. Per stabilirla definiamo momento
angolare di A al tempo t la quantita

Ki(A) = /Adxp(x,t)[x Au(z,t)],

avendo fissato una volta per tutte il polo nell’origine. Definiamo inoltre momento
delle forze di superficie la quantita

MP(A) = | do(2)[z A (e, t,n(@))]
0A

e momento delle forze di volume la quantita

v = TP\T X xT .
M, <A>f/Ad pl, )l A (e, 1)

La legge di bilancio del momento angolare stabilisce che per ogni volume materiale

A; risulta

%Kt(At) — MS(4) + MY (A). (15.36)

Usando il teorema del trasporto e ricordando che Dx/Dt = u e che u A u = 0,
otteniamo grazie al teorema di Cauchy

D
/At plx, )z A Ftu(x, t) = /aAt do(x)[z A (S(z,t)n(z))] Jr/ dap(x,t)[x Ab(z,t))].

Ay
(15.37)
Il teorema di Gauss implica

/ do(z)[z A (S(z, t)n(z))] = / dzdiv[z A S],
DA, Ay
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ove
3 3
(diviz ASDe =Y ermile,[tmSik]l = (@AdVS)e+ D epriSin
k,m,i=1 i,k=1

Sostituendo queste relazioni nella (15.37), la legge locale di bilancio dell’impulso
implica, per I'arbitrarieta di Ay,

3
E €.k, ik = 0,

i,k=1

)

relazione che ¢ verificata se e solo se
Sik =Sk Vi,k=1,...,3, ovvero ST =9 (15.38)

In conclusione, se vale il bilancio dell'impulso in forma locale, il bilancio del mo-
mento angolare e equivalente all’assunzione che il tensore degli sforzi é una matrice
simmetrica.

15.7 Bilancio dell’energia (prima legge della Termodinamica).

Come in Meccanica il bilancio dell’energia gioca un ruolo fondamentale nella
Dinamica dei fluidi. Poiché un sistema continuo e soggetto, oltre che a feno-
meni meccanici, anche a fenomeni termici, la formulazione della legge di bilancio
dell’energia va generalizzata in analogia a quanto si fa in Termodinamica.

Definiamo energia cinetica di A al tempo t la quantita

B = [

1
dx=p(z, t)u(z,t)?.
A 2

Si definisce potenza delle forze superficiali agenti su A al tempo t la quantita

S = o\x)ulx . X n\a).
7’”‘4)‘/“““’” S(z, t)n(z)

Si definisce potenza delle forze di volume agenti su A al tempo t la quantita

v = T\ u\lxr . X .
P} <A>—/Ad ol u(, ) - bz, )

In assenza di fenomeni termici il bilancio dell’energia stabilirebbe I'uguaglianza

d cin
TE (A) =P (A) + P (Ay).
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Tuttavia, quando i fenomeni termici sono rilevanti, la relazione precedente & falsa.
La Termodinamica suggerisce I'introduzione, a fianco dell’energia cinetica, di un’al-
tra forma di energia, detta energia interna, che verra denotata con E\'™(A).
L’energia interna e assunta assolutamente continua rispetto alla massa, nel senso
che esiste una funzione regolare e(z,t) detta energia interna specifica, tale che

(int) = T\ e\xr .
B cﬂfédm,w<w

Occorre introdurre inoltre la potenza termica fornita ad A al tempo t, che si denota
con Q;(A). In analogia a quanto fatto per la forza, si suppone che la potenza ter-
mica derivi da due tipi di contributi: uno, @} (A) assolutamente continuo rispetto
alla massa, che tiene conto di eventuali trasferimenti di calore per irraggiamento,
tale che esiste r(x,t) regolare, detta potenza termica specifica in modo che

v = TP\T X .
%@@—Adm,w<m

L’altro contributo, Q7 (A) che tiene conto di fenomeni di conduzione termica, &
assunto assolutamente continuo rispetto alla superficie di A e quindi esiste una
funzione regolare h(x,t,n) detta flusso termico attraverso una superficie unitaria
passante per x di normale n tale che

Q%(A) = [ do(z)h(z,t,n(x)).
0A

Il principio di bilancio dell’energia o prima legge della Termodinamica stabilisce
allora che per ogni volume materiale A; risulta

d

7 (B (A0 + BT (A)) = PP (A) + Q7 (A0) + P (A) + QY (An). (15.39)

Usando il teorema del trasporto, possiamo riscrivere la (15.39) come

/ dxp2[1u2+e] :/ da(x)(u-5n+h)+/ dep(u-b+r).  (15.40)
A, Dt*2 0A, A,

La prima conseguenza della (15.40) & I'analogo del teorema di Cauchy per il flusso
termico: esiste un campo vettoriale regolare q(x,t) detto vettore flusso di calore,
tale che

hz,t,n) = —q(x,t)-n (15.41).

Il segno nella precedente relazione e fissato in modo che, quando ¢ forma un
angolo acuto con la normale esterna, I’energia del sistema diminuisca e cioe vi sia
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un flusso di energia termica da A verso 'esterno. In tal modo ¢ & effettivamente
diretto concordemente al verso in cui fluisce I’energia.

Ricordando la definizione di D/Dt e usando l'arbitrarietd di A, la (15.40)
implica

1 1
o0 [0+ ] + plu- Vo) (30 + ] =divlu-§ — g+ plu-b4 ], (15.42)
ove
3
divlu - S] = Z O, 1S = u - divS + Tr (V,uS),
i,k=1

e Tr (V,uS) ¢ la traccia del prodotto tra matrici V,uS:

3
V US Z a:vkuz

i,k=1

Si noti che, per la simmetria di S 'ordine degli indici nella matrice V,u € irri-
levante. Usando il bilancio locale dell’impulso e l'arbitrarieta di Ay, la (15.41) si
scrive anche

D
'OF(; = Tr (V,uS) — divg + pr. (15.43)

che rappresenta il bilancio locale dell’energia. Un’altra utile forma dell’equazione

di bilancio dell’energia si ottiene dalla (15.40) utilizzando ’equazione di continuita.
Infatti la (15.40) puo essere scritta anche nella forma

'LL2 U2
O[p(5 +e)] +div[pu(Z +e) = Sutq] = plu-b+r). (15.44)

Quando b =0 e r = 0 (sistema isolato) allora la (15.44) si presenta nella forma di

una legge di conservazione per la densita di energia p( + e) la cui corrente jg

¢ data da .2

jE—p( +e)u— Su+q.

Riassumendo, i moti di un sistema continuo soddisfano un sistema di equazioni
locali della forma

Oip+u-Vyep+ pdivu = 0,
p(Ou + u - Vyu) = diviS + pb, (15.45)
p(Ore + u - Vze) = Tr (V,uS) — divg + pr.
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che rappresentano le leggi di bilancio della massa, dell’impulso e dell’energia. Una
forma alternativa di queste equazioni che spesso risulta utile &

Op + div[pu] = 0,
Oy (pu) + div[pu ® u — S| = pb, (15.46)
O [p(%2 +e€)] + div[pu(u?2 +e)—Su+q|]=plu-b+r).

Per i sistemi isolati (b = 0, r = 0) le equazioni (15.46) divengono

Op + div[pu] = 0,

O (pu) + div[pu®@u— S] =0, (15.47)

u? u?
Oy [p(? +e€)] + div[pu(? +e€) —Su+q| =0.
Esse rappresentano un sistema di cinque leggi di conservazione.

E opportuno notare che le equazioni ottenute in una delle forme suddette (15.45)
o (15.46), sono valide per un qualsiasi sistema continuo, ma contengono un nu-
mero eccessivo di funzioni incognite per poter essere effettivamente sufficienti alla
determinazione dell’evoluzione del sistema. In esse infatti appaiono le funzioni p,
u, e, S e q, per un totale di 14+ 3+ 1+ 6 + 3 = 14 funzioni incognite, avendo sup-
posto dati b e r. La discussione precedente infatti si limita a stabilire ’esistenza
di tali funzioni ma non fornisce nessun metodo per determinarle. E evidente che
occorre stabilire delle relazioni tra le incognite in modo da ridurre il loro numero
a cinque, quante sono le equazioni. Queste relazioni, dette equazioni costitutive, a
differenza dalle equazioni di bilancio, non sono di validita generale, ma dipendono
dal modello di sistema continuo che si intende studiare.

15.8 I fluidi.

I modelli di sistema continuo di cui ci occuperemo saranno esclusivamente i
fluidi. La nozione intuitiva di fluido ¢ evidente. Non forniremo qui definizioni
generali di fluidi ma ci limiteremo a dare una caratterizzazione sufficiente per i
nostri propositi.

Cominciamo con il definire stato di equilibrio di un sistema continuo uno stato
del sistema che, assunto inizialmente, persiste indefinitamente nel tempo. Uno
stato di equilibrio ¢ necessariamente uno stato in cui non vi ¢ moto (v = 0), non
vi ¢ flusso di calore (¢ = 0) e tutte le altre quantita (p, e e S) non dipendono dal
tempo. Lo studio di questi stati ¢ usualmente detto Idrostatica.

Diremo poi che il sistema non esplica sforzi di taglio se lo sforzo specifico
o(x,t,n) esercitato dal sistema sulla superficie ¥ di normale n non ha compo-
nenti tangenziali a ¥ (sforzi di taglio) e cioé ¢ puramente normale. Quando cid
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si verifica, per il teorema di Cauchy, esiste una funzione reale regolare p(x,t) tale
che
olx,t,n) = —p(x,t)n (15.48)

Il campo p(z,t) & detto pressione.

Definizione 15.1: Un sistema continuo & un fluido quando in equilibrio esso non
esplica sforzi di taglio.

Questa definizione traduce la nota proprieta idrostatica dei fluidi di non essere
in grado di conservare la forma. Infatti, per alterare localmente la forma di un
corpo supponiamo di applicare una forza non normale alla superficie del corpo. A
tale forza un fluido in equilibrio non ¢ in grado di reagire per definizione di fluido
e quindi la forma del fluido pué essere alterata arbitrariamente

Denotata con S©) la determinazione del tensore degli sforzi all’equilibrio, in
modo che in ogni altro stato risulti

S=5¢ 4N, (15.49)

ove N rappresenta la deviazione del tensore degli sforzi dalla sua determinazione
idrostatica, in un fluido risulta allora

S = —ps; . (15.50)

]

La definizione data di fluido stabilisce in sostanza che un fluido in condizionsi
idrostatiche puo esplicare soltanto pressioni.

15.9 Fluido ideale (o di Eulero).

Il fluido ideale & caratterizzato dalle seguenti proprieta:
1) il fluido ideale non ¢ in grado di esplicare sforzi di taglio;
2) il fluido ideale non é conduttore di calore.

La condizione 1) vuol dire che lassenza di sforzi di taglio non & ristretta sol-
tanto alle situazioni idrostatiche ma si presenta in tutti gli stati del fluido ideale.
Pertanto per un fluido ideale

N = O, Sz',j = 7p6i,j (1551)

La condizione 2) equivale ad assumere che non vi sia flusso di calore anche fuori
dall’equilibrio (fluido termicamente isolante):

q=0. (15.52)

Le assunzioni 1) e 2) riducono le incognite per un fluido ideale a p, u, p ed e per
un totale di 1+3 4+ 141 = 6, e cioe una in pit rispetto alle equazioni disponibili.
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Questa indeterminazione residua non € sorprendente in quanto, come sappiamo
dalla Termodinamica, la natura di uno specifico fluido & determinata quando sia
assegnata la sua equazione di stato, cioé una funzione regolare p(p, e) tale che per
ogni = e t la pressione sia data dalla relazione

p=7p(p,e). (15.53)

In realta spesso risulta conveniente utilizzare, in luogo della variabile indipendente
e un’altra variabile di piti immediata interpretazione empirica, cioe la temperatura
assoluta T'(x,t) > 0. In tal caso, la Termodinamica fornisce due funzioni regolari
p(p,T) e é(p, T) in modo che per ogni x e ¢ 'energia interna specifica e la pressione
siano date dalle relazioni

e(x,t) = é(p(z,t), T (z,t)), p(z,t) = p(p(z,t), T(z,t)). (15.54)

Utilizzando le precedenti assunzioni nelle (15.45) e (15.46), si ottengono le equa-
zioni
Oip+u-Vaep+ pdive = 0,

p(Oru+u - Vyu) + Vap(p,T) = pb, (15.55)
p(0:é(p,T) +u - Vzé(p,T)) + p(p, T)divu = pr,

Equivalentemente

dyp + div{pu] = 0,
0 (pu) + div[pu ® u + p(p,T) I| = pb, (15.56)

Oy [p(u; + é(p, T))} + div [pu(u72 +é(p,T) —|—]5(p,T))] =plu-b+r).

Le equazioni (15.56) appaiono come un sistema di cinque equazioni differenziali a
derivate parziali nelle cinque funzioni incognite p, u e T. Nel casor =0e b =10
esse rappresentano un sistema di cinque leggi di conservazione. Ai due precedenti
sistemi di equazioni viene dato il nome di equazion: di Eulero per un fluido ideale.
Nel seguito ometteremo la tilde usata per distinguere le funzioni che esprimono le
equazioni di stato dai corrispondenti valori.

Fluido perfetto.

Come in Termodinamica il gas perfetto gioca un ruolo privilegiato per la sua
semplicita, cosi in Dinamica dei fluidi un ruolo privilegiato € giocato dal fluido
perfetto, caratterizzato dall’equazione di stato dei gas perfetti e dalla linearita
della funzione che esprime ’energia interna specifica in termini della temperatura.
Infatti, diremo fluido perfetto un fluido ideale tale che

p= RpT, e=c¢,T. (15.57)
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la costante R prende il nome di costante dei gas perfetti mentre

ey = gR (15.58)

¢ il cosiddetto calore specifico a volume costante. Con un’opportuna scelta delle
unita di misura ci si puo sempre ridurre al caso R = 1, in corrispondenza del
quale ¢, = 3/2. Nel seguito supporremo di aver fissato unita di misura tali che la
costante dei gas perfetti si riduce all’'unita. Le equazioni di Eulero per un fluido
perfetto si scrivono
Oep+u - Vyp+ pdivu = 0,
PO+ u - Vgyu) + Vaup = pb, (15.59)

3
§p(8tT +wu-V,T)+ pdivu = pr,
Equivalentemente

Oep + div[pu] =0,

O (pu) + div[pu ® u + pI] = pb, (15.60)
2 2

0. [o(% 4+ 21)] + div[pu(" + 27)] = plu-b 7).

con
p=pT. (15.61)

Una notevole proprieta del fluido ideale, che segue dalle (15.59) ¢ la seguente:
si ponga

p
s(p,T) = —log {—Ts/z} . (15.62)
Risulta allora
Ds 1Dp 31DT\ 1 (p.  3DT\ 7
i e I S S | —— | = =. 15.
Dt (th 2TDt> T(p 1VWFzm) T (15.63)

Per ottenere ’equazione (15.63) basta differenziare la (15.62), sostituire la Dp/Dt
usando 'equazione di continuita, usare le (15.57) ed infine I'ultima delle (15.59).

La quantita s & denominata entropia specifica (termodinamica). La giustifica-
zione di tale nome richiederebbe l'introduzione di un contesto pit generale, nel
quale la (15.63) & sostituita da una disuguaglianza (disuguaglianza di Clausius-
Duhem) che esprime la seconda legge della Termodinamica e che, per sistemi re-
versibili si riduce all’'uguaglianza

Ds De
Tp— = pdi —. 15.64
th pleU—l—th (15.64)
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Non discuteremo tale aspetto in queste note. Osserviamo soltanto che, nell’ambito
della Teoria cinetica dei gas, la (15.63) & conseguenza del Teorema H di Boltzmann.

La (15.63) puo sostituire la terza delle equazioni (15.59), in quanto & ad essa
equivalente. E a volte conveniente considerare, in luogo di tale sistema, il sistema

Op +u-Vyp+ pdivu = 0,
p(Oru+ u - Vyu) + Vaup = pb, (15.65)

Os(p, T) +u-Vas(p,T)) = %,

In particolare, nel caso di sistemi in cui r = 0 (assenza di irraggiamento), ne
consegue che [’entropia specifica € costante lungo le traiettorie delle particelle di
un fluido perfetto. Inoltre, se i dati iniziali sono tali che I’entropia al tempo t = 0
¢ costante (so(X) = sg), allora tale & anche 'entropia specifica all’istante generico
t. In conseguenza di cio si ottiene la relazione

T3/2
—— = explso],

che permette di esprimere T" in funzione di p:

Utilizzando questa relazione nell’equazione di stato si ottiene allora
p = Bp”, (15.66)

con 5 5
50
= -, B = exp[—]. 15.67
7=3 pl5"] (15.67)
In queste condizioni le prime due equazioni (15.65) o (15.60) diventano un sistema
di quattro equazioni nelle quattro incognite p ed u completamente disaccoppiato

dall’equazione per I'energia o da quella per I'entropia. Esse si scrivono

0 -V divy = 0,
o+ u p + pdivu (15.68)
p(Opu +u - Vau) + Vip(p) = pb,
Op + di =0,
"’ WW] (15.69)
Ot (pu) + div [pu ®@u+p(p) ]I] = pb,

con



I flussi del fluido perfetto che soddisfano le equazioni (15.68), (15.69) sono detti
flussi isoentropici. Si denominano equazioni di Eulero per un fluido isoentropico
equazioni della forma (15.68) o (15.69) anche se la funzione p = p(p) non & data
necessariamente dalla (15.66). Infatti anche se il fluido ideale non & perfetto,
¢ possibile trovare ugualmente una funzione entropia specifica (in generale non
data dalla (15.62)) che soddisfa la (15.64)(>). Ammetteremo comunque che risulti
sempre p'(p) # 0. Le equazioni (15.65) sono una forma alternativa per le equazioni
del fluido ideale, anche quando esso non e perfetto. Le considerazioni che seguono
la (15.65) sono valide anche in questo contesto ed in particolare, se I'entropia &
inizialmente costante, si puo utilizzare la relazione s(p,T) = sp per eliminare la
temperatura dall’equazione di stato per la pressione e pervenire in tal modo alle
(15.68) e (15.69), con una pressione p = p(p) pit generale della (15.66).

15.10 Fluido viscoso di Navier-Stokes.

Si vedra nel seguito che il modello di fluido ideale, pur essendo adeguato a
descrivere un fluido in molte situazioni concrete, conduce in certi casi a conclusioni
paradossali. Questi paradossi possono essere fatti risalire all’incapacita del fluido
ideale di esercitare sforzi di taglio, la quale comporta il fatto che uno strato del
fluido che si muove a velocita u(x,t) possa scivolare su uno strato adiacente che si
muove a velocita u(x + Ax, t) senza nessuna resistenza a tale moto. In Meccanica
sappiamo che, ad esempio una particella che si muove su una superficie, subisce
una forza di attrito che puo essere trascurata in situazioni idealizzate, ma invece
produce effetti significativi in molte situazioni concrete. Un fenomeno simile si
presenta nei fluidi reali, nei quali lo scivolamento di uno strato di fluido su un
altro e contrastato da una resistenza viscosa.

E questa uno sforzo di taglio che si manifesta nel fluido in condizioni non idro-
statiche.

La necessita di includere fenomeni di questo tipo nel modello di fluido ha portato
alla formulazione di numerosi modelli, tra i quali quello di gran lunga pit utilizzato
e pit famoso (anche perché il pid semplice) & quello del fluido viscoso di Navier-
Stokes che descriviamo qui di seguito.

Rinunceremo ad assumere N = 0, in quanto il modello deve esercitare sforzi di
taglio. Pertanto per il fluido di Navier-Stokes si assumera

S =—pl+N. (15.70)

(5) Basta infatti trovare S(p, T) tale che

0s 1 Oe ds P

ar — TIT'  9p  Tp?*
e questo non presenta difficoltd quando siano note e(p, T) e p(p, T).
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La pressione p e ’energia interna specifica e saranno assunte ancora legate alla
densita p ed alla temperatura T dalle relazioni (15.54) assunte per il fluido ideale,
in quanto esse sono basate su considerazioni all’equilibrio. Invece non assumeremo
pit g = 0 in quanto, in presenza di attrito, si ha conversione di energia meccanica
in calore che ha la tendenza a spostarsi verso le regioni a temperatura pii bassa.
Per caratterizzare completamente il modello, occorre fornire delle espressioni per
N e q. Esse saranno dedotte da alcune assunzioni “naturali”, che illustreremo nel
seguito.

Cominciamo con l'osservare che, se il campo di velocita u fosse spazialmente
omogeneo, non vi sarebbero fenomeni di attrito. In conseguenza, la quantita rile-
vante per la determinazione della presenza di attrito € la matrice V, u. In realta
non tutta la matrice V,u, ma solo la sua parte simmetrica ha un ruolo nel feno-
meno di slittamento tra strati di fluido. Infatti, si decomponga

Veu=D+Q (15.71)
ove D ed () denotano rispettivamente la parte simmetrica ed antisimmetrica di
Vau:
1 /0u; = Ouy; 1 /0u; Ouy
D’L—-Zi J v R lef J d . 15.72
J 2 <8$Z + 6$J) J 2 (81‘1 3.137) ( )

Se z ed ' sono punti sufficientemente prossimi (Jz — 2’| < d), si ha

u(z') = u(z) + D(z) (2’ — ) + Q(z) (2" — ) + O(6?).

Ponendo
3
w; = Z €il,mSU m,
l,m=1
e cioe
w1 = Op,u3 — Opyus
w =rotu := V, Au, wo = Oyt — Oy, Ug (15.73)
wg = O, U — Oy U1
si ha
1
w(z') = u(x) + D(z) (2’ — x) + Ew(m) A (2" —2) + 0(5%). (15.74)

La (15.74) mostra che, se D = 0, il moto ¢ localmente coincidente con un moto ri-
gido e w/2 rappresenta la velocita angolare di tale moto rigido. Il campo vettoriale
w = rotu & detto campo di vorticita a causa di questa interpretazione. Poiché in un
moto rigido le distanze tra i punti sono costanti, se D = 0 non vi sono moti relativi
tra strati vicini del fluido. Siano X ed X’ le posizioni al tempo ¢t = 0 delle particelle
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che sono rispettivamente in z ed 2’ al tempo t. Posto h(t) = ®(X’,t) — (X, t), si
ha

Eh(t)2 =2h(t) - [u(®(X', ), 1) — u(®(X,1),t)] = 2h(t) - (Viu)h(t) + O(5?)
= 2h(t) - D(x,t)h(t) + O(6%).

La precedente relazione mostra che D misura la velocita con cui variano le distanze
tra i punti, ed & detto per questo velocita di deformazione. In base alla relazione
(15.74), il moto si decompone localmente in una rotazione con velocita angolare
w/2 ed in una deformazione con velocita D.

Le considerazioni precedenti portano ad assumere che N & una funzione esclu-
sivamente di D nulla per D = 0. Per D piccoli sara ragionevolmente approssimata
da una funzione lineare. B pertanto “naturale” assumere
1) N = N(D) ¢ una funzione lineare di D.

D’altra parte, le matrici N e D dipendono dal riferimento prescelto, mentre
¢ naturale presumere che la relazione che le lega sia indipendente dalla scelta
del riferimento. Poiché un cambiamento di riferimento € indotto da una matrice
ortogonale @), si assume che
2)

N(QDQ™')=QN(D)Q™' per ogni matrice ortogonale Q.

Ricordando poi che N e D sono entrambe matrici simmetriche, si dimostra che
esistono X e p reali® | tali che

N =2uD + Mdivu I (15.75)

Dim. Poiché N e funzione lineare di D, N e D commutano. D’altra parte sono
simmetriche e pertanto possono essere diagonalizzate simultaneamente. Fissiamo
la base comune di autovettori, visto che per l'ipotesi 2), la relazione che dedurremo
sara valida poi in ogni base. Denotiamo poi con n; e d;, i = 1,...,3 i rispettivi
autovalori. Gli n; sono lineari nei d;. Inoltre ancora l'ipotesi 2) assicura che la
relazione tra loro ¢ invariante per permutazioni degli assi (una permutazione pud
essere ottenuta combinando rotazioni e riflessioni). L’unica funzione lineare che
soddisfa queste relazioni ha la forma

n; = )\(dl +ds + dg) + 2ud;,

per A e u reali. Poiché di +ds +d3 = Tr D = divu, ritornando alla base originaria,
la (15.75) & provata.

(6) Naturalmente il fattore 2 & del tutto inessenziale ed ha il solo scopo di bilanciare il fattore %

nella definizione di D.
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Il segno dei coefficienti A\ e p & di importanza fondamentale. Per fissarlo ricor-
diamo che N rappresenta degli sforzi di tipo viscoso, in corrispondenza dei quali
vi & perdita di energia meccanica ed aumento di energia interna. Dalla (15.44) si
rileva che il contributo alla variazione di energia interna e

Tr (DN) = 2uTr (D?) + \(divu)?.

Questa quantita & positiva per ogni scelta di u non costante se 4 > 0e A > 0.

Si osservi inoltre che p e A, negli argomenti su esposti, potrebbero dipendere
da p e T. Ma nei sistemi concreti tali dipendenze sono piuttosto deboli. E per
questo motivo che nel seguito li assumeremo costanti. I coefficienti A e u sono detti
rispettivamente coefficiente di viscosita di volume (bulk viscosity) e coefficiente di
viscosita di slittamento (shear viscosity).

Per completare il modello occorre fornire ’espressione di q. Osserviamo che,
quando la temperatura e costante, non vi e flusso di calore, in quanto il calore flui-
sce dalle parti del sistema a temperatura piu alta a quelle a temperatura piu bassa,
mentre non vi ¢ flusso di calore tra parti alla stessa temperatura (in equilibrio
termico). In conseguenza di cio assumeremo che ¢ sia una funzione esclusivamente
di VT, nulla per V,T = 0, Per piccoli gradienti di temperatura la funzione
q = q(V,T) sara bene approssimata da una funzione lineare e 'indipendenza dal
riferimento implica che esista un numero reale x tale che

q=—kV,T. (15.76)

Il fatto che il calore fluisce nel verso opposto al gradiente di temperatura implica
poi k > 0. Anche k € assunta costante ed e detta coefficiente di conduzione termica.
La relazione (15.76) & nota come legge di Fourier. Usando le precedenti relazioni
nelle equazioni di bilancio (15.45) e (15.46), otteniamo le equazioni

Op+u-Vyp+ pdive = 0,
PO+ u - Vau) + Vep(p, T) = pAyu + (A + p)Vdivu + pb,

15.77
p(04e(p. T) + u- Velp,T) + plp, T)divu (570
= kAT + 2uTr (D?) + A(divu)? + pr.
Equivalentemente
Op + divlpu] =0,
A (pu) + div[pu @ u + p(p, T) T} = pAgu + (A + p)Vydivu + pb,
(15.78)

o+ e(p. )] + divpu("s. +e(p.T) + p(p.T))]

= kAT + 2uTr (D?) 4 X(divu)? 4 p(u - b + 1),
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ove

3 8f 2
Azfzz;(azi)

¢ Poperatore Laplaciano.

Le precedenti equazioni sono dette equazioni di Navier-Stokes.

Se le relazioni tra p, e, p e T sono quelle del fluido perfetto allora le equazioni
di Navier-Stokes divengono

p(Oru+u - Vou) + Vap = pAgu+ (A + 1) Vadivu + pb, (15.79)
gp(atT +u- V. T) + pdivu = A, T + 2uTr (D?) + A(divu)? + pr.

Equivalentemente

Op + div[pu] = 0,

Oy(pu) +div[pu ® u+ pl] = pAyu+ (A + p)Vadivu + pb,
2 3 _ 2 5 (15.80)
or[p(5 +5T)] +divlpu(5 +37)]

= kAT + 2uTr (D?) + X(divu)? + p(u-b+7).

con
p=pT.

Valutiamo la derivata temporale dell’entropia specifica in corrispondenza di tali
equazioni. Differenziando la (15.62) ed usando le (15.79), si ottiene

Ds . [ q pr
P = div (T) + T +m, (15.81)
con 1
Tz (zm(vmﬁ)? + A(divu)? + 2uTr (Dz)) . (15.82)

La quantita 7 & detta produzione di entropia. Essa € non megativa, come segue
dall’esame della sua espressione esplicita. In conseguenza, il fluido ideale di Navier-
Stokes soddisfa la disuguaglianza di Clausius-Duhem

Ds . /q pr
55 g (—) P 15.83
Poe = )T (15.83)

che esprime la seconda legge della Termodinamica per i sistemi non reversibili.
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15.11 Fluido incompressibile.

Nella pratica spesso si considerano situazioni nelle quali si possono trascurare le
variazioni locali di volume. Quando cio si verifica si parla di fluido incompressibile.
Si denoti con

A
la misura di Lebesgue del volume materiale {A;}, detta anche volume di A;. Ri-
cordando il teorema del trasporto, si ha

d
—V(A;) = dxdivu(z,t).
dt A,
Pertanto il volume di ogni parte del fluido e costante nel tempo se e solo se divu =
0.
La condizione
divu =0 (15.84)

& detta condizione di incompressibilita.
Accanto alla (15.84), sebbene cid non sia strettamente indispensabile, assumeremo
anche che la densita di massa sia costante nello spazio e nel tempo:

p(x,t) = p. (15.85)

Con tali assunzioni, evidentemente I’equazione di continuita ¢ automaticamente
soddisfatta dai fluidi incompressibili. Tuttavia, le altre equazioni per il fluido e
cioe le (15.65), 5 0 le (15.79)2’3, con p data dall’equazione di stato p = p(p,T),
non sono in generale compatibili con tali assunzioni, essendo la (15.84), ’'equazione
di bilancio dell’impulso e ’equazione di bilancio dell’energia un sistema di cinque
equazioni nelle quattro incognite residue u e T'. Per tale motivo si interpreta la con-
dizione di incompressibilita (15.84) come un wincolo sui moti possibili del sistema
ed in conseguenza si rinuncia all’equazione di stato per la pressione. Infatti la
pressione viene considerata come una nuova incognita da interpretarsi come la rea-
zione vincolare al vincolo di incompressibilita. In conseguenza di tale assunzione,
I’equazione di bilancio dell’energia risulta disaccoppiata da quella dell’impulso e
pertanto le equazioni del fluido incompressibile divengono

divu = 0,
Ot Vout Vx% —, (15.86)
nel caso di fluido perfetto e
divu = 0,
15.87
atu+u~vzu+vz%:%Axu+b, ( )
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nel caso di fluido viscoso.

Nelle (15.86) scompare ogni traccia della densita costante p, in quanto p & ora
un’incognita e nel seguito denoteremo con p quello che in effetti € il rapporto
p/p, continuando a chiamarlo pressione. Infatti la densita risulta un parametro
irrilevante nel moto di un fluido ideale incompressibile.

Nella (15.87) invece la densitd p & presente anche nel rapporto p/p. Per tale

motivo si introduce la quantita
7

v==

p

che prende il nome di coefficiente di viscositd cinematica e le equazioni di (15.87)
si scrivono, senza far apparire esplicitamente la densita, come

divu = 0,
(15.88)
Ou+u-Vyu+ Vep =vAzu+b,

Le (15.86) sono dette equazioni di Fulero incompressibili mentre le (15.88) sono
dette equazioni di Navier-Stokes incompressibili. Poiché queste ultime rappresen-
tano il caso piu ampiamente studiato di equazioni viscose, ci si riferisce spesso
ad esse semplicemente come equazioni di Navier-Stokes riservando alle (15.79) il
nome di equazioni di Navier-Stokes compressibili.

La precedente discussione ¢ puramente formale, non essendo a priori giustificata
la rimozione dell’equazione di stato per la pressione e I'introduzione del vincolo
di incompressibilita. Si pué perd mostrare che le equazioni (15.86) e (15.88) pos-
sono essere giustificate in un opportuno limite, che corrisponde alla maggior parte
dei liquidi in condizioni normali. Tuttavia, sebbene cid possa apparire strano,
anche I’aria in condizioni normali ¢ ben approssimata dalle equazioni del fluido
incompressibile, quando si considerano velocita piccole rispetto a quella del suono,
mentre i liquidi, in condizioni di pressione estreme, possono comportarsi come
fluidi comprimibili. In conclusione la proprieta di incompressibilita non deve es-
sere considerata come una proprieta assoluta di uno specifico fluido, ma come una
proprieta dei flussi di tale fluido nelle condizioni specificate. Ciononostante, in con-
formita con 'uso corrente, ci riferiremo alle equazioni precedenti come equazioni
del fluido incompressibile.
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16. Fluidi ideali.

16.1 Equazioni dei fluidi ideali.

In questo capitolo studieremo le principali proprieta del fluidi ideali. Restrin-
geremo la nostra attenzione ai fluidi ideali isoentropici ed ai fluidi ideali incom-
pressibili.

Ricordiamo le equazioni ottenute nel capitolo 15. Per il fluido isoentropico si
ha

{ p(@tp + div]pu] = 0, (16.1)

Opu+u - Vyu) + Vap = pb,

dove p = p(p) & equazione di stato per il fluido. Sia w(z) la primitiva di p(2)/z:

w(z) = /1 ) p'f) a,

ove 'estremo inferiore dell’integrale & stato posto in z = 1 per fissare le idee.
In particolare, se il fluido isoentropico & ideale, p(z) = Bz7 con v = 5/3.
Pertanto p'(z) = yB27~Y, p'(2) /2 = yBz" 2 e

! -1
= ——Bz""" + cost.
w(z) 1Bz cos

Utilizzando la funzione w, le (16.1) si scrivono anche

(16.2)
Ou+u - Vou+ Vaw(p) = b,

{ Op + divlpu] = 0,
La funzione w ¢ detta a volte potenziale di pressione.
Le equazioni per il fluido ideale incompressibile si scrivono

divu = 0,
(16.3)
Owu+u-Vau—+ Vep =0,

L’analogia tra I’equazione di bilancio dell’'impulso per il fluido isoentropico e per
quello incompressibile ¢ evidente: basta sostituire il potenziale di pressione w(p)
con la pressione incognita per ottenere I'una dall’altra. Naturalmente le equazioni
(16.2), e (16.3), sono molto diverse e molto diversa la loro interpretazione. Tut-
tavia I’analogia formale consente di discutere alcune delle proprieta che seguono
congiuntamente per i due sistemi (16.2) e (16.3).
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Condizioni al contorno.

Le equazioni per il fluido ideale, cosi come quelle per gli altri casi considerati
nel capitolo precedente, sono state ottenute avendo in mente una situazione in cui
il fluido riempie tutto lo spazio. Nella pratica il fluido occupa una regione dello
spazio. Denoteremo con €2 la chiusura dell’insieme dei punti di R? occupati dal
fluido al tempo t. In generale tale regione puo essere un’incognita del problema,
come accade ad esempio se si studia il moto dell’acqua in un bicchiere o le onde
del mare, dove il pelo libero dell’acqua € incognito. Problemi di questo tipo sono
detti problemi di frontiera libera e la loro analisi matematica piuttosto difficile.

Pertanto ci limiteremo a considerare situazioni, come quella di un gas in un con-
tenitore, in cui il dominio §2; € assegnato a priori, e pit in particolare, supporremo
che esso non dipenda dal tempo, e cioe il contenitore sia rigido.

Nel seguito €2 denota il dominio contenente il fluido e 0f2 la sua frontiera, che si
supporra regolare (cioé con normale infinitamente differenziabile in ogni punto).

Un dominio particolarmente studiato sara il toro tridimensionale di lato L > 0,
T3, cid che equivale ad assumere che i campi associati al fluido siano funzioni
periodiche delle variabili spaziali z o X con di periodo L nelle tre coordinate.
Naturalmente si potrebbero considerare senza particolari difficolta periodi diversi
in ciascuna coordinata, ma ci limiteremo a considerare un solo periodo. Con
T3 intenderemo il toro di lato 27 e pertanto, quando assumeremo © = T3 cio
significhera che tutte le funzioni coinvolte sono di periodo 2.

Il caso Q = T? & molto studiato in quanto si tratta di un dominio compatto ma
privo di frontiera, in modo da poter trarre vantaggio dalla limitatezza del dominio
senza dover analizzare il comportamento del fluido vicino alla frontiera, problema
che puo a volte risultare arduo. Quando il dominio non € un toro occorre specificare
delle condizioni al contorno che completano le equazioni stabilite in precedenza per
i punti interni al dominio.

La natura fisica delle interazioni del fluido con il contenitore & complessa, ma noi
ci limiteremo alla schematizzazione che segue, che risulta in molti casi adeguata.
Supporremo i campi p ed u prolungati fino alla frontiera 0f2. Per determinare i
valori da assegnare a p ed u sul bordo, osserviamo innanzitutto che, se {A.} & una
famiglia di parti di  con frontiera regolare e tale che |A.|/|0A:| — 0, e se i campi
coinvolti e le loro derivate sono limitati in A., allora, con un argomento simile a
quello usato nel capitolo precedente per ridurre le equazioni di bilancio alla loro
forma locale, si ottiene, per un qualsiasi sistema continuo

lim do(z)pu-n =0,
B 5] Joa, 7
lim do(x)Sn =0, (16.4)

e=0 [0Ac] Joa.

lim do(z)[u-Sn—q-n]=0.

e=0 |0Ac] Joa.
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Se il fluido ¢ ideale, tali condizioni divengono poi
lim —— do(x)pu-n =0,

lim

—_— do(x)pn = 0, 16.5
e—0 |8A€| 9A, ( ) ( )

ehi% A on. do(x)pu-n =0.

Ammettiamo ora che i campi p ed u e le loro derivate siano limitate fino al
bordo. Per ogni x € 92 si puo allora considerare la famiglia {A.} costituita da
cilindri di generatrice n(x) avente per base cerchi di centro = e raggio € altezza 2.
Applicando le (16.5) a tale famiglia, con argomenti simili a quelli visti nel capitolo
precedente si ottiene che le quantita pu - n, p e pu - n sono continue in x € 0.
La continuitad di p implica ovviamente la continuita di p, poiché p’(p) # 0. In
conseguenza u - n € anche continuo. L’ultima delle condizioni (16.5) non aggiunge
informazioni.

La discussione precedente mostra che vicino al bordo € naturale prescrivere la
pressione e la componente normale della velocita. D’altra parte, in una situazione
sperimentale standard, la pressione al bordo ¢ una costante, p. e il contenitore a
riposo. Pertanto le equazioni (16.2) e (16.3) vengono completate dalle condizioni
al bordo

p(x,t) =pe, u(z,t) -nlx)=0, zecdd (16.6)

Che tali condizioni siano anche sufficienti a determinare in modo unico le soluzioni
non ¢ evidente. Si rinvia per tale questione a teorema di unicita per i fluidi ideali.

Osservazione 1: La condizione u - n = 0 sul bordo puo essere interpretata come
condizione di impermeabilita del contenitore. Infatti, ricordando che la corrente
di massa j, = pu, ne segue che non vi ¢ flusso di massa attraverso 02 e quindi la
massa totale del sistema si conserva.

Conservazione della massa totale:

d
a ), dxp(xz,t) =0 (16.7)

Osservazione 2: Nulla e specificato per la componente tangenziale di u, che puo
essere non nulla: il fluido ideale puo infatti scivolare sulle pareti del contenitore.
Questa ¢ una differenza fondamentale rispetto alle proprieta del fluido viscoso
per il quale, come si vedra, anche la componente tangenziale della velocita deve
annullarsi al bordo, cioé il fluido aderisce alle pareti.
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16.2 Conservazione dell’energia.

Assumiamo le equazioni del fluido isoentropico. Consideriamo la variazione
dell’energia cinetica totale del sistema, K¢(£2) nel tempo.

i) = [ da[omp+ pu- o] =
at —Qx2tpputu—

u2
/ d:c{ —div[pu] = — p(u - Vzu) - u — pu - Vyw(p) + pu - b}.
Q 2

Scrivendo
2 2 2

plu-Vau) u=pu- Vzu— = div[puu—] — u—div[pu}
2 2 2
ed usando la definizione di w, cioe V,w = p~'V,p, si ha allora

2
iIC,g(Q) = / daz{—div[puu—] —u-Vp+pu-bl.
dt Q 2

Usando il teorema di Gauss e la condizione al bordo u - n = 0, questa diviene poi

iICt(Q):—/dxu-Vp—i—/dxpu-b.

D’altra parte, poiché per le condizioni al bordo

/ pu-n =0,
oN

introdotta la funzione W (z) tale che W'(z) = p(z)/2?, si ha

D
—/dxu'Vp: da:pdivu:—/dxg—p
Q Q o p Dt

_ / &__/ DW(P)__i/
= /depW(p)Dt— dep ST depW(p)~

Pertanto la funzione W (p) si interpreta come energia interna specifica e la quantita

U2
B~ [ dnpl+Wip).

detta energia totale soddisfa la relazione

EE:/dazpub.
dt Q
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Osservazione: Tali conclusioni si potevano ottenere direttamente dall’equazione di
bilancio dell’energia in forma integrale, in quanto

/ u-Sn:—/ pu-n =0.
Ely) oQ

La funzione W (p) coincide con cio che si ottiene sostituendo in e(p, T') 'espressione
T = T(p) che ¢ fornita dalla conservazione dell’entropia. E immediato controllare
tale uguaglianza nel caso del fluido perfetto ove p = Bp?. Si noti inoltre che in

questo caso W = v~ lw.

Se b = 0 allora [’energia totale ¢ conservata:

d

—FE=0 16.8).

g (16.8)
Se b non & nulla ma & una forza conservativa (b(z) = —V,U(x)), allora

DU d
dxpu-b:—/dxpu~V$Ux :/dmp—:——/dmpU.
/Q Q (@) Q Dt dt Jo

In tal caso la grandezza conservata € E' + fQ pU.

Le considerazioni precedenti si applicano (piti semplicemente) al caso del fluido
ideale incompressibile: si consideri di nuovo la variazione temporale dell’energia
cinetica totale. Procedendo come in precedenza, ma tenendo conto che p(x,t) = p,

e divu = 0, si ha
d d u? Du
—Ki(Q)=— [ de— = [ dow-— =
AR dt/Q 9 /Qx“ Dt
/dx[fu~vxp+u~b].
Q

Usando il teorema di Gauss e la condizione al bordo u - n = 0, si ha quindi

d

Pertanto, se b = 0 oppure deriva da un potenziale, a causa della condizione divu =

0, lenergia cinetica totale
2
K, = / ™,
Q 2
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16.3 Teorema di Bernoulli.

Diremo linea di flusso passante per x al tempo ¢ la traiettoria percorsa dall’elementol
materiale che transita per x al tempo t, cioe la soluzione dell’equazione

V(1) = u(y(7),7)

soddisfacente la condizione “iniziale”
V(t) = .

Con le notazioni del capitolo precedente, (1) = ®(®~1(x,t),7).

Accanto alle linee di flusso si introducono anche le linee di corrente al tempo t.
Si dice linea di corrente al tempo t passante per x la curva passante per x, tangente
in ogni suo punto il campo di velocita al tempo fissato t, cioe la funzione s — y(s)
soluzione dell’equazione differenziale

yls) = uly(s),),

soddisfacente la condizione iniziale
Z/(So) =T

per qualche sq.

Evidentemente le due nozioni coincidono se il campo di velocita u(z,t) non
dipende dal tempo, caso nel quale il flusso si dice stazionario. In questo caso vale
il teorema di Bernoulli, che rappresenta una condizione puntuale sull’energia.

Teorema 16.1 (di Bernoulli): Si consideri un flusso stazionario per un fluido
isoentropico, soggetto ad un campo di forze esterne b di potenziale U. Allora, per

ogni x la quantita
2

5::%—|—w+U

e costante lungo le linee di corrente. Se il invece del fluido isoentropico si considera
il fluido incompressibile, la stessa conclusione vale per

2

5::%+p+U.

Osservazione: Si noti che la quantita u?/2 + w + U non rappresenta I'energia per
unita di massa, in quanto w non & l’energia interna specifica. Per tale motivo si e
usato la parola energia in corsivo.

378



Dim. Si noti I'identita
1 2
ivxu =(u-Vy)ut+uA (Vg Au). (16.9)

Per provarla osserviamo che

1
581(2 ’LL?) = ZUjain = Eujé)jui + EUj(ain — 8]'“41) =
J J J J
(u-Vg)u; + Zujsi,j,k(vz Au)g = (u-Vy)u; + [u A (Vg Au)s.
J

Poiché il flusso e stazionario, u soddisfa ’equazione di Eulero stazionaria
(u-Va)u+ Vy(w+TU)=0.

Usando l'identita precedente risulta allora

Vm(%u2+w+U) =uA (Vz Au).

Sia s — y(s) una linea di corrente, in modo che y'(s) = u(y(s)). Si ha

L [Sutyls))” + w(ply(s)) + Ul(s))] = ulw(s)) - Valgu® + (o) + V) (yls)) =

2
u(y(s)) - u(y(s)) A (Va Auly(s))) =0,
in quanto u A (V, A u) & ortogonale ad u. O

Ricordiamo che il campo vettoriale w = rotu introdotto nel capitolo precedente
e detto wvorticita, rappresenta la velocita di rotazione locale del flusso. Pertanto
un flusso e detto irrotazionale se e solo se rotu = 0.

Gli argomenti precedenti forniscono informazioni ancora pii accurate nel caso
di flussi irrotazionali. La quantita &€ che ¢ costante lungo le linee di corrente di un
flusso stazionario, puo variare da linea di corrente a linea di corrente. Se il flusso
¢ irrotazionale, cio non accade. Questo & il contenuto del seguente

Teorema 16.2 (Bernoulli) In ogni flusso stazionario ed irrotazionale di un fluido
ideale isoentropico o incompressibile la quantita £ é una costante:

V€ =0.
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Dim. Usando la precedente identita, nel caso di fluido isoentropico si ha
Vi€ =W -Vy)u+Vy(w+U)+urw=(u-Vyu)+ Vy(w+U)=0.
Nel secondo passo si € usato w = 0 e nel terzo ’equazione di Eulero. O

Osservazione 1: In assenza di forze esterne, in un flusso stazionario irrotazionale,
la pressione ¢ maggiore quando la velocita ¢ minore e viceversa.

Osservazione 2: In idrostatica, v = 0, per un fluido incompressibile risulta
Vo(p+U)=0.

Se U = —gx3 (potenziale della gravita), allora

p = —gs,

che & nota come legge di Stevino.

16.4 Teorema di Kelvin.

L’assenza di sforzi di taglio, che caratterizza il fluido ideale, induce a ritenere che
non si possano mettere in rotazione elementi di fluido che non ruotino inizialmente.
Il teorema di Kelvin e le sue conseguenze rappresentano la dimostrazione di tale
congettura.

Sia Cy una qualsiasi curva regolare chiusa

Co ={X =~(X), A €[0,1], v(0) =~(1)}

e A — () una sua rappresentazione parametrica. Fissato il flusso (X,t) —
®(X,t), per ogni t si denoti con X — &4(X) = ®(X,t) la funzione che trasforma
le posizioni iniziali delle particelle nelle posizioni attuali. Sia inoltre C; = ®+(Cp),
di equazione parametrica A — y:(\) = (®; o v)(A). La famiglia {C¢, t € [0,T]} si
dice curva materiale. Analogamente, se ¥ ¢ una superficie e ¥; = ®4(X), diremo
che la famiglia {3, t € [0,T]} & una superficie materiale.

Si definisce circuitazione della curva C la quantita

() = j{dl-u.

Teorema 16.3 (Kelvin). Per ogni flusso di un fluido isoentropico o incompressi-
bile soggetto a forze esterne conservative di potenziale U e per ogni curva materiale
{C, t € 10,71} risulta

d
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La prova e basata sulla seguente identita:
Lemma 16.4. Se u ¢ differenziabile, per ogni curva materiale regolare {Cs, t €

[0,T1} risulta

d D
T dl u = Ctdl Eu

Dim. (del Lemma 16.4). Si ha

ﬂw=ldmm@m>m» AdM@xum~—@wm>

Ct

Differenziando,
d Du
dtQMu—Adﬁ%@x@miﬁ@m»>
+/dx@<um~93¢<w>
) u{ @y L N t\Y :
Il secondo integrale vale
/dAfb )8 /d/\fb ) - (@)
u( Py I u( Py 8)\u t\Y

/lugéuamumﬁ=o

Nell’'ultimo passaggio si € usato che la curva e chiusa. O
Dim. (del Teorema 16.3). Se u soddisfa le equazioni di Eulero, si ottiene allora

%r(ct) fi dl - [Va(w + U)] =

avendo di nuovo usato il fatto che la curva & chiusa. O

Conseguenze del Teorema di Kelvin.

Per il Teorema di Stokes, se X & una superficie avente C come frontiera, e g €
un campo vettoriale differenziabile, si ha

/Zda(:n)rotg(x) -n(x) = fédl 9
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ove n(z) & la normale alla superficie in z orientata in modo tale che 'orientamento
della curva, visto da n sia levogiro. La quantita

[ dot@rg-nta)

si dice flusso di g attraverso 3.
Pertanto, poiché per ogni superficie materiale X; avente come frontiera la curva
materiale C; risulta

') = /2 do(x)rotu(x) - n(z) = /Z do(z)w(zx) - n(x),

il teorema di Kelvin implica che il flusso di vorticita attraverso la superficie ma-
teriale ¥y € costante nel tempo.

In particolare, se al tempo t = 0 si suppone il campo ug irrotazionale (wo =0),
u(x,t) & irrotazionale ad ogni istante successivo in quanto, per ogni superficie
materiale risulta

/,: do(2)w(@,1) - n(z) = / do(X)wo(X) - n(X) = 0.

P

In effetti la vorticita al tempo ¢ puo essere ottenuta trasportando quella iniziale
lungo le traiettorie, come mostrato dal teorema che segue. In esso porremo

¢ w
p
Nel caso incompressibile si potra identificare ( con w da cui differisce per una

inessenziale costante moltiplicativa.

Teorema 16.5 Per un fluido isoentropico o incompressibile risulta

D
B¢ (C-Va)u=0 (16.10)
e quindi
C(P(X,t),t) = F(X,t)((X,0) (16.11).

Osservazione 1: La (16.11) fornisce una prova diretta della conservazione del carat-
tere irrotazionale di un flusso. In effetti essa fornisce anche un modo per valutare
in generale la vorticita al tempo ¢ nel punto = ®(X,¢): basta infatti propagare il
valore w(X,0) e ruotare ed allungare il vettore cosi ottenuto applicando la matrice
F(X,t). Per questa operazione si usa in letteratura il termine inglese “stirring”.
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Osservazione 2: Si noti inoltre che nel (16.10) non figurano pid w o p. Tale circo-
stanza rende particolarmente utile ’equazione nel caso incompressibile in quanto
permette di eliminare I'incognita pressione (si tratta cioe¢ di un’equazione pura nel
senso della Meccanica dei sistemi vincolati).

Dim. Ricordando I'identita (16.9), si ha
(u-Vg)u= %Vx(u cu) —uAw.
Pertanto ’equazione di Eulero si puo riscrivere
Ou—uhw=—-Vy(w+U+ %u2)
Applicando il rotore ad entrambi i membri si ha quindi
Oww — rotfu A w] = 0.
E facile controllare che
rotfu Aw] = (w- Vy)u — wdivu — (u - V)w + udivw.

Infatti
3

rotfu A w); = Z €i,j,kEk,1,m0j (Wwn,) =
7.k, l,m=1

3
Z [0:.007.m — 0i.m0j.1][wmdjur + wdjwm] =
Jylym=1
= (w- Vy)u; —widive — (u - Vy)w + udivw.

L’ultimo termine e nullo perché divergenza di un rotore. Pertanto

D
D~ (w-Vy)u+wdivu =0

D’altra parte

1 1
—(w-Vz)u — —wdivu + Y divu = (¢ Va)u.
p p p

La prova della (16.11) si ottiene differenziando i due membri rispetto al tempo.
Si denotino con H(X,t) e G(X,t) rispettivamente il primo e secondo membro.
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Ovviamente H(X,0) = G(X,0). La derivata temporale del primo membro &, per
l’equazione (16.10)
OH = (H - Vy)u.

La derivata del secondo membro &

WhG(X,t) = O F(X,t)¢(X,0) = V,u(®(X,1),t)F(X,t)((X,0) = G(X,t) - V,u.
avendo usato l'espressione della derivata di F' ottenuta nel Capitolo 15. Quindi G
ed H soddisfano la stessa equazione lineare e lo stesso dato iniziale. Pertanto essi

coincidono. OO0

16.5 Flussi bidimensionali.

Per flusso bidimensionale intenderemo ogni flusso per il quale valgono le due
seguenti condizioni:
1) ¢ invariante per traslazioni lungo un asse (ad esempio x3);
2) la velocita nella direzione x3 & nulla.
In un flusso bidimensionale I'equazione (16.10) si semplifica notevolmente. In-
fatti, se u = (u1,us9,0) allora w = (0,0,ws) con
w3z = 81u2 — agul.

In altri termini w € caratterizzato da una sola quantita scalare ws che nel seguito
indicheremo semplicemente con w. In conseguenza di cio si ha

(w-Vyz)u=0.
Pertanto la (16.10) diviene (con w = w3 e { = (3)
%4 =0 (16.12)
Quindi ¢l rapporto ¢ = w/p é conservato lungo le traiettorie del flusso:
C(B(X,1),1) = (X, 0).
In particolare, nel caso del fluido incompressibile, per il quale p = cost, si ha
Ow~+ (u-Vz)w=0 (16.13)

o equivalentemente
w(®(X, 1),t) = w(X,0)
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Tale equazione, assieme alle condizioni
divu =0 (16.14)

w = 81’[1,2 — 827.L1 (1615)

e le opportune condizioni al contorno, caratterizza completamente, come si vedra
nel seguito, i moti del fluido incompressibile bidimensionale ed & il motivo della
relativa semplicita di tale sistema.

Equazione della vorticita in dimensione 2.

L’equazione (16.13) si presenta in forma molto semplice, ma la sua utilizzabilita
pratica sarebbe molto limitata se si dovesse preliminarmente conoscere il campo
di velocita u. Una semplice derivazione fornirebbe allora w senza alcun ricorso alla
(16.13). In effetti, mostreremo che il campo u puo in molti casi essere ricostruito a
partire da w, fornendo in tal modo un’equazione chiusa nella sola incognita w. In
conseguenza di cio, la soluzione delle equazioni Eulero ¢ ricondotta a quella della
(16.13), che ¢ una sola equazione scalare e non contiene 'incognita pressione.

In effetti la costruzione di u a partire da w e un caso particolare di un problema
classico, che pur essendo nato in Idrodinamica, & di interesse pii generale:

Problema: dato il campo vettoriale w nell’aperto D CBd, d = 2,3, determinare
il campo vettoriale u differenziabile in D e continuo in D, tale che

w=rotu, divu =0, =z € D,

16.16
u-n=0, xz€dD. ( )

Cominceremo a discutere questo problema nel caso d = 2 e per un dominio D
limitato, semplicemente connesso e dotato di frontiera regolare.

Conviene introdurre la notazione seguente: se a = (a1, az) € R? & un vettore, il
vettore at = (ag, —a;) denota il vettore che si ottiene da a con una rotazione di

7/2 nel verso destrogiro. Analogamente V+ = (0y, —9;). In d = 2 si ha dunque
rotu = dive®,  dive = —rotu™.

Inoltre
rotV+ = —A.

La condizione divu = 0 equivale ad affermare che u* ha rotore nullo e questo
implica, poiché il dominio D & semplicemente connesso, che esiste una funzione ¥
tale che

u=V+y. (16.17)

385



La funzione ¥ & detta potenziale di corrente o stream function in inglese.
Ricordando che
w = rotu = rotV+¥ = —AU,

e che
O=n-u=n-V¥=7.V0,

ove T ¢ il versore della tangente a 0D, possiamo concludere che ¥ & determinato
come la soluzione del seguente problema al contorno:

AV =—w xz€D

(16.18)
=0, ze€dD.
Infatti, Pannullarsi della derivata tangenziale di ¥ sul bordo assicura che ¥ &
costante sul bordo e la costante puo essere fissata a 0 visto che ¥ ¢ definito a
meno di una costante.
Il problema (16.18) ¢ il problema di Dirichlet per l’equazione di Poisson con
densita —w. La sua soluzione esiste unica per w sufficientemente regolare e si
scrive

U(r) = /D dyGp(z,y)w(y),

ove Gp(x,y) ¢ la funzione di Green relativa al dominio D, cio¢ la soluzione fon-
damentale dell’equazione di Laplace in D con condizioni di Dirichlet:

A,Gp(x,y)=—-6(x—vy), z,yeD, Gp(z,y)=0 x€dD. (16.19)
Pertanto, posto
Kp(z,y) = VyGp(z,y), (16.20)
abbiamo
u(z) = / dyKp(z,y)w(y) (16.21)
D
0, piu brevemente
u=Kp*w. (16.22)

Sinoti che lespressione (16.21) non € una vera e propria convoluzione, ma useremo
ugualmente la notazione (16.22).

Occorre ancora mostrare che la u cosi ottenuta ¢ 'unica soluzione del problema
(16.16). Basta osservare che, se v’ & un’altra, posto v = u — v/, v soddisfa

rotv =0, divve=0, x€D,
v-n=0, xz€dD.
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Essendo D semplicemente connesso allora v = V¢ con ¢ soluzione del problema
di Neumann
Ap=0, €D
oo
B =
che ammette la sola soluzione costante. Pertanto v = 0.
Per avere un’espressione piu esplicita di Kp, notiamo che la funzione

0, ze€0dD,

1
G(z,y) = 5 In|z —y| (16.23)

¢ la soluzione fondamentale dell’equazione di Laplace in R? che tende a 0 all’infinito Jj
Naturalmente essa non soddisfa le condizioni al bordo su dD. Pertanto Gp pud
scriversi

GD =G+ D,

con ~vp soddisfacente le condizioni

Am’yD:07 vaJEDa
'YD(«T,y):_G(CL',y), x€8D7y€D.

Essendo yp una soluzione del problema di Dirichlet per ’equazione di Laplace con
dominio e dati regolari, essa & regolare in tutti i punti di D e le singolarita di Gp
coincidono con quelle di G. Posto quindi

1 (x—y)*

K(z,y) = V.G(z,y) = T r— g2

(16.24)
si ha
Kp=K+Kp, (16.25)

con Kp funzione infinitamente differenziabile delle variabili x ed y.
Si noti che, per dare senso all’espressione cosi ottenuta per u in funzione di w &
sufficiente che w € Lo (D).

Un altro dominio sufficientemente semplice in cui risolvere il problema (16.16)

¢ D = R2. In questo caso molte delle considerazioni svolte prima continuano a

essere valide. Le modifiche sono le seguenti:

a) la condizione u - n = 0 sul bordo non ha pid senso;

b) Kp =0 e quindi Kp si riduce a K e la (16.22) ¢ una vera convoluzione;

c) perché lespressione K x w abbia senso non basta che w € Lo (D). E tuttavia
sufficiente assumere w € Lo (D) N L1 (D);

d) L’unicita non vale pit nel senso precedente, in quanto non vi & pit la condizione
al contorno. Occorre specificare il valore uo, di u per |z| — oco. Con questa
ulteriore condizione la soluzione del problema e unica e si scrive

u=Kx*xw+ ts.
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Consideriamo ora il caso D = T2, il toro bidimensionale di lato 2. Non essen-
dovi bordo, la condizione u - n = 0 perde di senso. Cerchiamo quindi un campo
u periodico, di periodo 27 in entrambe le variabili, soddisfacente le condizioni del
problema (16.16). Osserviamo che, per il teorema di Stokes, se indichiamo con C
la frontiera del quadrato [0, 27] x [0, 2], si ha

/ wdw:?{dku
T2 C

/ wdz =0, (16.26)
T2

e quindi risulta

in quanto w € periodico e i contributi dovuti ai lati opposti si cancellano a due
a due. Cerchiamo la soluzione ¥ dell’equazione di Poisson in termini di serie di
Fourier: per k € Z2, avremo

k20 (k) = &(k), (16.27)
ove ) k - 1 d s
f( )—W - zf(x)e

sono i coefficienti di Fourier della funzione f. Per la (16.26) risulta ©(0) = 0
e quindi ¢ soddisfatta la condizione necessaria per la risolubilita della (16.27).
Se w e sufficientemente regolare, grazie al teorema di Fourier la serie di Fourier
corrispondente & assolutamente convergente e si ha per u ’espressione

ik* :
u(z) = Z W&)(k)e“”’, (16.28)

L’unicita segue come prima.

Non discuteremo per brevita i casi, notevolmente pit interessanti, dei domini
non semplicemente connessi quali I’esterno di un aperto di R2.

16.6 Equazione della vorticitd in dimensione 3.

In questo caso I'equazione della vorticita ¢ pit complessa per la presenza del
termine w - V, u. Si ha infatti, per un fluido incompressibile

Ow~+ (u-Vy)w — (w- Vy)u =0, (16.29)

con w = rotu e divu = 0. Tuttavia, se esprimiamo w« in funzione di w, otteniamo
un’equazione (vettoriale) nella sola w che non coinvolge la pressione.
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Si tratta quindi di determinare wu tale che
divu =0, rotu=w

per ogni w regolare in un dominio D. Restringeremo la nostra attenzione ai domini
D =R3 e D = T3, in quanto negli altri casi, come si vedra, il problema non & ben
posto.

Caso D = R?

Poiché divu = 0, esiste un potenziale vettore A tale che u = rotA. In realta ne
esistono infiniti, in quanto, se A’ = A + V¢, risulta anche rotA’ = u. Grazie a
questo si puo assumere divA = 0, con un’opportuna scelta di ¢. Questo ¢ utile in
quanto vale I'identita vettoriale

rot(rotAd) = —AA 4+ V,(divA).
Usando divA = 0 si ottiene allora per A I'equazione di Poisson

AA = —w.

A =g [

u(x) = 1 /dyw = Kuw,

4m |z —y3

La soluzione ¢

e quindi

ove

3
(Ke)i(o) = Y- [y~ y)es(v)

e K; ; ¢ la matrice definita dalla posizione

1 =z
K(z)¢ = i 2P NE
per ogni vettore £ € R3.
Caso D = T?
Scrivendo . .
A(z) = A(k)et*=,
kez3
A 1 —ik-x
A(k) = G o dzA(zx)e ,



I’equazione di Poisson diventa

da cui .
A(k) = k20(k),

espressione che ha senso perché, come nel caso d = 2 ©(0) = 0. Pertanto

. ko
a(k) = _2W A w(k)

e quindi

k .
—92 ~ zk-x.
u(x) = E e ANo(k)e
kez3

Concludiamo spiegando perché per un dominio generico il precedente problema
della determinazione di u dato w € mal posto. E facile controllare che, se w = rotu
in D ewu-n=0sudD, allora risulta

u(z) = rot { [ vt = o) - [ dot)6leppats) u<y>} . (16.30)

ove G(z,y) & la soluzione fondamentale dell’equazione di Poisson in R3. Per pro-
vare tale relazione basta osservare che ovviamente risulta

u(w) = —A / dyG (e, y)uly),

che
A = Vdiv — rotrot

e che
rot; [G(z, y)u(y)] = —(V,G(z,y)) A u(y) = Grotu — rot, (Gu).

Integrando per parti ed usando divu = 0 si ottiene la (16.30).

La (16.30) non & una soluzione del problema in quanto u & presente anche nel
membro destro, per il tramite della sua parte tangenziale sul bordo. Se si po-
tesse assegnare anche la componente tangenziale di u sul bordo, essa fornirebbe
I’espressione di v in funzione di w. D’altra parte, assegnare la componente tan-
genziale di u sul bordo porterebbe ad un problema al contorno sovradeterminato
per 'equazione di Eulero incompressibile, come dimostra il seguente teorema di
unicita, la cui dimostrazione & omessa in queste note.

Teorema di unicita. Seu é una soluzione infinitamente differenziabile dell’equaziondl
di Eulero incompressibile in un dominio limitato D, soddisfacente la condizione
iniziale u(x,0) = ug(z)e la condizione al bordo u-n =0 su dD. Allora u(z,t) é
lunica soluzione.
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16.7 Flussi potenziali.

Si dice che un flusso (X,t) — ®(X,t) & un flusso potenziale se il suo campo
di velocita & un gradiente, cioe se esiste una funzione scalare (z,t) — p(z,t) tale
che u(z,t) = Vyo(z,t). Naturalmente ogni flusso potenziale é irrotazionale. 11
viceversa e in generale falso. Condizione sufficiente perché questo sia vero e che il
dominio D sia semplicemente connesso.

Supponiamo il dominio semplicemente connesso. Allora, ricordando I'identita
(16.9), l'equazione di Eulero per un flusso isoentropico irrotazionale soggetto ad
una forza conservativa di potenziale U si scrive

1
5‘tu+Vx{§u2+w+U} =0.
Usando il fatto che il flusso & potenziale, questa diviene
Ly
Ve at90+§u +w+U;=0

e quindi

1
Orp + §u2 +w + U = cost.

Per un fluido incompressibile la stessa condizione vale con w sostituito da p. Si
noti la relazione tra tale conclusione ed il secondo teorema di Bernoulli, che, nel
caso stazionario assicura la costanza di

1
§u2+w+U

per ogni flusso irrotazionale, anche per domini non semplicemente connessi.

Assumiamo ora il fluido incompressibile.

Se il dominio D, oltre che semplicemente connesso ¢ anche limitato, le condizioni
di irrotazionalita e incompressibilita comportano la non esistenza di flussi non
banali. Infatti per quanto osservato in precedenza, ogni flusso irrotazionale e
potenziale e la condizione di incompressibilita impone a ¢ di essere armonico:
Ay = 0. La condizione al contorno « - n diviene poi

2(,0 =0, x€dD
on
e pertanto ¢ = cost in quanto questa ¢ 'unica soluzione del problema di Neumann
per 'equazione di Laplace su un dominio limitato. In conclusione si ha allora
u = 0.
Pertanto si potranno avere flussi incompressibili irrotazionali interessanti sol-
tanto se il dominio D ¢ non limitato o non semplicemente connesso.
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Lo studio di flussi incompressibili irrotazionali potrebbe apparire di scarso in-
teresse, ma essi invece rappresentano semplici soluzioni stazionarie dell’equazione
di Eulero incompressibile. Infatti, usando l'identita (16.9), possiamo concludere
che un qualsiasi flusso irrotazionale incompressibile indipendente dal tempo u(x)
¢ soluzione stazionaria dell’equazione di Eulero: basta infatti scegliere la pressione
p della forma

p=—[U+ v
2
per mostrare che esso risolve ’equazione di Eulero stazionaria incompressibile.

D’altra parte, esistono situazioni fisiche molto comuni che sono ben descritte
da flussi di questo tipo. Una di queste corrisponde al caso di un dominio D che ¢
il complemento di un insieme convesso O (flusso con ostacolo). Tale dominio, in
dimensione d = 3 € semplicemente connesso, mentre non lo e in dimensione d = 2.

Poiché il dominio ¢ illimitato, occorre specificare anche il valore di w all’infinito:

lim w(z) = teo.

|z|—o0
11 flusso u = us € un flusso potenziale in quanto us, = V,(uso - ). Naturalmente
questo flusso non soddisfa la condizione al contorno su dO. Pertanto, in d = 3 il
flusso potenziale u deve avere la forma
u=Vea[p+ teo - 7]
con ¢ tale che

Ap =0,

2goJrquO~n:07 z € 00.
on

lim Vge(x) =0.
|z[— o0

La soluzione di tale problema ¢ esplicita in alcuni casi. Si consideri ad esempio
O={zecR?||z|=1}
e si assuma us = (1,0). Ricordando che in coordinate polari si ha
A=0?+r10, +r 202,
si vede subito che in questo caso il flusso potenziale ¢ dato da

w=afo ).
|22
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16.8 Paradosso di D’Alambert.

Per illustrare le anomalie del comportamento di un fluido ideale incompressibile,
si consideri il caso di un fluido incompressibile in un tubo disposto lungo 1’asse
x1 e si supponga di applicare in 1 = 0 una pressione p; ed in ;1 = L una
pressione ps < p1, in modo che il fluido ¢ spinto da sinistra a destra. Cerchiamo
una soluzione di forma laminare. cioe

u(z,t) = (u1(z1,1t),0,0);  plz,t) = p(x,t).

Per 'incompressibilita allora 0;uq = 0 e quindi ’equazione di Eulero si riduce a

Oyuy = —01p.
Differenziando quindi
Op=0
e pertanto
P1— D2
p=Dp1— T X1,

per cui la pressione risulta stazionaria. In conseguenza

_ b1 — D2

Uq t+ ug.

In definitiva u cresce linearmente con il tempo. Tale comportamento contrasta
con 'esperienza comune e la ragione risiede nel fatto di aver ignorato gli effetti di
attrito interno.

Consideriamo il flusso con ostacolo e domandiamoci quale ¢ la forza che occorre
applicare in una situazione concreta per mantenere ’ostacolo fermo. Naturalmente
essa e data dall’opposto del risultante degli sforzi che il fluido esercita sull’ostacolo.
Essa ¢ cioe, per definizione

F = do(z)S(z,t)n(z) = — do(x)p(z, t)n(x),
o0 00

avendo tenuto conto che il fluido ideale non esercita sforzi di taglio.
E possibile dimostrare il seguente teorema, di cui si omette la dimostrazione:

Teorema di Kutta-Joukowski: Si consideri il problema con ostacolo in d = 2.
Sia w il campo di velocita di un flusso irrotazionale incompressibile che tende ad
Uso per x| — oo. Allora risulta

F = —Fui‘o,
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ove I' & la circuitazione di u su 00.

Si noti I’aspetto poco intuitivo che la forza & ortogonale a ., cioé non vi & una
forza che si contrappone al flusso. Inoltre, se I' = 0 la forza ¢ addirittura nulla.
In dimensione d = 3 la situazione & ancora piu paradossale:

Teorema 16.6. Nelle stesse condizioni di prima, ma con d = 3 si ha F=0.

Omettiamo la dimostrazione di tale teorema, ma forniamo un argomento euristi-
co che giustifica tale risultato paradossale.

Cominciamo con il notare che, se ¥ & una qualsiasi superficie che contiene O,
risulta

F == /E do(x)[u(u - n) + pn].

Tale relazione segue integrando ’equazione di Eulero stazionaria sulla regione A
compresa tra le due superfici 0O e X, applicando il teorema di Gauss ed usando
la condizione al contorno u-n = 0 su 0. Pertanto la valutazione di F puo essere
ricondotta alla stima di v e p su una superficie che va all’infinito.

In dimensione d = 3, a differenza che in dimensione d = 2, il dominio R3 — O
¢ semplicemente connesso e quindi il campo di velocita u € potenziale. A grande
distanza da O la soluzione dell’equazione di Laplace & data dal potenziale di dipolo,
in quanto la condizione al bordo

— Q= —Uso ' N

su 00 equivale ad una densita di carica con carica totale nulla.

Pertanto si ha

e quindi



Quindi, scelta per X la superficie di una sfera di raggio R,

_7-'—/Eda(x)[poonJruoo(umon)]JrO(;) |z|—o+0<11%> —0, R-— o

Osservazione Se O = {x € R?||z| < a},

a3

p(z) = <W + 1)uOO T

e quindi
a3

u:wa:um—W(um_M>

||

In questo caso I'argomento precedente & rigoroso.
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A. Alcuni ausili matematici

A.1 Principio di Contrazione.

Sia f una funzione da uno spazio metrico S in sé e sia d(z,y) la metrica in esso
definita. Un punto z € S si dice punto fisso per f se

flx) ==

Una funzione f da S in sé si dice una contrazione se esiste A\ reale positivo,
A < 1, tale che

d(f(z), f(y)) < Md(z,y), Vz,y€S.

Teorema A.l1 (Principio di Contrazione): In uno spazio metrico completo,
se f é una contrazione, allora esiste ed & unico il punto fisso per f.

Dim:

Unicita: Se z7 ed x5 sono due punti fissi, 2; = f(z;). Ma f & una contrazione.
Pertanto

d(z1,22) = d(f(21), f(22)) < Ad(z1,22),

con A < 1. Cio ¢ possibile solo se d(z1,z2) = 0 e quindi 1 = x3.
Esistenza: Sia x¢ arbitrario ed x,, = f(z,_1) per n > 1. La successione {z,} &
di Cauchy. Infatti, supposto m > n, risulta

m—1 m—1 m—1
A(Tpy Tm) < Z d(xg, Tpr1) < Z Ad(xp—1,25) < ... < Z Ned(zg, x1).
k=n k=n k=n
In conseguenza
m—n—1 An
A, ) < A" ZZ; Nd(zg,z1) < d(wo, w1) T

che puo rendersi minore di un arbitrario € a patto di scegliere n sufficientemente
grande.

Poiché lo spazio metrico & completo, la successione {z,} & convergente. Sia x
il suo limite. Passando al limite nella relazione x,, = f(x,_1), si ha

z = lim z, = lim f(z,) = f(lm x,) = f(x),

n—oo n—oo n—oo

il penultimo passaggio essendo dovuto al fatto che f, essendo una contrazione, e
continua. Cio prova che x & punto fisso.
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Osservazione: Se B(xzg,r) denota una sfera chiusa di raggio r di S, ed f tra-
sforma B(zg, r) in sé, allora il precedente teorema puo applicarsi con S = B(zg, 7).

A.2 Teorema della funzione implicita.

Siano F un sottoinsieme aperto di R™ , ed F' e G due sottoinsiemi aperti di R™.
Sia inoltre
f: ExXF—QG,

una funzione continua, differenziabile in E x F' ed ivi limitata. Con z ed y si
denoteranno il generico elemento di E e di F' rispettivamente. Inoltre D, f e D, f
denotano i differenziali parziali rispetto alle variabili in E ed F' rispettivamente.

Teorema A.2 (della funzione implicita): Si supponga che esistono a € E e
b e F, tali che f(a,b) = 0. Si supponga inoltre che la matrice m x m, D, f(a,b)
sia non singolare e Dy f(x,y) continuo in (x,y). Allora esistono § >0 ep >0
tali che per x € Bs(a) = {z| (x — a)? < 62}, ¢ definita la funzione

Y Bs(a) = By(b) = {yl (y — 0)* < p°}

tale che
flz,Y(z))=0 (A1)

Inoltre Y é una funzione continua e differenziabile in Bs(a) ed il suo differenziale
e dato dall’espressione

DY (z) = =Dy f(z,Y () ' Dy f(2,Y (),
il prodotto tra le matrici Dy f(z,Y (x))™" e D, f(z,Y (z)) essendo l'usuale prodotto
righe per colonne.

Dim: Poiché D, f(a,b) & non singolare, per ogni Y (x) che soddisfa (A.1), vale
I'identita
D, £a.b)™ [D, f(a,b)Y (@) — (2. ¥ ()] = V()

pertanto la trasformazione A su C(E; F) definita da

(AY)(z) = Dy f(a,b)"' [Dyf(a,b)Y (x) = f(z,Y (2))]

avrebbe un punto fisso in corrispondenza della funzione Y implicitamente definita
da (A.1). La dimostrazione dell’esistenza di Y consiste nella costruzione di un
punto fisso per A in un opportuno spazio metrico.

Tale spazio ¢ definito come segue: sia ¢ tale che Bs(a) C E e p tale che B,(b) C
F.

Cs,p = {u: Bs(a) — F| u & continua in Bs(a), u(a) =be |u(x) — b < p}
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Si definisce la seguente metrica su Cs ,:

d(u,v) = |lu—vl[ = sup fu(z) —v(@)|.
lz—a|<é

E facile controllare che tale spazio metrico ¢ completo.
Au & ovviamente continua e

(Au)(a) = u(a) — Dy f(a, b)*lf(a, u(a)) = u(a) — Dy f(a, b)*lf(a, b) = u(a) = 0.
Lemma: Esistono p > 0 e d > 0 tali che, se u,v € Cj,,, allora

|(Au)(z) = (Av()z)| < %Iu(ﬂc) — ()|

Dim: Siano u e v due funzioni in Cj,. Aggiungendo e sottraendo D, f(x,u(x))
(u(x) — v(x)), risulta:

|(Au)(z) = (Av)(z)| = | Dyf(a,0) " {[Dyf(a,0) = Dyf(z,u(@))] (u(z) — v(z))
= [f@ u(@)) = f(2,0(2))] + Dy f (@, u(x))(u(z) - v(@))}| <

1Dy f(a, o)~ [[| Dy f(a,b) = Dy f(w, u(z))|

+1Dy f(,&) — Dy f (@, u(@))] Ju(z) — v(@)],

con &, un opportuno punto del segmento di estremi u(x) e v(x), che si puo deter-
minare, a norma del teorema di Lagrange, in modo tale che

f@,u(@)) = fz,0(x)) = Dy f (2, &) [ulz) — v(z)].

Poiché D, f(x,y) & continuo, esistono 0 e p tali che se [z — 2| < ed |y — /| < p,
allora

_ 1
Dy f(2,y) = Dy ',y ) 1Dy fla, )| < 7.
Scegliendo ¢ e p nella definizione di Cj, in accordo a tali condizioni risulta
1
|(Au)(z) = (Av)(2)] < Slu(z) = v(z)]. (4.2)

ed il Lemma ¢ dimostrato.

Si definisca v(z) = b per ogni . Ovviamente v € Cj ,.
(Au)(z) — (Av)(z) = (Au)(2) = b+ Dy f(a, b)) (f(z,b) — f(a,b)),

398



poiché f(a,b) = 0, mentre f(z,b) non & in generale nullo. Pertanto, se u € Cs ,
allora, per la continuita di f si puo scegliere § in modo tale che

sup (D, () ()~ (b)) < 5.
z€Bs(a)

Si ha quindi
|(Au)(z) — b] < |(Au)(z) — (Av)(z)| + |Dy f(a, )" (f(x,) — f(a,b))|

1 1 1 1
< Slu(@) —v(@)| + 5p = Slul@) = bl + 5p < p.

Pertanto A trasforma Cs , in se per § e p sufficientemente piccoli ed inoltre (A.2)
implica che A ¢ una contrazione su Cs ,, in quanto

1
[ Au — Avl] < 5[lu o]

Pertanto il principio di contrazione assicura l’esistenza del punto fisso cercato.
Questo puod costruirsi come limite della successione {Y,,(2)}22, definita dalle po-
sizioni

YE)(:L‘) = b7
V() = (AY,-1)(@).
La differenziabilita e la formula per la derivata si ottengono facilmente quando si

osservi che, per la regola di derivazione della funzione composta, poiché f(x,Y (x)) =}
0 per ogni = € Bs(a), se la Y(z) & differenziabile, risulta:

0=Dy[f(z,Y ()] = Daf(z,Y () + Dy f(x,Y (2)) DY ().

Poiché d’altra parte D, f(z,Y (x)) & continuo e non singolare per z = a, tale sara
anche in un intorno di (a, ) e pertanto la funzione D,Y (x) sara data da

DY (x) = =Dy f(z,Y (z)) ' D, f(z,Y(x)). (A.3)

Poiché il membro di destra della (A.3) & definito e continuo nell’intorno di a,
per provare la differenziabilitd di Y (x) ¢ sufficiente far vedere che il suo rapporto
incrementale converge a D, Y (z). A questo scopo si noti che se h € R ¢ tale che
x + he; ¢ in Bs(a) e Y (x + he;) € B,(b), risulta

0=f(z+ he;,Y (z + he;)) — fz,Y(z))

=[f(z + hei, Y (x + he;)) — f(z + hey, Y (2)] + [f (2 4 hei, Y (2) — f(z,Y (2))]

=D, f(x + hei, & n)[Y (x + hei) = Y ()] + Dy f(12,p, Y () [hes]
(A.4)
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per il teorema di Lagrange, con &; j, ed 7, 5 opportunamente scelti, in dipendenza
di z ed h, sui segmenti AY (z) + (1 — N)Y (x + he;) e Ax 4+ (1 — ) (z + he;), con
A € (0,1) rispettivamente. Applicando ad ambo i membri D,, f(z+he;, &, p) 7!, che
non ¢ singolare nell’intorno considerato, ed aggiungendo e sottraendo alla (A.4) la
quantita D,Y (x)[he;] definita dal secondo membro della (A.3), si ottiene:

Y(z+ he;) = Y(x) — DY (x)[he;] =
- ‘D?Jf(m + heiugz,h)_lef(nz,haY(m))[hei] - DwY(x)[hez]

Il secondo membro di tale equazione, diviso per h, tende a 0 al tendere di h a 0,
in quanto g5, — x e & n — Y (x) ed inoltre i differenziali di f rispetto ad z ed y
sono continui, per cui

Dy f(x + heiy&on) ™ Do f (ap, Y (2))[ei] = Dy f (2, Y (€)™ Dy f (2, Y (2)) [es]
=—D,Y (z)[e;].
Pertanto si ha
lim Y(x + he;)) = Y(x)
h—0 h

— D, Y(z)[e;] =0,

che implica la differenziabilita di Y (z).
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